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Resumen

La teoria de wavelets ortonormales y su generalizacion a wavelet frames han de-
mostrado ser herramientas ttiles y potentes tanto en el dambito tedrico como en las
aplicaciones. Este trabajo presenta algunas aportaciones a dicha teoria y su aplicacion
al procesamiento digital de imagen médica.

El Capitulo 1 incluye una seleccién de los conceptos mas importantes de la teoria
clasica de wavelets ortonormales, poniendo énfasis en la idea de andlisis multirresolucién
(MRA) (Seccién 1.2.1). Se definen los conceptos de funcién de escala, filtro asociado y
wavelet multirresolucion, y se describe el algoritmo de transformada répida (en casca-
da), pieza clave en las aplicaciones. Ademads, se muestran ejemplos de diversas wavelets
ortonormales que verifican propiedades de interés, como soporte compacto, momentos
nulos, etc.

Dos operaciones son relevantes en la teoria de wavelets, las traslaciones y las dilata-
ciones. Las formulas y algoritmos que se obtienen en este trabajo provienen del “andlisis
espectral” de estas operaciones. En el Capitulo 2 se construyen modelos espectrales y de
tipo “shift” de los operadores de dilatacion y traslacién en espacios de Hilbert funcio-
nales. Estos modelos dependen de bases ortonormales prefijadas de estructura adecuada
(Seccién 2.1). Ademads, en estos modelos es posible obtener una descripcién de subespa-
cios ambulantes e invariantes en términos de funciones operador-valuadas rigidas y de
rango (Seccién 2.2), necesaria para los desarrollos posteriores.

En el Capitulo 3 se detalla la aplicacién de los conceptos introducidos en el Capitulo
2 a la teoria de wavelets ortonormales (Seccién 3.1) y andlisis multirresolucién (Seccién
3.2). Se muestra, en particular, que es posible describir una wavelet ortonormal mediante
una terna de funciones rigidas (Teorema 29), mientras que un andlisis multirresolucién
queda completamente determinado por un par de estas funciones (Teorema 33). Méds
aun, un par doble de funciones rigidas determina una MRA-wavelet junto con la funcién
de escala (Teorema 35). Fijadas las bases en los modelos espectrales del Capitulo 2,
estos resultados dan lugar a condiciones que permiten “calcular” wavelets ortonormales
(Teorema 30) y MRA-wavelets y funciones de escala (Teorema 38). En la Seccién 3.3
se describen los algoritmos computacionales para obtener MRA-wavelets y funciones de
escala de soporte compacto que se derivan del Teorema 38 y la eleccion de tres bases
concretas: la base de Haar (Corolario 42), la base de Walsh-Paley (Corolario 48) y la ba-
se trigonométrica (Corolario 57). Cabe destacar que los algoritmos obtenidos permiten
calcular los coeficientes de las MRA-wavelets y funciones de escala en las correspondien-
tes bases y no tan sélo una aproximacién numérica de sus valores puntuales, como hacen
los algoritmos hasta este momento conocidos (cascada, Daubechies-Lagarias, etc). De
esta manera, las relaciones de recurrencia en dichos algoritmos determinan expresiones
analiticas de estas funciones.

En el Capitulo 4 se presenta el estudio de wavelet-frames mediante técnicas espec-
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trales. El resultado central es la “descomponibilidad” del operador frame en el modelo
espectral asociado a las dilataciones (Teorema 61). Ademds, la estructura del mode-
lo permite obtener expresiones concretas para las componentes y fibras del operador
frame en él (Teorema 64). De estos resultados se deriva una descripciéon manejable de
los wavelet-frames ajustados (Corolario 65). En la Seccién 4.1.2, la eleccién de la base
de Haar en los modelos espectrales y el Corolario 65 permiten determinar los wavelet-
frames ajustados asociados a familias generadoras finitas de soporte minimal. La idea
de interés que subyace en esta parte del trabajo es que cada familia generadora de este
tipo esta asociada a una funcién operador-valuada interna en el espacio de Hardy de
dimensién el cardinal del sistema. Los casos de cardinal 1 y 2 se resuelven completa-
mente. Cabe destacar que (en el caso de cardinal 1) la tnica funcién generadora de un
wavelet-frame ajustado de soporte minimal es la wavelet de Haar (Corolario 70). En
el caso de cardinal 2 se encuentran cinco familias diferenciadas de pares de funciones
generadoras (Corolario 77). La Seccién 4.2 estudia wavelet-frames asociados a funciones
refinables y los Principios de Extensién Unitario y Oblicuo inherentes a ellos (Seccién
4.2.2). La aplicacién de las técnicas espectrales en este contexto muestra, entre otras
cosas, que estos Principios son “condiciones de Lawton generalizadas” (Teoremas 100
y 121). Estos resultados permiten el anédlisis desde una nueva perspectiva de la teoria
clasica de MRA-wavelets ortonormales (Corolario 106, Teorema 108 y observaciones ad-
yacentes) y de la relacién entre ambos Principios (Seccién Relaciones entre OEP y
UEP).

El Capitulo 5 muestra la aplicacion de los wavelet frames ajustados de soporte mini-
mo al ambito de la eliminacién de ruido en imagenes de resonancia magnética. Para ello
se define un filtro por contraccién probabilistica (basado en probabilidades condiciona-
das) (Seccion 5.2). La optimizacién de dicho filtro se realiza mediante el uso de wavelet
frames ajustados (Seccién 5.2.2) que optimicen la diferenciaciéon de las distribuciones
de ruido y detalle (Seccién 5.2.1). Estas distribuciones se modelan mediante Gaussia-
nas Generalizadas, para las cuales el pardmetro 3 se prefija (Seccién 5.2.1). Ademas, la
estimacion de los parametros involucrados se realiza mediante el método de Expecta-
cién Maximizacion (Seccién 5.2.3), lo cual elimina la necesidad de estimadores externos.
La eficiencia del filtro propuesto se comprueba mediante comparacién con otros filtros
(Seccién 5.1) de eficiencia demostrada en senales simuladas y reales (Seccién 5.3).

Finalmente, el Capitulo 6 utiliza el algoritmo de Haar para wavelets ortonormales,
mostrado en la Seccion 3.3, a la hora de proponer un método de andlisis de imagenes
de resonancia magnética funcional. Este algoritmo se utiliza para calcular la funcién de
escala que minimice la diferencia entre la dilatada de la funcion modelo de respuesta
hemodinamica y una combinacion lineal de dicha funcién de escala y su trasladada una
unidad (Seccién 6.2.1). Con esto, se define el método de anélisis de senales de resonancia
magnética funcional (Seccién 6.2) basado en la descomposicién wavelet temporal de la
senal en cada punto (Seccién 6.2.4) a escala dos, desechando los coeficientes de detalle
(ruido de alta frecuencia) y filtrando los coeficientes de escala (para eliminar ruido de
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baja frecuencia) para su posterior reconstrucciéon. Ademds, se utilizan filtros espacia-
les direccionados que permiten aprovechar la estructura morfolégica de las regiones de
activaciéon (Seccién 6.2.3), y a partir de los cuales se generan filtros espaciales adap-
tados. Finalmente, un post-procesado mediante umbralizado fuerte y comparacién de
correlacién permite eliminar actividad residual y aislada, de forma previa a la creaciéon
del correspondiente mapa de activacién (Seccién 6.2.5). Como opcién final, se propone
la regularizacion de las regiones de activacion y sus respectivas senales temporales. La
potencia del método propuesto se comprueba a través de la comparacion con métodos
clésicos de andlisis (Seccién 6.1) en senales de activacién simulada y reales (Seccién 6.3).

El Capitulo 7 contienen las conclusiones obtenidas en la elaboracion de este trabajo,
mientras que el Capitulo 8 presenta las futuras lineas de investigacion a seguir en trabajos
posteriores.

La presente tesis ha sido financiada por una ayuda de formacion de personal inves-
tigador (FPI) de la Universidad de Valladolid (en el marco RD 63/20006), resolucion
rectoral 16 de julio de 2010.
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Introduccion

Una gran parte de las técnicas de andlisis se basa en el tratamiento de fenémenos
complejos mediante representaciones en términos de fenémenos elementales bien cono-
cidos. Un ejemplo de ello es la teoria de Fourier, la cual permite el estudio de ciertas
funciones en base a su descomposicion en frecuencias simples. A pesar de las ventajas
de esta descomposicion, el andlisis de Fourier no se adapta al estudio local de una fun-
cion. Mas aun, el Principio de Incertidumbre de Heisenberg impone una limitacion en
la localizacién simultanea en los dominios temporal/espacial y frecuencial. Sin embargo,
el analisis local es necesario en diversas situaciones, como el estudio de singularidades,
compresion de imagenes y voz, reconocimiento de patrones, etc. Un modo de tratar este
problema es utilizar funciones del espacio de Schwarz, S(R), ya que dichas funciones
tienen propiedades de localizacién simultdnea en ambos dominios.! En esta direccién,
merece atencién la féormula de Calderén [23], la cual ha sido refinada por varios autores
[24, 25, 26, 148]. Dicha férmula establece que, dada una funcién ¢ € S(R), la cual veri-
fique p(z) = 0 para |z| > 1, sea real, par y satisfaga que fooo(gb(s))Q% = 1, se tiene que,
para cada funcién “general” f,

fa) = [ [ o= wyoon sy

donde ¢,(z) = +¢(%) es la dilatacién de ¢ por s.2

Por otro lado, en diferentes procesos, especialmente en computacién, es preferible
tener una expresion discreta similar a la férmula de Calderén. Descomponiendo de forma
adecuada dicha férmula se puede obtener una descomposicion discreta, “atéomica” y
regular de la funcién f de la forma

= Z b (f) @ (2)

m,neZ

ds

S

(1)

donde by, ,(f) es un escalar, a,,,, € S(R) y amn(z) = 0 si x no pertenece al triple
del intervalo diddico I, := [27™n,27"(n + 1)] C R (véase [59]. Las funciones a,,, se

'El espacio de Schwarz, S(R), es el espacio de las funciones infinitamente diferenciables y con de-
caimiento de dicha funcién y todas sus derivadas mayor que la inversa de cualquier polinomio en +oc.
Si ¢ € S(R) entonces ¢ € S(R), donde ¢ es la transformada de Fourier de ¢.

2Compérese (1) con la transformada wavelet continua dada en (1.3).
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denominan dtomos requlares). Una de las ventajas de esta descomposicién y similares
(como serd la descomposicién mediante wavelets discretas. Véase la Seccién 1.2) es la
conservacion de las caracteristicas espaciales de la funcion f, las cuales quedan refleja-
das en la dimensién de los coeficientes by, ,(f), consecuencia del desarrollo matemético
conocido como “Teorfa de Littlewood-Paley-Stein” [144].

En la descomposicion (2), la familia {a,, ,} no es fija y varfa en cada punto en que se
representa a la funcién f. La identidad ¢-transformada anula este problema al mismo
tiempo que conserva la propiedad de buena localizaciéon en tiempo/espacio-frecuencia
[56, 57, 58]. En este caso, mediante el uso de una versién discreta de la férmula de
Calderon y el Teorema Clasico de Muestreo, se obtiene una identidad de la forma

f = Z <fa me,n> 7vbm,n

m,neL

para ciertas funciones ¢, € S(R), donde ©,,, , := 2% (2™ —n) ¥ Y 1= 22 (2™ —n).
Por tanto, las familias {@m .} v {¥mn,} son fijas y se obtienen mediante dilatacién y
traslacién de un par de funciones ¢,1 € S(R), lo que conlleva localizacién en tiem-
po/espacio y frecuencia de forma simultdnea. En general, la familia de funciones {¢y,, }
no es ortonormal. Fue Meyer [111] el primero en construir una base ortonormal de L*(R)
de la forma {¢,,,}, donde v,,,, = 22 (2™ - —n) para cierta ¢ € S(R) (las funciones
{¥m.n} son conocidas como wavelets de Littlewood-Paley). Como consecuencia, la co-
rrespondiente identidad
F= > (fithmn) Ymn
m,nEZ

posee la propiedad de buena localizacién tiempo/espacio-frecuencia sin redundancia.
Una funcién ¢ € L?(R) tal que la familia {1, ,, := 2% (2™ —n)} es una base ortonormal
de L*(R) se denomina wawvelet (discreta) ortonormal.

La construccion de las primeras wavelets ortonormales regulares por parte de Meyer
[111] en R y por parte de Lemarié y Meyer [96] en R™ a mediados de los anos 80 supone el
origen de la teoria de wavelets tal y como se conoce hoy en dia. Posteriormente, Mallat
[102] y Meyer [112] presentan el marco del andlisis multirresolucién (MRA) para el
célculo general de dichas wavelets y Daubechies [40] utiliza dicho anélisis para construir
familias de wavelets de soporte compacto con cierto grado de regularidad. Este tultimo
trabajo clarifica la relacién existente entre wavelets continuas (R) y wavelets discretas
(Z 6 NU {0}), necesaria a la hora de abordar el problema el tratamiento de senales
digitales.

Anterior a la llegada de la teoria de wavelets, existe una larga trayectoria en el desa-
rrollo de métodos de andlisis de senales con simultaneidad en tiempo/espacio-frecuencia.
Entre ellos cabe destacar los trabajos basados en las funciones de Walsh-Paley, la
descomposicién en atomos de Gabor (transformada de Fourier en ventanas) y los fil-
tros espejo-conjugados. En 1922, Rademacher [123] definié una sucesién ortonormal
{rm : m=20,1,2,...} de funciones en [0, 1) de la forma siguiente:
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Sea rg la funcién de Haar,

y para m > 0, sea
rm(x) = h(2™x), para z € [0,27™).

Extiéndase r,, periddicamente, con periodo 27, a [0,1). El sistema de Walsh-Paley
{wy, : m=0,1,2,...} en [0,1) se define por

Wo =1

y, param > 1,

Wiy, 7= Ty Ty -« - Tiges

donde 0 <my <mg < -+ <mypym=2"+42m24...4 2™ En 1923, Walsh [154] prue-
ba que {w,,} es una base ortonormal de L?([0, 1)). Con anterioridad, algunos ingenieros
disenan esquemas de transposiciéon de lineas de redes abiertas basados en el sistema de
Walsh-Paley, los cuales se utilizan para minimizar el cruce de senales entre canales (dia-
fonfa). De hecho, el sistema de Walsh-Paley continia siendo una herramienta importante
en la teoria de la comunicacion. Para la teoria de wavelets, el sistema de Walsh-Paley
es un prototipo de paquete wavelet [32, 33], del mismo modo que la funcién de Haar es
un prototipo de wavelet ortonormal. Ya en los anos 40, Gabor [64] trata de representar
seniales como una descomposicién discreta (similar a la derivada de la férmula de Cal-
der6n) mediante traslaciones y modulaciones de una Gaussiana, motivado por el papel
de la funciéon Gaussiana en el minimizado del producto de varianzas en la desigualdad
del Principio de Incertidumbre Clésico.? Por otra parte, los filtros espejo-conjugados se
introducen en los anos 70 para tratar problemas de codificacién de voz [37, 36, 52, 140].
Dichos filtros estan asociados a esquemas de codificacion subbanda que proporcionan
una reconstruccién perfecta de la sefial transmitida (sin aliasing) [17, Definition 78 -
Theorem 83] [140, 124, 149, 150]. Una técnica de compresién de imédgenes similar a estos
filtros es la denominada pirdmide de Laplace, introducida por Burt y Adelson [22] en
1983 para eliminar la correlacién redundante entre pixels vecinos. Existe una clara rela-
ci6én entre estas ideas en procesamiento de imagen [106] y el anélisis multirresolucién y
las wavelets ortonormales. Un ejemplo de ello es que todo andlisis multirresolucion define
un filtro espejo-conjugado, aunque la nocién de filtro espejo-conjugado es mas general
que la de analisis multirresolucion. De hecho, existen condiciones necesarias y suficien-
tes, dadas por Lawton [94] y Cohen [30], para asegurar que un filtro espejo-conjugado
esta asociado a un andlisis multirresolucion.

3En la transformada de Fourier en ventanas, la funcién Gaussiana puede ser reemplazada por otra
funcién arménica més apropiada para proporcionar una compresién mayor de una senal en términos de
su descomposicién de Gabor.
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Los detalles de esta teoria se encuentran en el Capitulo 1. En dicho capitulo se mues-
tra el paso desde el estudio local mediante frecuencias, utilizando la transformada de
Fourier en ventanas (Seccion 1.1), hasta el estudio mediante detalles y escalas, como
es el obtenido utilizando la transformada wavelet discreta (Seccién 1.2) en el caso par-
ticular de las wavelets multirresolucién (Seccién 1.2.1). En dicha seccién se describen
los conceptos bésicos relacionados con los analisis multirresolucion, como son la funcién
de escala, el filtro espejo-conjugado y la wavelet asociados al mismo, todos ellos acom-
panados de los correspondientes ejemplos utilizando las wavelets de Haar, Shannon, etc.
Una vez introducidos todos estos conceptos, se incluye un apartado donde se muestra el
calculo de diversas wavelets en base a ciertas propiedades deseadas en dicha funcién. En
este caso, los ejemplos que acompanan al desarrollo son las wavelets de Shannon, Meyer
y Daubechies. Por 1ltimo, al final de esta seccién se describe el algoritmo en cascada
esencial para el calculo 6ptimo de la transformada wavelet discreta ortogonal en el caso
de wavelets multirresolucion.

Es evidente la importancia de dos operadores (unitarios) en L*(R) en la teoria de
wavelets: el operador de dilatacion por s > 0, Dy, vy el operador de traslacion por u, T,
definidos, dada f € L?(R), por

[D,f)(x) == 52 f(sz), x€R,

[T.fl(x) = f(r —u), xR

En concreto, los operadores T := T7 v D := D son los utilizados en la teoria discreta de
wavelets. Los espectros de estos operadores coinciden con la circunferencia unidad, 0D,
del plano complejo C y tienen multiplicidad numerable constante. Es de sobra conocido
que la transformacién de Fourier diagonaliza el grupo de traslaciones y convierte opera-
dores de convolucién en operadores de multiplicacién en L?(R). Es por este motivo que
la mayor parte de la teoria wavelet se ha realizado en base a técnicas de Fourier.

En el Capitulo 2 se construyen modelos espectrales tanto del operador de traslacion
como del operador de dilatacion. La Seccién 2.1 presenta técnicas que permiten obtener
representaciones espectrales (y de tipo ”shift”) explicitas del operador de traslacién T" en
términos de una base ortonormal { L\”},; arbitraria de L2([0,1)) y, del mismo modo, del

operador de dilatacion D en términos de una base ortonormal {K. l((;)}l:j:’je_]] arbitraria

de L*([-2, —1)) U L([1,2)). Las bases {L{” };c1 v {Kl(g)}l::t’jeq]] se extienden a bases de
L?*(R) mediante traslaciones y dilataciones, respectivamente:

{Lgn) = TnL@('O)}ie]I,neZa {Kl(,?l) = DmKl(,(J]')}l:i’jej’meZ'

Dichas técnicas estan estrechamente relacionadas con la teoria de subespacios ambulan-
tes e invariantes y su caracterizaciéon en modelos funcionales en términos de funciones
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operador-valuadas rigidas y de rango, desarrollada entre otros por Halmos [77], Helson
[80], Lax [95] y Srinivasan [141]. Los conceptos y resultados fundamentales de esta teoria
se incluyen en la Seccion 2.2.

La aplicacién de estas técnicas y conceptos a la teoria de wavelets ortonormales se
presenta en el Capitulo 3. En dicho capitulo, haciendo uso de los modelos espectrales,
junto con los conceptos presentados en el capitulo anterior, se caracterizan las wavelets
ortonormales en funcion de una terna de funciones rigidas, tal y como muestra la Seccion
3.1. De esta forma, las wavelets ortonormales quedan caracterizadas como soluciones de
un sistema de ecuaciones lineales en su representacién de dilatacion, asi como mediante
el rango de una matriz definida en funcién de esos mismos coeficientes. Asimismo, par-
ticularizando al caso de andlisis multirresolucién (Seccién 3.2), las funciones de escala
y wavelets ortonormales asociadas quedan caracterizadas en funciéon de un par y una
tetraupla de funciones rigidas, respectivamente. De la combinacion de los modelos es-
pectrales junto con las relaciones de doble escala (de refinamiento y wavelet) se deriva
la obtencién de propiedades que deben cumplir los filtros espejo-conjugados (dados en
términos de las funciones de transferencia o simbolos de los filtros) asociados al andlisis
multirresolucién, asi como la caracterizacion en el Teorema 38 de las funciones de es-
cala y wavelets mediante sistemas de ecuaciones lineales en funcién de sus respectivas
representaciones en el modelo espectral del operador de traslacion.

Este tltimo teorema pone al alcance nuevos métodos para la obtenciéon y estudio de
wavelets ortonormales asociadas a andlisis multirresolucién. Prefijadas las bases orto-
normales {L{" };er de L2([0,1)) y {K}? }i—t jey de L([~2,—1)) UL?([1,2)), se obtienen
algoritmos para el cdlculo de las wavelet multirresolucién (concretamente para el calculo
de las funciones de escala asociadas). Dichos algoritmos, dependientes de las bases orto-
normales, heredan de éstas sus propiedades, por lo que el uso de diferentes tipos de bases
da lugar al control de diferentes tipos de propiedades, y , por tanto, se pueden obtener
algoritmos adecuados a las aplicaciones en cuestion. En concreto, centrandose en el caso
particular de funciones de soporte compacto, los algoritmos basados en la seleccion de
las bases ortonormales de Haar y de Walsh-Paley dan lugar a las recurrencias de calculo
descritas en los Corolarios 40 y 43, respectivamente. Dichas recurrencias involucran a las
matrices Hy y Hy, descritas en funcién del filtro {h[n]},cz asociado al anélisis multirre-
solucion, las cuales ya aparecian en publicaciones anteriores de Daubechies y Lagarias
[44] v Protasov [122]. Estos resultados permiten estudiar propiedades de regularidad de
las wavelets multirresolucién, de forma similar a los estudios llevados a cabo por Dau-
bechies y Lagarias [44], Villemoes [151] y Protasov [122]. En particular, para estas dos
elecciones, los algoritmos obtenidos en este caso son variantes de los procesos deducidos
por Micchelli y Prautzsch [113] y Daubechies y Lagarias [44] mediante técnicas de punto
fijo. A diferencia de esos casos, las técnicas espectrales utilizadas reducen el nimero de
dimensiones que requiere el proceso, determinan las condiciones iniciales necesarias para
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el calculo de la recurrencia y anaden condiciones periféricas que facilitan los cédlculos.
En el caso del algoritmo derivado a partir de la seleccion de la base trigonométrica, la
recurrencia obtenida en el Corolario 52, junto con las condiciones iniciales proporciona-
das en la Proposicion 54, permiten obtener la representacién de las diferentes funciones
de escala y wavelets multirresolucion en dicha base. En este caso, la descomposicion se
asocia con el estudio de propiedades frecuenciales discretas de dichas funciones, estudio
inaccesible para las técnicas empleadas hasta el momento. Hay que destacar que las
representaciones calculadas mediante estos algoritmos permiten la obtencién de expre-
siones analiticas para las funciones de escala y wavelet multirresolucion, algo muy poco
habitual y que va més alla de la conocida féormula de la transformada de Fourier que
involucra al producto infinito

y de los algoritmos usuales para obtener aproximaciones numéricas.

Trabajos anteriores han estudiado la relacion entre el analisis wavelet, subespacios
ambulantes e invariantes y técnicas de operadores. Por ejemplo, Goodman, Lee y Tang
[72] investigan la conexién entre los andlisis multirresolucién y los subespacios ambulan-
tes. Dai y Larson [39] relacionan las dreas de teoria de operadores y wavelets ortonorma-
les, considerando vectores ambulantes y conmutadores locales. Ron y Shen [125, 127, 126]
desarrollan técnicas de fibrado para sistemas afines. Stockler [145, 146] propone una
técnica mediante operadores de Laurent para frames. Podemos encontrar una relacién
entre estos trabajos y el trabajo aqui desarrollado en [68]. Ademés, otras aplicaciones a
la teorfa de wavelets de las técnicas espectrales que aqui se presentan se describen en [67].

A pesar de la fortaleza y utilidad de las wavelets (discretas) ortonormales en el
ambito de las aplicaciones, se trata de funciones con un gran niimero de restricciones y,
debido a ello, algunas propiedades interesantes en las aplicaciones, como la combinacion
de simetria y soporte compacto, no pueden verificarse en las familias de wavelets orto-
normales (excepto para la wavelet de Haar [40]). Por ello, se recurre a generalizaciones
del concepto de wavelet ortonormal. Entre ellas, las wavelets biortonormales son algu-
nas de las mas habituales y utilizadas [103]. En este trabajo se estudian las familias de
frames. Los frames generalizan la nocién de bases de Riesz (imédgenes de bases ortonor-
males por operadores invertibles y acotados), asi como la nocién de bases ortonormales,
permitiendo redundancia en el propio frame pero manteniendo la computabilidad y con-
tinua dependencia en f de los coeficientes ¢;(f) en una expansion frame de una senal f.
Ron y Shen [125, 127, 126, 128, 129] realizan un estudio de dichas familias de funcio-
nes mediante técnicas de fiberizacion basadas en el uso de la transformada de Fourier
(concretamente, mediante el uso de la representacion espectral del operador F, dada en
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la Proposicién 19), centrandose principalmente en el caso de los wavelet frames afines y
con vistas hacia la caracterizacién de los frames ajustados multirresolucién. Este estudio
se realiza mediante el analisis de la Grammiana dual, utilizando el operador frame para
caracterizar los sistemas wavelet (diddicos) que son sistemas de Bessel, frames o frames
ajustados.

El Capitulo 4 se divide en dos partes. La primera parte se presenta en la Seccion 4.1
e incluye un estudio de wavelet frames generales. La segunda parte, en la Seccién 4.2,
aborda el caso especial de wavelet frames asociados a multirresoluciones generalizadas o
funciones refinables. El estudio restringe la atenciéon al caso unidimensional. La primera
parte, que se presenta en la Seccién 4.1, incluye un estudio de wavelet frames generales.
Siguiendo la linea marcada por estos trabajos a través de las técnicas de fiberizacién que
involucran al operador frame S = TxT%, el Teorema 61 en la Seccion 4.1.1 caracteriza
los sistemas wavelet X, de la forma (4.6), que son sistemas de Bessel, frames o frames
ajustados de L*(R). Una de las ventajas de las técnicas espectrales frente a las técnicas
de fiberizacién es que los sistemas wavelet de la forma (4.6) son invariantes por dila-
taciones pero no por traslaciones. Las técnicas de fiberizaciéon trabajan en el dominio
de Fourier, es decir, en la representacion espectral del operador de traslacion T' dada
en la Proposicion 19. Para una expresion descomponible del operador frame, necesitan
extender el sistema wavelet a un sistema equivalente invariante por traslaciones, deno-
minado sistema quasi-afin (véase la Observacién 62 para mas detalles). Los elementos
de la matriz y las fibras del operador descomponible GSG~! estdan dados en el Teore-
ma 64. Este resultado, junto con el Teorema 61, lleva a una descripcion de los wavelet
frames ajustados en el Corolario 65 como solucién de un sistema de ecuaciones lineales.
Finalmente, la Seccién 4.1.2 muestra como determinar los wavelet frames ajustados de
soporte minimo mediante el uso del Corolario 65. Como en [67], las clases de Hardy
[131, 132, 77| juegan un papel central en dicho desarrollo. En particular, las funciones
operador-valuadas denominadas funciones operador rigidas de taylor por Halmos [77] y
funciones M -internas por Rosenblum y Rovnyak [131] (véase la Seccién Funciones
de Hardy para mas detalles). En términos generales, el Lema 22 (de Halmos), el Lema
68 (de Rovnyak) y la Proposicion 69 llevan a obtener la caracterizacién de los sistemas
wavelet frame ajustados de la forma (4.6), con ¥ de cardinal finito y tales que ¢ € ¥,
mediante matrices M T-internas, de dimension el cardinal de ¥, y satisfaciendo ciertas
propiedades. Por ultimo, se discuten los casos de Cardinal de ¥ € {1,2} en las Secciones
4.1.2 y 4.1.2. Se prueba que el inico wavelet frame ajustado con soporte de longitud uno
y una sola funcién generadora es la wavelet ortonormal de Haar (Corolario 70). Por otro
lado, se resuelve el caso de dos funciones generadoras en el que la caracterizacién por
funciones de Hardy de los wavelet frames ajustados puede reducirse a la caracterizacion
de una (2 x 2)-matriz funcional M *-interna (més exactamente, mediante sus funciones
columna), tal y como muestra la Proposicién 74. Finalmente, las Proposiciones 75 y
76 y el Corolario 77 muestran todas las familias posibles (Proposicién 78) de wavelet
frames ajustados de soporte minimo para dicho caso. La segunda parte del capitulo, en
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la Seccién 4.2, aborda el caso especial de wavelet frames asociados a multirresoluciones
generalizadas o funciones refinables. En ella se incluye un estudio de los Principios de
Extensién obtenidos inicialmente por Ron y Shen [127, 126] en el andlisis de wavelet
frames asociados a funciones refinables y como las técnicas espectrales reformulan estos
principios en términos de matrices de “tipo Lawton”. La Seccién 4.2.1 reescribe resulta-
dos fundamentales asociados a subespacios invariantes por traslaciones en términos de la
transformacién de Fourier periodizada, modelo espectral para el operador de traslacion
T introducido en la Seccion 2.1. La Seccién 4.2.2 contiene una introduccion a los Prin-
cipios de Extensién y una revisién de parte de la literatura asociada. En relacién con el
Principio de Extensién Unitaria (UEP), destacan los trabajos de Ron y Shen [127, 126]
que le dieron origen y el refinamiento llevado a cabo en los trabajos posteriores de Bene-
detto y Treiber [18] y Chui y He [29]. El Principio de Extensién Unitaria fue generalizado
por Daubechies, Han, Ron y Shen [42] y Chui, He y Stockler [28] en la forma del Prin-
cipio de Extensién Oblicua (OEP). Para mas detalles, véase este trabajo, y también
los trabajos de Atreas, Melas y Stavropoulos [8] y Han [78], y las referencias en ellos
citados. En vista de que ambos principios se enuncian mediante expresiones funcionales,
el uso de los mismos a la hora de realizar los célculos de los wavelet frames ajustados
multirresolucion es poco eficaz y complejo. Con el fin de subsanar este hecho, la Seccion
4.2.3 contiene la aplicacion de la representacion espectral F en la base trigonométrica
al Principio de Extensién Oblicua (y, por consiguiente, al Principio de Extensién Uni-
taria como caso particular), la cual permite reformular su condicién principal mediante
sistemas de ecuaciones lineales que involucran los coeficientes de las mascaras y matri-
ces “tipo Lawton” (Proposicion 99). Estas caracterizaciéon muestra que dicha matriz no
aparece de forma espontdnea en la propiedad de ortonormalidad, sino que es intrinseca a
la propiedad de frame ajustado, propiedad que verifican las wavelets multirresolucion de
soporte compacto. Los resultados que lo acompanan estudian propiedades de los frames
ajustados. En concreto, el Teorema de caracterizacion de MRA-wavelets ortonormales
(Teorema 108) se reformula en base a la caracterizacién de frames ajustados. Ademds, el
posterior estudio de la relacién entre OEP y UEP en su formulaciéon matricial deriva en
la Observacion 118 acerca de la imposibilidad del paso de uno a otro en el caso finito. Por
ultimo, en esta seccion se muestran dos ejemplos del calculo de framelets ajustados para
dos funciones de refinamiento distintas (una ortonormal y la otra no). Finalmente, en la
Seccion 4.2.4 se deducen relaciones de “tipo Lawton” similares a partir de las técnicas
espectrales desarrolladas en la Seccién 4.1 y las relaciones de doble escala presentes en
el &mbito de la multirresoluciéon (Teorema 121 y férmula 4.127).

Desde un enfoque mas practico, la teoria matematica de la aproximacién propone
la bisqueda de una base con la que se puedan construir aproximaciones precisas de
una senal a partir de una combinacion lineal de un conjunto de vectores seleccionados
dentro de la propia base. La compresion de codigo y la estimacién de senales con ruido
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son algunas de las aplicaciones donde este criterio es una buena medida de la eficiencia
de una base. Un caso particular de eleccién de dicha bases son las wavelets ortonormales.
De igual forma, se estudian y comparan procedimientos de analisis lineales y no lineales
para los cuales se debe tratar el problema de eleccién de base, mostrando que no siempre
un procedimiento no lineal tiene que ser complicado. Estas aplicaciones son utilizadas
en diversos tipos de imagenes, entre ellas las imagenes de caracter médico.

Es un hecho que la introduccion de técnicas avanzadas de tratamiento de imagen es
uno de los factores que ha contribuido de forma mas significativa a la mejora de la aten-
cién médica que se da a los pacientes [138]. A dia de hoy, las técnicas de imagen médica
son aplicadas en multitud de disciplinas clinicas, tales como medicina de laboratorio,
intervenciones quirurgicas, radioterapia, medicina nuclear y radiologia de diagnostico.
En particular, a lo largo de las dos ultimas décadas, se han producido enormes avances
en técnicas diagnoésticas y terapéuticas basadas en imagenes médicas. Dichos avances no
hubieran tenido lugar sin el desarrollo tecnolégico acontecido a lo largo de este tiempo,
desarrollo que ha actuado ademas de catalizador en el proceso.

En general, la imagen en medicina se basa en el aprovechamiento de ciertos princi-
pios fisicos ampliamente conocidos para obtener imagenes in-vivo, tanto de la anatomia,
como de la actividad funcional y metabdlica de los elementos organicos inspeccionados.
El cémo aprovechar los principios fisicos conocidos con anterioridad para conseguir este
objetivo constituye una labor enormemente creativa y multidisciplinar, pues no cabe
duda que en el desarrollo de estos sistemas tienen un papel importante tanto ingenie-
ros, como fisicos y matematicos y, por supuesto, los facultativos destinatarios de estas
modalidades y agentes activos en su consecucion y andlisis. Gracias precisamente a la
presencia de equipos multidisciplinares en los entornos asistenciales, los sistemas de ad-
quisicién, procesado y visualizacién de imagenes médicas se han convertido en parte
esencial del trabajo clinico rutinario.

Entre las técnicas més conocidas se puede citar, en primer lugar, la tomografia axial
computerizada de rayos X, o CT. Este método, muy utilizado en la practica clinica,
da lugar a un conjunto de imagenes que representan la anatomia del paciente. Los
escaneres CT proporcionan un conjunto de secciones axiales bidimensionales a partir
de los cuales se reconstruye la imagen tridimensional. El principio fisico de partida esta
en las diferentes atenuaciones a las que dan lugar los distintos tejidos sometidos a la
radiacion. La base matemadtica de la reconstruccion de la imagen CT a partir de las
proyecciones de los rayos X fue propuesta por Radon en 1917 [14] y se utiliza también
en otras muchas modalidades de imagen médica.

Otro procedimiento es el de la imagen por resonancia magnética o MRI, que se ob-
tiene mediante la utilizacion de campos magnéticos y senales de radiofrecuencia. Este
procedimiento se basa en el principio de la resonancia magnética nuclear (NMR) [97],
descubierto en 1946 en el campo de la quimica fisica por Bloch y Purcell que recibieron
el Nobel en 1952 por esta aportacién. Los escaneres de MRI utilizan haces no ionizan-
tes que producen contraste en tejidos blandos de forma no invasiva. Esta modalidad
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permite obtener planos de corte desde cualquier posicion angular, a diferencia de otras
modalidades, que s6lo permiten obtener cortes axiales.

Las dos modalidades anteriores, junto a otras como la tomografia computerizada
por emisién de positrones (PET), constituyen a dia de hoy importantes campos abiertos
de investigacion. Esto se debe al intento de desarrollar nuevas técnicas, dentro de los
principios generales de resonancia o tomografia computerizada, que permitan acceder a
funcionalidades y estructuras hasta ahora imposibles de visualizar con calidad. Sin em-
bargo, el empleo de estos procedimientos avanzados esta limitado por el elevado coste de
los sistemas de adquisicion y, en ocasiones, por su gran tamano. Esto, unido a una serie
de situaciones clinicas en las que resulta imposible obtener imagenes por estos procedi-
mientos, permite comprender por qué en un gran nimero de casos es necesario utilizar
otra modalidad de imagen, los ultrasonidos. Ciertamente, las imagenes obtenidas con
esta técnica son de peor calidad, pero las razones citadas justifican plenamente su em-
pleo. Las imagenes por ultrasonidos se basan en un conjunto de metodologias capaces de
adquirir informacién cualitativa y cuantitativa valida para el diagndstico. El principio
fisico subyacente es la emision de pulsos de ultrasonido, de tipo elastico, y en la posterior
recepcion de sus ecos procedentes de las estructuras internas. Estas técnicas son muy
atractivas porque permiten obtener secuencias de imagenes en tiempo real, empleando
un equipo mévil compacto y a un precio significativamente menor. La naturaleza del
tiempo real de los ultrasonidos hace posible que el médico pueda observar el movimiento
de estructuras internas en el paciente. Esto ha dado lugar a la gran utilizacién de ultra-
sonidos en los campos de ginecologia, pediatria y cardiologia, entre otros. Los equipos
que utilizan técnicas Doppler pueden extraer también informacién cuantitativa relativa
a velocidades, como por ejemplo la del flujo sanguineo en un vaso de interés. Ademas, la
introduccién en el paciente de senales de ultrasonidos, con las potencias empleadas en la
actualidad, se puede considerar totalmente inocua. En resumen, la ausencia de efectos
secundarios debidos a la exposicion, la obtencién de iméagenes en tiempo real, los modos
de adquisicién cuantitativos, la portabilidad del equipo, asi como el coste relativamente
bajo hacen que la técnica de los ultrasonidos sea de gran utilizacién en la actualidad,
si bien a nivel clinico en numerosas aplicaciones el patrén oro sigue considerandose el
obtenido a partir de resonancia magnética.

Como consecuencia de los avances en técnicas de adquisicion y procesado de imégenes
médicas, durante los ultimos anos se ha desarrollado una importante actividad en lo que
se ha dado en llamar ”Medicina Guiada por Imagenes”, un campo altamente multidis-
ciplinar en el que, mediante avanzados métodos computacionales, se intenta aprovechar
el maximo las distintas modalidades de imagenes, tanto para la ayuda al diagndstico
como a la intervencién quirdrgica.

La imagen de Resonancia Magnética (MRI) permite una gran versatilidad a la hora
de capturar distintas caracteristicas anatémicas y funcionales. A pesar de que la resonan-
cia magnética implica la utilizaciéon de campos magnéticos y senales de radiofrecuencia,
se suele considerar una técnica no invasiva cuando se la compara con otras técnicas como
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la tomografia, en la que el paciente se ve sometido a una dosis de rayos X que puede
dar lugar a complicaciones. Igualmente, técnicas como la PET son posibles gracias a la
inyeccion en el paciente de ciertos radioisétopos. Es por ello que la resonancia magnética
y la ecografia son las dos técnicas por excelencia no invasivas. La resonancia magnética
tiene mucha mayor calidad que los ultrasonidos, si bien tienen como principal inconve-
niente que el escaner de resonancia es mucho mas costoso y voluminoso. Sin embargo,
debido a que la senal de ultrasonido no se transmite por medios dseos, es necesario re-
currir a resonancia magnética en casos como, por ejemplo, el cerebro, en el que dicho
organo estd protegido por el craneo haciendo que la técnica de ultrasonidos sea inviable.
Se pueden considerar por tanto técnicas complementarias.

El aprovechamiento de todas las ventajas de la resonancia magnética requiere de la
adopcién de determinados compromisos en la seleccion de los pardmetros fisicos (reso-
lucién (R), campo de visién (FOV), nimero de repeticiones (Nex), tiempo de eco (TE),
tiempo de repeticién (TR), ancho de banda (BW), etc.) y de las secuencias empleadas
(spin-echo, inversion-recovery, gradient-echo, etc.) que determinan la formacién de las
imégenes [97]. Por ello resulta de interés el andlisis, modelado y optimizacién de proce-
dimientos de adquisicién de imagenes en funcion de las necesidades computacionales de
una determinada aplicacion.

Para un determinado tiempo de adquisicion en MRI, existe un compromiso funda-
mental entre resolucién y relacién senal a ruido (SNR) [63]. En primera instancia, este
compromiso es irrevocable; es decir, si se selecciona una determinada configuracién de
tales factores no se puede recuperar toda la informacion presente en otra de las configu-
raciones. La elecciéon de una configuracién éptima en funcién del resto de parametros de
adquisicion es un problema estudiado previamente. Los criterios para establecer dicho
optimo pueden descomponerse entre aquéllos genéricos en donde una medida de calidad
general (error cuadrético medio (MSE) [86], contenido de informacién [63], similaridad
estructural (SSIM) [89], indice de calidad basado en la varianza local (QILV) [3], valo-
racién del especialista, etc.) permite comparar las configuraciones y aquéllos especificos
en donde la adquisicién se optimiza teniendo en cuenta una medida de calidad de los
resultados de una determinada aplicacién (filtrado, segmentacién, registrado, etc. [90]).
No obstante, las complejas interrelaciones entre pardametros y la diversidad de aplicacio-
nes requieren un estudio mas profundo de este problema. Ademas de este compromiso,
existen otros factores limitantes en la calidad de las adquisiciones de MRI que han de
ser tenidos en cuenta. Entre los mds importantes se encuentran la posible aparicion de
artefactos de imagen [142] y la inhomogeneidad de intensidad [153], especialmente sig-
nificativos para el andlisis cuantitativo de imagen. Por tltimo, el modelado fisico de la
adquisiciéon de MRI permite combinar distintas adquisiciones para el procesado posterior
a partir de un enfoque multiespectral [54].

La forma de aumentar la SNR en una MRI suele ser mediante el aumento del parame-
tro Nex (nimero de experimentos). Fijando un valor para Nex mayor que uno el equipo
toma tantas medidas como indica dicho parametro, promediando el resultado, lo que
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tedricamente disminuye la varianza de ruido en un factor 1/Nex, o lo que es lo mismo,
aumenta la SNR en un factor Nex. El problema es entonces que el tiempo de adquisicion
aumenta por ese mismo factor. La técnica MRI se caracteriza por un tiempo de adqui-
sicién considerable comparandola con otras técnicas por lo que en muchos casos no es
posible aumentar Nex. Por ejemplo, si una adquisicién de toda la cabeza son 5 minu-
tos y se desea Nex=8, eso significaria tener al paciente 40 minutos, siendo este tiempo
completamente inviable desde el punto de vista del paciente y del servicio de resonancia
(aumentaria indefinidamente las listas de espera). La alternativa es mantener el Nex y
aplicar un filtro que sea capaz de eliminar el ruido manteniendo las caracteristicas de la
imagen, lo que darfa lugar a aumentar el valor SNR.

Uno de los principales problemas a la hora de eliminar el ruido o suavizar una imagen
es la consiguiente pérdida de informacién sobre los bordes y contornos (el desenfoque de
la imagen). Este es el caso tipico de la convolucion con un filtro Gaussiano: a pesar de que
la imagen se vuelve mas homogénea, los bordes también se difuminan o “desenfocan”.
Perona y Malik [120] proponen un nuevo tipo de filtrado, basado en ecuaciones en
derivadas parciales y la ecuacién de difusion del calor, el cual es el origen de toda
una familia de filtros que permiten homogeneizar regiones a la vez que mantienen o
realzan las fronteras entre ellas. La idea de su nuevo paradigma es la generacion de
iméagenes multiescala, cuyas descripciones tienen que cumplir los requisitos de causalidad
(no deben aparecer detalles esptreos), localizaciéon inmediata (a cada resolucién, los
bordes deben estar bien definidos) y suavizado basado en elementos (se da preferencia
al suavizado intrarregién frente a interregiéon). Estas restricciones les llevan a plantear
un modelo, de nuevo evolutivo, que parte de la imagen observada y progresa hacia la
imagen filtrada. El coeficiente de difusién se define como una funcion espacial y temporal,
inversamente proporcional al gradiente de la intensidad de la imagen, de modo que el
proceso de difusién va a ser diferente en cada punto y en cada instante de tiempo, lo
que se conoce como difusién anisétropa. Algunos autores posteriores [135] discrepan
acertadamente en el uso de este término, considerando que este modelo de difusion en
realidad no es anisétropo, sino méas bien no-lineal inhomogéneo, o adaptativo.

Gerig y otros [65] proponen el empleo del llamado filtro anisétropo no lineal, que
da muy buenos resultados en el contexto de imagenes MRI, y que supone la primera
aplicacion practica de las ideas propuestas por Perona y Malik. Partiendo de la mis-
ma ecuacién de difusion, plantean una discretizacion alternativa, de formulacién mas
sencilla, cuya estabilidad esté supeditada a ciertas restricciones en los parametros.

Otros métodos existentes de filtrado de MRI en la actualidad se basan en la supo-
sicién de que el modelo probabilistico subyacente es Rice [137], métodos linealmente
6ptimos en el sentido de minimo error cuadritico medio (filtro de Wiener) han sido
igualmente adaptados al caso de MRI [107, 2]. De hecho se ha propuesto un método de
difusién tipo Perona y Malik, pero adaptado para el caso Rice [15]. Otra técnica con
buenos resultados en filtrado de MRI es el denominado filtro NLM (Non-Local Means
o Medias No Locales) [35, 105]. Ademas, los principios de los métodos estadisticos no
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paramétricos también son la base de la reduccion iterada de entropia condicional (ICER)
propuesta por Awate y Whitaker [11]. Este filtro incorpora el modelo de ruido Rician,
a diferencia del método NLM, que es més general

Dada la propiedad de la localidad de la transformada wavelet (frame), la alterna-
tiva a proponer es llevar a cabo el filtrado en el dominio de los coeficientes de dicha
transformada. En el caso multirresolucién, Donoho y Johnstone [51], prueban que un
sencillo algoritmo por umbralizacién en la base adecuada puede ser un filtro (no lineal)
casi optimo. Este argumento lleva a plantearse el hecho de la necesidad de seleccionar
la base de wavelet (frames) adecuada en base a la aplicacion que se desea llevar a cabo.
Por ello, una vez fijadas las bases del método a proponer para la eliminacién de ruido en
el Capitulo 5, la Seccién 5.2.2 trata de encontrar los wavelet frames ajustados de soporte
minimo que optimicen dicho filtro. El motivo de uso de estas familias de funciones es la
mayor libertad de eleccion que proporcionan frente a las clésicas wavelets ortonormales,
centrandose en el caso de soporte de longitud uno ya que se desea un comportamiento
completamente local el cual no se vea afectado por regiones excesivamente lejanas del
punto a tratar.

En la literatura, ya otros autores han llevado a cabo filtrado de MRI mediante
técnicas wavelet. Nowak [115] y Pizurica [121] proponen llevar a cabo el filtrado mediante
transformada wavelet multirresolucion. Es interesante el trabajo de Nowak puesto que
utiliza el modelo Rice, que es la distribucion del médulo de la anti-transformada de los
datos MRI adquiridos, esto es, la forma habitual de presentacién de esta modalidad.
Lo interesante de la transformada wavelet es su capacidad para preservar los detalles
a diferentes escalas dada su capacidad de modelar localmente la informacion presente
en la imagen. En el modelo Rice el ruido que se introduce es dependiente de la senal
y ademds para baja relacién senal a ruido se introduce un sesgo (bias) que también es
dependiente de la senal. Otro trabajo interesante puede ser el de Anand y Sahambi [6].
En este caso se trabaja también con el cuadrado de la imagen, se corrige el sesgo en
los coeficientes y se lleva a cabo un filtro bilateral: filtrado Gaussiano en los dominios
espacial y de amplitudes. También se basa en el modelo Rice. Se puede mencionar
también el método de Wirestam [156], en el que se propone una técnica de “shrinkage”
de los coeficientes basada en un filtro tipo Wiener. La novedad de este método es que
filtra la imagen compleja antes de determinar el modulo de la anti-transformada, por lo
que los datos son Gaussianos. El problema aqui es que los datos complejos no siempre
estan disponibles en los sistemas de adquisiciéon de MRI.

El Capitulo 5 muestra el método de filtrado de MRI propuesto, basado en el modelo
descrito por Gorgel, Sertbas y Ucan [73] para el analisis de mamografias, y utilizado
ya previamente por Martin-Fernandez y Villullas [109] para el filtrado de ruido en MRI
como una primera aproximacion al resultado final obtenido en el capitulo. Debido al
disenio del filtro, basado en contracciones de los coeficientes wavelet (frame), y cuyas
contracciones vienen dadas por la probabilidad de dichos coeficientes de pertenecer a la
componente de detalle condicionada por la probabilidad de pertenecer a la componente
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de ruido (Seccién 5.2), se estudian, en la Seccién 5.2.1, las diferentes distribuciones de los
coeficientes wavelet para imagenes MRI libres de ruido e imagenes formadas tinicamente
por ruido (Rice aproximado por Gaussiano o Rayleigh en funcién de la regién de la ima-
gen en que se encuentre). Se observa que dichas distribuciones siguen una distribucién
Gaussiana Generalizada, para la cual es posible prefijar los valores del parametro de
forma [ en funcion de la escala de descomposicion, tanto para el caso general como para
el caso multirresolucién. Asimismo, puesto que se considera la distribucién conjunta de
coeficientes de descomposicion de senal libre de ruido y senal formada tinicamente por
ruido, los pardmetros involucrados en el filtro se estiman de manera conjunta mediante
el método de Expectacién Maximizacion (E.M.) (Seccién 5.2.3), a diferencia de Gorgel,
Sertbas y Ucan, quienes realizan el cdlculo de dichos valores de manera independiente
del resto de distribuciones. Los resultados obtenidos, y mostrados en la Seccién 5.3.4, en
comparacién con métodos de la literatura, como son los filtros NLM [35, 105] y de Awa-
te y Whitaker [9, 10] como filtros generales (Seccién 5.1.1), y los métodos de Donoho
y Johnstone [51] y Nowak [115] como métodos basados en wavelets multirresolucion
(Seccién 5.1.2), son de calidad, demostrando que los diferentes criterios utilizados para
la busqueda de los wavelet frames ajustados éptimos cumplen con la eficiencia en los
diferentes casos de ruido suave, medio y alto.

Por otro lado, la adquisicién secuencial en tiempo de imagenes de resonancia magnéti-
ca permite capturar variaciones en la intensidad de senal de las diferentes regiones ce-
rebrales a partir de las cuales extraer informacién de actividad cerebral. Esta técnica,
conocida como resonancia magnética funciéon (fMRI), es una técnica reciente y no in-
vasiva que permite hallar y medir diversas funciones del cerebro humano sin utilizar
radiacién [13, 91]. Dichas funciones son detectadas en base a pequenos cambios en el
flujo sanguineo cerebral de las llamadas “dreas funcionales” [110]. A estos cambios en el
flujo se les conoce como efecto BOLD (Blood Oxygen Level Dependent) [116, 118, 117] y
su forma y modelo son ampliamente estudiados en la literatura [12]. Una de las carac-
teristicas mas importantes del efecto BOLD es que la variacién de intensidad producida
en las fMRI adquiridas es muy pequena, no mayor al 5 % de la senal base en dicho punto,
y que el ruido presente en dichas senales tiene magnitud similar a la senal de activacién,
por lo cual es complicado identificar la existencia o ausencia de dicha senal dentro de los
datos adquiridos con el escaner. Para tratar de solucionar este problema, los métodos
de andlisis clasicos hacen uso de paradigmas de activacién prefijados [82, 62], los cuales
tratan de ser identificados dentro de la senal, para posteriormente comprobar, median-
te un test estadistico, la eficiencia de dicha identificacién. El uso de estos paradigmas
ayuda a diferenciar la senal deseada de los diferentes tipos de ruido subyacentes en la
fMRI (por emisién de calor del cuerpo humano, movimientos involuntarios, ruidos de
baja frecuencia o drift dependientes del tiempo de adquisicién, etc.).

Uno de los primeros métodos de analisis de fMRI propuestos para la busqueda de
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senal de activacion subyacente es el propuesto por Henriksen et al. [82], en la cual se
trata de identificar dicha activacion utilizando la diferencia entre momentos de posible
activacion y reposo. Otra de las propuestas clasicas a la hora de analizar la senal medida
es el andlisis de correlacion [12]. En este caso, dado un paradigma de activacion y una
funcién modelo de la respuesta hemodinamica, se genera una senal de activacion de
control con la cual comparar la senal medida mediante su correlacién y asi obtener
un mapa de similitud con dicha funcién de control. Este método es generalizado por
el método de anélisis de correlaciéon canénica [61, 60], el cual opera sobre variables
multidimensionales, esto es, varios tipos de funciones de control. En este mismo enfoque
se encuentra el modelo general lineal (GLM) [62]. Modelada la sefial medida a partir de
una matriz (la cual contiene la base de funciones que “componen” la senal medida), se
calcula la aproximacién a la senal medida en la base de la matriz en minimos cuadrados,
y mediante un test estadistico se comprueba como de eficiente es dicha aproximacion
mediante el estudio de la correspondiente senal residual. Un enfoque diferente a los
anteriores es el propuesto por Frank, Buxton y Wong [55], los cuales basan su estrategia
unicamente en el estudio probabilistico de la senal. Bajo el mismo modelo para la senal
funcional, Ardekani et al. [7] proponen un método de anélisis basado en una estrategia
de maxima verosimilitud. Por otra parte, también existen métodos de andlisis basados
en componentes principales [16, 147].

Al igual que en el caso de filtrado de ruido en MRI, en el &mbito de las seniales de
fMRI, varios autores han utilizado la descomposicién wavelet multirresoluciéon, principal-
mente en la componente espacial, con el fin de aprovechar algunas de sus caracteristicas,
como son la decorrelacién de los datos y su dispersién, y la reduccién de ruido. Algu-
nos autores como Ruttimann et al. [134] proponen utilizar el enfoque de la sustraccién
directa utilizada en los métodos clasicos junto con la descomposicién wavelet espacial
y transformar el analisis T-estadistico posterior en dos anélisis estadisticos consecuti-
vos que aprovechen las caracteristicas probabilisticas de los coeficientes de detalle, con
el fin de obtener el correspondiente mapa de activacién. Dinov et al. [50] utilizan la
descomposicién wavelet espacial como base para una posterior contraccion, adaptativa
en frecuencias, de los coeficientes de detalle. el método propuesto por Hilton et al. [85]
elimina, de forma recursiva y para cada nivel, los mayores coeficientes de detalle has-
ta que los restantes coeficientes sigan una distribucién de ruido blanco de acuerdo con
ciertos criterios, y con los coeficientes extraidos forma el resultante mapa de activacién.
Finalmente, Van de Ville et al. [46] proponen trasladar el modelo general lineal al caso
wavelet. Concretamente, tras obtener la correspondiente descomposicion wavelet espa-
cial, los coeficientes se modelan segiin el modelo general lineal y se analizan. Con los
mapas (auxiliares) obtenidos, mediante la transformada wavelet inversa se obtiene el
mapa de activacion final correspondiente.

A diferencia de estos autores, el método propuesto para el analisis de senales de
fMRI (Seccion 6.2) se basa, para cada posicién espacial, en la descomposicion MRA-
wavelet temporal de la senial medida. En base al modelo de respuesta hemodinamica
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(FRH) prefijado y descrito en (6.10), se halla la funcién de escala ortonormal que mejor
aproxime en norma en L?(R) a la funcién dilatada FRH(4-) como combinacién lineal
de dicha funcién y su trasladada una unidad, la cual corresponde al filtro descrito en
(6.11). La descomposicién temporal de la senal adquirida mediante dicho filtro hasta
escala 2, permite diferenciar la sefial de activacién (junto con el ruido de baja frecuencia
que posteriormente es eliminado) del ruido de alta frecuencia que queda contenido en
los coeficientes de detalle (Seccion 6.2.4). Ademas, este hecho se acrecenta con el uso de
filtros espaciales direccionados, propuestos por Friman et al. [60], que permiten apro-
vechar la estructura morfolégica de las diferentes regiones de activacion. Finalmente,
la senial obtenida sufre un post-procesado que elimina senales residuales de ruido (um-
bralizado por intensidad) y puntos aislados de activacién (comparacién por correlacién
en vecindario). Los resultados obtenidos gracias a este método son comparados con los
métodos clasicos descritos en la Seciéon 6.1 y los métodos que involucran el uso espacial
de wavelets ortonormales de la Seccién 6.1.2. En dichas comparaciones (Seccién 6.3.4)
se puede observar que el método propuesto es competitivo en los casos de paradigma
prefijado. Por otra parte, este método no necesita de dicho paradigma para realizar la
identificacién de la actividad dentro de la senal adquirida, lo cual permite la eficiente
busqueda de actividad espontanea durante el experimento, asi como centrarse en la ac-
tividad relacionada con un paradigma concreto en caso de ser necesario.

Los contenidos de este trabajo han sido o estan siendo incluidos en diversos articulos
para su publicacién. Parte de los contenidos del Capitulo 3, centrados en el algoritmo de
Haar (Seccién 3.3.1), han sido publicados en el articulo de Gémez-Cubillo, Suchanecki
y Villullas [71]. Los contenidos de la Seccién 4.1 se incluyen en el articulo de Gémez-
Cubillo, Suchanecki y Villullas [70], actualmente en revisién, y el material de la Seccién
4.2 se recoge en el articulo de Gémez-Cubillo, Suchanecki y Villullas [69], en preparacion.
En el ambito de las aplicaciones, una versién previa de los contenidos del Capitulo 5
se ha publicado en el articulo de Martin-Fernandez y Villullas [109], mientras que el
desarrollo posterior se va a incluir en el articulo de Gémez-Cubillo, Martin-Fernandez
y Villullas [66], actualmente en preparacién. Por tltimo, los resultados del Capitulo 6
dard lugar al articulo de Martin-Fernandez y Villullas [108].
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Parte 1

Modelos espectrales y aplicaciones a
wavelets multirresolucion y frames
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Capitulo 1

Teoria clasica de wavelets

Este primer capitulo incluye una breve introduccién a la teoria clasica de wavelets
desarrollada principalmente por Mallat [102], Meyer [112] y Daubechies [40]. En la Sec-
cion 1.1 se describe la transformada de Fourier en ventanas y la transformada wavelet
continua, mientras que en la Seccién 1.2 se introduce el andlisis wavelet discreto, la
nocién de andlisis multirresolucién (Seccién 1.2.1) y los conceptos de funcién de escala,
filtro (espejo-conjugado) y wavelet (ortonormal) asociados a éste. Ademas, se incluyen
algunos ejemplos ilustrativos como la wavelet de Haar, Shannon, Meyer, Daubechies,
etc. Finalmente, se anaden un par de subsecciones que muestran el calculo de wavelets
en funcién de un conjunto de propiedades deseadas, como pueden ser la regularidad,
el tamano del soporte de la wavelet 1, etc., y el desarrollo del algoritmo en cascada,
descrito por Mallat [100, 101], en el cdlculo de la transformada wavelet multirresolucién
mediante el uso de los filtros asociados.

El desarrollo mostrado a continuacién estd extraido principalmente de [103], donde
pueden encontrarse las demostraciones de los resultados..

1.1. El camino de frecuencias a escalas

Durante anos, las técnicas basadas en la teoria de Fourier han liderado el andlisis
de senales. Debido al estudio y disefio de operadores invariantes en el tiempo/espacio
utilizados en el procesado clasico de senales para modificar propiedades de senales es-
tacionarias, la transformada de Fourier ha adquirido una importancia capital. Pero la
utilizacion de dichas técnicas deja al margen ciertas propiedades interesantes para su
estudio y que el analisis de Fourier no es capaz de tratar. Una de las més importantes, y
la cual motiva el desarrollo de la teoria de wavelets mostrada méas adelante, es la localiza-
cién en tiempo/espacio-frecuencia dentro de una senal dada. Para atajar este problema,
y motivado por la mecdnica cudntica, el fisico Gabor [64], en 1946 , defini6 un dtomo
elemental en tiempo-frecuencia que permitia detectar las frecuencias implicadas en cada
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intervalo temporal, con la salvedad de que, segiin el Principio de Incertidumbre de Hei-
senberg, el drea del rectangulo en el espacio tiempo-frecuencia (denominado ”recténgulo
de Heisenberg”) debe ser mayor o igual que %, déandose la igualdad en el caso de que
la funcién considerada siga una distribucién Gaussiana (este principio indica que es im-
posible localizar exactamente una frecuencia concreta en el tiempo, ya que a medida
que reducimos el rango de variacion de las frecuencias a localizar, el intervalo temporal
tiende a crecer, y viceversa). Para analizar la informacién en tiempo-frecuencia de una
senal dada, Gabor propuso descomponer la senial mediante dichas funciones atéomicas
elementales. Para acometer este paso se tienen principalmente dos clases de atomos en
tiempo-frecuencia:

» Transformada de Fourier en ventanas (WFT): Los dtomos de Gabor se
construyen mediante traslacion en tiempo y en frecuencia de una funcion g, real
y par, denominada ventana, es decir,

Gue(t) = g(t — u)eigt, teR, u,&eR.

La funcién g(t) se caracteriza por concentrar su energia en un entorno de 0 de

longitud o, = \/Var(g). Su transformada de Fourier es
g(w) :/g(t)e_iwtdt, w e R.
R

La energia de §(w) estd localizada en un entorno de 0 de longitud o, = /Var(g).

Las versiones moduladas y trasladadas de g, g,¢, se caracterizan por concentrar
su energia en un entorno del punto u de longitud o;. Su transformada de Fourier
es la traslacion por £ de la transformada de Fourier de g

Gue(w) = glw — &) e_i“(w_g), weR, u,feR

La energia de g,¢(w) esta localizada en un entorno de ¢ de longitud o,,. Se pue-
den interpretar estos datos en el plano tiempo-frecuencia mediante los llamados
rectangulos de Heisenberg, recordando siempre que su area debe ser superior a %,
tal y como indica el Principio de Incertidumbre. Si se da la igualdad (es decir, g es
una Gaussiana), los &tomos g, ¢ se denominan funciones de Gabor. La transforma-
da de Fourier en ventanas definida por Gabor descompone una senal f mediante

cada uno de estos atomos
S1w8) = [ FOgetdt= [ feglt - e Cdt, wer
R R

La expresion anterior no es més que una integral de Fourier localizada en un
entorno del punto u gracias a la funcién g(- — u). La localizacién en frecuencia
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en un entorno del punto £ puede observarse escribiendo la expresion anterior en
frecuencias, sin mas que hacer uso de la férmula de Parseval [103, férmula (2.25)]:

SF ) = o /R () fugw)dw, wEeR.

El valor de Sf(u, £) fue interpretado por Gabor como una ”porcién de informacién”
situada sobre su correspondiente rectangulo de Heisenberg (Figura 1.1).

wy
0
|y (@) -«
S ] v

0

Figura 1.1: Rectdngulos de Heisenberg (tiempo-frecuencia) que representan la zona de
dispersion de dos atomos de Gabor.

» Transformada wavelet continua (CWT): Trabajando en reflexién sismoldgi-
ca, Morlet observaba que los pulsos modulados enviados al subsuelo tienen una
duracion demasiado alta a altas frecuencias, lo cual dificulta separar los ecos en
capas poco espaciadas. Para solventar ese problema, Morlet pensé en enviar ondas
mas cortas en altas frecuencias en lugar de emitir pulsos de igual duracién. Dichas
ondas se obtienen mediante escalado de una sola funcién denominada wavelet. Por
otra parte, Grossmann, el cual estaba trabajando en fisica tedrica, reconocié en
el enfoque de Morlet algunas ideas que estaban cerca de su propio trabajo sobre
los estados cuanticos coherentes. Asi pues, casi cuarenta anos después de Gabor,
Morlet y Grossmann reiniciaron una colaboracién entre la fisica tedrica y el pro-
cesamiento de senales, lo que llevd a la formalizacién de la transformada wavelet

35



continua [74]. A pesar de todo, estas ideas no eran totalmente nuevas para los
matematicos que trabajaban en el andlisis armonico, o para los investigadores del
estudio de la visiéon por ordenador que estudiaban el procesamiento multiescala de
imagenes.

Definicién 1 Una funcién ¢ € L*(R) se dice que es una wavelet si verifica que:

e 1 tiene media 0, es decir,

[0

e ¢ tiene norma 1, es decir, |||z = 1.

Se define el dtomo wavelet como la funcion dilatada por un pardmetro s y trasla-
dada por un parametro u,

1
us(l) = —F= (
bualt) = =
Yy, s estd centrada en el punto u con una dispersién proporcional al parametro s
(0y = so()). Su transformada de Fourier viene dada por

t—u

), teR, uwekR, seR" (1.1)
S

,’ﬁu,s(w) = e—iuw\/ngj(sw)’ w e R, u € R, S € R*,

por lo que se puede observar que no es mas que una traslacion de la funcion 1/; con
media @ y dispersion @ La trasformada wavelet continua de una senal f a

escala s en la posicion u se calcula realizando el producto interior de dicha funcién
f junto con el atomo wavelet definido anteriormente,
1 —/t—u "
WH(u,s) = (f,vus) = | F(£) —¢(—> dt, ueR,secR". (1.2)
R Vs S
La reconstruccion de la funcién f a partir de la funcion W f viene dada por la
expresion

f(t):/OW/IRWf(u,s)%@b(t;u)duE, teR, (1.3)

s
expresiones similares a las utilizadas en la transformada y anti-transformada de
Fourier, de sobra conocidas.

Aligual que en el caso de la transformada de Fourier en ventanas, la transformada
wavelet continua puede medir la variacién en tiempo-frecuencia de las diferentes
componentes espectrales de la senal (en la Figura 1.2 se pueden ver varios ejemplos
de la localizacion en tiempo y frecuencia de la transformada wavelet continua frente
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a la transformada de Fourier). Haciendo uso de la féormula de Parseval [103, férmula
(2.25)], la transformada wavelet continua se puede escribir como

Wf(u,s):%/Rf(w)zﬂTﬁ(w)dw, ueR, seR".

Una wavelet compleja permite separar las componentes de escala y fase para medir
la evolucién temporal de las diferentes frecuencias mientras que una wavelet real
da la posibilidad de detectar y caracterizar singularidades a través de escalas,
siguiendo los maximos locales de la transformada wavelet.

1.2. La transformada wavelet discreta y multirreso-
lucion

Como se ve en la definicién 1, una wavelet es una funcién ¢ € L*(R) de media
0 y norma 1. Una familia de d4tomos en tiempo-frecuencia se puede obtener mediante
traslaciones y dilataciones de v, en funcion de los parametros u y s, a través de la
expresion (1.1). Dichos dtomos verifican que |9, ¢||L2 = 1. Dada esta familia, se define
la transformada wavelet de una funcién f € L*(R) a tiempo u y escala s mediante la
expresion (1.2).

En general, el nimero de dtomos es del orden de R?. En la préctica, dicha cantidad
es impracticable e interesa reducirla con el fin de facilitar el trabajo computacional.
Una opcién consiste en discretizar el conjunto de atomos, limitando el parametro de
traslaciéon a valores en Z y limitando el factor de dilatacién s a los valores 27, j € Z, de
tal forma que la familia {1, := 229)(27 - —k)}, xez sea una base ortonormal de L*(R).
En este caso, la descomposicién y reconstruccién de la senal viene dada por la expresién
de la misma en la base wavelet ortonormal (sistema ortonormal de un espacio Hilbert).
A una wavelet que verifique estas propiedades se le denomina wavelet ortonormal.

Existen diferentes bases ortonormales basadas en wavelets. En 1910, Haar [76] ob-
servé que el conjunto de traslaciones enteras y contracciones/dilataciones de base 2 de
la funcion de Haar

0 , resto

genera una base ortonormal del espacio L?(R), es decir, que toda sefial de energfa finita,
f, puede descomponer {¥; .} kez,

F=Y0 (i) Vi (1.4)

JET kel
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Figura 1.2: Comparativa de la localizacion en tiempo y frecuencia de la transformada wa-
velet continua (inferior derecha) frente a la transformada de Fourier (inferior izquierda)
para las funciones (superior): (a) onda localmente perturbada; (b) funcién con aumento
frecuencial (cnt.); (c¢) 2 impulsos [deltas de Dirac].
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Como ¢ tiene media 0, cada suma parcial

di(t) =Y (fix)bin(t), JEZ, tER, (1.5)

kEZ

puede ser interpretada como los detalles de la funcién f en la escala j (es decir, resolucién
27). De acuerdo con la ecuacién (1.4), anadiendo todas estas capas de detalles en las
diferentes escalas a la aproximacién de f en la escala menor, obtenemos la propia funciéon
f. Esta idea da lugar a la aparicion del concepto de andlisis multirresolucién, que se
describe a continuacion, y en el cual se centra parte del estudio posterior.

1.2.1. Analisis multirresolucién (MRA)

Bajo la premisa de que la suma parcial d; definida en (1.5) es la diferencia entre
las dos aproximaciones de f a escalas j + 1 y j, esto es, los detalles de la funcién f a
escala j, se puede asociar a la wavelet ) un andlisis multirresolucion, el cual considera
la aproximacion de la senal a varias escalas mediante proyecciones ortogonales sobre
diferentes subespacios {V;};ez de L*(R).

La definicién propuesta por Mallat [102] y Meyer [112] para describir los subespacios
multirresolucion es la siguiente:

Definicién 2 Una sucesion {V;}jez de subespacios cerrados de L*(R) se denomina un
andlisis multirresolucion (MRA) si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Vi, k€Z, feV si,ysdlo si, f(-—277k) €V

2.Nj€Z,V; CVj

3.VjeL, feV; si,ysdlosi, f(2:) € Vi

4. N2V =10}

5. U< _V; = L*(R)

6. 30 € L*(R) tal que {0(- — k) }rez es una base de Riesz de Vy, es decir,

3 A, B >0 tales que Vf € Vy, f puede descomponerse de manera unica como
f6) =Y alklo(t—k), teR,
kEZ

con

AllFIP <) lalk][* < BIfII*.

kEZ
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La Propiedad 1 indica que los subespacios V; son invariantes por traslaciones propor-
cionales a 27. La Propiedad 2 muestra que, conocida la aproximacién a f a una escala 7,
se tiene toda la informacién necesaria para calcular la aproximacion de f a escala j + 1,
mientras que la Propiedad 3 muestra la relacién entre los subespacios multirresolucion
mas alla de la simple contenciéon. En las Propiedades 4 y 5 se puede ver el comporta-
miento de las aproximaciones a diferentes escalas a medida que avanza o disminuye el
subindice j.

El concepto de andlisis multirresolucion aparece ya implicitamente en el trabajo de
Burt y Adelson [22] en tratamiento de imagenes al introducir una piramide de Laplace
que permite procesar una imagen a baja resolucién para luego ir aumentando dicha
resolucién a medida que sea necesario. La aproximacién a resolucién 2/ de una funcién
f se expresa como una red discreta de valores que proporcionan el valor medio de f en
un entorno de tamafio proporcional a 27, por lo que una aproximacién multirresolucién
consiste en un conjunto de redes discretas con dichos valores para los diferentes j € Z.
De un modo més formal, dichas aproximaciones vienen dadas como las proyecciones
ortogonales a una sucesién creciente de subespacios cerrados de L?*(R), es decir, del
mismo modo que en un analisis multirresolucién.

Con anterioridad, y motivados por la compresiéon de audio, Croisier, Esteban y Ga-
land [37] introdujeron un filtro invertible que descomponia una senal discreta (f[k])rez
en dos senales de longitud mitad a partir de las cuales podia recomponerse la senal
original (son los filtros espejo-conjugados que se definirdan més adelante en esta seccion).
Se puede ver que todo andlisis multirresolucion tiene asociado un filtro de este tipo y
dos funciones, la denominada funcidon de escala, ¢, asociada al analisis multirresoluciéon
(del mismo modo que el conjunto {1, := 234(2/ - —k) : k € Z} es una base del espa-
cio de detalles a escala j, el conjunto {¢;; = 21p(27 - —k) : k € Z} es una base del
espacio de aproximacion a escala j) y una wavelet (puesto que dicha wavelet proviene
de un andlisis multirresolucién, se la denomina MRA-wavelet). Mas aun, el algoritmo
en cascada descrito por Mallat [Teorema 13] para el cdlculo de la transformada wavelet
multirresolucion hace uso de dichos filtros en sustitucién de las propias funcion de escala

y MRA-wavelet.
La funcién de escala

La Propiedad 6 de la Definicién 2 implica la existencia de una funcién de escala
asociada al andlisis multirresolucién. Dicha funcién se define como:

Definicién 3 Dado un andlisis multirresolucion {V;}vjez, una funcion ¢ se denomina
una funcion de escala asociada al andlisis multirresolucion {V;}viez st la familia {p(- —
k) : k € Z} es una base ortonormal de V.

Una consecuencia inmediata de esta definicion es que, por la Propiedad 3 de la
Definicién 2, la familia {¢;, = 22¢(2/ - —k) : k € Z} es una base ortonormal de
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Vj, VJ e 7.

El siguiente resultado [103, Theorem 7.1] permite calcular ¢ (més concretamente
su transformada de Fourier) a partir de la funcién 6 presente en la Propiedad 6 de la
Definicién 2 de andlisis multirresolucion.

Teorema 4 Sea {V;},cz un andlisis multirresolucion. La funcion ¢ cuya transformada
de Fourier es

_ () |
V ke 6w + 2km)]2

es una funcion de escala asociada a {V;};ez. En particular, si {0(- — k) }rez es una base
| =1y, por tanto, ¢ = 0.

weR

P(w)

ortonormal, se verifica que Y, , |0(w + 2kn)

Gracias a ¢ se puede calcular la aproximacion de f a escala j, ya que ésta coincide
con la proyeccion ortogonal de f sobre V;, Py, f. Puesto que {¢;; : k € Z} es una base
ortonormal de V;,

Py f = Z (fs0ik) 0jp, JELZL

kEZ

Por lo tanto, los productos internos

silkl = (f, o%), J ke

proporcionan una aproximaciéon a la funcién f a escala j. Estos coeficientes se pueden
reescribir como una convolucién:

s[k] = / F()2F a2t — k)dt = (f + @)2K, k€ Z.

con ¢j = 27 ¢(27.). La energia de la transformada de Fourier de la funcién ¢ esté
tipicamente concentrada en el intervalo [—m, 7], por lo que la energia de la funcién oy
estd principalmente concentrada en el intervalo [-2777, 2777, esto es, los coeficientes
(8;1k])kez son un filtro paso-bajo de la funcién f muestreada a intervalos de longitud 27.

Ejemplos:

(a) Aproximacién constante a trozos.
El ejemplo més sencillo de analisis multirresoluciéon viene dado por los subespacios
de L?*(R) definidos por

V; ={f € L*(R) : f es constante en el intervalo [277k,277(k + 1)), Vk € Z}.

La aproximacién a f € L*(R) es la funcién constante a trozos que en cada intervalo
[277k,279(k + 1)) tiene el valor medio de f en dicho intervalo. Esta familia de
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subespacios verifica todas las propiedades de la Definicién 2, siendo 0 = xo,1) la
funcién caracteristica del intervalo [0, 1). Como la base { Xk k+1) }kez €s ortonormal,

se verifica que ¢ = 0 = x[,1), la cual es mas conocida como la funcién de escala
de Haar.

(b) Aproximacién lineal a trozos.
Continuando el camino marcado en el ejemplo anterior, se puede dar un nuevo
andlisis multirresolucién definiendo

V; ={f € L*(R) : f es lineal en el intervalo 277k, 277(k + 1)), Yk € Z}.
En este caso, la base de Riesz vendra dada por la funcion
t+1 ,si —1<t<0
Ot)={ 1—t ,si0<t<l1
0 , resto

La familia {#(- — k) : k € Z} no es ortonormal. De acuerdo con el Teorema 4, la
funcién de escala (su transformada de Fourier) es de la forma

pw) = O(w) B (3)
\/Zkez ’é(w +2km)[? w2\/1 + 2 cos? <%>

, weR.

(¢) Aproximaciéon de Shannon.
Shannon propuso un analisis multirresolucién basado en funciones limitadas en
frecuencias, definiendo

V, ={f € L*R) : sup(f) C [-277, 2777}

sin(w(-—k

Una base de Riesz ortonormal para V, es {sinc(- — k) = 71'(~——k’)))}kez’ por lo que

p = 6 = sinc.

El filtro espejo-conjugado

Un analisis multirresolucion esta totalmente caracterizado por su correspondiente
funcién de escala ¢, ya que a partir de ella se pueden generar los subespacios V; (gracias
a las Propiedades 3 y 6 de la Definicién 2). A su vez, dicha funcién de escala tiene
asociado un tnico filtro discreto.

Segun la Propiedad 2 de la Definicién 2, V; C V;i1, Vj € Z. Particularizando en
el caso de j=-1, V_; C Vy. Se tiene que ¢ € V,, y por la Propiedad 3 de la Definicién
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2, <,0<§> € V_1 C V. Puesto que {p(- — k)}rez es una base ortonormal de Vy, ha de
verificarse la llamada ecuacion de escala:

%90(%) =S hH(t—k), teR, (1.6)

donde
Wk — <%<p(§>,g0('—k)>, kez. (1.7)

Equivalentemente, su correspondiente ecuacién en frecuencias es

H(2w) = % W) pw), weR, (1.8)

con h(w) = > wez Mlk] e=* denominada funcidn de transferencia.

Definicién 5 Dada una funcion de escala, ¢, asociada a un andlisis multirresolucion,
{V;}vjez, se define el filtro espejo-conjugado asociado a ¢ como la sucesion de nimeros
complejos (hlk))rez que verifica (1.6).

Mallat y Meyer [102, 112] mostraron la relacién que existe entre las funciones de

escala y los filtros espejo-conjugados, la cual se recoge en el siguiente resultado [103,
Theorem 7.2].

Teorema 6 Sea ¢ una funcion de escala integrable. La serie de Fourier de (h[k])rez,
h(w), satisface:

L W)+ hw+n))2 =2 weR;
2. h(0) = V2.

Reciprocamente, si h(w) es 2m-periddica y continuamente diferenciable en un entorno
de w = 0, satisface 1, 2 y, ademds,

if  |h(w)| >0,
2

wE[— ,%]
entonces

#w) =11 ’”‘(Q—ﬁw) 2(0), weR,

p=1
es la transformada de Fourier de una funcién de escala p € L*(R).

Recordemos que un filtro discreto, (h[k])kez, se denomina espejo-conjugado si su fun-
cién de transferencia, h(w), verifica la propiedad 1 del teorema anterior.

43



Ejemplos:

(a) Aproximacién constante a trozos.

90<§>790(‘ - k’)> = <\/L§ X[0,2)5 X[k,k+1)> ;

T~
Sl-

Se parte de ¢ = xjo,1). Como hlk] =
k € 7Z, se concluye que

=2 sike{01}
0 , resto

(b) Aproximacién lineal a trozos.
En este caso no se conoce una expresiéon analitica para la funcién de escala ¢, solo
se conoce su transformada de Fourier, ¢, por lo que se puede calcular la funcion
de transferencia, h(w), en vez del filtro discreto (h[k])rez:

Se sabe que ¢(2w) = \/Li h(w) $(w). Despejando h(w) y conocida
4+/3 sin (

N )
) o202 (5)

se tiene que

fz(w) =2 P2) =2 L2 <%) cos? (g), w € R.

P(w) 1 4 2 cos?(w)

(¢c) Aproximacién de Shannon.
Para este analisis multirresolucion se tiene que ¢ = sinc, es decir, ¢ = X[—r], 10

que implica @(%) = X[-2r,27]- Como p(w) = \/Li ﬁ(%) 95(%>:

e Siw € [—m, 7, es decir, § € [-F,5], se tiene que 1 = %ﬁ(%) Por tanto,
h(w) = V/2, para w € -5, 5]
e Siw € [-2m 27]\[-7, 7], 0 = %fz(%) Por tanto, h(w) = 0, para w €

[_777 W]\[_%a %]
Con todo esto, se concluye (nétese que iL(w) es una funcién 2m-periddica) que

hw) = V2xz.nw), we |- 7]



Ademas, se sabe que

1 [ ‘ 1 [2 ,
hlk] / hw)erdw = — [ V2e*™dw, ke€Z,

:% 2 J_

—Tr

Wl

por lo que finalmente se obtiene

\% , sik=0
0 , sikpar, k#0 .
(=1)= ¥ , si k impar

La wavelet

Como se menciond anteriormente, los j-ésimos coeficientes wavelet de una funcién f
se pueden interpretar como los detalles de dicha funcién a escala j, o equivalentemente,
como los detalles que permiten el paso entre las aproximaciones de f a escalas j y
j + 1, las cuales no son mas que las proyecciones ortogonales de la funcién f sobre los
subespacios V; y Vj41. Se sabe que V; C V11 (Propiedad 2 de la Definicion 2). Se denota
por W; al complemento ortogonal de V; en V; 1, esto es,

J
Vj+1:Vj@Wj: @Wk, j € Z.

k=—00

En particular,
L*(R) = PwW;.
JEL
En consecuencia, la proyeccién ortogonal de f sobre V;;; puede descomponerse en la
suma de las proyecciones de f sobre V; y W;, es decir,

PVj+1f:Pij+Pij7 j€Z7

por lo que Py, f son los detalles que se aniaden o eliminan en el paso entre las escalas j
y j+ 1. El siguiente teorema [103, Theorem 7.3] [102, 112] prueba que puede construirse
una base ortonormal de W; mediante traslaciones y dilataciones de una wavelet ¢ a

definir.

Teorema 7 Sea ¢ una funcion de escala y (h[k|)rez su correspondiente filtro espejo-
conjugado. Sea 1 la funcion cuya transformada de Fourier es

b(w) = ig(f)ga(%), wER, (1.9)



con g(w) = e‘iwﬁ(w + 7). Entonces, la familia {1 = Q%w(Qj -—k) : k€ Z} es una
base ortonormal de W;,Vj € Z, y, en consecuencia, {1 : j,k € Z} es una base
ortonormal de L*(R).

En la demostracién del teorema se muestra que g(w) es la serie de Fourier del filtro
discreto definido por g[k] = < f¢< > (- — k)>, k € Z, cuyas componentes son los

coeficientes de la descomposmlon en serie

() E:g ), t€R. (1.10)

Dicha expresion es conocida como la ecuacion wavelet, y su correspondiente expresion en
frecuencias viene dada en (1.9). Ademads, sin més que calcular los coeficientes de Fourier
de g(w), se observa que

glk] = (=D 'h[1l — k], kecZ (1.11)

Este filtro discreto, junto al filtro espejo-conjugado (h[k])gez (realmente se conoce como
filtro espejo-conjugado al par de filtros ((hlk])kez, (g[k])rez), pero debido a la definicién
de (g[k])rez puede omitirse el segundo filtro), es bésico a la hora de realizar un calculo
de la transformada wavelet multirresolucion de una funciéon f de modo réapido y efectivo.

La proyeccién ortogonal de una funcién f sobre el espacio W; viene dada por la
expresion en la base wavelet

P, f =Y (i tix) i, JEZ,
k€EZ

por lo que la expresién de f en la base de ”detalles multirresolucion”, {1 : j, k € Z},
viene dada por la agrupacién de todos los detalles a diferentes escalas,

F=) P f =)D (fitbin) dine

JEZ JEZ keZ

Ejemplos:

(a) Aproximacién constante a trozos.

Se calcula la wavelet de Haar mediante la ecuacién wavelet (1.10). Se sabe que
© = Xjo1) Y (h[kDrez = (..., 0, %[ o 7[ n ,0,...)), por lo que se tiene que

_\/Li ,sik=0
glk] = % ,sik=1,
0 , resto
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y, por tanto,

Z50(5) =~ J5 e+ J5elt =1 = = Z=xun () + =Xl LeR,

es decir,
-1 ,site0,9)

p(t)=4q 1 ,sitelz1)
0 , resto

(b) Aproximacién lineal a trozos.
En este caso se puede calcular la transformada de Fourier de la wavelet . Se sabe

4+/3 sin? (%) R 142 cos? (%)
que p(w) = y h(w) = V2 \| =27 cos? (ﬂ) Todo esto, junto

142 cos? (w) 2
w24 /142 cos? <%>

con la ecuacién wavelet en frecuencias (1.9), permite concluir

A 16v/3e-1% 4<w> 1 + 25sin? (CZU)
[

Y(w) = —————sin" (— , weR
w 1 + 2 cos? (%)][1 + 2 cos? <§)]
(¢c) Aproximacién de Shannon. A
Para el célculo de la wavelet de Shannon se parte de ¢ = X[rq v h(w) =
V2 X[z 21(w). Sabiendo que §(w) = e h(w+7) = V2e X r_z)z.m(w) (27

periédica) y @(w) = \/iﬁ Q(%) @(%) = e”%X[,QW,,W]U[W,Zﬂ (w) se tiene que

1) — 1) , resto

1 iwt 7 1 , sit= %
U(t) = 7 / e p(w)dw = < sin@rt-1))  sin(r(t-1)
R

Diseno de wavelets

La wavelet de Haar es el ejemplo mas simple de wavelet multirresolucién, las apro-
ximaciones que genera su correspondiente funcién de escala son funciones constantes a
trozos. Si la funcién f € L*(R) que se desea aproximar posee cierto grado de regulari-
dad, dichas aproximaciones distan mucho de ser éptimas, lo cual lleva a plantearse el uso
de bases de funciones con cierta regularidad u otro tipo de propiedades (por ejemplo,
Daubechies-p [40], wavelet discreta con p momentos nulos y soporte minimo [concreta-
mente, de longitud 2p — 1]). De hecho, la seleccién de la wavelet adecuada debe tener
en cuenta tanto el tipo de senal como las propiedades que el andlisis desee resaltar.
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Una cuestion basica a la hora de seleccionar una wavelet apropiada para el analisis es,
dada una senal f, conseguir que la mayor parte de los coeficientes wavelet, (d;[k])rez, j €
Z, sean muy pequenios o nulos con el fin de simplificar/acelerar dicho anélisis. Para
conseguir esto entran en juego varios factores a tener en cuenta, como pueden ser la
regularidad de la senal f, el nimero de momentos nulos de v o el tamano del soporte

de 1.

Observaciéon 8 Se dice que una funcion v tiene p momentos nulos si
/t’w(t)dt:o, 0<k<np,
R

esto es, la funcion 1 es ortogonal a todos los polinomios de grado menor o iqual que
p-1.

Para una funcién f € C¥(R), su polinomio de Taylor de grado k es una buena apro-
ximacion local. Si k& < p, una wavelet con p momentos nulos serd ortogonal a dicho
polinomio de Taylor y, por tanto, dard unos coeficientes wavelet de f con moédulo pe-
queno. A continuacién se da un teorema [103, Theorem 7.4] que muestra la relacién
existente entre el nimero de momentos nulos de una wavelet 1 con el nimero de deri-
vadas de @@(w) que se anulan en w = 0 y el ndmero de derivadas de ﬁ(w) que se anulan
en w = .

Teorema 9 Sea 1 una MRA-wavelet y sea ¢ su correspondiente funcion de escala tales
que Y| y || son O(|1 4 t2|7271) (esto es, de orden |1+ 3|72~ cuando |t| — 00). Son
equivalentes:

= 1) tiene p momentos nulos
= 90(0)=0, 0<j<p
= hO(m) =0, 0<j<p

Otra caracteristica a la hora de seleccionar una wavelet es controlar el tamano de
su soporte, especialmente cuando la regularidad de la senal f no es muy elevada. Si
una senal f tiene una singularidad aislada ?;, y ésta estd dentro del soporte de ;
puede darse el caso de que (f, ;) tome valores grandes en médulo. Si # tiene soporte
compacto de tamano K, a escala j habrd K dtomos wavelet ;. que contendran a ?, en
su soporte (cuyo tamarfio es K27). Puesto que estos coeficientes no podran anularse por
regularidad, se trata de reducir el niimero de coeficientes de médulo grande mediante la
reduccion del soporte de 1. La proposicion siguiente [103, Proposition 7.2] relaciona el
soporte de ¢ con los soportes de (hlk])rez v .

Proposiciéon 10 Dada una funcion de escala, p, y su correspondiente filtro espejo-
conjugado, (h[k])kez, son equivalentes:
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= tiene soporte compacto
» (hlk])kez tiene soporte compacto

En este caso, ambos soportes son iguales (si h[k] # 0, N1 < k < N, entonces sup(p) =
[N1, No] ). Ademas, si sup(p) = [Ny, Na|, entonces sup(¢) = [Nl_éVZH, NQ_QHH]

En un principio, el tamano del soporte de 1 y el nimero de momentos nulos que
ésta tenga son dos propiedades independientes. Sin embargo, cuando v es una wavelet
ortonormal, si tiene p momentos nulos, entonces sup(?) tiene tamano al menos 2p — 1
(en este caso, las wavelet de Daubechies [40] minimizan el tamano del soporte frente a
un numero fijo de momentos nulos). Este es el contenido del siguiente resultado [103,
Theorem 7.5].

Teorema 11 Un filtro espejo-conjugado real, (h[k])rez, tal que su correspondiente fun-
cion de transferencia, h(w), tenga p ceros en w = 7 tiene, al menos, 2p componentes no
nulas. Los filtros espejo-conjugados de Daubechies tienen exactamente 2p componentes
no nulas.

Se debe tratar con este hecho a la hora de seleccionar la wavelet mas adecuada.
Por ejemplo, si f es una senal con pocas singularidades y muy regular entre ellas, serd
mejor seleccionar una wavelet que tenga muchos momentos nulos, a pesar de que su
soporte aumente. Si, por el contrario, el nimero de singularidades de f es muy grande,
la eleccion 6ptima se inclinard mas hacia la propiedad de un soporte menor.

La regularidad de la wavelet 1 tiene principalmente un efecto estético en el error
introducido en la eliminacién de ruido y la cuantificacién de los coeficientes wavelet. Al
reconstruir una senal dada,

f = Z Z <f7 wj7k> 2:bj,lm

JET kez

un error € cometido en (f, ;) introducird una componente €); ) en la senal recons-
truida. Si ¢ es una funcién regular, €}, serd un error regular, lo que hard que, dada
una senal f regular, el error cometido en la reconstruccién sea menos visible que si se
tratase de un error irregular. Un ejemplo de este hecho es la wavelet de Haar, la cual
puede llegar a producir reconstrucciones excesivamente “artificiales”.

Ejemplos:

(c) Wavelet de Shannon.
Se sabe que esta wavelet es una funcién de C*(R). Ademés, 1h(w) =
e s X[—2r,—r]ujm,2x] (w). Puesto que @Z;(w) se anula en un entorno de w = 0, se tiene
que @@(j)(O) =0, 5 > 0, por lo que, por el Teorema 9, 1) tiene infinitos momentos
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nulos. Mds atn, como lﬁ(w) es de soporte compacto, se sabe que ¥ € C*(R),
aunque tiene un decaimiento asintético lento (|| es O(|t|™1), es decir, de orden
[t|~! cuando |t| — o0).

Wavelet de Meyer.

La wavelet de Meyer es una funcién suave de banda limitada en frecuencias, lo
cual da un rapido decaimiento asintético. Esta wavelet se construye a partir del
filtro espejo-conjugado cuya funcion de transferencia viene dada por

Ademas, se tiene que imponer que

. . 2 2
@)+ lhw+ =2, we |-m-F|U[Fm).
y para que h sea de clase C" en los puntosw =y w = 2?”, las n primeras derivadas

de iz(w) deben anularse en dichos puntos (se pueden construir funciones que sean
de clase C*°(R)). La correspondiente funcién de escala verifica

17 . 4
—h(ﬂ) , st w| < &
(W)= V2 \7 ’

: 4
0 , slw > =

es decir, p € C*(R) puesto que su transformada de Fourier tiene soporte compacto.
Maés atin, la correspondiente wavelet (de Meyer) satisface

( 0 ,sijw| < 2
1 2 4
: Ho(s) siEslsy
9w) = A ,
\%e_?h<§> ,m%”ﬁwﬁ%”
L 0 ,Siw>%’T

y, por tanto, también es de clase C*°(R), por ser de banda-limitada en frecuencias.
Puesto que zlz(w) se anula en un entorno de w = 0, la wavelet de Meyer tiene infi-
nitos momentos nulos, pero, a diferencia de la wavelet de Shannon, el decaimiento
puede no ser tan lento (|1 es O(1 + [¢])~"1).

Wavelets de Daubechies.
Las wavelets de Daubechies (algunos ejemplos en la Figura 1.3) se caracterizan por
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ser 6ptimas en el sentido de minimizar el tamano del soporte de la wavelet frente
a un numero fijo de momentos nulos. La Proposicion 10 muestra que wavelets
de soporte compacto estan relacionadas con filtros espejo-conjugados de soporte
compacto.

Observacién 12 Sea L un operador dado por
LiTk) = flplhlk —pl = (f x W)K], k€ Z.
PEZL
Se dice que L es un operador causal si, ¥V f, Lf[k] depende sélo de f[p] para p <k,
esto es, hlk] =0 si k < 0.

Se considera un filtro espejo-conjugado de soporte compacto, real y causal, por lo
que

Segtun el Teorema 9, para que v tenga p momentos nulos, fz(w) debe tener un cero
de orden p en w = 7, es decir,

. 1—e ,
hw) = V2 (T‘e)pR(e—W), wER,
con R(z) un polinomio de grado m, el cual se busca con m minimo y verificando
W)+ [hw+m)]P =2, weR;

e h(0) =2 (si,ysdlosi, R(1) =1).

Como resultado, (h[k])gez tiene m + p + 1 componentes no nulas. El Teorema
11 indica que m > p — 1. En el caso de las wavelets de Daubechies puede darse
m = p — 1 eligiendo correctamente el polinomio R(z). En tal caso, (h[k])kez tiene
2p componentes no nulas, y si hlk] # 0, 0 < k < 2p—1, esto es, sup(p) = [0, 2p—1],

,2p42rl+17 2p*21+1] —[1—p,p].

entonces sup(¢)) =

La transformada wavelet multirresolucion rapida

Los coeficientes wavelet multirresolucion de una senal dada se pueden calcular me-
diante un algoritmo en forma de pirdmide que involucra los filtros (hlk])kez v (9[k])kez
junto a los coeficientes de detalles y escala correspondientes en cada caso.

Se sabe que V;11 = V; @ W, por lo que, dada una senal f,

PVj+1f = PVJf+PW]f
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Figura 1.4: Esquema de descomposicién y sintesis de la transformada wavelet multirre-
solucién, siendo h y g los filtros de descomposicién y h y g los filtros de sintesis.

Como {@;ktrez ¥ {1k trez son bases ortonormales de los subespacios V; y W, respecti-
vamente, las proyecciones ortogonales de f sobre dichos subespacios, para j € Z, vienen
determinadas por los coeficientes

silk] = (f.ein), dilk] = (f.¥jx), k€L

Notacion:

k] = z[-k], keZ

.Clﬁ[p] aSik:2p
0 ,sik=2p+1

[ ]
¢

El siguiente teorema [100, 101] muestra el algoritmo rapido, descrito por Mallat,
de descomposicion y sintesis de coeficientes de escala y detalle en funcion de la escala
anterior o posterior, segin corresponda, mediante convolucion.

Teorema 13 Para calcular los coeficientes de escala y detalle a escala j en funcion de
los correspondientes coeficientes de escala a escala 7+ 1 se tiene

sjlk] = Zh[?? — 2k] sj11[p] = (8541 % )2k, j k€L

PEZL

K =" glp — 2] syalp) = (5,01 % 9)[2K]. ik € Z.

PEL
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Para calcular los coeficientes de escala a escala j+1 en funcion de los correspondientes
coeficientes de escala y detalle a escala j se tiene

sjralk] =Y hlk = 2p]s;lp] + D glk — 2p] d;[p] = (3; * h)[K] + (d; * 9)[K], j, ) € Z.

PEZL PEZ
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Capitulo 2

Teoria espectral de los operadores
de traslacion y dilataciéon

Como se ha visto en el Capitulo 1, existen dos operadores unitarios de L*(R) que
juegan un papel fundamental en la teoria de wavelets: el operador de dilatacion por
s >0, Dy, y el operador de traslacion por u € R, T, definidos por:

[Dsf] = S%f(s) 9
, e L R). (2.1)
[Tuf] = f(- —u)

Mas concretamente, las bases wavelet se construyen mediante la aplicacion de dilata-
ciones y traslaciones sobre una funcién (padre) apropiada. Ya que la corriente principal
del desarrollo que lleva a las wavelet proviene del analisis de Fourier, las transformada y
serie de Fourier estan involucradas en la mayoria de las técnicas utilizadas en su estudio.
Una razon clara que motiva este hecho es que la funciones exponenciales complejas son
autofunciones del operador de derivacién y, por tanto, la transformacién de Fourier da
lugar a una representacion espectral del grupo de traslaciones {7}, : u € R} en L*(R).

En la teorfa de wavelets discretas, a la hora de construir una base ortonormal {1;, :
J,k € Z} a partir de una wavelet 1, los pardmetros s y u toman los valores fijos s = 2
y u = 1, y se consideran unicamente potencias enteras de los operadores D := Dy y
T =Ty, ya que 9 = DiT*y, j, k € Z. El espectro de los operadores D y T coincide
con la circunferencia unidad, 0D, del plano complejo C, y tiene multiplicidad uniforme
numerable. Por tanto, la representacion espectral funcional de ambos operadores se
define en términos de integrales directas de la forma L*(0D,H), cuyos elementos son
funciones H-valuadas sobre 0D, siendo H un espacio de Hilbert separable auxiliar [20,
84, 152]. Las integrales directas ya han sido consideradas en la teorfa de wavelets (ver
[119] y las referencias alli citadas).

En este Capitulo, concretamente en la Seccion 2.1, se desarrollan técnicas que per-
miten la obtenciéon de modelos espectrales (Proposiciones 14 y 16) y de tipo “shift”
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(Proposiciones 15 y 17) para los dos operadores D y T en funcién de dos conjuntos
de bases arbitrarias de L?([0,1)) y L?([-2,—1)) U L?([1,2)), las cuales se extienden a
L?(R) mediante traslaciones y dilataciones, respectivamente. Ademds, en la Proposicién
19 se define un modelo espectral adicional para el operador 7" basado en la transforma-
da de Fourier habitual. La relacion de estas representaciones espectrales con la teoria
de wavelets ortonormales y multirresolucion se establece mediante la conexién existente
entre subespacios ambulantes e invariantes y funciones operador-valuadas de rango y
rigidas [77, 80, 95, 141]. Dichos conceptos, y la relacién entre ellos (Lemas 22, 25 y 27),
se recopilan en la Seccion 2.2.

Las demostraciones de los resultados de este capitulo pueden encontrarse en los
trabajos de Gémez-Cubillo y Suchanecki [68] y Gémez-Cubillo, Suchanecki y Villullas
[71].

2.1. Modelos espectrales y “shift” de los operadores
de traslacion y dilatacion

Sea D el disco unidad sobre el plano complejo C y sea JD su frontera:
D:={AeC: |\ <1}, D :={weC:|w =1}

En 0D se interpreta la medibilidad en el sentido de Borel y se considera la medida de

Lebesgue normalizada 9. Dado H un espacio de Hilbert separable, sea L?(0D,H) el

27"
conjunto de todas las funciones medibles v : 0D — H tal que

d
/ |[v(w)]3, 2_w < 0o (médulo conjuntos de medida nula).
oD n

Las funciones de L?(9D, H) forman un espacio de Hilbert con la definicién punto a punto
de las operaciones lineales y el producto interno dado por

(u,v) := /an) (u(w),v(w))ﬂg—:, u,v e L*(0D,H).

El espacio L?(0D,H) es un caso particular de integral directa de espacios de Hilbert
(para un campo constante de espacios de Hilbert {#,} con H, = H, Yw). La teoria de
integrales directas es debida originalmente a Von Neummann [152] y es la base de los
modelos espectrales para operadores [20, Chapter 7).

Dado s > 0 se define el operador de dilatacién D, : L*(R) — L*(R) como

[D,f](x) == sz f(sx), z€R,fe L*R).

D, es unitario en L*(R) y, por tanto, su espectro estd incluido en dD. Para poder dar
una representacion espectral del operador Dy se debe encontrar una integral directa
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de espacios de Hilbert, fa% H,du(w), y una transformacién unitaria, G, de L*(R) en
fa% H.,dp(w) tal que

[GD,f](w) =w-[Gf](w), para casitodow € dD, f € L*(R),

esto es, el operador GD,G es el operador “producto por w” en la integral directa:

@ d
[GD,G 'f](w) =w-f(w), para casi todo w € ID, f € He 2_w
D n

Para ello, sea {Kj(g)j(:c)}jeﬂ una base ortonormal de L?([1,r)) U L?*([-r, —1)), donde J
es un conjunto numerable de indices (habitualmente J = N o J = Z). Es evidente, para
cada m € Z, que la familia dilatada

(K (@) = D KD (2) = 5 KO (5"5) ey (2.2)

es una base ortonormal de L*([r~™,r=™1) U L?([—r~™"! —r~™)). Por tanto,

{Kg;-)(x)}jemmez es una base ortonormal de L*(R) y para cada f € L*(R), sea

+p—mtl
B = K ow = [ @K@, Gelmen. (23

+r—m

El siguiente resultado describe un modelo espectral funcional para el operador de dila-
tacion Ds, siendo [*(J) el espacio Hilbert de sucesiones de nimeros complejos, (¢;);ey,
que verifican |[(¢;)jesl|* = 3¢5 lcj* < o0, y siendo {u;;};; una base ortonormal de
I(J) & 1?(J), donde & denota la suma ortogonal.

Proposicion 14 FEl operador G definido por
G: L*R) — [ [2(0) @ PI)] % = L2(0D, 2(J) @ 1*(J))

/ = fi= D ®jej > mez @™ fz(;n) uy,j

determina un modelo espectral funcional para el operador de dilatacion Dy, es decir, G
es unitario y satisface

[GD.fl(w) =w-[Gf](w), paract wedDyfe L*(R). (2.4)

Demostracién: G es unitario ya que {K l(?l) (%) }i=+ jesmez €s una base ortonormal

de L*(R) y | f1> = |£1% = 32,0 A%, Vf € LA(R). Més atin, G satisface (2.4) porque
—— (

m) r(m— .
[Dsf]z,j = fz(,j 1), Vi=4,5€l], meZ. O

La siguiente representacion de traslacién bilateral de D, es una consecuencia directa
de la Proposicién 14. En este caso, I*(Z,1*(J) @ [*>(J)) denota el espacio Hilbert de
sucesiones bilaterales (f™), _, tales que £™ € ()@ 1*(J), m € Z,y 3, [If™||? < o0,

57



Corolario 15 FEl operador Gy definido por
Gy : L*(R) — P(Z;(J) ®?(]))

/ = <®z:¢ @jeﬂ fl(;n) ul’j)m

determina un modelo “shift” del operador de dilatacion Dy, esto es, Gy es unitario y
satisface

(G DG 1™ ez = ™ ezs (F ez € BZ1P(T) @ P(D)). (2.5)
De un modo similar, para u € R y el operador de traslacién, T, definido por
[Tufl(z) = flz =), [feL*R),

dada una base ortonormal {LZ(-O)(x)}ieH de L?*([0,1)), con T un conjunto numerable de
indices, el conjunto

ez’

(L (@) == L (¢ — un) biey (2.6)
es una base ortonormal de L?[tn,t(n + 1)), Vn € Z. Para cada f € L*(R), sea
. u(n+1)
F = (F L) oy = / f@) L (z)de, i€l nez, (2.7)

un

y sea {u;},.; una base ortonormal de {*(I).

Proposiciéon 16 El operador F definido por
F: LAR) — [ 13(1) % = 120D, *(1))

f e Der [Znez w" fi(n)] Uj

determina un modelo espectral funcional para el operador de traslacion T,, esto es, F
es unitario y satisface

[FT,fl(w) =w- [Ffl(w), paract wedDyfec L*R). (2.8)
Demostracién: El operador F es unitario ya que {Lgn) (%) }iernez es una base orto-
normal de L*(R) y || £]> = [[f> = 3, I£™[?, Vf € L*(R). Més atin, F satisface (2.8)
—(n) A(n—
="V el nez. O

puesto que [T, f]

El siguiente resultado no es més que la consecuencia directa de la proposicién ante-
rior, el cual da un modelo "shift” para el operador de traslacién T, de modo similar al
caso ya visto con el operador de dilatacion.

7
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Corolario 17 El operador F:y definido por
Fg: L*(R) — 1*(Z;1*(]))

/ = < Dicr fz‘(n) Uz) I

determina un modelo “shift” del operador de traslacion T,, esto es, Fig es unitario y
satisface

]:’s’T }; f(n nEZ - j(n 1) neZ7 (fn)>neZ S ZQ(Z’alQ(H)) (29>

Como {Kz (@) hesjesmez ¥ {L7 () Viernez son bases ortonormales de L2(R), dada
f € L*(R) se tlene en el sentido de L2

F=3"RPKD oy f=d0 LM, (2.10)
l,7,m in

El cambio entre ambas expresiones, en las correspondientes bases ortonormales, viene
dado por la matriz (a}?™), definida por

Zﬂ,

L,jm . n m n m
abim = ([ >,K,{j>>L2<R>:/RL§ (@) K7 (2)de, (2.11)
por lo que
1,5,m (n 1,j,m
DT W
l,3,m
y ~ A
£ Za”mi : fi(”)zz “mf . (2.12)
l,7,m

A partir de este punto el desarrollo se centra en los casos s =2y u = 1, esto es, en

los operadores
D:=Dy y T:=1j.

Fijadas las bases {Kl(7?)<x)}l:i7jej7mez v {L"(2) Yiernez de LA(R), junto a sus res-
pectivos modelos espectrales definidos en las Proposiciones 14 y 16, para cada f € L*(R),
se denota

Fr=t={"y  Gr=t={j"}.
Lema 18 Sea f € L*(R) y sean, dados p,q € Z,
g :=DPTf, h:=TID"f.
Si Ff = {f"}. Fg = {95’“}, Fho= (0"}, 6f = {15}, Go = {3} v Gh = (17})},

entonces
- aié’”Z i el ke,

s,J,m
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Zamz sam=p {0 e 1k € Z,

$,3,m
Lk—
grl—Zof pZaffL”;s], r==+,1lel, kel
s,3,m
hﬁ%—Za”kZafff?p r=+1lel, kel
$,7,m

Demostracion: La demostracién de este resultado no es mas que la consecuencia
directa de realizar los cambios de expresion correspondientes en las expresiones (2.12),

) o
teniendo en cuenta las propiedades [D;f], ; = ( Y [T f] = fl-( Y de las Propo-
siciones 14 y 16. 0J

Por ultimo, se da otro modelo espectral funcional para el caso particular del operador
T = T; en términos de la transformada de Fourier definida en L?(R) para una funcién

J por
_ / F@)edy weR. (2.13)
R

Proposicién 19 Sea {uy}, ., una base ortonormal de 1*(Z). El operador F, definido

por
F.: L*R) — L*0D,1*(Z))
. . (2.14)
foom fo= Ben frlw)u,
donde, si w = >,
frw) = fu(€®™®) .= f(0+k), para casi todo 6 € [0,1) y k € Z, (2.15)
determina un modelo espectral funcional para el operador de traslacion T'.
Demostracién: El operador F, es unitario ya que, para f € L*(R),
2 2 2dw 2
2= 1712 =3 [ 10 opa =3 [ 1 = ke
keZ keZ
M4és atin, si w = e>™_ entonces
(THk(w) = [T + k) = e2m R F(O+ k) = w- filw).
por tanto
[F.Tf](w) =w - [F.f](w), para casi todo w € Dy f € L*(R). (2.16)
O
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2.2. Subespacios ambulantes e invariantes. Funcio-
nes rigidas y de rango

Sean H un espacio de Hilbert separable y L£(H) el espacio de operadores lineales
acotados en H. Se considera el espacio funcional L?(9D, H) definido en la seccién anterior
y su subespacio € C L?(0D,H) formado por todas las funciones constantes, es decir,
C:={v:0D — H : Jv € H verificando v(w) = v, para c.t. w € JD}. Se denota por
M el operador “multiplicacién por w” en L?(0D, H), es decir,

[Mv](w) == w-v(w), veL*(ID,H), we ID. (2.17)

El operador M es unitario y verifica M~ = M*, esto es, [M'v](w) = w* - v(w) (sien-
do w* el conjugado de w). El operador M de L*(0D,H) es el modelo funcional de la
representacion de traslacién bilateral en [?(Z, H) dada por (ver [77] para més detalles)

P(Z,H) = P(Z,H) : (vn)nez — (Un—1)nez.
En primer lugar se dan las definiciones de subespacio ambulante y funcién rigida.

Definicién 20 Un subespacio de un espacio de Hilbert se denomina subespacio ambu-

lante para un operador U si es ortogonal a todas sus imdgenes por potencias (positivas)
de U.

Si U es una isometria y 9t es un subespacio ambulante, se verifica que U9 1L U"IN,
Vm,n € N, m # n. Si U es unitario, U™M L U™, Vm,n € Z, m # n.

Definicién 21 Una funcién operador-valuada, A : 0D — L(H) | w — A(w), débilmente
medible! se denomina una funcién rigida si A(w) es una isometria parcial’ en H con el
mismo espacio inicial para casi todo w € JD.

Ambos conceptos, subespacio ambulante y funcién rigida, estan relacionados, tal y
como muestra el lema siguiente [77, Lemma 5].

Lema 22 (Halmos) Un subespacio M de L*(OD,H) es un subespacio ambulante del
operador M si, y sélo si, existe una funcion rigida A tal que M = AC. El subespacio
M determina de forma unica la funcion A, salvo factores por la derecha constantes e
1guales a una isometria parcial.

Por otro lado, a continuacién se dan las definiciones de subespacio invariante y
funcion de rango.

1Se dice que una funcién A : 9D — L(H) es débilmente medible si el producto escalar (A(w)h, g) es
una funcién medible Borel de dD en C, Vh, g € H.

2Se dice que una funcién A : 9D — L(H) es una isometria parcial si I (espacio inicial de A(w))
subespacio (cerrado) de H tal que || A(w)u|| = ||u|| para v € M y A(w)v = 0 para v € M+,
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Definicién 23 Un subespacio cerrado M C L?(0D, H) se denomina invariante (por el
operador M) si Mv € 9, Vv € M. M se denomina doblemente invariante si Mv, M~'v €
M, Vo € M. M se denomina simplemente invariante si es invariante pero no doblemente
mvariante.

Definicién 24 Se denomina funcion de rango a una funcion J = J(w) en D que
toma valores en la familia de subespacios cerrados de H. Se dice que J es medible si la
proyeccion ortogonal P(w) en J(w) es débilmente medible.

Las funciones de rango que coinciden casi siempre en 0D se identifican entre si. Para
cada funcién de rango medible, J, 9; denota el conjunto de funciones v € L*(0D, H)
tal que v(w) € J(w) casi siempre. La correspondencia entre J y 9t; es biunivoca, si
identificamos entre si las funciones de rango iguales entre si casi siempre.

El siguiente resultado, que relaciona subespacios invariantes y funciones de rango,
se encuentra de forma implicita en el trabajo de Lax [95], pero fue demostrado por
Srinivasan [141].

Lema 25 (Lax-Srinivasan) Los subespacios doblemente invariantes de L*(0D, H) son
los subespacios My, donde J es una funcion de rango medible.

A consecuencia de este resultado se da una nueva definicion.

Definicién 26 Se denomina rango del subespacio doblemente invariante 9 ; a la fun-
cion de rango J asociada. Mas aun, se puede extender esta definicion a un conjunto
arbitrario de funciones: se denomina rango de un conjunto de funciones H-valuadas al
menor subespacio doblemente invariante que contiene a todas ellas.

Para determinar los subespacios simplemente invariantes de L*(0D,H) se necesita
introducir las clases de Hardy. Se denota por H?(0D, H) la clase de Hardy de funciones

u(\) = Z/\kak, AxeD, a, € H,
k=0

con valores en H, holomorfas en D y tal que 5= [, [G(rw)||3,dw (0 < 7 < 1) tiene una
cota independiente de r o, equivalentemente, tal que Y ||ag||3, < co. Para cada funcién
u € H*0D,H), el limite no tangencial, en el sentido fuerte,

s-lima(\) = Zwkak =:u(w)
k=0

A—w

existe para casi todo w € 9D. Las funciones u()\) y u(w) determinan la una a la otra
(estan relacionadas por la férmula de Poisson), por lo que se puede identificar H*(0D, H)
con un subespacio de L*(9D, H) al que denominaremos H (9D, H), proporcionando a
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H?(0D, H) la estructura de espacio Hilbert de HT (0D, H) y sumergiéndolo en L?(9D, H.)
como subespacio. El espacio complementario H~ (0D, H) := L*(0D, H)\ H? (0D, H) esta
asociado, del mismo modo, a la clase de Hardy conjugada de H?(0D,H).

Finalmente, la forma general de los subespacios simplemente invariantes de L*(0D, H)
fue dada por Helson [80, Theorem 9] en base al trabajo de Halmos [77, Theorems 3 y 4]:

Lema 27 (Halmos-Helson) Todo subespacio simplemente invariante, M, de L? (0D, H)
es de la forma
M =AH'(OD, H) ® M,

donde K es una funcion de rango medible y A es una funcion rigida con rango J or-
togonal a K casi siempre. La parte doblemente invariante , My, de M es justamente
Npez M™N. El subespacio M determina de forma iunica la funcion rigida A, salvo fac-
tores por la derecha constantes e iguales a una isometria parcial.
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Capitulo 3

Aplicacion de los modelos
espectrales a wavelets ortonormales
y analisis multirresolucién

Una vez establecida la base tedrica, la aplicacion de los resultados mostrados en
el Capitulo 2 a la teoria de wavelets ortonormales y a los andlisis multirresolucion se
desarrolla en las Secciones 3.1 y 3.2, respectivamente, y cuyas demostraciones pueden
encontrarse en el trabajo de Gémez-Cubillo y Suchanecki [68] y Gémez-Cubillo, Su-
chanecki y Villullas [71]. Toda wavelet ortonormal tiene asociado un par de funciones
rigidas (Teorema 29), asi como todo andlisis multirresolucién tiene asociado otro par de
funciones rigidas (Teorema 35). M4s atin, en la Seccién 3.2.1 se ve que las relaciones de
doble escala, (1.6) y (1.10), se describen en los modelos espectrales en términos de la
funcién de transferencia del filtro (hlk])rez asociado al analisis multirresolucién, invo-
lucrando a su vez a los elementos aﬁ;m de la matriz de cambio de base (Teorema 38),
definidos en (2.11), que relaciona el par de bases arbitrarias. Ademads, dicha funcién de
transferencia, o equivalentemente, el filtro espejo-conjugado asociado al analisis multi-
rresolucion, puede obtenerse, en este contexto, a partir de las relaciones de doble escala
ya mencionadas (Proposicién 36).

La ecuacion de escala en el dominio de Fourier (1.8) se puede reescribir como

plw) = 272027 w)p(27 ),

y bajo las condiciones adecuadas, la iteracién de dicha expresion lleva a

La mayoria de los métodos de construcciéon de MRA-wavelets tratan con el problema
de encontrar dichas condiciones que aseguren la convergencia del producto infinito a la
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transformada de Fourier de una funcién de escala conveniente [41, 83, 103]. M4s atin, en
base a la relacion anterior, las expresiones obtenidas mediante la relacion anterior para
MR A-wavelets son estrictamente numéricas. El Teorema 38 muestra un modo de obtener
una expresion analitica para dichas MRA-wavelets, mientras que el Corolario 39 aglutina
la informacion de éste teorema junto con las condiciones necesarias para la existencia
de dichas funcién de escala y MRA-wavelet. Finalmente, del Corolario 39 se derivan
algoritmos para el célculo de las funciones de escala y las MRA-wavelets en funcion de las
bases arbitrarias {Lgn)}iel nez y {K i”;) }ies, mez prefijadas. Estos algoritmos permiten el
calculo de dichas funciones basandose en las propiedades deseadas, asociadas a la eleccion
de las bases. Los algoritmos para los sistemas de Haar, Walsh-Paley y trigonométrico
se describen en la Seccién 3.3, junto con las condiciones sobre el filtro espejo-conjugado
asociado que aseguren que la serie
> oL

in
converja (hacia la correspondiente funcién de escala). Los contenidos correspondientes al

algoritmo desarrollado a partir de la base ortonormal de Haar se encuentran publicados
en el articulo de y Gémez-Cubillo, Suchanecki y Villullas [71].

3.1. Técnicas espectrales en wavelets ortonormales

Es bien sabido (ver [98, Lemma 2.2.4]) que, dada ¢ € L*(R), {¢)(-—k) : k € Z} esun
sistema ortonormal si, y sélo si, |1/J(9+/£)|2 = 1 para casi todo 6 € R, donde v es la
transformada de Fourier de 1 definida en (2.13). Este resultado cuadra con el concepto
de funcion rigida con espacio inicial unidimensional en el modelo espectral de T" dado
en la Proposicién 19. De hecho, {#)(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal en L*(R)
si, y sélo si, el subespacio cerrado generado por @/A) := JF1 es un subespacio ambulante
para el operador M = FTF~! definido en (2.17). Por el Lema 22, esto es equivalente a
la existencia de una funcién rigida A en FL?(R) con subespacio inicial unidimensional
y tal que ¥ (w) = A(w)u, con u vector normalizado perteneciente al subespacio inicial
de A(w), el mismo subespacio unidimensional de {2(Z) para casi todo w € ID. Ya que
A es una isometria parcial para casi todo w = €™ € 9D,

1= HUH12 z) = HA(W)U”P (Z) = H@D(W)Hz%(Z)
= Z |¢ 2mif Z |1/) (0 + k)|*, para casi todo 6 € R.

kEZ keZ

Se denota por € al subespacio de GL*(R) = L*(0D; I*(J) &12(J)) de todas las funcio-
nes constantes y por € al subespacio de funciones constantes de FL?(R) = L?(9D; [*(I)),
es decir,

¢:=G(L*(—2,—1] & L?[1,2)), €:=F(L*0,1)).
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La demostracion del siguiente resultado es directa. Nétese que la expresién (-) denota
el subespacio cerrado generado por “-”.

Lema 28 Sea ¢ una wavelet ortonormal de L*(R). Entonces:

(a) (¢) es un subespacio ambulante para D y T en L*(R). Equivalentemente, G(1))
es un subespacio ambulante para GDG™' en GL*(R) y F{(¢) es un subespacio
ambulante para FTF ' en FL*(R).

(b) (T*y) : k € Z) es un subespacio ambulante para D en L*(R). Equivalentemente,
G(T* : k € Z) es un subespacio ambulante para GDG™' en GL*(R).

(c) F(T*) : k € Z) es un subespacio doblemente ambulante en FL?*(R).

Ahora, los resultados de la Seccién 2.2 permiten caracterizar cualquier wavelet orto-
normal de L?(R) en términos de funciones rigidas en GL*(R) y FL*(R).

Teorema 29 Si ¢ es una wavelet ortonormal de L*(R), entonces existen funciones
rigidas A en FL*(R) y B, C' en GL*(R) tales que:

(i) los subespacios iniciales de A y B son unidimensionales y C(w) es unitario para
casi todo w € OD.

(ii) FHwFAC : ke Z) = G HCE)
(iii) (V) = FL{AC) = G~1(Be)

La wavelet determina de forma unica las funciones 121, B Y C salvo factores por la derecha
constantes e iguales a isometrias parciales.

Reciprocamente, supuesto que existen funciones rigidas A en FL*(R) y By C en
GL?*(R) satisfaciendo (i), (ii) y

(iii’) F~1(AC) = G-Y(BC),
la tripleta (A, B, C) tiene asociada una tinica wavelet ortonormal de L*(R), dada por
= F'[Aa] = G[BY], (3.1)

done G(w) = u y V(w) = v para casi todo w € ID, siendo u y v vectores normalizados
en el subespacio inicial de A(w) y B(w), respectivamente.

Mds atin, existe una funcién de rango medible J = j(w) en FLA(R) tal que j(w) es
unidimensional para casi todo w € 0D y

Fom, = FUHWPAC ke Z) = G HOT). (3.2)
A efectos practicos es conveniente tratar con los coeficientes en las bases prefijadas.
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Teorema 30 Una funcidn i € L*(R) con Gip = 1) = {%T)} es una wavelet ortonormal
si, y solo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Ortonormalidad: para todo p,q € Z,

> Zoz e Pza:,’jlq = 3,0, (3.3)

S,7,m r,k,l

(i) Completitud: para todo conjunto finito F de indices (s,7), cons =+ yj €, la

1
(Za S apt by, o) ><m Q)ezxz (3.4)

matriz
kil (s.7)€F

tiene rango maximal, es decir, el cardinal de F.

3.2. Técnicas espectrales en multirresolucion

En la Definicién 2 de la Seccién 1.2.1 se muestra como se formaliza un analisis
multirresolucién de L?(R). Si se anade la hipétesis ¢ € L'(R) y se considera el modelo
espectral F, dado en (19), se pueden construir andlisis multirresolucién tal y como indica
el siguiente resultado.

Proposicién 31 Sea ¢ € L*(R) N L' (R) tal que:
(i) > pez |e(w)|> =1 para casi todo w € OD
(i) &1(0) = O,

con Oy delta de Dirac discreta. Entonces ¢ es la funcion de escala correspondiente a un

andlisis multirresolucion, {V,}, 5, de L*(R).

Las funciones de escala y los andlisis multirresolucién en L*(R) pueden caracterizarse,
en términos de funciones rigidas, en los modelos espectrales GL?(R) y FL*(R). Este es
el contenido del Teorema 33, cuya prueba se basa en las propiedades ambulantes y de
invarianza, dadas en el lema siguiente, de ciertos subespacios asociados a la funcién de
escala en dichos modelos espectrales.

Lema 32 Sea ¢ la funcion de escala correspondiente a un andlisis multirresolucion
{Vatnez de L*(R). Entonces:

!Cada fila de la matriz se corresponde con los valores fijos del par de indices (m, q) € Z x Z, mientras
que cada columna se corresponde con los valores fijos del par de indices (s,7) € F, por lo que la matriz
tiene un ndmero infinito de filas y su niimero de columnas es el cardinal de F.
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(a) (p) es un subespacio ambulante de T en L*(R). Equivalentemente, F (p) es un
subespacio ambulante de FTF ™' en FL*(R)

(b) el complemento ortogonal de GVy = G (T"p : k € Z) es un subespacio (simple-
mente) invariante en GL*(R) sin parte doblemente invariante

(c) FVo=F(T*p : k € Z) es un subespacio doblemente invariante de FL*(R)

Teorema 33 Sea ¢ la funcidn de escala correspondiente a un andlisis multirresolucion
{Vatner de L*(R). Entonces existen funciones rigidas R en FL*(R) y S en GL*(R) tales
que:

(i) el espacio inicial de R es unidimensional y S(w) es unitario para casi todo w € OD;

(1) Vo =F <kaQAZ ke Z> =g <§H’(8D, P o lQ(J))>;
(iii) () = F* (RE).

La funcion de escala ¢ determina de forma inica a R y S, salvo factores por la derecha
constantes e iguales a una isometria parcial.

Reciprocamente, supuesto que existen funciones rigidas Ren FL*R) y S en GL*(R)
satisfaciendo (i) y

(ii)) FH{w*RE : ke Z) = 67 (SH (9D, () @ (1)) ),

el par (R, S) tiene asociada una unica funcion de escala @, correspondiente a un andlisis
multirresolucion {V,},,, de L*(R), dada por

¢ = F ' [Rw),
donde w es un vector (constante) normalizado en el espacio inicial de R. En ese caso,
se satisfacen (ii) y (iii).

Mis ain, existe una funcién de rango medible K = K(w) en FL*(R) tal que K (w)
es unidimensional para casi todo w € D y

Folom, = F! <wk1§zé: ke Z> ~ V. (3.5)

Las siguientes relaciones de ortogonalidad se deducen de forma inmediata del resul-
tado que se acaba de demostrar.

Corolario 34 Sea ¢ € L*(R) una funcién de escala y Fo = ¢ = {¢\™}. Entonces

S Mo =6, ke (3.6)

) )
2,
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De forma andloga al Teorema 7, dada una wavelet ortonormal ¢, se define W; como la
clausura en L?(R) del subespacio generado por la familia {1;, = DIT*y : k € Z}, Vj €

Z. Como 1 es una wavelet ortonormal, se verifica L*(R) = € ez VVj v definiendo V; =
izfoo Wy, Vj € Z se tiene que {V; : j € Z} verifica las condiciones 1, 2, 3 y 4
de la Definicién 2. Por tanto, {V; : j € Z} es un andlisis multirresolucién si existe

¢ € L*(R) tal que {T%p : k € Z} sea una base ortonormal de V. En tal caso ¥ es una
MRA-wavelet.

Dada una MRA-wavelet ¢ de L*(R) con funcién de escala , las funciones rigidas
C de [68, Theorem 12] y S del Teorema 33 coinciden. La demostracién del siguiente
resultado puede encontrarse en [68].

Teorema 35 Sea ¢ una MRA-wavelet de I~/2(~R) con funcion de escala . Entonces
existen funciones rigidas A,R en FL*(R) y B,S en GL*(R) tales que:

(i) los subespacios iniciales de A,B y R son unidimensionales y S(w) es unitario para
casi todo w € 0D

(ii) Se tiene que
Wy =F" <ka& ke Z> =g <S¢>
Vo= FH{WhRE : ke z) = g7 (SH-(0D,P() & (D))

(iii) (b) = F 1 (A&) =G 1 (BEY y (¢) = F 1 (Re)

La MRA-wavelet i y la funcion de escala @ determinan de forma unica la tetraupla
(/1, B, R, 5’), salvo factores por la derecha constantes e iguales a isometrias parciales.

Reciprocamente, supuesto que existen funciones rigidas A Y R en FL*(R) y ByS
en GL*(R) satisfaciendo (i) y

F <ka€£ ke Z> =g <S¢> :
o <ka5: e Z> _g <5H—(3D,12(J) ® F(J))>,
Fi(Ae) =g (Be),

la tetraupla (A, B,R, S) tiene asociado una tinica MRA-wavelet b € L*(R) con funcidn
de escala ¢ dadas por

V= F AW = G YBY, ¢:=F R,

donde u, v y w son vectores (constantes) normalizados en los subespacios iniciales A,
B y R, respectivamente. En este caso, se satisfacen (ii) y (iii).
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Ademds, existen funciones de rango medibles J y K en FL*(R) tal que J(w) y K (w)
son unidimensionales para casi todo w € 0D y

Wo=F iy, Vy=F ',

3.2.1. Aplicaciéon a las relaciones de doble escala

Como se ve en la Seccién 1.2.1, existen dos relaciones (relaciones de doble escala),
(1.6) y (1.10), que muestran la expresién de la funcién de escala y la wavelet en funcion
de la base ortonormal {p(- — k)}rez de Vo. Ambas expresiones pueden generalizarse,
gracias a la Propiedad 3 de la Definicién 2, para cualquier j € Z, por lo que

pio =Y hlk] i1k, (3.7)
kez

Yjo0 = Zg[/f] Pj+1,k- (3.8)
kez

En términos de los operadores de dilataciéon y traslacién, se pueden reescribir las
ecuaciones (3.7) y (3.8) como

Dip =) hlk| D'*'Th, jez

keZ
Diyp =Y glk]| D' Trp, jeZ.
keZ
Tomando 7 = —1, y en funcién del modelo espectral dado en la Proposicién 16, por
(2.8) se tiene que
[FD ' ol(w) =) hlk] W [Fel(w) = h(w) [Fe(w), (3.9)
keZ
[FDJ(w) =) glk] WM F)(w) = g(w) [Fel(w), (3.10)
keZ

donde h y g son los simbolos de doble escala para ¢ y 1, respectivamente, definidos por

h(w) ==Y h[k]w" € L*(0D),

kEZ

g(w) == Zg[k] wh € L*(0D).

kEZ

Las relaciones de doble escala determinan algunas propiedades de los filtros y sus
simbolos de doble escala.
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Proposicién 36 Sea {V;};cz un andlisis multirresolucion en L*(R) con funcidn de
escala @ y wavelet . Sean h y g los dos simbolos de doble escala para ¢ y ¥, respecti-
vamente. Entonces h, g € L*(0D) satisfacen:

(a) W?h(w) Lh(w), V¥n € Z\{0}

(b) wg(w) Lg(w), ¥m € Z\{0}

(¢) W h(w) Lwg(w), Vn,m € Z

(4) Buez (@)} © Bmez (@7 g(w)) = LA(OD)

Demostracién: Dado el operador unitario D y la relacién 7D = DT?* Yk € Z se
observa

V1 =D Wy = D '@z (TFp) = Grez (DITFDD 1) = Dyez (T?D~1p).

Esta relacién, junto con (3.9) y (2.8) lleva a

FV_1 = Brez (PR Fo]@)).

Por tanto, (el simbolo © significa “complemento ortogonal”)

FWor = FVy = OF Vo1 = Gkez (WHF@](W)) © Opez (Wh(w)[Fel(w)).  (3.11)

Ahora, por 1.10, se tiene que

W—l = D71W0 = Prez <D_1TkDD_1’¢> = Prez <T2kD_11p> = Prez <T2k Z g[m]ng0>

meZ

y

FW_1 = @kez (WHg(w)[Fel(w)). (3.12)

~ Como B es una funcién rigida y v es un vector normalizado del subespacio inicial de
B, [[Fe(w)|liz@z) = 1 para casi todo w € D y, por tanto, igualando el lado derecho de
las expresiones (3.11) y (3.12), se obtiene el resultado. O

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 36 es que h y g forman un par de
filtros espejo-conjugados.

Corolario 37 El simbolo de doble escala h(w) = Y, ., hlklw" satisface las dos condi-
ciones equivalentes siguientes:

> h[k] bk +2n) = 6, n€Z,

kEZ

|h(W)]? + |h(—w)|* =2, para casi todo w € OD.
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Demostracién: ZkeZ |h[k]| = 1 es una consecuencia directa de 1.6) y la normali-

zacién de ;5. >4y h[k] Rk + 2n] = 0 para n € Z\{0} es consecuencia directa de la
Proposicién 36.(a). La equivalencia entre ambas expresiones se obtiene de escribir, de
forma explicita, la serie de Fourier de |h(w)|* + |h(—w)|? (ver [41, page 137] para méas
detalles). O

Por 1ltimo, se da el resultado que expresa las relaciones, derivadas de las relaciones

de doble escala, entre los coeficientes {@;q),@@()q)}peﬂ,qez, los filtros espejo-conjugados

. T . < . 1,7
asociados al andlisis multirresolucién y los elementos de la matriz (o;2™):

Teorema 38 Sea {V;};cz un andlisis multirresolucion de L*(R) con funcidn de escala
poyFo=¢= {@Z(n)} Si h(w) = > ,cq hlkJw* es el simbolo de doble escala para ¢,
entonces, para p € I,q € Z,

= Y O i @l S B B
= S o tan O S (RI2K] Q5™+ BI2K 4 1]l ) o™

Mas aun, la funcion i definida a través de sus coeficientes Fi = {@ZA)Z(”)}, para
pel,qeZ, por

»Js L,jm— - ~(n—k
Zl]m ] Zi,n a’i,iz 1Zk(_1)1 kh’[l - k] 90'5 )

l,jm l,j,m— , jm— ~(n
= S ot O S (R — 2K] @l A[—2] ol ) o

es una MRA-wavelet ortonormal asociada al andlisis multirresolucion {V;};ez.

(3.13)

(3.14)

Demostracién: La ecuacién de escala (1.6) en FL*(R) se puede expresar como

¢ =D(h Zh k) T%p) Zh DT*, (3.15)

donde D := FDF! y T :=FTF ' Porla primera expresion del Lema 18, la primera
linea en (3.13) se obtiene de sustituir (3.15) en el ultimo término, expresada en las

coordenadas {@En)} Mi4s atin, como DT% = T*D, Vk € Z,
— S0 hlk] DT* = 55, |hl2k] DT + hi2k + 1] DT+
=¥, 7D [ [zk;] +hl2k+1]T| ¢

La segunda linea en (3.13) se obtiene de sustituir la expresién anterior en las dos primeras
expresiones del Lema 18. Finalmente, el hecho de que la funcién ¢ dada en (3.14)
sea una MRA-wavelet ortonormal asociada al andlisis multirresolucién {V;} ez es una
consecuencia directa de aplicar este mismo razonamiento, sustituyendo la ecuacion de
escala por la ecuacién wavelet (1.10). O
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3.3. Algoritmos multirresolucion

En esta seccién se aplica la teorfa desarrollada en la seccién anterior (concretamente
el Teorema 38) s la eleccién de tres bases ortonormales diferentes: los sistemas de Haar
(Seccién 3.3.1), Walsh-Paley (Seccién 3.3.2) y trigonométrico (Seccién 3.3.3). La obten-
cion de algoritmos en estas bases permite calcular wavelets adecuadas para el andlisis
correspondiente, basandose en las propiedades deseadas para dichas wavelets, cuyo es-
tudio depende de la eleccion de las bases arbitrarias. En este caso, las bases de Haar
y Walsh-Paley permiten estudiar la regularidad de las wavelets mientras que la base
trigonométrica permite realizar un anélisis frecuencial discreto de dlchas Wavelets

El Teorema 38 describe las relaciones que verifican los coeficientes {gop ,wp }peﬂ 4€Z)
de una MRA-wavelet ortonormal v y su correspondiente funcién de escala ¢, en términos
del filtro (h[k])rez asociado al anélisis multirresolucién y los elementos de la matriz de
cambio de base (a” ™). Se sabe que no todo filtro espejo-conjugado (h[k])xez, es decir,
verificando las propiedades del Corolario 37, estd asociado a un anélisis multirresolucién.
Condiciones necesarias y suficientes para que un filtro (h[k])xez, con un ntimero finito de
componentes no nulas, esté asociado a un andlisis multirresolucion pueden encontrarse

n [94, 30] (ver [41, Chapter 6] para mdas detalles). El siguiente teorema retne en los
puntos (a)-(c) dichas condiciones, junto con las relaciones espectrales del Teorema 38
que caracterizan la funcién de escala y la wavelet asociadas al andlisis multirresolucion.

Aligual que en el Capitulo 2, se parte de dos bases ortonormales {LEO)}Z@I de L*([0,1))

{K(O) }iep de L?([—2,—1)) U L*([1,2)). Se construyen, a partir de ellas, las bases, de
L),
{LV =LV = n)Yicnen,  {KL) = 29 KE2™) ey men
y, para cada f € L*(R), se escribe

=4y r=1{m
f=d_fnl. f=3 0K

Corolario 39 Sea (hlk])kez una sucesion de nimeros complejos con un nimero finito
de componentes no nulas y tal que

(a) > ez h [ |hlk +2n] =6, Vn€Z;
(b) ZkeZ hlk] = \/Z'

(¢) el autovalor 1 de la matriz de Lawton [2(ko—ky)+1)] X [2(ke—k1)+1)]-dimensional,
L, definida por

donde

L= hkh[j =20 +k], —(kx—ki)+1<j 1< (ko —Fky)—1
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(donde se supone que hlk] =0 para k < ki y k > ko) es no degenerado.

Entonces, fijadas las bases ortonormales {Lg")}i@’nez y {K:(t’r:;)}jeu]Lmez de L*(R), la fun-

cion p = {@En)}iel nez, solucion del sistema de ecuaciones lineales

o = ai” Za’]’m lzh "R pelqes, (3.16)

7jm

es una funcion de escala de soporte compacto asociada a un andlisis multirresolucion de
L*(R). Mds aiin, toda funcién de escala de soporte compacto ¢ se obtiene de este modo

y la funcion v = {0 Viernez € LA(R) dada por la ecuacion wavelet (1.10), o
P = Z o™y At N ()RR — K p"Y pelq el (3.17)
l,jm in k

es una wavelet ortonormal (de soporte compacto) asociada al andlisis multirresolucion
generado por .

Este resultado es la base para la obtencién de algoritmos partiendo de diferentes
sistemas ortonormales para construir las bases ortonormales {L”};er de L2([0,1)) y
0
{KL) e de 12([-2, =1)) U L([1,2).

En adelante, se denota por Ff = fb = {(/)™} a los coeficientes de una funcién
f € L*(R) en la base b.

3.3.1. Algoritmo de Haar

En primer lugar, se definen las bases {L™ 1}, v {Kg;)}jej mediante el sistema
de Haar h = {b;}ienugoy tal y como muestra el Apéndice A.1, y se consideran los

correspondientes coeficientes «; ’]’ dados en el mismo apéndice.

Con esta eleccion, el Corolarlo 39 da lugar al siguiente resultado:

Corolario 40 Sea ¢ € L*(R) una funcion de escala de soporte compacto y sea (h[k])xez

su correspondiente filtro espejo-conjugado, verificando las hipotesis del Corolario 39.
Ahora:

= Se considera la expansion ¢ = {(@h)gn)} en la base {Lgn) () }ienugoynez de L*(R),

P = Z (@")E”)Lﬁn) (en el sentido de L*).

i>0,n€Z

n Sean ny < ny € Z tales que sup(p) C [nq1,ns|, por lo que (@h)g’“ # 0 solo si
n=ny,ni+1,...,ny—1. Para cada i € NU{0}, se considera el vector ¢ € Cr>—™

dado por
~ a ni ~ ni+1 A no—1)\T
@ = (g™, (@MYL (@M (3.18)
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» Sean Hy y Hy las matrices [ng — ny| X [ng — ny|-dimensionales definidas por
[Ho]lk: = h[2l — k], [Hl]lk = h[2l —k+ 1], ny < l,k < Nga. (319)
y sean Hy y Hy las matrices [ne — nq] X [ng — nq]-dimensionales definidas por

- 1 ~ 1

Hy= E [Hy+ Hy|, H;= E [Hy — H,]. (3.20)

Entonces, se satisfacen las relaciones siguientes:
@0 = Ho @, (3.21)
o = ¢t (3.22)

y, parai > 1 coni =3 (i,27 (i, € {0,1}), siendo i, =1,

@ =H,, - Hy,H;, H;, @™ (3.23)

Demostraciéon: El resultado no es méas que una consecuen(na dlrecta de trabajar
sobre las relaciones (3.16) tras la eleccién de las bases {L }16]1 y {Kij}]ej como h. [J

La igualdad funcional descrita en el primer punto del corolario se satisface en el
sentido de L2. Debido a la dispersién de los soportes de las funciones que conforman la
base de Haar, para cada x € R,

e(x) = (") VL (@) + 3Gl Loty (2) =
p=0
= (@h)( ho r —n(r))+ Z 2p+q oherrqpa) (@ —n(z)) = (3.24)
p=0
(n(:v) + Z 27;+q 1)6(;7@)2%,
p=0

donde n(z) = |z| :==min{n € Z : = € [n,n+ 1)}, para cada p > 0, ¢(p, x) es el unico

g>0talque 0 <g<2Pyuxc€ Sup(nggfq)zp’x)), y B(p,x) € {0,1}, dependiendo de si =
(n(z)) )

pertenece a la mitad derecha o izquierda de sup(Ls,, ralp))-
A continuacién se dan condiciones suficientes para la convergencia uniforme en R de
la serie (3.24).

Proposiciéon 41 Bajo las condiciones del Corolario 40, se supone que una de las dos
condiciones siguientes se satisface:
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(i) Las matrices Hy y Hy son diagonalizables y

p:=max {|A| : A es autovalor de Hy o H,} < 1.

(i1) Se tiene que

mo—1 mo—1

pr=mdx{ Y [h2—K]|, Y |B2l—k+1]|:my <T<mp} <L

k=m1 k=m1

Entonces (3.24) converge uniformemente en R. De hecho, para s >0 yVz € R,

s

~ n(x ~ n(x z)o2 ~ b —1l1lo
p(@) — (@) = ST(EMEEN [ (~1)Pe028] < ||@h ]l Y 28t Un),

p=0 p=s+1

Demostracién: Ambas condiciones implican que ||Hplloo < p v [[Hi|loo < p. Inclu-
yendo la expresion (3.23) en las igualdades (3.24),

[p(x) — (M5 = 300y (@M)GED (—1)PEa2s| <37 (Mg 2k

S ||¢’1l”oo Z;O:S-i—l p2p—12§ - ||¢’ll||00 Z;O:s—f—l 2g+|-2p_1j 10g2(p)7

para s > 0y Va € R, siendo log,(p) < 0. O

Finalmente, el siguiente resultado describe como construir funciones de escala de
soporte compacto, y sus correspondientes MRA-wavelets, a partir de los resultados an-
teriores.

Corolario 42 (El algoritmo) De acuerdo con el Corolario 39, para calcular una fun-
cién de escala, ¢ € L*(R), de soporte compacto, y su correspondiente MRA-wavelet, 1,
se pueden considerar los siguientes pasos:

= Sean
ny :=sup{n € Z : sup(yp) C [n,m|},

ng :=inf{m € Z : sup(p) C [n,m]}.

Entonces, la dimension del sistema es ny — ny, ya que (gbh)z(n) # 0 solo si n =
ni,ny +1,...,n9 — 1. Para cada i € NU {0}, se considera el vector cfo? e Crm
dado por (3.18).

= Como sup(p) C [n1,ng] se tiene, por la Proposicion 10, que hlk] # 0 solo si
2ny < k < ngy. Las condiciones (a)-(c) del Corolario 39 son condiciones necesarias
y suficientes para que la sucesion de nimeros complejos (hlk])rez, con sdélo un
numero finito de componentes no nulas, sea un filtro espejo-conjugado asociado a
una andlisis multirresolucion de L*(R) con wavelet y funcidn de escala ortogonales
y de soporte compacto.
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» Se consideran las matrices [ny — nq| X [ng — nq]-dimensionales Hy, Hy, Hy y Hy
definidas en (3.19) y (3.20). La condicion (3.21) implica que 1 es un autovalor no
degenerado de la matriz Hy y cfog es su correspondiente autovector.

= La condicion de normalizacion de la funcion de escala, fR o(x)dx =1, es equiva-

lente a
no—1
Do (@M =1
n=ni
Esto se debe a que, para la base de Haar, fR ho(x)dz =1y fR dr=0,Vi e N.

= Una vez que (h[k))rez y @i han sido determinados, @" se obtiene mediante (3.22)
y el resto de cfo?,i > 1, se obtienen mediante la recurrencia (3.23). Entonces,
o(x) puede ser calculada con precision tan alta como se quiera para cualquier

x € R mediante la serie Z;ﬁo(@h)g"(z))hi(x —n(x)) si, por ejemplo, alguna de las
dos condiciones en la Proposicion 41 se satisface. Finalmente, la wavelet ¢ puede

calcularse mediante la ecuacion wavelet (1.10) o mediante el sistema (3.17).

3.3.2. Algoritmo de Walsh-Paley

En este caso, se toman ambas bases ortonormales definidas por la base de Walsh-
Paley w = {w; }ienugoy, la cual se define en el Apéndice A.2.

7.]7

Esta eleccion, y los correspondientes coeficientes a;5™, junto con el Corolario 39,

proporciona el siguiente resultado:

Corolario 43 Sean ¢ € L*(R) la funcién de escala de soporte compacto y (hlk])rez el
filtro espejo-conjugado definidos en el Corolario 39. Sea L = long(sup(y)) y se supone
que sup(p) C [2V, 2N con N = [logy(L)] (donde [-] denota “el menor entero mayor
que...”).? Se tiene que los coeﬁcientes {(¢” )En)}zeNU{O},nGZ (denominados coeficientes de
Walsh Fourier) verifican (¢ ) #0 sélo sin =22V +1,...,2Y + L — 1. Para cada
i € NU {0} se considera el vector ¢ € C* dado en (3.18).

Sean Hy, Hy, Hy y Hy las matrices [L—1] x [L—1]-dimensionales definidas en (3.19)
y (3.20). Entonces, se satisfacen las relaciones siguientes:

&5 = Ho gt (3.25)

y, parai >0 coni=37_i,27 (i, € {0,1}), siendo i, = 1,

@Y =H; - Hy,H; Hy, ¢°. (3.26)

2La trasladada entera de una funcién de escala sigue siendo una funcién de escala para el mismo
andlisis multirresolucion.
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Demostraciéon: El resultado no es mas que una consecuencia directa de trabajar
sobre las relaciones (3.16) tras la eleccién de las bases {LEO)}Z@ y {Kj(gz}jej como w. [J

Otra forma de calcular los coeficientes de Walsh-Fourier es a partir de la relacion
existente entre las bases de Haar y Walsh-Paley:

Definicién 44 Se define la Transformada de Hadamard, 1, de una sucesion de nimeros
reales b= (b, €R : n € N) € P como b" = (bt € R : n € N) € P, donde

= by = by
b=y af by, 0<k<2', neN
stendo )
o) = 2—%%(2‘77), 0<j k<2 jkeN
y w = {w;tienuo} la base de Walsh-Paley definida en (A.2). En términos de la matriz

on_1
de Hadamard-Paley A™ := <a,(£.)> ., n €N, la relacion anterior se escribe como
4,k=0

- e
by = A™ by

donde ﬁ[n] = (U2"7 U2n+1, e ,U2n+1_1>T7 n & N

Como las matrices de Hadamard-Paley son simétricas y ortogonales [136, pagina 21],
es claro que L lleva P en P y satisface (bL)L = b, esto es, si b es la transformada de
Hadamard de b, entonces b es la transformada de Hadamard de b.

La base de Walsh-Paley es la transformada de Hadamard de la base de Haar [136,
pagina 22|. De hecho, fijados 0 < k < 2", n € N se tiene que

2" 1
— } : (n)
hon iy, = A" Wanj,
j=0

por lo que h = w= vy, por tanto, w = h', es decir,

2" —1
— E : (n)
Won 1 = akj h2n+j.
=0

Expresandolo matricialmente, se tiene que

-

Jj[n] = A(n) h[n], h[n} = A(n) a_))[n}, n € N.

Gracias a este hecho, se tiene la siguiente relacion entre los coeficientes de Walsh-Fourier
de una funcién de escala ¢ y sus coeficientes en la base de Haar.
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Lema 45 Sean w y h las bases de Walsh-Paley y Haar de L?([0,1)), respectivamente,
y sean

m—+1
(@h);znik = / o(x) hon 1 (x —m)dx

Y it

@ = [ e@)wm sl mido
los correspondientes coeficientes en dichas bases. Entonces, {(¢ );f}rk tm € Z,n €
N,0<k<2"}y{( A“’)(QT% :m€eZ,neN 0<Ek<2"} son transformadas de Hada-
mard el uno del otro, esto es, {(@h)(QTj_k}mEZ,nGN,OSk<2n = {(gb”)éle aneZ,neN,ogk<2n:
es decir,

2" -1
M = Za,w ()., meZ,neN0<k<2"

Demostracién: Param € Z, n e N, 0 < k < 2",

m+1 m+1 2n—1
= [ @t - mde= [ @)X awnte - m)ds
m m 7=0

on—1 mal on—1
) ([ et emsgte —myar) = 3 aff G2,
=0 m ‘

esto es, expresado matricialmente, (Coh)m) =A™ (gb“’)fz]l) (y del mismo modo (gb“’)(m) =

AP (@M O
Este resultado, junto al algoritmo basado en la utilizacién de la base de Haar dado

en el Corolario 42, permite realizar el cdlculo de los coeficientes de Walsh-Fourier por
bloques.

Proposicién 46 Sea o € L?*(R) una funcion de escala de soporte compacto tal que
sup(p) C [my, ma], my,me € Z y sea (hlk|)rez el filtro espejo-conjugado asociado a ¢
en el Corolario 39. Sea {L(n)}nez >0 = w la base de Walsh-Paley de L*(R) (definida en

(A.2)) y sea {(¢ ) tneziso la correspondiente expansion de ¢, esto es,

o= Z (@)L (enel sentido de L?).

i>0,neZ

Se consideran las matrices [mo — my — 1] X [my — my — 1]|-dimensionales Hy, Hy, Hy y
H, definidas en (3.19) y (3.20). Entonces, se satisfacen las siguientes relaciones:



y paran € N

(@ ]
()i
. (¢*)5mi)
LPQ" :
: = (@w)(mz—l) = (A(n) ® ]ﬂm—ﬂu—l)IH@l
(P)5h_y
N .m —1
L\ (e
con
&grfl)[mQ*mlfl &g?gjmzfmlfl ce Gg?z)nfmrmlq
(A(”) ® I 1) _ ag,Ll)Imzfmlfl aglg)[mg—mlfl e (lgfz)nfm2,m1,1
mo—mi— - . . .
agll),lij*mlfl agi)glmgfmlfl s agﬁ)gn[mgfmlfl
)
HHy---HyH,
H\Hy--- HoH,
HHy---H{Hy
H=1 HHy---HH | €Me@m-m-1)xm-m-1)
HH,---HH
es decir, H es un vector columna por bloques tal que H; = H ¢y ---H o H ), 0<i<
Zn e 2

2, 2" i =20 =31 A,
Demostracién: Por (3.21), (3.22) y (3.23) se sabe que
‘fog = ﬁo‘»bg» SAO? = [;’140(};7
y,parai>1coni=>3,_,ix2" i, € {0,1}, y i, =1,
@l =H,, - Hy H, H,, @

con h = {b;};>o base de Haar y
n+1
@ = [ e -n)de, neZizo
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Entonces, paran € N
@i
: =H Pl (3.27)

~h
Pont1_q

Se sabe, por el Lema 45, que {(@h)éTik}meZ,neN,0§k<2” Yy {(@w)éTik}meZ,neN,ogk<2"
son transformadas de Hadamard el uno del otro. Entonces

[ (@ Y]
o (m1) o\ (m1) R (m1)
() () (")
¥ [n)] (90 )2n+1_1 A @] ¥ [n]
AW 'm -1 N ~w 'm -1 - : . (”) ~ :m -1
@) ()5 o AT @t
L\ @i

(3.28)
con A™ matriz de Hadamard-Paley para n € N. Para concatenar (3.27) y (3.28), se
tiene que reordenar la expresién (3.28) obteniendo

(n) (n) (n)
~w a1,1[m2*m1*1 al,QImzfmlfl s a1,2n[m2*m1*1 ~h
Paon (n) 1 () 1 (n) 1 Pan
. _ QA9 1 dmy—my—1 g 9 lmy—my—1 cee Qg ondmy—my—1 .
W : : ~h
Pontioi () g () g (m) 1 Port1
on 1dmy—myi—1  Qon olmy—my—1 -+ Qonlondmo—m;—1

Puesto que ¢ = @% (debido a que by = wy),
P
) = (A(n) ® fmz—ml—l)HSbT

Phns1

U

Gracias a este método se pueden deducir condiciones de convergencia de los coeficien-
tes de Walsh-Fourier en funcion de los coeficientes para la base de Haar. Considerando
ambas bases, se puede expresar, en el sentido de L2,

~w\(n n ~ n) r Haar (n
=D ()L =N (ML =

in
con

{Lﬁ”)}izo,neN — w base de Walsh-Paley y {L}™" (n)}izo,neN = h base de Haar.
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Sea n € Z. Para cadan € N ((A(”))T = A(")>

Pockez ()5 jwanin = (@) ) Twp = ($*))TAW Ry,
= (AD(@*) ) hiy = (")) hiy = Yoccan ()5 b2k

entonces ((gb“’)z(»ﬁ) = (g?)h)gﬁ) porque b; = w;, i € {0,1})

Z(@w)z('ﬁ)wi = (p¥ )( )wo + ( Pwy + Z Z 2”+kw2”+k =

(3.29)

>0 n=1 0<k<2m"
("6 ho + (§") "y + Z > (@M har =D ("M h
n=1 0<k<2" 1>0

y, por tanto, para z € Ry n(x) = |z,
pla) ~ (@) = Y (@) () (3.30)
i>0 i>0
La relacién (3.30) implica que las condiciones de convergencia de la Proposicion 41

para el sistema de Haar también son validas para el sistema de Walsh-Paley.

Proposicion 47 Bajo las mismas condiciones dadas en la Proposicion 41 para la con-
vergencia uniforme de (3.24), las series en (3.30) convergen uniformemente en R. De
hecho, para s > 0 yVr e R,

2°-1

o) = Y (@) P wi(z)] < ||p me”W%

=0 1=2%

Demostracién: Ambas condiciones implican que ||Hypl|oo < p ¥ ||H1llo < p. Enton-
ces, para (3.23), (3.29) y (3.30),

25—1/ ~aw\(n(z 251, A (e
lo(2) = 2 (@)D wi(@)] = Jp(a) — 2 (@ ()] =
D T 25=1¢ ~ nz i n(x i
= li@) = (M5 = T @M (C 28] < T2 (6500 22 =
< @Hloo S5 e 77128 = [[ @5 [loo 052, 25+ -1 Tom0),

donde q(i,z) es el tmico ¢ € NU {0} tal que 0 < ¢ < 2' y 2 € sup(L™ (n(r))),

2'4q
y B(i,x) € {0,1}, dependiendo de si = pertenece a la mitad izquierda o derecha de
sup(LzHiia; )y para s > 0y Va € R, siendo log,(p) < 0. O

El algoritmo que se deriva del Corolario 43 para la construccion de funciones de
escala de soporte compacto y sus correspondientes MRA-wavelets, en términos de sus
coeficientes de Walsh-Fourier, se describe en el siguiente resultado.
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Corolario 48 (El algoritmo) De acuerdo con el desarrollo anterior, para calcular una
funcion de escala, ¢ € L*(R), de soporte compacto y su correspondiente MRA-wavelet,
Y, se pueden considerar los siguientes pasos:

= Sea L = long(sup(p)) y sea N € N tal que sup(p) C [2V,28"1]. Entonces, la
dimension del sistema es L—1, porque (@“’)En) £ 0 so6losin =22V +1,... 2N 4
L —1. Para cada i € NU {0}, se considera el vector ¢ € CN dado por (3.18).

= Como sup(p_19) C [2V,-(2V + L)] se tiene que h[k] # 0 sélo si 2N <k <2V 4+ L.
Las condiciones (a)-(c) del Corolario 39 son condiciones necesarias y suficientes
para que la sucesion de niumeros complejos (hlk])rez, con sélo un nimero finito
de componentes no nulas, sea un filtro espejo-conjugado asociado a una andlisis
multirresolucién de L*(R) con wavelet y funcion de escala ortogonales y de soporte
compacto.

= Se consideran las matrices [L — 1] x [L — 1]-dimensionales Hy, H, definidas en
(3.20). La condicion (3.25) implica que 1 es un autovalor de la matriz Hy y @g
es su correspondiente autovector.

= La condicion de normalizacion de la funcion de escala, fR e(x)dx =1, es equiva-

lente a
2N+ -1
> @ =1
n=2N
Esto se debe a que, para la base de Walsh-Paley, [, wo(z)dr =1y [,w;(z)dz =
0,¥i € N.

» Una vez que (h[k))rez y @5 han sido determinados, el resto de @3, i > 0, se
obtienen mediante la recurrencia (3.26). Entonces, p(x) puede ser calculada con
precision tan alta como se quiera para cualquier v € R mediante (3.30) si, por
ejemplo, alguna de las dos condiciones en la Proposicion 41 (véase la Proposicion
47) se satisface. Finalmente, la wavelet ¢ puede calcularse mediante la ecuacion
wavelet o mediante el sistema (3.17).

Ejemplo 49 Supdngase que long(sup(¢)) < 4 y sup(p) C [4,8], por lo que N = 2,
(@”)En) #0 solosin=4,...,7, y h[k] #0 sdlo si k =4,...,8. Para cada i > 0, sea

AW AW 4 AW 5 AW 6 AW 7
@7 = (&), ()P, () ()™,

y supdngase que hlk|Vk y @f real (y, por tanto, @; real ¥i > 1). Puesto que las
funciones que componen la base de Walsh-Paley son reales, la funcion de escala, ¢, y
su correspondiente MRA-wavelet, 1), son reales.
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Las condiciones (a) y (b) del Corolario 39 se escriben como

h[4]* + h[5]* + h[6)* + h[7)* + h[8]* =1
h[4]h[6] + h[5]h[7] + h[6]R[8] = 0,
h[4]h[8] =0,

h[4] + h[5] + h[6] + h[7] + h[8] = V2,

y, por tanto, se obtiene la familia de filtros espejo-conjugados {hlk] : k = 4,5,6,7,8}
(h[7] pardmetro) dada por:

2
hl]*= = LEVPOM g g,

4

{ h[4] = 2 — h[6], h[5] = 2 — A7),

donde
P(h) := 2+ 8V2h — 16h2.
Para que h|[6] sea real, se debe imponer P(h[7]) > 0, por lo que
2 1 v2 1
pe [Y2_L1v2 1y
4 2" 4 2
En este caso, la matriz de Lawton, L, es una matriz (5 X 5)-dimensional y la condicion

(¢) del Corolario 39 no impone ninguan restriccion adicional sobre el pardametro h[7].
Las matrices Hy y Hy son de la forma

R A3 A2 B[] LY 0 0

o | 61T R[5] R[4 R[] | _ Va3 /POIT)  a-onfr]  V2—\/PGIT) 0
S S T G A ' ? RO vaann
h[10] R[9] h[S] A[7] 0 pr)  YERVEOM) vaoa

0 0 0 h7]

h[5] h[4] h[3] h[2] \/5722h[7] \f—\/4P(h[7}) 0 0
H, — h[7]  h[6]" R[5 h[4] | _ h[7] \/5+\/4P(h[7}) \/5—2211[7] \/5—\/4%
R I A A Ve AT
h[11] A[10] A[9] A8 8 8 h([)?] T

y las matrices Hy y Hy son de la forma

h[4] + h[5]  h[3]+h[4] R[2]+A[3] R[]+ R[2]

i 1 Ho+ Hy] = L[ nl6]* +n[7]  A[5]+ 6] h[4]+h[5] A[3]+ h[4]
NG Y2 | R[S +hR9) R[T)+R[8] R[6]* +A[7) A[5]+ hl6]*
h[10] + A[11] R[9] + A[10]  A[8] + h[9]  A[7] + h[§]
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3v/2—+/P(h[7])—4h[7] V2—+/P(h[7]) 0

4 4 0
1 V2/P[T)+4h[T)  3v2+1/P(h[T)—4h[7)  3v2—+/P(h[T)—4A[T] v2—/P(h[7))
V2 0 W VEL/POI+RT]  33/3+/PORT)—4h]
0 0 0 [T
hi4] — hl5] R3] —h[4] A2 —h[3]  A[1] — h[2]
g oo b (Ho— H)] = L[ A[6]T = A[7]  R[5] —h[6]"  h[4] = h[5]  h[3] — A[4]
SRV A VG 1t B I h[6]]+ —h[7] h[5] - h[6]]+

h[10] — h[11] h[9] — A[10] A8
—/2—/ P(h[7))+4h[7] —V24+/P(R[7)) 0 0
4 4
V2++/ P(h[7])—4h[7] V2—+/P(h[7))—4h[7]  —v/2—/P(h[7])+4h[7] —V2+4/P(h[7])
4

1
V2

0 h[7] V2+4+/P(h[T))—4h[T]  2—+/P(h[7])—4h][7]
4 4
0 0 0 7]

La matriz Hy tiene el autovalor 1 y los autovalores de Hy y Hy tienen mddulo menor que
1, para cada valor admisible de h[7]. Por tanto, por la Proposicion 47, la serie (3.30)
converge uniformemente a @(x) en R.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se pueden ver las representaciones graficas de las correspon-
dientes funciones de escala y MRA-wavelets, respectivamente, para los diferentes valores
del pardmetro h[T7].
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h[7] = ~13/100 h7]=0

0.8

061

0.4r

0.2r

(a) (b)

h[7]=3/10 h(7l = 272 + 312

() (d)

Figura 3.1: Gréficas de las funciones de escala correspondientes a los valores del pardme-
tro h[7] siguientes: (a) A[7] = —=2; (b) h[7] = 0; (c) k(7] = 2; (d) k[7] = 273 (1 +V/3).
Para los valores h[7] = 0y h[7] = 272 se obtiene la funcién de escala de Haar y para el
valor h[7] = 273 (1++/3) se obtiene la funcién de escala de Daubechies para 2 momentos

nulos.
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h[7] = ~13/100 h7]=0

(a) (b)

h[7]=3/10 h(7l = 2% + 3V

-1t

15 L L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

(e) (d)

Figura 3.2: Graficas de las MRA-wavelets correspondientes a los valores del pardmetro
h[7] siguientes: (a) h[7] = —; (b) h[7) = 0; (c) A[7] = 3; (d) A[7] = 273 (1++/3). Para
los valores h[7] = 0y h[7] = 272 se obtiene la MRA-wavelet de Haar y para el valor

h[7] = 273 (1 + v/3) se obtiene la MRA-wavelet de Daubechies para 2 momentos nulos.
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3.3.3. Algoritmo trigonométrico

Por 1ltimo, se toma el caso en que ambas bases coinciden con la base trigonométrica
e = {en(z) == : 1 € Rlpep.

Teorema 50 Con la eleccion anterior para las bases {L;,O)}kez Yy {Kﬁg;}jez, se tiene
que, parap € Z, u >0y 0 < v < 2%

= Sip par,

2“+1+r7k)_

<sae>§f“+v>=% S Y

r=2v4+n+1 k<
n e {-1,0}

~—
—

(M|

= 59 p impar,

<¢e);2u+v) _ L\/_ Z <(_1>n3|_"7“-|mod(2)_

4+/2
r = 2v + nmod(2“t)
ne{-1,0,1,2}
ntl (2utl4r—k)
( ) S nik) (299§
keZ ’

siendo ¢ y (hlk])rez la funcion de escala y el filtro espejo-conjugado del Corolario 39

Demostracién: Sustituyendo los valores o) nm, calculados en el Apéndice A.3, en
las ecuaciones (3.16), para p € Z, ¢ > 1, se obtienen las relaciones

i 22 e 22 g
I = 3 e - 1)
s, 2m(p2 =)

—2mij2 % Ly

Z Z z2 n e2u+1 — (2w Zh 2““*’” k) +2[

X
para j=p2*]
0<r<2utl J€Z k€eZ
2% e )
_ —7rzp r—
D S (D S e W Doy
0<r<2utl I e Z keZ

12 #p
sig=2"4+wv,conu>0,0<v <2
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En primer lugar se trabaja sobre el primer sumando: por el cambio de variable
j=a2""t +b/a € Z,0<b< 2% b+#£2% se obtiene

Z_

g2z

125 e—2mij2 %

—(e=2mi27 — 1) x
21 (p2v — j)

utl _omij2—u—1p

Z Z Z227r[2u+1 —J) Co Zh P =

0<r<2utl IcZ keZ

2“+ 2

—m mib -
— ZO<T‘<2u+1 Z 0<b< utl e i (r— 2”)(62“*1 . 1)(6 i 1))(
b2 (3.31)
! se\ (24T +r—k)
X ZIeZ (Zan ((2a—p)2u+b)((a_1)2u+1+b)> Zkez h[k] (90 )I

Para poder calcular el sumatorio en a de (3.31) se aplican técnicas de variable com-
pleja. En particular, se aplica el corolario del Teorema de los Residuos que se enuncia a
continuacién [81, Theorem 4.9a]:

Lema 51 Sea r una funcion racional con un cero de orden > 2 en el infinito y sin polos
en k € Z. Entonces

Zr(k):— Z Tes{r(z)mii_Z—:z:::}.

keZ polos de r

Se tiene que

1 1
270 =2 o B DT B 2 (e — (= = (= )

a€’Z a€Z a€’Z 2 2utl 2u+1

1
4utl(z— (‘2’ 2u+1))(z (I- 2u+1 )’

Como 0 < b < 2t b #£ 2% entonces # ¢ 7y Qu% ¢ %Z, por lo que r no tiene
polos en a € Z.

f(00) =0 de orden 2 si, y sélo si, f = §/ deg(q) > deg(p) + 2, lo cual r verifica. Por

tanto,
1 —2miz
g r(a) = — E res{r(z)mﬁ}.

ac”Z polos de r

con r(z) =

Los polos de r son z; = p o +1 yz=1—55 +1> y los residuos correspondientes son:

wib
14e— 272 in 1+(=1)Pe 2"
P res{r(z)ml 6*2’”2’21} S AEED (e3P
. —(— e
= Si b) 7é [7 L pe—2miz . 14 g—%f’
N € _ 1T e
res{r(z)m—l_e,wz , ZQ} = FESi sy b
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) ib
:p o :_14e2miz — — et
= SiZ=1, res{r(z)mlem,zl = 22} I

N (1—e2v )2
y, por tanto,
b LB

17T —e e

= sipimpar 6 £ # 1, > . r(a)= T §)<1+ . %w>,

e —€
p 2 gub
Cp _ e
msib=1, Y r(a)=-5 o

por lo que el sumando inicial queda de la forma siguiente:

= Si p par,

1 —mib 7ib —mib e 2
LY Y R m e ),
2u+% ( >( )(1 _ e%ﬁb>2

0<r<2utl 0<b<2u

G,
kEZ \/_T:2U+7”L+1 keZ
n e {-1,0}

D DD S

0<r<2“+1 kEZ

= Si p impar,

S Y R(eFC e (e E 1)

0<r<2utl 0<b<2u

wib wib
1-— €2T 1+e2w 2“*1 r—k
X < wib mib )) Z _p Z h - )

IL+ex 1—-em//75 2 kez

2u+*

i

42

var r = 2v + nmod(2t)
ne{-1,01,2}

th[k]z(SO }_%’ +2u\2/§7r Z r2v+lzh Z—

0<r<utl kEZ I€Z

. E: «_1w3p%qmmm>_(_1%p%q+n>x

r = 2v + nmod(2“T)
ne{-1,01,2)

91

3 ((_1)"3[%“17"“(2) 4 1)) X



« Zh r k+1<90 )(2u+1+7“—k) i

)(2u+1+7“ k?)
S T e S
keZ i 22 0<r<2u+l keZ Iez T2
*: Sea p impar.
(@e)(2u+v) ~e 2¥%4v
Z i i P Z“O )( ! )ff <(:0 24, 2“+v+1)(t)
IeZ 2 IeZ

>L2([2“+v,2"+v+1))

Se busca f(t) cont € 2" +v,2" + v+ 1)

fn) =15 nek
2
Si f(t) = ime™(=2"+9) entonces f(n) = f(n) =

—L-. Por tanto,
2
~e\ (2¥+v)

Z (Spj)i b

<90[2“+v,2u+v+1) (1), iﬂe”ip(t*(2“+v))>
IeZ 2

_ i (e (2" t)
L2([2utv2utotl)) T (® )g

Sustituyendo en la relacién inicial se tiene que

= Si p par,
]_ u—+1
fe\(294v) se\ (24t 4r—k),
(¢ )1(0 )_E Z Zh[k]( )g ;
r=2v4+n+1 k2
n € {-1,0}
= Si p impar,
( )(2"+v) 1

g = — > (—1)ngl "5 [mod@) _
W2 r = 2v + nmod(2“) <
ne{-1,01,2}
U Do [

P
2

4

El corolario siguiente es la consecuencia directa de aplicar el teorema anterior al caso
de wavelets de soporte compacto:

Corolario 52 Bajo las condiciones del teorema anterior, supongase que
sup(p) C [2%,24T]. Entonces, se verifican las relaciones siguientes

= Sip € Z es impar, )
o; = o (332)
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= Sip€Z es par, )
of = o3, (339

con @ dado en (3.18), siendo las matrices Hy y Hy las definidas en (3.20) y sabiendo
que Y oyen(—1)"h[k] = 0 [41, page 174].

A diferencia de los casos de Haar y Walsh-Paley, en el caso de la base trigonométrica
no se obtiene una recurrencia completa que permita calcular todos los coeficientes de
la funcién de escala a partir del coeficiente de indice 0. Sin embargo, se obtiene una
recurrencia para los coeficientes del indice 2"a, n > 0, a impar. Por ello, utilizando la
relacién entre la base de Haar y la base trigonométrica, se puede obtener una expresion
para los coeficientes de indice impar en funcién del coeficiente de indice 0.

El siguiente lema marca la linea para obtener la relacién entre los coeficientes de
indice impar y el coeficiente de indice 0.

Lema 53 Sea p € Z y sea ¢ la funcion de escala del corolario anterior. Si p es impar
y a € N, entonces

. N2
92;‘;% = ;) [(1 — e—%(z%)%)(fog + (1 — e—”(z%)’> P+

27?(2% i

- () (3.34)
(- (s (e ) ot

Demostracién: Sea h = {h;};ez la base de Haar y sea ez (v) = e%(%)i(w*n%
x € [n,n+1), conn,p€Zyac N. Entonces

ep = aQ%J-f)j, donde ap ;= <€2%, b]-> :
Jj=20

Sea

P = 767> 7< 7ei> 7"'7< 767> T
P (<¢ e [2u,2u41) vk [2¢ 41,20 42) 40 [2““—2,2““—1))

~h
‘p] - ((@a hj>[2u72u+1) ) <SD7 hj>[2u+1’2u+2) PSS <907 bj>[2u+172’2u+1,1))T-

Entonces

. T
—= (& (% ceey 767
P (<S0’ e >[2“,2u+1) 7 <('0’ 3 >[2u+1,2u+2) ’ <S0 2% >[2“+1—2y2“+1—1))

J (e, bj>[2u,2U+1) (@, hj>[2u+1,2u+2) SRR (22 hj>[2u+1—2,2u+1—1))T

e
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v+1
u 2u
Z"’”dx—22/ .
vty
2u P
22 U+% vl
_ 2p '<e277(2%)m: 24 _627r(2%)m3 2% ) _
21 (32 )i i 5
2% < 277(2% z(er%) 27r<2%>iv 277(2%>z(v+1) 2w(£>z(v+%))
= 2 — 2U — 2w 2w
277(2%)2' e e e +e
2% 271'(22%)1‘1;( 1 + 2 b 2 i Tr(QZle)Z> 2%7/ 2#(22%)1‘1) <1 77(22%>
= e 2" — e 2T — e 2u- = e 2 —e 27
27?(2%)2 27r(2%)
Puesto que 3
‘AP? = ngbg,
u—1
40’21”% =H, ,-...-H, -H,  -@" tal queu >0, v= ZUrQT, v, € {0,1},
r=0
entonces
N ~h
PL = Z%%,j%-
j=0
62”(2% =1, (e”(%ﬁ — 1%,
T Ty T oz A
i 2%2 Tr( a)i 2 271'(%)1’1} R
+Z Z W(g)(l_e 2 )6 2 vuy oo Hyy o Hyy - 47
u=1 0<v<2u 29
1 P ), p
— 1 —27r<2—a)z ~h 1— _77(27
iz (e T (1

Se calcula az ;,
2(1

.o 1 T
lSlj:0=>a2%’0:f0€2<

b
a

2

L p
62%,[7j> :/ >4
0

)mdx — eQﬂ(L)ix

)icc

b;(z)dz.




. A 2
o= sl et (- ot
2a

A partir de la expresion obtenida en el lema anterior para cada p impar y a > 0, se
obtiene la expresiéon final recogida en la proposicién siguiente.

Proposicion 54 Sean p € Z, a € N y sea ¢ la funcion de escala del Corolario 52.
Entonces

¢ = HpuPls, (3.35)
donde ) _
H,, = —(H +e = H )
D, \/5 0 1
Por tanto,
7 = (T1 o) 2%
a=0
Y

b—1 00
- ([T - (T8 028
a=0

Demostraciéon: Este resultado es la consecuencia de aplicar el Lema 53 de forma
recurrente con a — 0. O

El resultado anterior se basa en la existencia de un producto infinito de matrices.
La siguiente proposiciéon trata el tema de la convergencia de dicho producto infinito
partiendo de las condiciones dadas en Daubechies-Lagarias [44, ecuacién 2.11] para la
existencia de soluciones en la ecuacién de doble escala.
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Proposicién 55 Sea {h[n|}n,<n<n, €l filtro espejo-conjugado asociado a un andlisis
multirresolucion, y sea Ey el subespacio ortogonal al vector (1,1, ..., 1) (autovector por
la izquierda comin de las matrices Hy y Hy). Se supone que Y h[2n] =" h[2n+1] =
1/v/2. Si existen A < 1 y ¢ > 0 tales que, para todo m € N se verifica

méx ||Hqg, Hy, - - Ha,, |5, || < CA™,

dje{0,1}
§=1,2,...m

entonces el producto infinito de matrices [, flpﬂ converge y
o Ul ‘
(H pra)l,j = / 6727rpm90($)d1‘ _ (Qbe)z(? ‘+1-1) (337)
220 2upl—1

con ¢ funcion de escala, 1 < 1,7 < 2" yp € Z impar.

Demostracién: Por [44, Remark (2), page 1040], se sabe que

o(x) o(z) plz)
ﬁ(\/iH - oz +1) ple+1) ...  e@+l)
a=0 30($+N_1) gO(IE—FN_l) QO(I‘F;N_D

donde =3 77 5i4r y 74 € {0, 1}, esto es, dado € > 0,3n; € N tal que Vn > ny,

‘(ﬁ(ﬁﬂm)) e +i-1)

<
a=0 L
p() () o o()
n o(x +1) o(x+1) ol +1) €
< 2-H,)— < —.
}:IO (\/_ ) : : : 2
e+ N—-1) plz+N-1) ... pla+N-1) /|
para 1 <[, 5 < 2%
Por otra parte, como ¢ € L(R),
2n—1 2¢ 4141
. 1 e .
Z 6_2”’”27”90<ﬁ + l) — " / e Qﬂpmcp(x)dx,
es decir, dado € > 0, dny € N tal que Vn > no,
2n—-1 2U++1
s m ]_ .
Z 6_2WPZQTQ0<£ + l>— - / e 2P p(z)dx| < < (3.38)
— 2" 2n gu il 2
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Ademas, para n € N,

n—1 n—1 mpi 2n—1 n—1
~ HO ‘I‘ 672TH]_ 1 _ mpiv
[Ta.=TI( ) =g e [[ =
a=0 a=0 \/§ 2 / m=0 a=0
1 2" —1 - n—1 2" —1 ] 1
- _ wyp;z_’m . - _ wﬁz_m n—1 L

donde H? :=[[\_, (V2 H,,,). Por tanto, dado n € N tal que n > mdx{n;, no},

n-l 2U4] '
(), - [ sl -
20 Lj 2u4+1—1
2l TPIMm ]_ 2u+l ;
m—0 2 Qul—1
2n—1 _ 1 2n—1 A m 1
< N0 2 AL — g <_ 1_1)_
< mZ::Oe -1 (H» >l7j2n mX::Oe =1 p 2n—i— on +
2t-1 TPLIM ]_ 2 +l
+ 6_2n—1(p<_+l_1)__/ 727rmmgo(x)dx <
2n—1 1 c
— ot n—1y (2 _ Bl T
) mzzoe : 1<<Hm Jvg S0(2 ! 1))2n tgs

0

Proposicion 56 Bajo las mismas condiciones que la Proposicion 40 para la convergen-
cia uniforme de (3.24), la serie

plx) ~ Y (@) Pey(x), xR (3.39)

PEZ

converge uniformemente.
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Demostracién: Sean p < 1y n € Z. La serie Zpez(gbe)é")ek es la serie de Fourier

de la funcién restringida al intervalo [n,n + 1),

¢ ,ennn+1)
Pln,n+1) =

0 , resto
Por tanto,
o) = Pmniny (@) = D (@) MVep(x), z € [n,n+1), (3.40)
PEZL
donde

Puesto que p < 1, la funcién de escala de soporte compacto, solucién de la ecuacion
de doble escala (1.6) es tnica [43, Theorem 3.1] y continua [44, Theorem 2.6]. Entonces,
la serie de Fourier (3.40) es uniformemente convergente [45, Section 3.7, Theorem 13] y,
por tanto, la serie (3.39) es uniformemente convergente en R.

i

Todo esto, junto con diversas propiedades y relaciones complementarias, permite cal-
cular MRA-wavelets complejas en funcién de su expresion en las bases trigonométricas:

Corolario 57 (El algoritmo) De acuerdo con el desarrollo anterior, para calcular una
funcidn de escala, p € L*(R), de soporte compacto y su correspondiente MRA-wavelet,
Y, se pueden considerar los siguientes pasos:

= Supongamos que sup(p) C [2%, 24T, Entonces, la dimension del sistema es 2“,
porque (@e)gn) #0 sdlo sin =2*2"+1,...,2" — 1 (pudiendo ser (gbe)l(n) =0
para algin n = 2%,2* +1,...,2“"Y —1). Para cada p € Z, se considera el vector
@y € C* dado por (3.18).

= Como sup(p) C [-2%, 2" se tiene que hlk] # 0 sdlo si 2% < k < 2“T'. Las
condiciones (a)-(c) del Corolario 39 son condiciones necesarias y suficientes pa-
ra que la sucesion de nimeros complejos (hlk])rez, con sélo un nimero finito de
componentes no nulas, sea un filtro espejo-conjugado asociado a una andlisis mul-
tirresolucion de L*(R) con wavelet y funcién de escala ortogonales y de soporte
compacto.

n Se consideran las matrices 2% x 2“-dimensionales ﬁo, lffl dadas en (3.20). La
condicion (3.33) para el caso p = 0 implica que 1 es un autovalor de la matriz Hy
Y g es su correspondiente autovector.

» Se considera la expresion (3.36) a partir de la cual se generan los coeficientes de
indice impar (la convergencia del producto infinito que genera estos coeficientes
viene dada por las condiciones de la Proposicion 55) y la condicion (3.33) propor-
ciona de recurrencia que permite calcular el resto de coeficientes.

98



= La condicion de normalizacion de la funcion de escala, fR e(x)dx =1, es equiva-
lente a

2utl_j
> @ =1
n=2~%
. L . n+1 omikr o 1 5 SZ k = O
Esto se debe a que, para la base trigonométrica e, fn e dr = { 0 sik#£0"

= Una vez que (h[k])rez y $5 han sido determinados, el resto de @y, p € Z\{0}, se
obtienen mediante la recurrencia (3.33) y las condiciones iniciales (3.36). Enton-
ces, p(x) puede ser calculada con precision tan alta como se quiera para cualquier

z € R mediante
p(r) = ()" e, (x)

PEZL

con n(x) = |z, para p suficientemente grande. Finalmente, la wavelet 1 puede
calcularse mediante la ecuacion wavelet o mediante el sistema (3.17).
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Capitulo 4

Wavelet Frames

Las condiciones para que una funcién v sea una wavelet ortonormal pueden llegar
a ser muy restrictivas y parece conveniente tratar de utilizar familias de funciones més
generales que compartan una filosoffa similar. El concepto de frame [27] generaliza la
nocién de base de Riesz (imagen de una base ortonormal por un operador invertible
y acotado), y en particular la nocién de base ortonormal, permitiendo redundancia en
el propio frame!, pero manteniendo la computabilidad y dependencia continua en f de
los coeficientes ¢;(f) en la expansion frame de una sefial f.Este capitulo se dedica a la
aplicacion de técnicas espectrales en la teoria de frames y, en particular, frames de tipo
wavelet.

El capitulo se divide en dos partes principales. La primera parte se presenta en la
Seccion 4.1 e incluye un estudio de wavelet frames generales. La segunda parte, en la
Seccién 4.2, aborda el caso especial de wavelet frames asociados a multirresoluciones
generalizadas o funciones refinables. El estudio restringe la atencién al caso unidimen-
sional.

En la primera parte, siguiendo el espiritu de las técnicas de fiberizacion de Ron y
Shen utilizando el operador frame S = TxT%, el Teorema 61 en la Seccién 4.1.1 carac-
teriza los sistemas wavelet X, de la forma (4.6), que son sistemas de Bessel, frames o
frames ajustados de L*(R). Una de las ventajas de las técnicas espectrales frente a las
técnicas de fiberizacién se debe al hecho de que los sistemas wavelet de la forma (4.6)
son invariantes por dilataciones pero no por traslaciones. Las técnicas de fiberizacion
trabajan en el dominio de Fourier, esto es, en la representacion espectral del operador de
traslacion T dada en la Proposicién 19. Con el fin de obtener una expresion descompo-
nible del operador frame, necesitan extender el sistema wavelet a un sistema equivalente
invariante por traslaciones, denominado sistema quasi-afin (véase la Observacién 62 pa-
ra mas detalles). Los elementos de la matriz y las fibras del operador descomponible
GSG™! estan dados en el Teorema 64. Los Teoremas 61 y 64 llevan a una descripcién

'En realidad, las bases de Riesz son frames no redundantes (exactas), y las cotas de las bases de
Riesz coinciden con las cotas frame (véase, por ejemplo, los Teoremas 5.4.1 y 6.1.1 en [27]).
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asequible de los wavelet frames ajustados en el Corolario 65. Finalmente, la Seccién
4.1.2 muestra como se puede utilizar el Corolario 65 para determinar los wavelet frames
ajustados de soporte minimo. Como en [67], en dicho desarrollo, las clases de Hardy
[131, 132, 77] juegan un papel central. En particular, las funciones operador-valuadas
denominadas funciones operador rigidas de taylor por Halmos [77] y funciones M-
internas por Rosenblum y Rovnyak [131] (véase la Seccién Funciones de Hardy para
mas detalles). En términos generales, el Lema 22 (de Halmos), el Lema 68 (de Rovnyak)
y la Proposiciéon 69 llevan a obtener la caracterizacion de los sistemas wavelet frame
ajustados de la forma (4.6), con ¥ de cardinal finito y tales que ¢ € ¥, mediante matri-
ces M -internas, de dimensién el cardinal de ¥, y satisfaciendo ciertas propiedades. Por
ultimo, se discuten los casos de Cardinal de ¥ € {1,2} en las Secciones 4.1.2 y 4.1.2.
La segunda parte del capitulo (Seccién 4.2), incluye un estudio de los Principios
de Extensién obtenidos inicialmente por Ron y Shen [127, 126] en el anélisis de wa-
velet frames asociados a funciones refinables y como las técnicas espectrales permiten
reformular estos principios en términos de matrices de “tipo Lawton”. Los subespacios
invariantes por traslaciones son pieza clave en esta teoria. La Seccién 4.2.1 reescribe
resultados fundamentales asociados a este tipo de subespacios en términos de la trans-
formacién de Fourier periodizada, uno de los modelos espectrales para el operador de
traslacién introducidos en este trabajo. La Seccion 4.2.2 contiene una introduccién a los
Principios de Extensién y una revision de parte de la literatura asociada. En relacién
con el Principio de Extensién Unitaria, cabe destacar los trabajos fundacionales de Ron
y Shen [127, 126] y trabajos posteriores de Benedetto y Treiber [18] y Chui y He [29].
El Principio de Extension Unitaria fue generalizado por Daubechies, Han, Ron y Shen
[42] y Chui, He y Stockler [28] en la forma del Principio de Extensién Oblicua. Para més
detalles, véase este trabajo, y también los trabajos de Atreas, Melas y Stavropoulos [8]
y Han [78], y las referencias en ellos citados. La Seccién 4.2.3 contiene la aplicacién de
la representacién espectral F al Principio de Extensién Oblicua (y, por consiguiente, al
Principio de Extensién Unitaria como caso particular) dando lugar a la reformulacién
de su condicién principal mediante los sistemas de ecuaciones lineales que involucran
los coeficientes de las mascaras y matrices “tipo Lawton” (Proposicién 99). Los resul-
tados siguientes estudian diversas propiedades de los frames ajustados. En particular,
se reformula el Teorema de caracterizaciéon de MRA-wavelets ortonormales (Teorema
108). Ademas, el posterior estudio de la relacién entre OEP y UEP en su formulacién
matricial deriva en la Observacién 118 acerca de la imposibilidad del paso de uno a otro
en el caso finito. Por tltimo, en esta seccién se muestran dos ejemplos del calculo de fra-
melets ajustados para dos funciones de refinamiento distintas (una ortonormal y la otra
no). Finalmente, en la Seccién 4.2.4 se deducen relaciones de “tipo Lawton” similares a
partir de las técnicas espectrales desarrolladas en la Seccion 4.1 y las relaciones de doble
escala presentes en el ambito de la multirresolucién (Teorema 121 y férmula 4.127).
Los contenidos de la Seccién 4.1 se recogen en la publicaciéon de Gémez-Cubillo,
Suchanecki y Villullas [70], pendiente de revisién, mientras que los contenidos de la
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Seccién 4.2 se recogen en la publicacién de Gémez-Cubillo, Suchanecki y Villullas [69],
en preparacion.

4.1. Técnicas espectrales en wavelet frames

Se comienza con una introduccién de los conceptos basicos en la teoria de frames.

Sea H un espacio Hilbert separable con norma ||-||4 y producto escalar (-, )y (lineal
en la primera componente y conjugado-lineal en la segunda). Un subconjunto numerable
X de H se denomina frame de H si existen constantes A, B > 0 tales que se verifican
las siguientes desigualdades:

AP <D Whowl < BIfIP,  f €A (4.1)

rzeX

X es un frame de H si, y sélo si, el operador

Tx : P(X) = H, Tx{ci}rex = Z Cu T (4.2)

zeX

estd bien definido y acotado de I?(X) en H. En ese caso, Tx se denomina operador
pre-frame u operador de sintesis, el operador adjunto, dado por

Ty H = P(X), Txf ={{f 2)n}eex (4.3)

se denomina operador de andlisis, y el operador S = TxT%,

S:H—H, Sf=TxTxf=> (f 2}y« (4.4)

zeX

se conoce como operador frame (la serie que define S converge incondicionalmente para
todo f € H, esto es, para toda permutacién de los sumandos, la serie resultante es
convergente). Si el operador frame S es acotado, positivo e invertible, S™'X = {S~ !z :
x € X} es un frame denominado frame dual candnico de X, y se satisface la “férmula
de reconstruccién perfecta”

F=) (f,5 ez, (feH), (4.5)

zeX

donde, nuevamente, la serie converge incondicionalmente para todo f € H. Para mas
detalles, véanse, por ejemplo, el Lema 5.1.5 y los Teoremas 5.1.6 y 5.5.1 en el libro de
Christensen [27].

Para un frame X, las constantes A, B més ajustadas posibles en (4.1) son A =
STty B =S| = l|Tx||*> = ||T%||? (ver [27, Propisition 5.4.4]) y son denominadas
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cotas frame. Un frame se denomina ajustado (tight) si sus cotas frame coinciden entre
si.

En la serie de articulos [125, 127, 126, 128, 129], Ron y Shen estudian un caso par-
ticular de frames, los llamados frames afines en L*(R?). Dicho estudio se realiza via
técnicas de fiberizacion para sistemas invariantes por traslaciones X, es decir, represen-
taciones integrales, en el dominio de Fourier, de los operadores S* = T%Tx (andlisis de
la Grammiana) y S = TxT% (andlisis de la Grammiana dual) (véase también [42, 130]).

En este trabajo se focaliza la atencién en un caso especial de sistemas afines, los
sistemas wavelet (diddicos) de L*(R), esto es, sistemas de la forma

X ={¢; =Dy ¢ € W, k,j € Z}, (4.6)

donde ¥ es un subconjunto numerable finito de L?(R), y Ty D son los operadores de
traslacién y dilatacién (diddica) en L?(R) definidos en (2.1) para los valores prefijados
u=1y s =2. En este caso, se dice que X es el sistema wavelet generado por V.

4.1.1. Técnicas espectrales frente a fiberizacién para wavelet
frames

Aunque los resultados tedricos principales de esta seccién pueden darse en el contexto
maés general considerado por Ron y Shen [125, 127, 126, 128, 129] en el estudio de
sistemas afines en L?(R?) via técnicas de fiberizacién, se restringe la atencién al espacio
de Hilbert L?(R) y los sistemas wavelet X de la forma (4.6).

En primer lugar, se definen los conceptos de operador descomponible y diagonalizable
para operadores acotados y se muestra un resultado conocido sobre los mismos.

Definicién 58 Se dice que un operador acotado S : L*(0D; H) — L*(0D;H) es descom-
ponible cuando hay una funcion w — S(w) en 0D tal que S(w) : H — H es un operador

acotado y para cada u € L*(0D;H), S(w)u(w) = [Su](w) para casi todos w € ID. Para
un operador descomponible S se puede escribir

S =5w).

Si, ademds, S(w) = s(w)ly, donde I3 es el operador identidad en H y s : 0D — C es
una funcion medible, se dice que S es diagonalizable y se escribe S = s(w)I.

Por completitud, el resultado siguiente incluye dos resultados bien conocidos en teoria
de operadores. Las definiciones y terminologia pueden ser encontrados en las referencias
citadas en la demostracion.

Proposicién 59 Sea S : L*(0D;H) — L*(0D;H) un operador acotado.
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(i) Un operador acotado S : L*(0D; H) — L*(0D;H) conmuta con todos los operado-
res diagonalizables si, y solo si, S conmuta con el operador diagonalizable wly.

(ii) El conjunto de operadores descomponibles en L*(0D;H) es un dlgebra de von Neu-
mann con conmutador abeliano coincidiendo con la familia de operadores diago-
nalizables.

Demostracién: (i) es consecuencia de la teoria espectral de operadores unitarios
(de multiplicidad constante). Véase, por ejemplo, los Teoremas 5.4.8, 6.2.4 y 7.2.1 en
[20]. (ii) es un caso particular de [88, theorem 14.1.10]. O

El Teorema 61 es una variante del resultado probado por Ron y Shen [125, theorem
3.3.5] (ver también [127, theorem 3.1]). En este caso se trabaja sobre la representacion
de dilatacion de la Proposicion 14 y no sobre el dominio de Fourier. Se han incluido
algunos comentarios comparando técnicas espectrales y de fiberizacién en la Observacién
62. Previamente, se incluye un resultado técnico necesario para probar dicho Teorema
61:

Lema 60 Sea X un sistema wavelet en L*(R) de la forma (4.6) y tal que

sup [[Y|| 2wy = M < 0. (4.7)
Ypew

Entonces, el correspondiente operador Tx, dado por (4.2), es un operador acotado bien
definido de 1*(X) en L*(R) si, y sdlo si, el correspondiente operador S, dado por (4.4),
es un operador acotado bien definido en L*(R).

Demostracién: Si Ty es un operador acotado bien definido de (*(X) en L?*(R),
entonces su adjunto 7% y S = T'xT% son también operadores acotados bien definidos.
Para la implicacién contraria, es obvio que el operador de sintesis Ty, dado por (4.2),
estd bien definido al menos en el subespacio denso ["°(X) de [*(X) formado por las
sucesiones {c,} € [*(X) con un nimero finito de componentes no nulas. En principio, se
considera T’x definido en [°°(X). Cada operador Ty es pre-cerrado si, y sélo si, se satisface
(4.7). Para ver esto, recuérdese que T'x es pre-cerrado si, y sélo si, para toda sucesion
{c,} C 19°(X) tal que lim,,_,o ¢, = 0 se tiene que lim,,_,o Txc, = 0 (ver, por ejemplo,
[87, page 155]). Si se satisface (4.7) y lim, o ¢, = 0, entonces lim,, o ||TxCn||12(x) <
M lim;, o ||cn||2(x) = 0. En sentido contrario, si no se satisface (4.7), se considera una
sucesion {¢,} C U tal que limy, o [|||12@®) = 00 ¥ una sucesion {c,} C °°(X) cuyo
tnico elemento no nulo es la componente n-ésima con médulo igual a ||1/Jn|]221(R) para
n > ng. Més atin, si T es pre-cerrado con clausura T, el adjunto T estd definido en
un dominio denso D(T%) de L?(R) y T% es un operador cerrado, T = [Tx|*, T3 = Tx
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y el dominio de TxT%, E(ET)*(), es un core’ de T (ver Observaciones 2.7.7 y 2.7.8
en [87]). Se asume que TxTy es acotado en D(TxT%) y, entonces, TxTx admite una
extension acotada y bien definida S en L?(R). Puesto que, para h € D(TxT%),

(ST, B) 2| = [((TxTxh, b) 2yl = (Txh, Txch) raey = | TPy < ISR 2 »

T% estd también acotado en D(TxT% ), T% admite una extensiéon acotada y bien definida
en L*(R) cuyo adjunto (acotado y bien definido) extiende Ty y Tx. En consecuencia,
Tx, definido en principio en [°°(X), admite una extensién acotada y bien definida en

12(X). O

Recuérdese que un subconjunto numerable X de un espacio Hilbert H se dice que es
un sistema de Bessel si la segunda desigualdad en (4.1) se satisface para una constante

B > 0. En cada caso, todo valor B satisfaciendo (4.1) se denomina cota de Bessel para
X.

Teorema 61 Sea X un sistema wavelet en L*(R) de la forma (4.6) y tal que se satisface
(4.7). Entonces:

1. X es un sistema de Bessel si, y solo si, el correspondiente operador S, dado por
(4-4), es un operador acotado y bien definido en L*(R). En cada caso, S conmuta
con D y, entonces, yendo a la representacion en dilataciones dada en la Proposi-
cion 14, GSG™' es un operador descomponible en L?(OD,12(J) @ 1*(J)):

GSG™! = S(w).
Mas ain, S es positivo, S(w) es positivo para casi todos w € 0D y
||S]| = esssup||S(w)|| = esssup sup ||S(w)ullzgaeeg) < oo.
wedD wedDd ||u||l2(J)®l2(J):1

2. X es un frame para L*(R) si, y sdlo si, S es un operador acotado y bien definido
en L?(R) con inversa acotada en ambos extremos S™'. En cada caso, S™' también
conmuta con D y

GSTG™! = S(w)L.

Equivalentemente, X es un frame para L*(R) si, y sélo si,

Q1= esssup sup 1S (w)ullzmerg) < oo
wedD ||u||l2(J)€Bl2(J):1

2Sea H un espacio de Hilbert. Dado un operador T : H — H no acotado y cerrado, un subespacio
Dy denso en el dominio de T se dice que es un core para T si

G(Tlp,) = G(T),
donde G(T') = {(h,Th) € H x H : h € Dominio(T)} denota al grafo de T.
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= essinf inf S(w)ullzmaeram > 0;
B = essin Hu‘MZ(J)@ﬂ(ﬂ}}):l|| (W)ulle@era > 0;
en cada caso, ||S|| = a y ||S7| = p7L.

3. X es un frame ajustado para L*(R), con cota frame B, si, y sdlo si, S = B I
o0, equivalentemente,
GSG™ = BlIpgerg) -

Demostracién:

1. Es bien sabido [27, Theorem 3.2.3] que un subconjunto numerable X de un es-
pacio Hilbert H es un sistema de Bessel con cota de Bessel B si, y sélo si, el
correspondiente operador de sintesis Ty, dado por (4.2), es un operador acotado y
bien definido y ||Tx|| < B2. Por el Lema 60, Ty es un operador acotado y bien
definido si, y sélo si, el correspondiente operador S, dado por (4.4), es un operador
acotado y bien definido en L*(R). En cada caso, ||T%|| = ||Tx||, y S es positivo,
va que (Sf, flrew)y = (Ix [, Tx f)iz(x) = 0. Mas atin, S conmuta con el operador
de dilatacion D:

SDf = 3" (Df, D'TI) D199 = 3 (f, D "TI9) D*TIy = DS, f € L*(R).

(Se utiliza que D es unitario, D* = D~ y que la serie que define S converge
incondicionalmente para todo f € L*(R). Véase [27, Corollary 3.2.5] y el Le-
ma 63.) La Proposicién 59 implica que GSG~! es un operador descomponible en
L*(0D, 1*(J) ® I*(])). Ya que S es positivo, S(w) es positivo casi siempre (ver [88,
Propositon 14.1.8-9]). Siendo G unitario, ||S|| = ||GSG || vy, por [88, Proposition
14.1.9],
1511 = 11GSG~"(| = esssup [|S(w)l.
weaob

2. En términos de S, las desigualdades en (4.1) se ven como

Al flIZemy < (S ) < Bl flllaw, e LAR),

es decir, Al2wy < S < Bl2g). En particular, la primera desigualdad implica
que Allfllr2w) < |[Sfll2w), para todas f € L*(R). Ya que S es positivo, esto es
equivalente a la existencia de una inversa acotada en ambos extremos S~! de S (ver
[133, Theorem 12.12.c]). Que S~! exista implica que Rango(S) = Rango(Tx) =
L*(R), y un sistema de Bessel X es un frame si, y sélo si, esta tiltima condicién
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se satisface (ver [27, Theorem 5.5.1]). Ademds, Al2®) < S < Blj2g) implica que
0 < T2y — B1S < BTEAI[Q(R) y, €n consecuencia,

_ _ B—-A
2w = B7SI = swp (T = B7'S)f )l < == <1,

por lo que

ST =B (Ipx@ — B9,
k=0
donde la tltima serie converge en norma (uniformemente). Puesto que el conjunto
de operadores descomponibles es una C*-dlgebra (més ain, un dlgebra de von
Neumann, ver Proposicién 59), S™! es también un operador descomponible en
la representacién de dilatacion dada en la Proposicién 14 y (ver [88, Proposition
14.1.8))
GS'Gt = S(w) .

(Nétese que S(w) y S(w) ™! estdn definidos para casi todo w € 9D.) Recuérdese que
para un operador acotado normal S en un espacio Hilbert H, S tiene un inverso
acotado en ambos extremos si, y sélo si, 0 < 8 := inf{||Sz||3 : x € H, ||z||x = 1}
v, entonces, ||[ST!|| = 7! (ver [87, Lemma 2.4.8] y [133, Theorem 12.12.c]). Por
tanto, siendo S, GSG™! y S(w) positivos, el inverso acotado en ambos extremos
S—1 existe si, y sélo si,

1
oo > _
ess inf inf SN w2
weob HUHZQ(J)@ﬂ(‘]}):l || ( ) Hl Dal2(J)
1
= esssup . _
wedD inf [E
llulli2 @iz @) =1

= esssup ||S(w) 7| = |[(GSGH 7| =

wedD

1
inf (GGl 20p.2 ez )

lall L2 op 12 (1y@i2 (y) =1

(véase [88, Propositions 14.1.8-9] para més detalles).
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3. Si X es un frame, en términos de pseudo-inversos®,

STH =Ty |7 T = (Tx 7)) Tx |

75| II = [ITx|""[] y las cotas frame son B = ||Tx||* = ||Tx||* y A = 1/||Tx|}||* =
1/||T5%|71|? (ver [27, Lemmas 5.5.4-A.7.2] para mds detalles). Por tanto, X es un
frame ajustado si, y sélo si, X es un frame y ||Tx|| - ||Tx|™}|| = 1. En cada caso,

para f € Ny, [|fI| = [|Tx| " Tx f|| < [|Tx| "] [|Tx fI], por lo que

1
1T I = e = 1T A< I ATA
1 Tx [~
y, entonces, ||Tx||||f|| = ||Tx f||. Es decir, Tx/||Tx|| es una isometria parcial con
espacio inicial ’ﬁ%x y espacio final L?(R). La proyeccién ortogonal sobre el espacio
final es T s
ILQR: XX: :Bils.
W T 118]]

La convergencia es consecuencia del hecho de que (4.1) es equivalente a Al < S <
BI. Por tltimo, que GUG™! sea un operador diagonalizable constante Iz (e ()
si, y s6lo si, U = I2(g) es justamente [88, Proposition 14.1.8.iv].

g

Observacién 62 En el Teorema 61, el operador frame S = TxT% tiene una imagen
descomponible GSG~! en la representacién de dilatacién dada en la Proposicién 14 gra-
cias al hecho de que S'y D conmutan (ver Porposicién 59). ;Qué pasa con las relaciones
entre Sy el operador de traslacién T' para que S tenga imagenes descomponibles F.SF 1
y F.SF ! en la representaciones de traslacién dadas en las Proposiciones 16 y 197 Es-
ta cuestion es la piedra angular para el desarrollo de las técnicas de fiberizacion para
sistemas wavelet de L?(R) de la forma (4.6) en el dominio de Fourier, esto es, en la
representacion de traslacion dada en la Proposiciéon 19.

Para los operadores de traslacion y dilatacién, Ty D, definidos en L*(R) por (2.1),
y para el caso particular de u = 1 y s = 2, se tiene TD = DT?. Tomando adjuntos,
D='T=t = 7T72D~!, También, D = T-'DT? 0o DT 2 =T7'D,y D' =T2D T o
T?D~! = D~'T. Por tanto, en general,

TiDF = DFT32"  §ik >0y j€eZ,
T2 Dk = DFTY . sik <0y jeZ.

3Sea H, H' espacios de Hilbert y se supone que U : H — H’' es un operador acotado con rango
cerrado Ry y nticleo Nyr. El pseudo-inverso de U es el tinico operador U]~ : H' — H que satisface
Ny|-1 = Ry, Ryj-1 =Ng y UU|7 f = f para f € Ry y U7'Uf = f para f € N, donde L denota
el complemento ortogonal.
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Dado un sistema wavelet de Bessel X en L?*(R) de la forma (4.6) y su correspondiente
operador S = TxT%, para cada f € L?(R),

STf = (f. T7'DFTI) DFTIp =

k,jEL
Ppew
=3 SR TIDMTI) DT+ 3 3 (f T DM DT =
k>0 jez k<0 ]EZ
Ppev cw
=2 2 (DY) D"“T%/wzz £, T DRy T DRy
k>0 jez k<0 jez
vev eV
y
TSf = (f, D" TDTiy =
k,jEL
pew
=3 D (L DFTIGTDTp + Y > (f, DFTI) T DT =
k>0 jez k<0 jez
Ppev e
= DA DI DFTH SN, TN DRy T DEy
k20 jez k<0 jez
Ppev DEw

Las sumas para k > 0 coinciden, no asi las sumas para k < 0. Si para cada k < 0 se
anaden al sistema afin X las funciones

Yy = T2HDRy = TIDMTIp = 28225 (- — 1) — ), 1=1,2,...,27F —1,

se obtiene un sistema X¢ asociado con X tal que el correspondiente operador frame
S =Tg,T%, conmuta con el operador de traslacion T'. Por tanto, cada S es un operador

descomponible es cualquier representacion espectral de T'. Més aun, se tiene que X1 =
X1 UX?, donde

— {pp,; = DFTIY :p € U, k>0, j € Z} =
={TD*T%) :p € U, k>0,a€Z,0<b< 2k},

={Y, =T'D"'7): eV, k<0,j€Z 0<1<27F} =
= {T°D*p:p € U, k<0, a€Z}.

Una variante de X9 es la que Ron y Shen [127, Section 5] denominan sistema quasi-
afin X9 asociado a X. En este caso, X7 = X{ U X?, donde X = X{, el sistema afin
truncado Xy de acuerdo a Ron y Shen [127, Section 4], y

= {282y} = 2*PTIDMp cp € U, k<0, j €Z,0<1<27F} =
= {2F2TeDkyy i) € U, k<0, a € Z}.
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Trabajando en el dominio de Fourier, Ron y Shen estén forzados a considerar el sistema
invariante por traslaciones X4 y probar una variante del siguiente resultado [127, Theo-
rem 5.5]: el sistema wavelet X es un frame si, y sélo si, su homdlogo quasi-afin X9 o
X1 es un frame. En particular, el frame X es ajustado si, y sélo si, el sistema quasi-afin
X7 0 X7 es ajustado. Ademas, ambos sistemas X y X7 tienen cotas frame idénticas.
La eleccién de la representacion de dilatacion de la Proposicién 14 (o cualquier otra
representacion espectral para D) evita este inconveniente, ya que un sistema wavelet
(en general, cualquier sistema afin) es invariante por dilataciones.

Para un sistema wavelet de Bessel X en L*(R) de la forma (4.6), el operador S =
TxT% en la representacién de dilatacién de la Proposicién 14, GSG™1, estd dado por

L2(8D; 2(J) @ 2(D)) £ LA(R) -2 L2(R) L5 L2(D; 12(D) @ 12(]))

Gf=f= {f;(T)} = f=Sf= Zu<f, Vi) L2®) Vi j Zu<f, Vrj) 2w Gk,j -
wew bew

El superindice 'u’ anadido al simbolo de sumatorio > en la ultima expresién refleja
que la serie que define S converge incondicionalmente para todo f € L*(R) (véase [27,
Corollary 3.2.5]).

Lema 63 [27, Lemma 2.1.1] Sea {yx}32, una sucesion en un espacio de BanachY, y
sea y € Y. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) > re, yi converge incondicionalmente a y en'Y.

(ii) Para todo € > 0 existe un conjunto finito F' tal que ||y —_,c; k|| < € para todos
los conjuntos finitos I C N que contengan a F'.

De acuerdo con el Lema 63, {Zk,jez} significa que, para cada f € L?(R), se debe tomar
eV

el limite de las sumas sobre conjuntos finitos de tripletas adecuadas (k, j,©) € ZXZ x V.
Este es el modo correcto de interpretar las sumas y evitar cualquier posible “infinito”
en calculos parciales en relacién a las expresiones que pueden aparecer mas adelante.

Para aprovechar la representacion de dilatacién de la Proposicion 14, se debe hacer
uso de la matriz (afflm), definida por (2.11). El siguiente resultado da una expresién para
los coeficientes de la matriz y las fibras del operador descomponible GSG~! asociado con
el sistema wavelet de Bessel X . Estan escritas en términos de oszlm y de las componentes
{4} de cada v € ¥ (jy no en términos de las componentes {1/?3?)}') El resultado estd
dado para la base ortonormal {us;},.;, . de I*(J) © (*(J) fijada en la Proposicién 14.

Teorema 64 Para un sistema wavelet de Bessel X en L*(R) de la forma (4.6), el
operador S = TxT% en la representacion de dilatacién de la Proposicién 14, GSG™1,
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tiene una matriz [QSQ‘l]il’ll cuyos elementos vienen dados por
[GSGYS : L*(0D,C) — L*(0D,C)

J,k k4 U ~(n) ~(n')
w> Zwaz Z azsn-i-j fn/+j0)<z wz 2/}1/ )
o HL k.jeZ e

i n’

donde I,I' € J, s,s' = 4. Por tanto, las fibras de GSG™' = S(w) son
Sw): PI)erd) — *J) & *J)
et P 3 Z > aidan ) (D O )
sl in  kjeL Ppew

para casi todo w € OD.

Demostracién: Las identidades siguientes son consecuencia directa de (2.3), (2.7),
(2.10) y (2.11):

B ars = D (LKD) iae =
b e —— (4.8)
L(n ) Z 1/}7‘1; K(q <L(n ) 77b>L2(R) - 1/}1(” ])'

D9

Para f = Ks(ff) se tiene

m Gt m) S m w m g w m
g o KD SKGY =Y UK ) 2w Vg Y (T ) 2w G
k,jEZ k,jEL
pevw PYeW

Utilizando (2.10) y la definicién de G en la Proposicion 14,

—_— m)

Z (K sl 7wk7j>g¢k3 = Z [DkT“MS,l ( Z [DkT]M s Us l’) =
k,jEZ k,j€EZ m/ sl
Pew Ppew

"~ (m—k) —— (m'—k)

= S Tl ey =

sl k,jez m/
PYeW
k+0)
S @ Y S s m .
s/’ k,jEZ o
Pew

Por el Lema 18, la tltima expresion coincide con

§ : E : E : E : _slm—k E : T.p.q (q) s\l m—k+o ,p a7
( w’ a; azn —J 7"717 ai’,n’ oy n’ ]1/} ) Us 1

sl fpjeeq% o 7,09 i’',n’ r.p'q’
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y, por (4.8), esto es igual a

Z( Z Zw Zas,l,m kw(n 7) Zas U m— k+0 Z/n ]))) Uy =

sl k,j€EZ O i n!
Ppew
o m o TSk s A ko U ~(n) ~(n')
= § (w § :W § § Qi ntj Qg g )(§ (CHR R ) Us 1t -
sl o in k,JEZ Pewr
i''n

N .
]S satisfacen

Por tanto, los elementos de la matriz [GSG™

956711 (W) = W (3 et (S, men,

hn k.jEL Ppew
i/ ’Vl

Puesto que {w™},,ez es una base ortonormal de L?(9D, C), obtenemos el resultado. OJ

En particular, para wavelet frames ajustados, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 65 Sea X un sistema wavelet en L*(R) de la forma (4.6) y tal que se satis-
face (4.7). Entonces, X es un frame ajustado para L*(R), con cota frame B, si, y sdlo

St,
SO Tt iy (ST M ) = B o, gbiié,, (4.9)
zn ,]EZ T/}E‘I/

donde s,s' = =, l, l'el,oc €Z yo denota la funcion delta de Dirac.

Demostracién: Por el Teorema 61, X es un frame ajustado con cota frame B si,
y s6lo si, S = B2 o, equivalentemente, GSG™' = B Ipge), esto es, S(w) =
B Iz (5yei2(y), para casi todo w € 9D. Considerando la expresién de las fibras S(w) dadas
en el Teorema 64, se obtiene el resultado. O

4.1.2. Wavelet frames ajustados de soporte minimo

En esta seccién, el Corolario 65 es utilizado para determinar todos los wavelet frames
ajustados para L*(R) de la forma (4.6), con cardinal de ¥ finito y tal que el soporte
de cada 1 € U, sup(v), esta contenido en el intervalo [0, 1]. Nétese que, puesto que el
cardinal de ¥ es finito, la condicién (4.7) se satisface de forma trivial.

Debido a la estructura de la base ortonormal {ng )}, definida por (2.6), el hecho de
que sup(¢)) C [0, 1], ¥ € ¥, implica que sus expansiones (2.10) se ven como

v=> LY, vew,

1€l
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ya que 1/31(") = 0 para n # 0. Por tanto, los sumandos no nulos en el lado izquierdo de
(4.9) corresponden a n =n’ = 0, por lo que

S Z gtk ke (5 G ) —

i,n s 7 ’l/} v
im © (4.10)
slk s A k+o U ~0) 7(0
=3 (3 Tt ap S 0.
i k,JEZL PYew

Siendo el cardinal de ¥ finito, de acuerdo con el Lema 63 y los comentarios que lo
suceden, las sumas incondicionales en (4.10) pueden ser calculadas, por ejemplo, en el
sentido siguiente:

Z Z as,l,k f]l-,’kﬁ)(qu%P))—

a4 k,jEZ Ppew
a P
s,l,k s l’ Jk+o 7(0) 7(0
SIS 3D 3P AT ey DO
1,0/ k=—a j=—2¢ Ppew

Por tanto, en este caso particular, el Corolario 65 puede ser reescrito como sigue:

Proposicién 66 Sea X un sistema wavelet en L*(R) de la forma (4.6), donde U tiene
cardinal finito y sup(vy)) C [0,1] para todo ¢ € V. Entonces, X es un frame ajustado
para L*(R), con cota frame B, si, y sélo si,

alirgoz Za: Z Olek f, l’k+a Z@/J 77/}(0) 35575/&_5/50, (411)

ii'el k=—a j=—2a YE
con s, s =+, 1,I'el], o€l

A partir de este punto, se consideran las bases ortonormales de Haar {L(J Py K, *) }

s,l,k

y la correspondiente matriz (a;;") dadas en el Apéndice A.1. Esta eleccién lleva al

siguiente resultado, escrito en forma vectorial.

Proposicién 67 Sea {Ll('O)}ieNU{O} la base ortonormal de Haar de L*([0,1]) dada en el
Apéndice A.1. Sear € N y

U= {wluw% s 7w7“} - L2[07 1] 9
donde ; = S [b, )L j=1,...r. Sea
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Entonces, el sistema wavelet X de la forma (4.6) generado por V¥ es un frame ajustado
para L*(R), con cota frame B, si, y sélo si, se satisfacen las siquientes condiciones:

1. \Il(): (0,0,,0) E(Cr.
2.

o0

> (Wgerio, Vyir)or = BS,, 0 €L (4.12)

k=sup{l,1—0}

9. Paral>1,1=2"+3" 112" p>0,

0 [%S)
Z H\I’2p+k+zf:§—1zt2t”<2cv“ + Z [ Wopiryaller = B, (4.13)
k=—p k=1
S (ko U)o =0, o € Z\{0}, (4.14)
k=sup{1,1-0}
> (Wasriogy, Upi)or =0, o €L (4.15)
k=sup{l,1—0}

4o Para LU > 1,141, 1=224 5P 9t 17 =20 4 S Lot pf >0,
0

Z 5(2;:’“0 lptk+12t)— (Zt -0 p,+k+t2 ) <‘I]2p +k+zp k-1 L2t \Ijzp+k+zf:+§*1 lt2t>(CT+
k=sup{—p,—p'}

o
+ Z<\I}2P’+k+l'7 qj2p+k+l>0 =0,
k=1

(4.16)
Do (Warir Uamsiit)er =0, 0 € Z\{0}. (4.17)
k=sup{l,1—-0}

Demostraciéon: Con el fin de evitar indices adicionales a lo largo de la demostracion,
se trabaja Con v ew generlcos y no con ¥y, ..., %, Se con81deran las bases ortonormales
de Haar {L } y {Ksl }yla correspondlente matriz (ot g ") dadas en el Apéndice A.1.
Paras=5=+,1=0=0yo=0en (4.11) se obtiene

alggoz Z Z slk sl’k—f—a Z¢(O)¢(O

i1/ k=—aj=—2%

algg()(a—f—l+22 ZWO +Z ZWT
¥

k=1 r=0
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La ultima expresién puede ser igual a B si, y sélo si, 1500 J % =0 para todo ¢ € U,
que es la condicién 1 de la proposicién, y >~ 2 [Zw |¢)(0)| ] = B es la condicién (4.12)

en la proposicién para ¢ = 0. Asumiendo que wo = 0 para todo v € V¥, los calculos
directos con los coeficientes as’l’k conducen al hecho de que las condiciones en (4.11),
para s = s’ = +, estdn relac1onadas con la Tabla 4.1.

Para obtener las condiciones en (4.11), para s = s’ = +, la Tabla 4.1 es utilizada de
la siguiente forma: se escogen los valores de [ y I’, y se consideran las correspondientes
filas en la tabla. Se escoge el valor de o. En cada entrada de la tabla, los indices k e ¢
estan asociados con [, y los indices k 4+ o e i’ estan asociados con !’. Se emparejan las

columnas con el mismo k y j en ambas filas, se multiplica zﬂgo) por 1@(/0 ) para los indices
i, 1" seleccionados en el par de columnas, se suma en ¢ € ¥ y, por ultimo, se suma en
todas las columnas emparejadas. Por ejemplo, para l =1’ = 0y 0 = 0 se llega a la

ecuaciéon ya conocida
E E ’ w(o) 2 _
2k—1 -

la condicién (4.12) para o = 0 en la proposicién. Paral =" =0y ¢ > 0 se consigue
(nétese que en este caso j = 0 en todas las columnas)

k=1

DR 0] = 0. (4.18)
P

Paral =1' = 0 y 0 < 0, la condicién resultante > -, _ [Zw ﬂ)ég) Ny ;/)ég)_w] = 0 coin-

cide con (4.18) para —o. Ambas corresponden a la condicién (4.12) para o # 0 en la
proposicién. Para l =1' = 2? + 301,28 p >0,y 0 =0,

Z Zwywzwm Zm T I S ) =
k=1 @

k=—p

que es la condicién (4.13) en la proposicién. Para l =1' = 2P+ 1" 2 p>0,y0 >0
(nétese que en este caso hay diferentes j en la primera columna de la tabla 4.1),

Z @Z)églk_f_l wéglkﬂr.}'_l] = O (419)

=1

Paral =1' = 204370 1,2, p > 0,y 0 < 0, la condicién 357, (> w(o) wé?,lkwﬂ] =

2Ptk 4]
0 coincide con (4.19). Ambas corresponden a la condicién (4.14) en la proposicién. Para

1=0,0'=2 43P 1128 p>0,y 0 €7,

Z Z %k 1 2p+k+d+l/] = Oa

k=sup{l,1-0} ¥
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s=s =+ 20 2! 22 23
LT =0 k.k+o=1 k.k+o=2 k.k+o0c=3 k.k+o=4
’(0) j = j=0 j= j=
i,i' =20 i,i =21 i,i =22 i,i =23
LT =1 kk+oc=0 kk+o=1 kk+o=2 k,k+o0=3
’(1) j=1 J=0 J=0 J=0
i,i/ =20 i,i' =2"+1 i =22+1 i =234+1
LY — 2 k.k+o=-1 k,k+oc=0 k,k+o=1 k.k+o=2
i3 =20 i,if =21 i, =224+2 i =2342
L1 —3 k.k+o=-1 k,k+oc=0 k,k+o=1 k.k+o=2
i3 =20 ii=2'+1 i =2243 i, =234+3
LT — 4 k.k+o=-2 k.k+o=-1 k,k+oc=0 k.k+o=1
(100) i3 =20 i,i =21 i,i =22 i,i =23 4+4
L1 —5 kk+o=-2 kk+o=-1 kk+oc=0 kk+o=1
i3 =20 iil=21+1 i,i=2%2+1 i,i' =234+5
L1 —6 kk+o=-2 kk+o=-1 kk+oc=0 kk+o=1
(110) J=6 j=3 ji=1 j=0
i3 =20 i,i =21 i,i’ =224+2 i,i' =234+6
LY — 7 k.k+oc=-2 k.k+o=-1 k,k+oc=0 kk+o=1
’(111) J=7 J=3 j=1 J=0
i3 =20 il =21+1 i,i’=22+3 i =23 47
s=¢§=+ 2N 0<r<p 2P 2" r>p
11> 0 k.k+o=r—p kk+oc=0 k.k+o=r—p
N P B> el o1 70
’ =07 Qi =232t | i =11 ii' =27 41

Tabla 4.1: Distribucién de los indices para s = s’ = + en el conjunto de ecuaciones

(4.11) utilizando las bases ortonormal de Haar {ng )} y {K S(k;)} y la correspondiente
matriz (af;k) dadas en el Apéndice A.1. Ver la demostracién de la Proposicién 67 para
mas detalles.
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que es la condicién (4.15) en la proposicién. Para | = 2P 4300 1,28 ' = 2/ 4370 Lot
pvp Z 07 y 0 = 07
-1

7,(0) 7,(0)
Z 5(E§fo L+t 2) (o U029 Z w2P+k+Zf;’§‘1 1,2t pr’JrkJrzf’;O’“*l z;2t]+

k=sup{-p,—p’}
( (0) _
+H 0" +Z Z%p+k+z%p+k+p]—
»

que es la condicién (4.16) en la proposicién. Para | = 2P+ S 00 1,24 1" = 20/ 4377 e
p.p =0,y o € Z\{0},

oo
S D 0 ) =0,
k=sup{l,1-0} ¥
que es la condicién (4.17) en la proposicién. Para s = s’ = — las condiciones derivadas
del conjunto de ecuaciones (4.11) son equivalentes a las correspondientes a los pardmetros
s=s=+4+.Paras=+4+ys =— 0s=—ys =+, el conjunto de ecuaciones (4.11)
lleva a condiciones triviales. Il

Funciones de Hardy

No es sencillo manejar el conjunto de condiciones obtenidas para los vectores ¥; € C"
en la Proposicién 67. Una manera mejor de hacer frente a dicho conjunto de condiciones
consiste en escribirlas en términos de funciones de Hardy en el espacio Ht (9D, C")
definido en la Secciéon 2.2. En cada enfoque, las funciones matriciales internas y los
resultados de Halmos (Lema 22) y Rovnyak (Lema 68) juegan un papel central.

Antes de continuar, se hace un pequeno recordatorio de la estructura y notaciones a
utilizar durante el desarrollo siguiente. Los siguientes conceptos ya fueron presentados
en el Capitulo 2.

Recordar que I denota el disco abierto unidad en el plano complejo C y 9D su
frontera, el circulo unidad. Asi mismo, H es un espacio Hilbert separable y L(H) es
el espacio de operadores acotados en H (en lo que sigue, se consideraran espacios de
Hilbert de dimensién finita, H = C", para que L£(H) pueda identificarse con el espacio
complejo de (r x r)-matrices). H*(D; H) es la clase de Hardy de las funciones

:Z}\khl€7 )\GD, thH,

con valores en H, tales que 3. [|h]|3, < co. Para cada funcién h € H*(ID;H) el limite
no tangencial en el sentido fuerte

S- hmh Zwkhk

A—w
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existe para casi todo w € dD. Las funciones h(\) y h(w) se determinan la una a la otra
(estdn conectadas por la férmula de Poisson), por lo que se puede identificar H?(ID; H)
con un subespacio de L?*(9D; H), llamado H*(0D; H), proporcionandole asi a H*(D; H)
la estructura de espacio de Hilbert de HT(dD;H) y encajandolo en L?*(0D;H) como
un subespacio (el espacio L?(0D;H) ha sido definido en la Seccién 2.1). El operador
“multiplicacién por w” en H*(9D;H) se denota por M+, es decir,

[M*h](w) :==w-h(w), bhe H(OD;H), we ID. (4.20)

El operador M* es una isometria de H*(0D;H) en H*(0D;H). Un subespacio I C
H*(0D; H) es denominado subespacio ambulante para M™ si [M )™ L [MT]"0N para
todo m y n enteros distintos y no negativos. El subespacio € de H(9D; H) es el formado
por las funciones constantes, esto es, las funciones b : 9D — H tal que existe un vector
h € H con h(w) = h para casi todo w € ID. Una funcién operador-valuada débilmente
medible

AT 0D = L(H) :w > Aw)

se llama* funcidn M*-interna o funcién operador-valuada rigida de Taylor si AT lleva
Cen HT(OD;H) y At (w) es, para casi todo w € 9D, una isometria parcial en H con el
mismo espacio inicial.

De acuerdo con Halmos [77, Lemma 5], los subespacios ambulantes para M™ y las
funciones M *-internas (o funciones operador-valuadas rigidas de Taylor) estdn relacio-
nados, como indica el Lema 22.

Otro resultado fundamental en lo sucesivo se debe a Rovnyak [132, Lemma 5.

Lema 68 (Rovnyak) SiH tiene dimension finita r, no eziste un conjunto ortonormal
b1, ..., b1 en HT(OD;H) conteniendo r + 1 elementos y tal que w™h;(w) es ortogonal
a w"hj(w) cualquiera que sea m # n.

En términos de funciones de Hardy, la Proposicién 67 se ve de la siguiente forma.

Proposicion 69 Bajo las condiciones de la Proposicion 67, para | > 0 se considera la
funcién de Hardy b, € HT (0D, C") definida por

ho(w) :== Zwk Wy
k=0

0 p—1
[’Jl(W) = Zwk \Ifgp+k+1+l, [>1,1=2P+ thQt.
k=0 t=0

4El nombre funcion operador-valuada rigida de Taylor es introducido por Halmos [77]. EI nombre
funcién M -interna es utilizado por Rosenblum y Rovnyak [131] y sus colaboradores.
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Entonces, el sistema wavelet X de la forma (4.6) generado por V es un frame ajustado,
con cota frame B, si, y solo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

Vy=0€eC", (4.21)
(W™ (w), w"hi(w)) e+ op,cry = Om—nBry, 1,1',m,n € NU{0}, (4.22)
donde
( B sl =0,
0 , sil=0,I'>1,
o ( l=1U>1,
. p—1
B - Z ||‘I'zp+k+zfi§—llt2t||%r A T Zl ot
. k=—p e
/BZJI = \ t=0
(LU >, 1AL,
0 1
o t
N Z 6(2;% Lpsrse2)— (5 1, 2t) X . [=2"+ Z L2,
p'—1
AW gy a1 e Pomen yyowtitypu)er I =27 + Z 12t

\ \ t=0

Demostracién: La condicién 1 de la Proposicién 67 coincide con (4.21), y las condi-
ciones 24 en la Proposicién 67, es decir, las ecuaciones (4.12)—(4.17), son equivalentes a
la condicién (4.22) propuesta. Més detalladamente, las condiciones (4.12), (4.14), (4.15)
y (4.17), todas ellas para o € Z\{0}, se corresponden con la condicién (4.22) para
m # n. La condicién (4.12) para o = 0 corresponde a la primera linea de la definicién
de By en la condicién (4.22), la condicién (4.15) para o = 0 corresponde a la segunda
linea en la definicién de f;; en la condicién (4.22) y la condicién (4.13) corresponde a
la tercera linea en la definicién de [, en la condicién (4.22). Por tltimo, la condicién
(4.16) corresponde a la cuarta linea en la definicién de f; en la condicién (4.22). O

Una vez definidas unas condiciones mas manejables para la caracterizacion de un
wavelet frame ajustado en la proposicion anterior, se pasa a estudiar los diferentes casos
particulares en funcién del cardinal de ¥, r = |¥|. En particular, se estudian los casos
parar =1, 2.

Caso r =1: ¥ = {¢} C L*(R)

Para r = 1, la Proposiciéon 69 permite obtener el siguiente corolario.
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Corolario 70 La tnica funcién ¢ € L?[0,1] tal que el sistema wavelet X de la forma
(4.6) generado por ¥ = {¢} es un frame ajustado para L*(R), con cota frame B, es
proporcional a la wavelet de Haar,

Y = B X0,1/2) — X[/2.1));
donde B € C y |B)* = B.

Demostracién: La condicién (4.22) en la Proposicién 69, con [ =1' > 0y m # n,
implica que cada b; es una funcién (M*-)interna escalar en H* (9D, C), salvo 5(1,1) = 0.
Ya que 5(0,0) = B > 0, ho es una funcién interna escalar en H* (0D, C). Nuevamente,
la condicién (4.22), ahora con m =n = 0,1 =0y I’ > 1, asegura que hy es ortogonal
a toda by, I’ > 1. Entonces, segin el Lema 68 (de Rovniak), se tiene hy = 0 para todo
' > 1. Por la condicién (4.22) una vez més, con m = n = 0y [ =1’ = 1, se tiene
[[W4][2 = [ * = B, por lo que || (|2 = [¢;{" P = 0 para I # 1. 0

Observacién 71 El Corolario 70 implica, en particular, que la tinica wavelet ortonor-
mal ¢ € L*(R) con sup(y)) C [0,1] es la wavelet de Haar. Este hecho contradice el
Teorema 5 en [67]. El principal problema en [67] es comprobar la condicién (ii) de com-
pletitud del Corolario 3 (Teorema 30 en este trabajo) y la condicién de suficiencia dada
en el punto (2) de la Proposicién 4, 1Z(+0’)1 # 0, deja de verificarse. De acuerdo con el
Corolario 70 del presente trabajo, la condicion de completitud se satisface si, y solo si,
@ESBA = 1. Por tanto, para las funciones ¢ dadas en el Teorema 5 de [67], excepto la
wavelet de Haar, la familia {1, ,, := D™T"™) : m,n € Z} es un sistema ortonormal de
L*(R), pero no es completa.

Caso r = 2: W = {¢y,19} C L?[0,1]

Para r = 2, la condicién (4.22) en la Proposicién 69 implica, entre otras cosas, que
el subespacio cerrado generado por cualquier subfamilia del conjunto {b;}ienugoy €s un
subespacio ambulante para M* en H, = H* (9D, C?). De acuerdo con el Lema 22 (de
Halmos), dicho subespacio ambulante tiene, como mucho, dimensién 2 y es de la forma
AT €, para alguna funcién operador valuada (M T-interna) rigida de Taylor A", donde
¢ denota el subespacio de funciones constantes. Por tanto, A*(w) : C* — C? es, para
casi todo w € JD, una isometria parcial con el mismo subespacio inicial. Para A" no
nula, dicho subespacio inicial, llamado C' C C2, puede tener dimensién 1 6 2.

Se considera, en particular, el subespacio cerrado ambulante para M generado por
{bo, b1} en HZ, y la correspondiente funcién operador-valuada (M *-interna) rigida de
Taylor A™ con subespacio inicial C' C C?. La condicién (4.22) implica, en particular,
que

[boll7s, = B #0; bo Lby, 1>1, (4.23)
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Hm%&IB—WM@;<mmM&=—@whwal22 (4.24)

Entonces, si dim(C) = 1, la tnica opcién es que hy # 0y h; = 0, por lo que B = ||Uy]|2.;
en dicho caso, las condiciones (4.21) y (4.22) se satisfacen si, y sélosi, ¥; #0y ¥U; =0
para todo [ # 1 en NU {0}. Esto es, si dim(C) = 1, en ¥ = {4,195} ambas funciones
Y1 v 19 son proporcionales a la wavelet de Haar. En consecuencia, la tinica situacion
no trivial posible requiere que dim(C) = 2. Para dim(C) = 2, la funcién operador-
valuada (M T-interna) rigida de Taylor A* puede ser escrita como una funcién interna

(2 x 2)-matricial
O Wiy
At (w) = < Zi@iwi Z?)Ew; > , (4.25)

cuyas entradas son funciones pertenecientes al espacio de Hardy escalar H: = H* (0D, C)
y tal que AT (w) es unitario para todo w € dD. En otras palabras, las columnas de A™,

0, 1,
) = ( o ) - a0 ( o) ) ,

son elementos de H, = HT (0D, C?) satisfaciendo
(a(i),wma@m& =0mbi—j, m€EZ,i,j=0,1 (4.26)

Ya que el subespacio cerrado generado por {hg, b1} coincide con A*QI las funciones b
v b1 pueden tomarse proporcionales a esos vectores: hy = Bya® y by = C; alV) para
ciertas constantes no nulas By, C; € C. Mas atn, de acuerdo con (4.23), (4.24) y el Lema
68 (de Rovniak),

bo(w) = Boa(w); hi(w) = CraV(w), 1>1,
donde las constantes By, C; € C deben satisfacer
|Bol> =B #0, [Ci|* =B~ ||¥][2. #0,
CrCy= (b )y, = =W, W), 122

Se consideran las series de Taylor-Fourier

Z w (Z(O) 1 Z (,L)k CL]E} 3

donde aéo), a,(cl) eC? ke NU{0},y

-3ty (1)
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7,1(0)

> > [¢1]2k+1 1 = 1
bl(&)):§wk\ygk+l+1:§wk < - (0 * :CI;wka,&).

[¢2]2k+1+1

En estos términos,

G112 = B — ||Wy][22) = B(1 — ||a"[[22) # 0, (4.27)
1 B
Cor = ——=— (Vor, ¥1)c2 = —= <a,(€0), a(()o)><c2, ke N, (4.28)
4 Ch
1 C, By
Corpr = === (Wary1, ¥i)c2 = — > <al(€121,a(()0))(c2, ke N. (4.29)
C'1 Cl

Cualquier otro C, [ > 2, puede ser expresado en términos de los Cor y Cor .

Lema 72 Paral >2,1#2% 28+ 1, conl = 2P + 2Pt +2P2 ... 4275 donde p > p; >
po > - >pg > 0, se tiene

—(s—1 .
Cl (s )Cgpfm +1Cgp1fp2+1 e 02P5—27PS—1 +102p8*1+1 y St Ps = 07
C = (4.30)
Cl_scgpfm +102P1*P2+1 e 02p8—17p5+102ps ) Si Ds > 07

Demostracién: Para [ > 2, 1 # 2%, 2 + 1, es decir, | = 2? +1; con [; # 0,1,
vyl =27 + 1, ya que by (w) := Do w” Uopsniiyy,, el vector U) = oy es el k-
ésimo coeficiente en la serie de Taylor de b, donde k = p — p; — 1. Por tanto, siendo
b, = Clla(1)>

1 1 (1) (0) C’QP*PI—H
Cl = —a <\Ill, \Ill>(CQ = —a <Cllap_pl_l,BoCL0 >(C2 = T Cll- (431)
El mismo argumento para [y, ls, ..., [, , lleva a

Czp—pl +102p1—p2+1 o 021’572_?5714,1
Ol = P 021"571 +-2pPs -
G

En el ultimo paso, si ps = 0, entonces Cops—149ps = Cops—1,1; por otra parte, si ps > 0,
como antes,

C -
2Ps—17"Ps 1 1
i Y Clpe .

szps— 2Ps —
+2Ps
Cl

En general, ya que b; = C;a") para l > 1,

il = 1Ci2 1as, = 1P
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Por otra parte, la ecuacién (4.22) coom=nyl=10I>1,1=2P+ Zf:_g [,2¢, implica

0
||bl||Hg2 =B - Z ||\1/2p+k+zg:+§*11t2t||<2c2-

k=—p
En particular, para [ = 2P con p > 0,
p p
Ol = [0 llis, = B = 3 10l = BO = 3 [lal”2), p>0.  (432)
k=0 k=0

Y, paral =241 con p > 0,

p
(Corsal® = Iborsallgs, =B = |14l — Z Wiz =
(4.33)

p—1
0
= B(1— la"|I22)(1 = " llaiV[[%2), p>o0.
k=0

De manera similar, de la ecuacién (4.22), ahoraconm =nyl #1',1 =20l = 2P 41,
I'=2" ol =2 + 1, se tiene, para 0 < p < p/,

P
Cor Cor = (B, o) g1, = = Wy, Ui )2 = —BZ e, (4.34)
r=0
para 0 <p <y,
p—1
Czp’ﬂm = <b2p’+17 h2p+1>H+ = Z(qup/ﬂ'ﬂ’ \1/27)—”+1> =
1 0 (4.35)
= —B( 1—||a0 ||<C2 Z ;E;l)r 1 ;(al)r ez,
r=0

yparap>0,p>0 L
Czp’+1C2P = <b2p’+1, h21">Hg2 =

p p
— Z(LIIQP’*T-H’ \IJQp—r>(c2 = —C1By Z<a1(7})—7"—17 aé(?r)(c% sip< p/’
=0 r=0
- p'—1 p'—1 (436)
B Z@?’”H’ Vp-r)ez = —C1 By Z<a1(7:’l)—r—1> aé%)cz, sip <p,
r=0 r=0

Noétese que (4.27) coincide con (4.32) para p’ = 0, (4.28) es (4.34) parap = 0y
p=keN, y(4.29)es (4.36) parap=0y p' =k € N.

Las condiciones (4.32)—(4.36) son parte de las condiciones (4.22) en la Proposicién 69,
pero son suficiente para asegurar que la familia de funciones de Hardy {b; }ienugoy C H(EL2
satisfacen el conjunto completo de condiciones (4.22).
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Proposiciéon 73 Sean

0(w) = Zwk a](€0)7 aW(w) = Zwk a,&l)
k=0 k=0

un par de funciones en H', = H'(OD,C?) satisfaciendo (4.26) y ||a0 ez < 1. Sea
By € C tal que
|Bo|* =B (4.37)

y sea {C1}ien C C una sucesion verificando (4.32)-(4.36). Para l € NU {0}, se definen
las funciones de Hardy b, € ng dadas por

Zw Uy := Bya® = By Zw ak ,
p—1

Zw Uopinii g = CraM(w) = G Zw a), 1>11=2+> 12"

k=0 t=0

Entonces la familia {b}ienvgoy C HE: c2 satisface el congunto completo de condiciones

(4.22).

Demostracién: (4.26) para m # 0 implica (4.22) para m # n. (4.26) para m = 0
y i = j =0, junto con (4.37), coincide con (4.22) param =ny [ =1'=0. (4.26) para
m=0,i=0yj=11levaa (422) param =n,l =0y [’ > 1. (4.32)-(4.36) son
exactamente (4.22) param=ny LI >1,1=20l=2"+1,1'=2" o' =27 4 1.

Param=nyl=10>2,1 :2P+Zf;élt2t,l7é2k, 2 +1, por lo que [ = 27 + 14 con
l1 # 0,1, la condicién (4.22) es

0
|Cl|2 - <hl7 bl>Hg2 =B - Z ||\Ij2p+k+zfi§*11t2t| ¢

C,’.:
k=—p
0
=[CLlP= D Wy [ =
k=—(p—p1—1)
p—p1—1 |Cp . |2
=P - Y (o) = |6y P =2

=0 B(1—|ay"[[2)

lo cual es cierto, debido a (4.31) junto con (4.32) para p = 1.
Param=nyl,I' >2 1#1U, 1,I' #2% 2" + 1, porloquel =2 +1;,1' =2 + 1!
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con Iy, Iy # 0,1,y Iy =27 + 1y, I} = 2Pt + 1}, la condicién (4.22) lleva a

Cl’a = = <hl’7 hl>H+

= 5(17 pl <bl,17 hl1> Zk 5up{p1 p—‘,—l,pl—p +1}<\P2pl+k+l/1’ \D2P+k+l1>((32 -
lnf{p—pl—l,p -p1—1}
o 1) 1)
- 01’1 Cll (6(;0—101)—(27'—10/1) - Z <ap’—r—p’1—1’ a’pfrfp1fl>(C2>7
r=0

que, por (4.31), coincide con (4.33) cuando p—p; = p’ —p} y coincide con (4.35) cuando
p—pi#p — Py
De manera similar para los dos casos restantes: para m =n, [ =2P ol =2P + 1,y

I #£2k 2k 4 1. O

La Proposicién 73 dice que todo puede ser escrito en término de la matriz M-
interna AT o, equivalentemente, en términos del par de funciones a® y a® de H((J{Q =
H* (0D, C?).

Proposiciéon 74 Sean
0 1
0 w):Zwka;) Yy a(l)(w):Zwkaé)
k=0 k=0

un par de funciones en H&, satisfaciendo (4.26), Hao llcz <1, y tal que

[{ay >,aé°>> | ©
_ ao (c2
1) (0 2 p
ap’,a
% =1->_lla)|[t2, p =0, (4.39)
- 0 C2 _
(0) (0) (0 p
(a(,),ao Yez{ag , ap )z o .
: _ ||CL(0)|| == Z<a§)’)—r7 a;2r>C2a O < p < p/, (440)
C2 r=0
1 (0 (0) (1)
/ 7af a, ,CL
(a 0>(C<0 P :_Za’—“ Jez, 0<p<yp, (4.41)

- ||a0 ||(c2

p
(1) (0) :
<a(1) a[()o)><c <CL(()0) a;(7 )><c N Z<ap’fr7 ap—r><C2> 510 <p< p/7
p/ 9 9

1—
llag” |22 =N a0 e, si0<p <p.
r=0



Sea By € C tal que
|Bo|* = B (4.43)

y sea {Ci}en C C una sucesion de escalares, donde

C1? = B(1 = [|ag”[[22) # 0, (4.44)
B
Cor = ——(a\”, a")¢2, k€N, (4.45)
G
C1By
Corpy = ——==2(al" a2, k€N, (4.46)

1

y el resto de C; dados por (4.30). Para l € NU{0}, se definen las funcion de Hardy
b € H& dadas por

:iw’f%k: By a9 (w) = B, Zw al”

p—1
Zw Uypinryy o= CraV(w) = Zwk a), 1>1,1=2+> 12"
k=0 t=0

Entonces, la familia {b;}ienogoy C H& satisface el conjunto completo de condiciones

(4.22).

Demostracién: Las condiciones (4.38)—(4.42) son exactamente las condiciones (4.32)—
(4.36) donde los C's son eliminados utilizando (4.27)—(4.29), excepto la condicién (4.32)
para p = 0, la condicién (4.34) para p = 0 y la condicién (4.36) para p = 0. Estas tres
condiciones, excluidas de la Proposicién 73, son las relaciones anadidas (4.44)—(4.46) en
la Proposicién 74 para definir la sucesion {C;}en (que coincide con (4.27)—(4.29)). O

Teniendo en cuenta que 1 = ||c1(j)HH+2 = > o ||a,(§j)||<2cz7 Jj = 0,1, (ver (4.26)), de
C
(4.32) y (4.33) se deduce que, dado p > 1,

Cpr=0 < Cu=0paratodok>p < a,(f) = (0 para todo k > p,  (4.47)

Cpy1=0 & Cupy=0paratodok>p & ak = 0 para todo k > p. (4.48)

Con todo esto se esta en disposicion de obtener todas las familias no triviales
{bihienugoy C HE, c2 que satisfacen el conjunto completo de condiciones (4.22) o, equi-
valentemente, todas las funciones matriciales M *-internas (2 x 2) A" (w) verificando las
condiciones (4.38)—(4.42).

Los resultados obtenidos a partir del desarrollo siguiente se reinen en las Proposi-
ciones 75 y 76 para mayor claridad.
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Cuando a(()o) = 0, las relaciones (4.45) y (4.46) implican que Cyx = Cyryq = 0 para
todo k > 1, por lo que, por (4.47) y (4.48), a,&o) = 0 para todo k > 1, a,(cl) = 0 para
todo k > 0, y, por (4.30), C; = 0 para todo [ > 2. En este caso, {ago), a(()l)} es una base
ortonormal de C? (por (4.46) para k = 1, ya que C5 = 0) y |By|* = |C1|* = B. Esto
lleva a las familias de tipo 2 en las Proposiciones 75 y 76, donde ug = a§0 VU = a(()l). Es
trivial el comprobar que este tipo de familias de Hardy satisfacen las condiciones (4.21)
y (4.22) de la Proposicién 69.

En lo sucesivo, se asume que 0 < |[a|| < 1.
Si Cy =0,

ho(w) = U1+w Uy = By(a) +wal”), [|al”|2e = 1—||al” |22, [por (4.32) con p = 1];

4.49

(a&o),a(() )><c =0, |[por (4.28) con k=16 (4.34) con p=0, p' =1]; E4.50;

<aé ), a§0)> 2 =0, [por (4.36) con 1=p=7]; (4.51)

(a(,),a§0)> =— I(j)_l,a(()o)>@2, p' >0, [por (4.36) con1=p<p]. (4.52)
Si C3 =0,

hi(w) = V3 =C) a(l) Ha(()l)H?Cz =1, [por (4.33) con p = 1]; (4.53)

(ag),a™c2 =0 p>0, [por (4.29) conk =1y (4.36) con 1 =p <p|l.  (4.54)

Por tanto, si Cy = C3 = 0, por (4.50) y (4.54), los tres vectores no nulos a(() ), ago), é )

deben ser ortogonales entre si en C2, lo cual no es posible.
Si C3 # 0,
(aél), al >@z #0, [por (4.29) con k = 1], (4.55)

y equiparando las expresiones para C,, +1€3 obtenidas utilizando (4.29) y (4.35) con
1=p <y, estoes, por (4.41) con 1 =p <P/,

(1) (0 o) (1)

a, , a 2 Ay ", QA 2

@y’ a Jexlan a0 Jer g 4.56
p 0

0
1— [|ay”]|2

Debido a (4 55) M (0) =+ CL(l) 7& 0 4 .
g 0 , v (4.56) es equivalente a

1-]lag” |12,
OINONS
al(jl) 1 —<a0 ’a(oo)>§ a(()o) + a(()l) #0, p>0. (4.57)
1—lag ||
Ahora, si Co =0y C3 # 0, por (4. 50) (4.51) y (4.55),
M _ 3 a® 0%x€C (0" a0 )e2 0 ) _ o O. (453
to Tt %“ewwWHaw_lww%’(”
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por (4.50)—(4.52), (4.57) y (4.58),

agl) = )\1 CLSO), 0 # )\1 S C,

(4.59)
1 0 1 1
(a(l),ag)ﬂ; (aé),aé)>cz, al) = 0 para p > 1;
0
PO o |- W FWE o [ 4.32), (4.33), (4.58) y (4.59)];
T @ M Ty, o oo (492), (433), (458) v (4.99)
C2
(4.60)

Siendo a( ) = aﬁ,l) = 0 para p > 1, por (4.28) y (4.29), Coxr =0 para k >0y Coryy =0
para k > 1. Por tanto, por (4.30), C; #0sélosil =2 -1, p>0,y

cr! 1 C, By p-1 Bo 1al?]12, Ao\ P-1
CQp—lz 3 <_ . O<a(()1)aaé)0)>(C2> :Ol<——0||a0_||(c2 0) s p>1.

o or?\ g ol
Este caso lleva a las familias de tipo 3 en las Proposiciones 75 y 76, con p = HaéO)H(Cz,
ay) = puy, at” = (1 — p*)"2uy y 0 = arg(Ao).
Si Cy #0,
(@' a2 £ 0, [por (4.28) con k = 1], (4.61)

y equiparando las expresiones de C,,sCy obtenidas utilizando (4.28) y (4.34) con 1 =
p < p', es decir, por (4.40) con 1 =p < p/,

(0) (0 (0) _(0)
ay ay’,a
{ay a0 >C ag a1 ez (@, dMe2 — (@) 1 aVe, P> 1 (4.62)
- ||a0 ||(c2
Entonces, cuando Cs # 0y C3 = 0,
a]go) = ”ypaéo), donde 7, € C, p>0, [por (4.54)]; (4.63)

0) 2
1—la -

# 0 = (- I s por o), (62)y (3 (00
En este Caso las relaciones (4.26) para i = j = 0y m € Z, junto con (4.64), llevan a
©
112

| 1| — lla (O)H c? Sl 0 = arg(%)
c2
0)112
1 a .
S e LU LR (1.65)
llag” |2
Ya que C3 = 0, por (4.33) y el Lema 72, C; # 0 sélosi [ =27, p > 0. De (4.28) y (4.65),
B B ,
Cor = —=(al?,ag")c2 = = (= [[a{|lc2 )" (1 — [|a{"||z2), peN.
CI Cl
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Este caso se corresponde con las familias de tipo 4 en las Proposiciones 75 y 76, donde

0
p=llac2, al = puo, al) = uy y 0 = arg(m).

Finalmente, cuando Cy # 0y Cs # 0, equiparando las expresiones de C3Cy» obtenidas
utilizando (4.28), (4.29) y (4.36) con 1 = p’ < p, es decir, por (4.42) con 1 = p’ < p,

0 <aél)> @(()O)><c (0) (1)
aguﬁa +ay’ #0, p>0, (4.66)

y equiparando las expresiones de Cy,,;C5 obtenidas utilizando (4.28), (4.29) y (4.36)
con 1 =p < p', esto es, por (4.42) con 1 =p < p',

(1) <a§0)aaéo)><c2 (0) (0)
GO J_ —2 0 + 0/1 ?é 0, (467)
1—[|ag” |2,
) ©0) (0)
<a(,),a80> (ap",a;")c 1 1 0
0) = < ;E;/)ﬂg )>(C - <a1()/)71aa(() )>(CQ, p/ > 0. (468)
||a0 ||<c2
©
Recuérdese que %aéo) + a§°> # 0 debido a (4.61). Entonces, por (4.57) y
—llag c2

(4.66), existen tres vectores unitarios ug, u1,v € C* y dos sucesiones {p,},>0 v {7 }p>0
de niimeros complejos tales que

o = (1 _ a®
p

= polly, Gy = Tolp, = ppv, all) = v, p>1 (4.69)

p

Més atin, 0 < |po| = [|af”[[2. < 1, pr # 0 (va que Cy # 0), 7 # 0 (ya que Cs # 0).
También,

(v,up)c2 # 0, [por (4.61)]; (uy,ugp)c2 # 0, [por (4.55)]; (4.70)

1|_p—(‘)l)20|2 (ug, u1)cz (v, up)c2 + (v,u1)c2 = 0, [por (4.56) 6 (4.67) 6 (4.68)];  (4.71)
lpol® _ (v, ur)c2 or 0. Ut s

T = Tt o P AT0) ¥ AT = {pw)e £0. (472)

Teniendo en cuenta que las sucesiones {p,},>1 v {7, }p>0 satisfacen las respectivas rela-
ciones de recurrencia (4.62) y (4.68), y que ambas relaciones coinciden,

% <U1>UO>(C2
1 p— lpol2 27_07 (473)
P11+ T—po|? |<'Ua U’O>(C2|
pp = rpflph Tp = rpflﬁ, p>1 r= Po | <1|}27 to)e: . (4.74)
pl 1+ 1 p‘(;)0|2 ‘<U7U0>C2’2
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Las condiciones (4.26) llevan a

1= |po| P—— 1=|n) P 4.75
‘p0| +’p1| 1—|7“27 ’7-0‘ +|T1’ 1—|T’27 ( )
0= poluo, v)es + pr——, 0= o(ur, v)es + 71—
= po(ug, v T = To(uy, v n——
PoUo, V)2 P1 1 |T‘|27 o\u1,V)cz 1 1 |’I”|27
. (4.76)
0 = poTo(uo, u1)c2 + prii——5-
1—r]
De (4.73)—(4.76),
PYp—— i = 1
- 2 ’ - 2 )
L+ 1520 (v, to)ca ? L T [, wodea (4.77)
~_pi{unv)es
T =T0—F7 \ s
po{uo, v)c2
y las relaciones adicionales
2
,__ i lwlel P N L A Y e '
| | = |p0‘2 2, 1_ 2|<'U,U/Q>(c2| :1_ 5 2:1_ 5
1+ 50w [0, uo) 2 |0l | |p1] |pol

De (4.28), (4.29) y (4.73)—(4.76), para p > 0,

B
Cop = = (1= |pol*) 7P,

1
CiBy 1 2 1
Cop = — —(1— r? =
2 4 p1( l2ol") Ci  polug,v)c2

C1 By Tol{uy, v)ce (4.78)

(1= [pof*) .

En este caso, las familias de funciones (2 x 2)-matriciales M *-internas A (w) y las
funciones de Hardy {b;}ienugoy C H& se corresponden con las familias de tipo 5 en las
Proposiciones 75 y 76.

Recuérdese que la condicién Ha(()O)H@z < 1 en la Proposicién 74 restringe la atencién
a matrices M T-internas AT con subespacio inicial C' de dimensién 2, esto es, tal que
AT (w) es unitario para casi todo w € JD. Por otro lado, como se vio al principio de
esta seccién, cuando la dimension de C' es 1, el tinico par factible {ho, b1} que lleva a un

wavelet frame ajustado, con cota frame B, debe satisfacer hy = ¥; = Ba(()o) y b =0,

con ||¥y||cz =B o Haéo)H(Cz =1, por lo que se tiene un wavelet frame (de Haar) trivial.
La correspondiente matriz M *-interna A" es de la forma

At w) = (a(w) aw) ) =(a? 0).

Incluyendo este caso como “Tipo 1”7, se ha probado el siguiente resultado.
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Proposicién 75 FEzisten cinco tipos de familias de funciones (2 x 2)-matriciales M-
internas

At (w) = (aOw) aBP(w) ), donde a® a® e H,

satisfaciendo las condiciones (4.38)—-(4.42). Dichas matrices son de la siguiente forma:

Tipo 1.

Tipo 2.

Tipo 3.

Tipo 4.

Tipo 5.

Dado ug € C?, tal que |Jupl|cz = 1,

Dada una base ortonormal {ug,u1} de C?, 0 < p<1y0€R,

{ aV(w) = pug + w(l = p*)uy
al(w) = e?[(1 — p»)Y2ug — w puy) .

Dada una base ortonormal {ug,u;} de C*, 0 <p<1y6€R,

a%(w) = (p+ (1= p")e? > W (= pe”) ) ug,
k=1

a(w) =1 .

Dado 0 < |po| < 1, se escogen tres vectores unitarios ug, u; y v en C? tales que
se satisface(4.71).° Entonces, |pi| y |7o| estdn dados por (4.77). Una vez que los
argumentos libres en py, p1 y To son seleccionados, es decir, 0,,, 0, y 0., el valor
de r es determinado por (4.74) y el valor de Ty estd dado por (4.77). Entonces,

(W) = pouo + pro Yy Wt
k=1

al(w) = rouy + 1o Z Wk k=1,
k=1

5Cuando las coordenadas de ug, u; y v son reales, (4.71) es equivalente a

1

W = tan(ﬁfo) tan(u/ou\l),
— [FO

donde ab denota el dngulo de a a b como vectores en R2.
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En términos de las familias {h;}ienuqoy C HY, c2 el resultado anterior se expresa del
siguiente modo.

Proposicion 76 FEzxisten cinco tipos de familias {hl}leNu{O} C H. ¢z satisfaciendo el con-
gunto completo de condiciones (4.22). Dichas familias son de la szguzente forma:

Tipo 1. Dado ug € C?, tal que ||uollcz = 1, y By € C, con |Bo|* =

{ bo(w) =WV, = Byug,
hi(w) =0, paral > 1.

Tipo 2. Dada una base ortonormal {ug,u1} de C* y un par de constantes By, C; € C, con
|Bol* = [C1]* =
ho(w) =w Wy = w Byuyg,
bi(w) = V3 =Cruy,
hi(w) =0, paral > 2.

Tipo 8. Dada una base ortonormal {ug,u;} de C%, 0 < p < 1, constantes By, C} € C tales
que |By|* = B, |C1> = B(1 - p*), y 0 € R,

[ bho(w) = Uy 4+ w ¥y = By(pug + w(l — p*) %),
bi(w) = Vs +w Uy = C1e?[(1 — p*)Y2ug — w pud],
Bor—1(w) = Worior_ 1 +wWWopt1yop g =

Bl e

Cy
L hi(w) =0, resto.

PO (1 — p) Pug — wpua], p>1,

Tipo 4. Dada una base ortonormal {ug,u;} de C%, 0 < p < 1, constantes By, C} € C tales
que |By|* = B, |C1]? = B(1 — p?), y 0 € R,

Zwk Uy = By(1 — "QZM ) puo,
[h( ) = Cluy, B
bar (w) = ‘I’2p+1+2p == (—pe”(1=p*)uw, p>0,

1
L hi(w) =0, resto.

Tipo 5. Dado 0 < |pg| < 1, se escogen tres vectores unitarios ug, u; y v en C? tales que
se satisface (4.71). Entonces, |p1| y |10| estan dados por (4.77). Una vez que los
argumentos libres en py, p1 Yy To son seleccionados, es decir, 0,,, 0, vy 0, el valor
de v es determinado por (4.74) y el valor de T estda dado por (4.77). Se escogen
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las constantes By, Cy € C tales que |By|? = B, |C1|?> = B(1—p3), y se seleccionan
sus arqgumentos libres O0p, y Oc,. Entonces,

;

ZW Wor = By p0u0+plewk ),

2 E : k k 1
w \Ij2k+1+1 Cl(Toul + Tv w ,

k=
C 1 2
= Zw’f Wopiist gy = Fj biw), ((>1,1=2+> 12",
\ k:O tZO

donde Cop y Copi1, p > 0, estan dados por (4.78), y el resto de Cys se calculan
utilizando (4.50).

Una vez conocidos los coeficientes en la base de Haar de las diferentes familias de
wavelet frames ajustados, se puede obtener la expresion analiticas de los mismos.

Corolario 77 Ezxisten cinco tipos de familias de wavelet frames ajustados W = {11,109}
tales que sup(v;) C [0,1). Dichas familias son de la siguiente forma:

Tipo 1: Dado ug € C?, tal que ||uollc2 = 1, y By € C, con |Bo|* =

Yi(z) Boug , six €[0,1/2)
()
Pa() —Boug , siz € [1/2,1)

Tipo 2: Dada una base ortonormal {ug,u1} de C* y un par de constantes By, C; € C, con
| Bo|?* = |C1[* =

( By2Y?uy , six €[0,1/4)
— B2y, six € [1/4,1/2)

Ci12Y2%u; , six €[1/2,3/4)

[ —C12Y%u; | six €[3/4,1)

Tipo 3: Dada una base ortonormal {ug,u;} de C?, 0 < p < 1, constantes By, Cy € C tales
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Tipo 4:

Tipo 5:

que |By|* = B, |C1]? = B(1 — p?), y 0 € R,

( 0

Bo|p+ 221 = )15 Jug

B, [p+ (1- p2)ei021/2<K1}1<:2171 _ Kk1—2)]uO

¢($) = —BopU() + 21/2 |:Cl + C%(l — pz)%] Uy

_BOPUO - 0121/2U1

\

si|2Y%p] < 1, 6

B, [p—F (1- p2)€i921/2<1(k11(:21_1 _ Khﬂ)]u()

six =20
, sixze(0,1/2)

, six=1/2 )

— Bopug + 2172 [C’l + C%(l — ,02)([(?(:21_1 - K’”*Qﬂul , six € (1/2,3/4)

, siw € [3/4,1)

, stz e (0,1/2)

() = —Bypug + 212 [01 + 21— (M - K’”‘Qﬂul ,size(1/2,3/4) -

K-1

—Bopuo — 0121/2U1

si [212p] > 1, donde K = —2'2pe?® yx =27F + ... #£0.

, sixe[3/4,1)

Dada una base ortonormal {ug,ui} de C%, 0 < p < 1, constantes By, C} € C tales

que |Bo|* = B, [C1* = B(1 - p?), y 0 € R,
. Bopuo + Bo(1 — p2)/221/2y, ’
Bopug — [Bo(l — p?)/221/2 ¢ Clpei92} U ,
Bopug — [Bo(l — p2)1/221/2—

P(x) = —clpzei9(1 _ <Kﬁ(m)—2 _ me)—umul :

K1
[_ Bop + Ci(1 — p2>1/221/26w] o ’

[_ Bop — O (1 — p?)/221/2i0

six e [0,1/4)
six € [1/4,3/8)
six € [3/8,1/2)

six € [1/2,3/4)

. , six e (3/4,1)
(1 (e ), |
donde K = —21/2%:11/)(1 — )2 k(x) = min{ky, : kmy1 # Em +1,m =

Loooonykp =k, +2 yo =027 40 con k; < kiy1.

Dado 0 < |po| < 1, se escogen tres vectores unitarios ug, uy y v en C* tales que
se satisface (4.71). Entonces, |p1| y |m0| estdn dados por (4.77). Una vez que los
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argumentos libres en py, p1 y To son seleccionados, esto es, 0,,, 0, vy 0, el valor
de r es determinado por (4.74) y el valor de 7y estd dado por (4.77). Se escogen
las constantes By, Cy € C tales que |Bo|?> = B, |C1]* = B(1—p?), y se seleccionan
sus argumentos libres Op, y 0c,. Entonces,

Bopouo + 22 B, v , stz =0
W(x) = |:Bop0 + SO] ug 4 T2 [Zzl;ll S, + Sn} v, sixze(0,1/2)
— Bopouo + To [ZZ_:II S + Sn] Uy , sixe[1/2,1)

donde v =" 275 £ 0 con k; < ki1,

—2(k1_1)/2B0,017’k1_2 s ) ]{Zl =2
SO - k1—2
Bopy (218551 — ot Dphe2) iy > 3
param=1,...,n—1,
_2(km+1*1)/20lm s St k?m+1 - km +1
Sm = o
Tl (1 — |po[2)2bn Aol — 9t D20 i gy > Ko+ 1
/ G, B K
S, = an/zc In 1— 2)9kn /2
I, + |Cl|2( |p0‘ ) 1— K’
con K =2Y% yl, =" 2=k m=1..n.

En conclusién, se observa que para las funciones A™(w) del tipo 1, ambas funciones
1 y 15 son proporcionales a la wavelet de Haar y las funciones A™(w) del tipo 3 llevan a
la versién reflejada de las funciones 1 y 1)y obtenidas de las funciones A1 (w) del tipo 4
con los mismos parametros. Las Figuras 4.1-4.5 muestran algunos ejemplos de funciones
reales 1)1 y 1y para las funciones A" (w) de los tipos 2-5.

Recuérdese que la funcién matricial M -interna A*(w) y el subespacio M t-ambulante
generado por {ho, b1} en H; estdn conectados por el Lema 22 (de Halmos). Asi pues, el
subespacio generado por {hg, b1} determina de forma tnica A (w) salvo un factor por la
derecha constante e igual a una isometria parcial. En particular, en los tipos no triviales
2-5 de las Proposiciones 75 y 76, salvo un factor por la derecha constante y unitario.

Proposicién 78 Sea At (w) = ( a@(w) aW(w) ) una funcién (2 x 2)-matricial M*-
interna, unitaria para casi todo w € 0D, con a® a®) € ng satisfaciendo las condiciones
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(4.38)-(4.42). Dada una (2 x 2) -matriz unitaria constante arbitraria U, se considera
la funcidon (2 x 2)-matricial Bt (w) definida por

Bt (w)=( 60(w) W (w) ) =A% (w) - U.

Entonces, BT (w) es también una funcion (2 X 2)-matricial M -interna, unitaria para
casi todo w € D, y tal que bO(w), bM (w) verifica las condiciones (4.38)-(4.42).

Demostracién: Las condiciones (4.38)(4.42) para a(®, a()) estdn dadas en términos

de sus coeficientes de Fourier-Taylor,

aO(w) = Zwk a,(f) , aY(w) = Zwk a,(gl) :
k=0 k=0

vy

15

0.5

-0.51

-15
[ 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Pardmetros: up = (1,0), uy = (0,1), Bg =1y arg(C;) = 0.
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-15
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0
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0
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0
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0.8 1

0.2 0.4 0.6

0.8 1

(b) Pardmetros: ug = (1,1)/v/2, u; = (1,-1)/v/2, By = 1 y arg(C}) = 0.

Figura 4.1: Caso r = 2. Ejemplos de funciones reales 11 y 15 de tipo 2.
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(a) Pardmetros: ug = (1,0), u; = (0,1), p=1/2, Bo =1, arg(C1) =0y 6 = 0.
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(b) Pardmetros: ug = (1,1)/v2, uy = (1,-1)/v/2, p=3/4, By =1, arg(C1) =0y 0 = .

Figura 4.2: Caso r = 2. Ejemplos de funciones reales 1, y 15 de tipo 3.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y,

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Pardmetros: ug = (1,0), u; = (0,1), p=1/2, Bo =1, arg(C1) =0y 6 = 0.

vy

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v,

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Pardmetros: ug = (1,1)/v2, uy = (1,-1)/v/2, p=3/4, By =1, arg(C1) =0y 0 = .

Figura 4.3: Caso r = 2. Ejemplos de funciones reales 1, y 15 de tipo 4.
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by ¥,

15 15
05 05
0 0
-0.5 -05
4 L -1 I I
5 02 0.4 0.6 08 1 ) 02 0.4 06 038 1

(a) Pardmetros: pg = 0,1, ug = (1,0), v = (1,1)/V/2, arg(p1) = arg(ro) =0, By = 1 y arg(Cy) = 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Pardmetros: pg = 1/2, ug = (1,0), v = (1,1)/v/2, arg(p1) = arg(ry) = 0, Bp = 1 y arg(C;) = 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(¢) Pardmetros: po = 0,9, ug = (1,0), v = (1,1)/V/2, arg(p;) = arg(m) = 0, By = 1 y arg(Cy) = 0.

Figura 4.4: Caso r = 2. Ejemplos de funciones reales 17 y ¢ de tipo 5.
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b, v,

2 2
15 15
1 1
05 05
0 ol
0.5 -0.5
1 -1
15 -15
2 02 04 06 08 1 % 02 0.4 06 08 1

(d) Pardmetros: pg = —1/2, ug = (1,0), v = (1,1)/v/2, arg(p1) = arg(my) = 0, By = 1 y arg(C;) = 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1

(e) Pardmetros: pg = —0,6, ug = (1,1)/v/2, v = (1,2)/V/5, arg(p1) = arg(ro) = 0, By = 1 y arg(Cy) = 0.

Ll‘1
2
15
1
05
0
-05
1 i
-15 W
- . . . . 2 . . . .
0 02 04 06 08 1 ) 02 0.4 06 038 1

(f) Pardmetros: po = 1/2, ug = (1,1)/v/2, v = (1,2)//5, arg(p1) = arg(m) =0, By = 1 y arg(C;) = 0.

Figura 4.5: Caso r = 2. Ejemplos de funciones reales 1, y 15 de tipo 5.
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U1 U2

Por otro lado, la matriz constante U =
Ug1  U22

) es unitaria si, y sélo si,

lura|® = Jua|* = 1 — Jun|* = 1 — |ug

(4.79)
011 — 012 = 921 - 922 +m 1'I10d(27'(')
con ujr = |ujg|e*, j k € {1,2}. Utilizando (4.79), célculos directos muestran que
6 (w), 6™ (w) verifica las condiciones (4.38)—(4.42) si, y sdlo si,
(1 0y o
ay’,a
(1 — HCL[()O)H%Q) U1 — U M =1- Haéo)un + aél)UmH(%z . (480)

1 0 -
1— a2,

Finalmente, es sencillo ver que, dado A (w) = (a®(w) a™(w)) en cualquiera de los
tipos 2-5 de la Proposicién 75 y dada cualquier matriz unitaria constante U, la condicion
(4.80) se satisface siempre. O

En otras palabras, la Proposicién 78 asegura que, dada una funcién (2 x 2)-matricial
M -interna A" (w) en los tipos 2-5, no triviales, de la Proposicién 75, BT (w) = AT (w)-U
es también una funcién (2 x 2)-matricial M*-interna en los tipos 2-5, no triviales, de la
Proposicién 75, para toda (2 x 2)-matriz unitaria constante U. Estas transformaciones
conectan, por un lado, las funciones matriciales M T-internas en los tipos 2 y 3 (aquellas
que tienen un nimero finito de coeficientes de Fourier-Taylor no nulos) y, por otro lado,
las funciones matriciales M "-internas en los tipos 4 y 5 (aquellas que tienen un nimero
infinito de coeficientes de Fourier-Taylor no nulos). Més precisamente,

(i) Comenzando en una funcién matricial A™(w) del tipo 2, donde
a9 (w) = wuy,
por BT (w) = At (w) - U se tiene:

1. Si U es una matriz unitaria diagonal, esto es, ujg = ug; = 0y |ugq| = |uge| =1,
entonces BT (w) es también una funcién matricial del tipo 2,

b(o)(w) _ wu{),
bW (w) =,
donde ug = et ug, uy = €2 uy.

2. Si U no es una matriz unitaria diagonal, es decir, |ujs| = |ug| > 0, entonces
BT (w) es una funcién matricial del tipo 3,

b0 (w) = pup + w(1 — p*)'u,
b (w) = (1 — p*)2ufy — we puf

donde ufy = €2 uy, u) = 1 ug, p = |uta] y 0 = 09 — Ooy = 015 — 011 + 7.
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(ii) Comenzando en una funcién matricial A (w) del tipo 4, done

a(O) = pug + Z JFe 20 )1/2 <_P ez’&)k—l U
a(l)( ) = Uy,
por Bt (w) = AT (w) - U se tiene:

1. Si U es una matriz unitaria diagonal, entonces B (w) es también una funcién
matricial del tipo 4,

b(O _ puo + Z JFe 10 )1/2 (_peie)k—l ug’
b(l)( ) = ul )

donde ufy = €11 ug, u| = €22 u,.
2. Si U no es una matriz unitaria diagonal, entonces BT (w) es una funcién
matricial del tipo 5,

(

6O (L) = oth + v Tk;—lwk7
Poltg T P

k=1
bW (w) = 1o + 7 v Z rF=l ok
\ k=1
donde ) " Y
e |u e |u
U6 _ L 11|'0u0—|— p| 12| s,
0 0
ez |y p ef22 |y
uf = 7|_012| ug + 7_(|] H|u1,
ei(911+9) u 1 —_ 2
v — | pn’( ) o,
1

po = (luna[*p* + [uaaf*)"/? €0,

p1 = |uwt| (1= p*) e,

To = (|u12|2p2 + ’u11’2)1/2 €i9T07

i(0py +012—011)
)

7 = |ua| (1= p?)e

r=—pe"”,

\ 9,,0, 9/117 ‘970 eR.

Estas relaciones vinculan entre si a las cuatro tipos de familias 2-5 de la Proposicién 75.
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4.2. Condiciones de Lawton generalizadas para fra-
melets ajustados

Como se ha comentado en la introduccién del capitulo, se centra ahora la atencién
en wavelet frames ajustados asociados a multirresoluciones generalizadas o funciones
refinables, esto es, a familias W de framelets ajustados. Para este tipo de wavelet frames,
se estudian las conexiones entre los Principios de Extensién propuestos en la literatura
y los modelos espectrales desarrollados en este trabajo.

Los Principios de Extensién fueron primeramente propuestos por Ron y Shen [127,
126] (véase también Benedetto y Trieber [18], y Chui y He [29]) y fueron extendidos por
Daubechies et al. [42], y Chui, He y Stockler [28], mediante el Principio de Extensién
Oblicua. Los Principios de Extension son importantes ya que pueden ser utilizados para
construir wavelets a partir de funciones refinables que pueden no ser funciones de escala
(en el sentido de que sus trasladadas enteras pueden no formar un frame, sélo un sistema
de Bessel) con propiedades deseadas como simetria y antisimetria, regularidad o soporte
compacto. Mas detalles acerca de la importancia de los Principios de Extensién pueden
encontrarse en [18, 27, 42, 127, 126].

4.2.1. La transformada de Fourier periodizada y los subespa-
cios invariantes por traslaciones

Sea L?(R) el espacio de Hilbert usual de todas las funciones medibles con cuadrado
integrable en R con norma || - ||z2r) ¥ producto escalar (-, -) 2 (lineal en la primera
componente y conjugado-lineal en la segunda). Se consideran los operadores de traslaciéon
(unidad) y dilatacién (diddica) en L*(R) definidos en (2.1).

Seguimos aqui utilizando la transformada de Fourier (continua) f de una funcién
f € L*(R) dada por (ver definicién(2.13))

f(0) = /Rf(x) e 2™ dy . 0 e R (4.81)

Con este convenio, la transformada de Fourier es un operador unitario en L?(R), esto
es, la férmula de Parseval es

<f7 g>L2(R) = <fa g>L2(R) ) fag € LZ(R>7

y, como es habitual, para f € L*(R) y k € Z,
[TFF)(0) = e~ f(0),  [DFf)(0) = D7*F(0) =27 %2f(27%0).  (4.82)

La Proposicién 19 (que trabaja sobre la denominada transformada de Fourier perio-
dizada) da una representacion espectral del operador de traslaciéon T' por medio de una
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periodizacién de la transformada de Fourier (continua). Dicha transformada de Fourier
periodizada esta intimamente relacionada con la nocién de 1-periodizacion tal y como
se utiliza en [48, 18]. En este caso, [*(Z) denota el espacio de Hilbert de sucesiones de
nimeros complejos (c;)jez tales que Y, |c;|* < ooy L?(9D;1*(Z)) denota el espacio de
Hilbert de todas las funciones v : 0D — [?(Z) medibles® tales que [, ||V(w)||122(z) & < 0o

(médulo conjuntos de medida nula) con la definicién puntual de las operaciones lineales
y el producto interno dado por

(Vo) = [ (0) Ve 5

7 5 u,v € L*(0D;*(Z)).
oD

Para mas detalles, véase [68, Section 2] y sus referencias.

Observacion 79 Notese que la transformada de Fourier periodizada de la Proposicién
19 lleva a la siguiente notacién: dada f € L*(R),

f denota la transformada de Fourier continua de f definida en (2.13),
f = F.[f denota la transformada de Fourier periodizada de f dada por (2. 14)

fk es la k-componente (k € Z) de la transformada de Fourier periodizada f de f,
ver (2.14) y (2.15).

Observacién 80 El producto bracket definido por
Z f(O+k)g(0+k), paracasitodofdeRy f,ge L*(R), (4.83)

kEZ

juega un papel clave en la teorfa de sistemas invariantes por traslaciones [47], principal-
mente utilizado en el dominio de Fourier. El producto bracket tiene un claro significado
en el modelo espectral dado en la Proposicién 19. De hecho, para € Ry w = > € oD,
se tiene

[£,81(0) = (fe(w), §u(w))i(z),  para casi todo § € Ry f,g € L*(R).
En particular,
[/, F10) = | few)llpz),  para casi todo § € Ry f € L*(R).
En adelante, dado f € L*(R), se define
o(f) :=supl[f, f] = {0 e R : [}, f](6) # 0}

o(f) = sup || fille@ = {w € D : [|f(w)lle@ # 0}

dependiendo del uso de f 0 f*, respectivamente.

6La medibilidad puede ser interpretada en el sentido fuerte o débil, que representan lo mismo debido
a la separabilidad de [?(Z).
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Se considera el subespacio invariante por traslaciones principal generado por una
funcién ¢ € L?(R), es decir, la clausura en L*(R) del subespacio generado por las
trasladadas enteras de ¢:

Vo :=span{T*¢ : k € Z} .

Sea P, la proyeccién ortogonal de L?(R) en V4.
El siguiente resultado caracteriza el subespacio Vy y da una expresion para Fy en el
modelo espectral de la Proposicién 19.

Proposicién 81 Sea ¢ € L3(R), se considera el subespacio Vy := span{T*¢ : k € Z} y
sea Py la proyeccion ortogonal de L*(R) en Vy. Entonces, f € L*(R) pertenece a Vy si,
y solo si, f.(w) es colineal a ¢.(w) para casi todo w € OD. Por tanto, para f € L*(R),

- <J3*(W>7€Z§*(w)>12(2) A )
FIl@) =3~ ol ) P et todow (@)
0

(4.84)
, para casi todo w ¢ o ().

Demostracién: Debido a (2.16),
F.Vy :=spanf{w” - ¢, (w) : k € Z} .
Ya que F, es unitario, [F. Vo]t = F.[V;']. Por tanto, f € Vi si, y sélo si,

A dw

(Fur WD) 200D 12(2)) = / w F(fu(w), ou(w))i2z) o = 0, keZ.
oD ™

La ultima condicién es equivalente a
(fe(w), @(w))lz(z) =0, para casitodow € ID.

En consecuencia, para toda f € L2(R), f € Vp si, y s6lo si, f.(w) es colineal a ¢, (w) para
casi todo w € JD. Entonces, para cada w € 0D fijo, se tiene (4.§4) para la proyeccion
ortogonal de [?(Z) en el subespacio 1-dimensional generado por ¢, (w) . U

Reescribiendo la Proposicion 81 en términos de la transformada de Fourier usual
definida en (2.13) y el producto bracket dado en la Observacién 80, se obtiene los si-
guientes resultados clésicos en la teoria de subespacios invariantes por traslaciones (ver,
por ejemplo, los Teoremas 2.9 y 2.14 en [48]).

Corolario 82 Para cada f € L*(R), F(F = H'$, donde la funcién 1-periédica H' estd
definida por

g%](@) , para casi todo 0 € o(¢), (4.85)
0 , para casi todo 6 ¢ o(¢) .

H(0) =1 4,
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Demostracidén: A partir de (2.14) y (2.15), y ya que {ug }rez es una base ortonormal
de 1?(Z), para w = €™,

(f*(w), ¢E*(w)>lz(z) @(w) = @ [Z fj(w) (/zASj (w) q@k(w) uy , para casi todo w € 0D,

keZ  jeL
[Zf@—l—j 9—1—]]@gf)@—kk})@,paraca51tod00€R,
JEZ keZ

164 (w)] |2z Z |¢;(w)|?, para casi todo w € I,

JEL
= Z |(£(9 + 7)|?, para casi todo # € R,
jez
y — —
[Pyfls(w) = EB [Py f]k(w) uy , para casi todo w € ID,
keZ
= @ [Psf1(0 + k) ug, para casi todo 6 € R,
keZ

Sustituyendo estas expresiones en (4.84) y haciendo uso de (4.83), se obtiene el resultado
deseado. g

Corolario 83 Una funcién f € L*(R) estd en Vy si, y sdlo si, f = HfngS para alguna
funcidon 1-periddica medible H con Hf¢ € L*(R). En particular, Hp € Vi para toda H
acotada.

Demostracién: El resultado es consecuencia del Corolario 82 y la identidad de
Parseval. O

Recuérdese que la familia {T%¢ : k € Z} es una base de Riesz de Vj cuando existen
constantes A, B > 0 tales que para toda sucesién ¢ = {¢;,} € [*(Z) se tiene

Allellfzy < 11D T M2 < Bllelliz, - (4.86)

kEZ

(véase [27, Theorem 3.6.6] para mas detalles).”
El siguiente resultado ha sido probado por Herndndez y Weiss [83, Lemma 2.1.8]:

Proposicién 84 Dada ¢ € L*(R), {T*¢ : k € Z} es una base de Riesz de Vy con
constantes A, B > 0 si, y sdlo si,
A< H(i*(w)Hfg(Z) < B, para casi todo w € ID. (4.87)

"Asimismo, la familia {T*¢ : k € Z} es una base de Riesz de V; cuando es completa en Vj y su
matriz Grammiana {(fy, f;)}55—, define un operador invertible y acotado en 1%(7Z).
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Demostracién: La condicién (4.86) significa que, para toda ¢ = {c;} € 1*(Z), la
funcién f. := Y, ., T estd en L*(R) y, entonces, f, € Vj. En particular, para una
sucesion finita ¢ = {cg},

[fc]*(w) = Z ckwkqg(w) ,  para casi todo w € dD,
k

y, ya que F, es unitario,

~ ~ dw
2
I5llsey = I oy = Wl e = [ IS w16l -

Entonces, por densidad, la condicién de Riesz (4.86) es equivalente a
Allelz,, < / S a1 e g < Bllells . c=fa} €P@).  (@88)

Es obvio que (4.87) implica (4.88). En el sentido opuesto, fijado n € dD y, para cada
m € N, se considera la sucesién {c;} con términos no nulos dados por

c=mpF k=01,...,m—1.
Para esta sucesion, |, ckw’“|2 es el m-ésimo nucleo de Fejér y se puede aplicar el
argumento utilizado en la prueba del Lema 2.1.8 en [83] para obtener el resultado. [

En términos del producto bracket (véase la Observacién 80), la Proposicién 84 se lee
como:

Corolario 85 Dada ¢ € L*(R), {T*¢ : k € Z} es una base de Riesz de Viy con constan-
tes A, B > 0 si, y sélo si,

A<[0,0)(0) < B, para casi todo € R. (4.89)

A continuacién se muestra una simple caracterizacion de la ortonormalidad de las
trasladadas enteras de una funcién utilizando nuevamente la transformada de Fourier
periodizada dada en la Proposiciéon 19. Un razonamiento similar al utilizado en la demos-
tracién de la Proposicion 84 lleva al resultado deseado, pero a continuacion se prefiere
ilustrar el uso de algunos temas relacionados con el operador F,TF; 1 : f,(w) = w- fo(w)
definido en F,L*(R) = L?*(dD, *(Z)) por (2.16).

Proposicién 86 Dada ¢ € L*(R), {T*¢ : k € Z} es un sistema ortonormal si, y sélo
1,
l|@«(W)||i2zy =1,  para casi todo w € OD.
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Demostracién: La familia {T%¢ : k € Z} es un sistema ortonormal en L*(R) si, y
solo si, el subespacio cerrado generado por qg* = F.¢ es un subespacio ambulante para el
operador unitario F,TF; " : f,(w) — w- fi(w) definido en F,LA(R) = L2(OD, [%(Z)) por
(2.16). Por [68, Lemma 7], esto es equivalente a la existencia de una funcidn rigida A
en L*(0D, 1*(Z)) con subespacio inicial unidimensional y tal que ¢2(w) = A(w) u, con u
un vector normalizado perteneciente al subespacio inicial de A( ), el mismo subespacio
unidimensional de [*(Z) para casi todo w € dD. Ya que A es una isometria parcial para
casi todo w € I,

1= |]u||122(z) = ||/1(w)u||122(z) = ||¢*(w)||122(z), para casi todo w € ID.

g

Nuevamente, reescribiendo la Proposicién 86 en términos del producto bracket (véase
la Observacién 80) o la transformada de Fourier usual, se tiene un resultado bien cono-
cido (ver, por ejemplo, [83, Proposition 2.1.11]).

Corolario 87 Dada ¢ € L*(R), {T%¢ : k € Z} es un sistema ortonormal si, y sélo si

ngg Z|gb9+k: . para casi todo 0 € R.
keZ
Demostraciéon: Este resultado es consecuencia de la Proposicion 86 y las igualdades,
2#@9
conw =e

1= ||¢s(w Hﬂ(z Z | pre (219 Z 10(0+K)|* = [§,d](0), para casi todo 6 € R.

keZ keZ

|

Las Proposiciones 84 y 86 llevan al siguiente resultado.

Corolario 88 Sea ¢ € L*(R) tal que {T*¢ : k € Z} es una base de Riesz de Vy :=
span{T*¢ : k € Z}. Se considera la funcion ¢ definida por

o () = 6. (w)
A TP AT

Entonces, p € L*(R) y {T*¢ : k € Z} es una base ortonormal de V.

. para casi todo w € OD.

Entonces (ver [6,7]), existen funciones 2r-periédicas medibles 7;, i = 1,...,r (referi-
das en adelante como mascaras wavelet), tales que, para todo 1,

1/12() = [Tzﬁlg](/m
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Observacién 89 En el marco de las técnicas de fiberizacion introducido por Ron y
Shen [125 127, 126], las fibras Grammianas duales

Z¢0+k 9—1—]) para casi todo 8 € [0,1) v (k,j) € Z X Z,
Ppew

son particularmente utiles en el andlisis del operador T'x7T%.

Observacién 90 Ron y Shen [127, 126] utilizan de forma habitual el producto afin

=y > DRk D2k, 6,0 €R,

YEW k=k(0—0")
donde & es la valuacién diadica
K:R—=Z:0inf{kcZ:2"0cZ}.

En consecuencia, x(0) = —oo, y k(f) = oo excepto para 6 diddico. El convenio es
que ¥[0,60'], a no ser que se indique lo contrario, tiene convergencia absoluta en la
correspondiente suma.

4.2.2. Framelets ajustados y principios de extensién

Aunque la teorfa general se desarrolla en L?(RY) para matrices generales de dila-
tacién entera, se sigue restringiendo la atencién al caso unidimensional en L*(R) con
traslaciones unidad y dilataciones diddicas.

Dado ¥ subconjunto finito o numerable de L*(R), se considera el sistema wavelet
(diddico) X(¥) generado ¥ de la forma (4.6). Recuérdese que el sistema X (V) es un
wavelet frame si existen constantes A, B > 0 tales que se verifican las desigualdades

ANFIP <D WA fP < BIFIP, VieH.

Las constantes A, B se denominan cotas framey el wavelet frame se dice que es ajustado
si se pueden escoger A = B como cotas frame.

El interés se centra ahora en el estudio de los wavelet frames derivados de una funcion
refinable ¢ € L*(R). Que ¢ sea refinable significa la existencia de una funcién 1-periédica
medible H? en R o una funcién medible H? en 0D (con H?() = HY(w), para w = ™),
la mascara de refinamiento, tal que

6(20) = H*(0)9(0) o ¢u(w?) = HY(w)ou(w). (4.90)
De acuerdo con (4.82) y el Corolario 83, la ecuacion (4.90) es equivalente al hecho de
que D71¢ estd en Vj := span{T"¢ : k € Z}. Recuérdese (ver Observacién 80) que

o(¢) =supld,d] = {0 € R:[f, fl(6) # 0}
= sup |6 ||z = {w € ID: [[9 (W)l # O},
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dependiendo del uso de (13 0 qg*, respectivamente.

M4s atin, se asume que para cada ) € ¥ existen funciones 1-periédicas medibles HY
en R o funciones medibles HY en 9D (con H¥ () = HY (w), para w = e*?)  las mdscaras
wavelet, tales que

$(20) = HY(0)(0) o h.(w?) = HY (w)iu(w) . (4.91)

Si, ademads, el sistema X (¥) es un frame, sus elementos se denominan framelets. La
nocién de framelets ajustados, etc., tienen el significado obvio.

El Principio de Extension Unitaria de Ron y Shen [127, 126] da condiciones suficien-
tes para que X(¥), con ¥ = {¢y,...,1,} subconjunto finito, sea un frame ajustado.
Las condiciones estan escritas en términos de la matriz funcional

HY(0)  H(0+1/2) HYw)  HY(-w)
HOO) B | ) HP )

Hw%H)-HW(5+1/% HT%M) HY (—w)

H(0) =

El siguiente resultado es una version refinada del Principio de Extension Unitaria dada
por Benedetto y Trieber [18, Theorem 1.7.1]:

Teorema 91 (Principio de Extensién Unitaria (UEP)) Sea ¢ € L*(R) una fun-
cion refinable con mdscara de refinamiento H® (o H?) y tal que

lim ¢(f) = 1. (4.92)

6—0

Se supone que el conjunto finito de wavelets U = {1y, ..., 1.} C L*(R) tiene asociado
mdscaras wavelet HY (o HY') con respecto de ¢. Si H*H = Id (o H:H, = Id) casi
siempre en (), entonces X (V) es un frame ajustado con cota frame 1 para L*(R).

Observacién 92 La condicién (4.92) implica que éirrcl) H?(0) = 1, es decir, H? es un
_>

filtro paso bajo. Por otro lado, la condicion H*H = Id casi siempre en o(¢) claramente
implica |HY| <1,i=1,...,r, en ().

Observacién 93 Sea V; = DIVy, j € Z. La ecuacion (4.90) es equivalente a ¢ € 1] y,
mds ain, equivalente al hecho de que la sucesion {V;}; esta anidada, esto es,

eCcVayacVyacWices (4.93)

Del mismo modo, la ecuacién (4.91) es equivalente a ¥ C V. En este caso, no se
requiere que ¢ sea un “buen” generador de V; en el sentido de que {T%¢ : k € Z} sea
una base o un (pseudo-)frame para Vj. Ademds, aunque V; C Vj;;, no se impone que
Vi y span{D;T*; : k € Z,i=1,...,r} dividan V;;; como una suma directa (o incluso
ortogonal).
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Cuando la sucesién anidada {V;} asociada a la funcién refinable ¢ € L*(R) como en
(4.93) aproxima L?(R) en el sentido de que

UjezVj = L*(R) (4.94)

se dice que ¢ genera el andlisis multirresolucion (generalizado) (MRA) {V;} de L*(R).
En este caso, un wavelet frame X (W), con ¥ C Vi, se denomina MRA (wavelet-)frame

Sea ¢ € L%(R), con ¢ € L=(R), ¢ continua en 0, y ¢(0) = 1, una funcién refinable
que genera el andlisis multirresoluciéon {V;} de LQ(R). Entonces un frame X (), con
U C Vi, se denomina un (wavelet-) frame de energia minima asociado a ¢, si

S I DTGP = [(f, Th) HZZMT% P=1IfI*, feL*R). (4.95)

keZ kEZ i=1 kE€Z

Observacién 94 Un frame de energia minima es necesariamente un frame ajustado
para L*(R), con cota frame igual a 1 (ver [29, Remark 1]). La nocién de frame de
energia minima asociado una funcién refinable ¢ es mas restrictiva que la de MRA-
frame ajustado, como puede verse en Ron y Shen [127, Sect.6].

Restringiendo la atencién a funciones de soporte compacto que satisfacen ciertas
condiciones adicionales, Chui y He [29] dan una completa caracterizacién de los frames
de energia minima asociados a una funcion refinable dada. La caracterizacion se escribe
en términos de las mascaras de refinamiento y wavelets. En este caso particular, las
mascaras se reducen a polinomios de Laurent, ya que las ecuaciones (4.90) y (4.91) con
mascaras 1-periddicas

1 )
H¢<9) _ % Z h(]f 627rzk9 v Hl/} \/_ Z hiﬁ 27rzk9, w c \IJ
k
estan en correspondencia con las relaciones de doble escala

6= WDT' y =1 DI, Ve
k k

El resultado de Chui y He [29, Lemma 1] esté intimamente relacionado al Principio
de Extension Unitaria.

Teorema 95 Sea ¢ € L*(R) una funcién refinable de soporte compacto que genera
el andlisis multirresolucion {V;} de L*(R). Se supone que ¢(0) = 1. Sean H? y HY:,
i=1,...,r, en (4.90) y (4.91), los polinomios de Laurent que gobiernan la funcion
¢ € L*(R) y la familia de soporte compacto W = {ay,...,1.} C Vi. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X (V) es un frame de energia minima asociado a ¢.
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(i)

Hi(w)H.(w) =1d, w e ID. (4.96)
(111)
Qm, = Z (hf@—% h?—zk + Z h%—% hﬁzk) - 5m,l (4-97)
keZ i=1
satisface
am; =0, l,melZ, (4.98)

donde 0,,; es la funcion delta de Kronecker.

En este resultado, que (ii) implica (i) para el caso N = 1 fue probado primero por
Lawton [93].

El Principio de Extensién Unitaria fue posteriormente extendido por Daubechies,
Han, Ron y Shen [42], y Chui, He y Stockler [28], en la forma del Principio de Extensién
Oblicua. En este principio, el nuevo ingrediente es la denominada funcion fundamental
O, definida en término de las mascaras por

00 7j—1
o)=Y [Z |H¢(2je)|2} []1H°@"0))2, para casitodo 6 € R, (4.99)
j=0 eV m=0

(0 ©, en ID, donde O,(w) = O(A), para casi todo w = ™),

Se incluye, en el Teorema 96, una versién unidimensional del Principio de Extensién
Oblicua para wavelet frames ajustados, con cota frame 1, debida a Atreas, Melas y
Stavropoulos [8, Proposition 3.1]. En esta versién, la funcién refinable ¢ € L*(R) debe
satisfacer las siguientes propiedades:

(i) La transformada de Fourier usual qg es continua en un entorno del origen y

lim ¢(0) = 1;

(ii) La transformada de Fourier periodizada . satisface que Hqg* || pertenece a L>°[0, 1),
el espacio de todas las funciones medibles de [0, 1) esencialmente acotadas.

Teorema 96 (Principio de Extensién Oblicua (OEP)) Sea ¢ € L*(R) una fun-
cion refinable de soporte compacto satisfaciendo (i), (i) y (4.90). Sea W = {4, ..., ¢, } C
Vi un congunto finito de wavelets verificando (4.91). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) X(¥) es un frame de Parseval para L*(R).

(2) Eziste una funcion medible 1-periddica © en R (o una funcion medible ©, en 0D,
donde ©,(w) = ©(0), para w = ™) tal que
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(a) lim ©(2/6) = 1 para casi todo 6 € R,
j——o0

(b) para casi todo 6 € o(p), con 8 +1/2 € o(¢),

©(20)H?(0)H?(0) + Z HY(0)H?(h) = ©(0)
=1 (4.100)
©Q20)H*(0)H?(0 + 1/2) + Y HY(0)HY (0 +1/2) =0

i=1
(c) ©lg|* € L'(R) (o, equivalentemente, [, ©,(w) |l () (w) & < o0)

Recuérdese que X (¥) es un frame de Parseval para L*(R) si, y sélo si,

Z Z (27€) wl (27(§+n)) =don, paracasitodoé eR,

]:K n ’L=1

donde r(n) = inf{j < 0:2/n € Z} (véase [143, Proposition 2.2] o [127]).

El sistema wavelet (homogéneo) X (V) derivado de una funcién refinable ¢ puede
estar derivado de otras funciones refinables (equivalentes) , las cuales se corresponden
con diferentes conjuntos de méascaras. Mas precisamente, para una funcion medible 1-
periédica k tal que k() # 0 para casi todo 6 € R, se define

2(0) = v(6) (6).

Entonces es evidente que ¢ es también refinable y satisface, para ¢ € U,

$(20) = [k(20)H?(0)/x(0)]0(0) v ¥(20) = [HY(0)/K(0)]@(0), casi siempre 6 € R.

El cambio de generadores de una funcion refinable ¢ a otra funcion refinable equivalente
@ es de hecho la idea subyacente en el Principio de Extensiéon Oblicua.

Los sistemas wavelet no homogéneos han sido introducidos para analizar los efectos
del cambio de generadores en la transformada wavelet rapida y varios aspectos de la
teoria wavelet como los filtros wavelet introducidos por el OEP. En el espacio de distri-
buciones, esta nociéon también permite separar la propiedad de reconstruccion perfecta
del sistema wavelet de su estabilidad en espacios de funciones (véase Han [78] y Atreas,
Melas y Stavropoulos [8] y sus referencias).

4.2.3. Principios de extensiéon y modelos espectrales

Los resultados anteriores actuian sobre las mdéscaras con el fin de caracterizar los
diferentes tipos de frames, lo cual puede resultar poco practico a la hora de realizar
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calculos explicitos con ellas. Para evitar este problema, se utilizan los operadores G
y F de los modelos espectrales descritos en la Secciéon 2.1 sobre las condiciones de
caractemzamon con el fin de obtener condiciones equivalentes para los coeficientes en las
bases {K }nEZ y {L(")}nez, respectivamente. Debido a la propiedad de 1-periodicidad

de las mascaras y, por tanto de la funcién O, se utiliza el operador F, ya que si f es
1-periddica, entonces f f Vn m € Z.

Para poder obtener la expresion en dicho operador, al estar las condiciones a tra-
tar dadas como productos de mascaras, es necesario definir unos nuevos coeficientes
auxiliares de cambio de base:

Definicién 97 Dada una base {LE")}%% de L*(R), se define, parai,j,l € I, n,m,k € Z,
i€

4,7,

grmk < L. rim L(k)> / L& ()L™ () L (x) dr. (4.101)
Observacién 98 Se verifican las siguientes relaciones:
= Bt =Bt

<LE") L; m) L(k)> ﬁmkn

Jilyi

. ﬁZ}T’k%O@n:m:kz

nnn _ 00,0,0
5@',1',1 - f@ﬁl

Estos coeficientes permiten expresar los coeficientes del producto de funciones en
funcién de los coeficientes de dichas funciones: sean f, g € L*(R) funciones 1-periédicas,

f= Zzn fiLz('n)7 g = Z, n g}iLEn). Entonces

fo=3 JgLL = 3" fgsrniL®,

i7j7n7m 7]7l7n m k

por lo que

=Y fgsnt (4.102)

,j,m,m

) = el con [ = v/ —1 la unidad imaginaria, entonces

) 2~ 50,00 £~ 20,00
= E figjﬁi,j,l = E Ji-3958," gl = E fl i9j-
1,J J

En particular, si L("
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Por otra parte, es necesario expresar los coeficientes dilatados y trasladados 1/2 de
una funcion 1- periodica en funcion de la propia funcién base. En ambos casos se acude
a los coeficientes oy’ L™ Dada una funcién f € L2(R),

Zaﬂmzaﬂm Lf (4.103)

7]m

En el caso de la funcién trasladada 1/2, se sabe que

1
#(-+1) = or1pyg
por lo que

/\

(f< )) Z@m 0432”2%11”12 Ljm+1 fo (4.104)

ljm pq

Nuevamente, en el caso particular de la base trigonométrica, estos elementos permi-
ten expresar las condiciones (4.100) del Principio de Extensién Oblicua como ecuaciones
(lineales) sobre los filtros wavelet frame y de refinamiento. La expresion de estos coefi-
cientes an ﬁk en las bases de Haar y trigonométrica se pueden encontrar en el Apéndice
A, mientras que la expresion de los coeficientes dilatados, trasladados 1/2 y de la funcién
conjugada en dichas bases se incluye en el Apéndice B.

Para la obtencién de dichos sistemas de ecuaciones es necesario definir previamente
las siguientes matrices y vectores. En adelante, se identifica ¢g = ¢. Sean {h¥*[n]} ez, s =
0,...,r sucesiones en C. Se definen

LT = (I9* —1d/2, L :=(L°"

wt = Z(ws)+, w” = Z(w

s=1
donde Id es la matriz identidad y, para l,m € Z, s =0,...,r

Y

(LS) : ZkeZ hws[ ]hd&[kx_{_l _Qm]’
(Lr)ljm = Zkez(—l)’“h% [k|h¥s[k + 1 — 2m)
(4.105)
(’IUS)I+ = ZkGZ h}/’s [k]h¢’s [k + l]’
()} = 2 pen(=1) RV [k]h¥=[k + 1]
Las matrices (L*)", s = 0,1,...,7 son matrices “tipo Lawton”, esto es, matrices

(posiblemente infinitas) con la misma estructura que la matriz que Lawton utilizada
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para caracterizar la propiedad de ortonormalidad en las wavelets multirresolucién [93].
Este hecho muestra que dicho tipo de matrices no sélo proporciona informacién acerca
de la ortogonalidad de la funcién de refinamiento, sino que son inherentes al concepto
de wavelet frame ajustado, mucho mas general.

Proposicién 99 La condicion (4.100) es equivalente al par de sistemas de ecuaciones
Lt z2=—w" |, L -z2=—-w",
donde z,, = @m, m € 7.

Demostracion: La demostracion de este resultado se basa en aplicar el operador

F, para el caso particular de {L,En)}nez = {e¥ =1 _, ala condicién (4.100), haciendo
i€l i€Z

uso de las expresiones anteriores para las funciones dilatadas y trasladadas. U

Este resultado permite reescribir el Principio de Extension Oblicua (Teorema 96) en
funcién de los filtros asociados a las mascaras.

Teorema 100 Sean {h¥:[n)}necz, s =0,...,r, sucesiones en C de modo que sus series
de Fourier HV*(0) = _, h¥*[n]e*™™ funcién de refinamiento o y wavelets ¢, s =
1,...,r, verifican las condiciones del Teorema 96 (OEP). Se supone que los sistemas
LT z2=—-w" | L -z=—-w" (4.106)
Y =1 (4.107)
meZL
tienen solucion (inica) {zm tmez tal que la funcion Z(0) =3, ; zme*™ ™ es medible y

continua en el origen y satisface Z|1ﬁ0|2 € L*(R). Entonces X(¥) es un sistema wavelet
frame ajustado con funcion fundamental © = Z.

Demostracién: Se define la funcién Z(0) = >, _, zne*™™ verificando las condi-
ciones indicadas. Ademds, Z(0) = >, ., #m = 1 por (4.107). Por tanto, se verifican las
condiciones del OEP para © = Z. O

Observacién 101 Nétese que (w®)™/~ = (L*)*/~-6,,, s=1,...,r. Esto es, (w®)*/~ se
puede describir también en términos de matrices "tipo Lawton”, siendo 9,, la funcién
delta de Kronecker.

Observacién 102 En el caso particular del Principio de Extension Unitaria (© = 1),
las condiciones (4.106) del Teorema 100 son equivalentes a la condicién (4.98) para
m € {0,1} del resultado de Chui y He (Teorema 95). Basta considerar la suma y la
diferencia de los sistemas en (4.106) para separar indices pares e impares y eliminar el
factor (—1)* de las expresiones de (L*)~ y (w®)*/~. De hecho, en la condicién (4.98)
basta considerar los casos m € {0, 1} al identificar filas pares e impares en la matriz de
componentes oy, I,m € Z.
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El Teorema 100 permite deducir varias propiedades sobre los filtros y la funcion
fundamental.

En primer lugar, partiendo de funciones de refinamiento y wavelet frames ajustados
de soporte finito, se puede concluir que, bajo ciertas condiciones (utilizadas por Dau-
bechies y Lagarias para imponer regularidad sobre las soluciones de una ecuaciéon de
refinamiento), la funcién fundamental asociada es un polinomio trigonométrico. Para
ello se hace uso de los bloques de la matriz, L~

r- — Z(_l)khwo[k]h%[k +1—=2m], ny <I,m < ny,

Im
keZ

siendo {hY[n]}n,<n<n, €l filtro asociado a la funcién de refinamiento, la cual es una
version de la matriz de Lawton en la que las sumas que las definen alternan su signo.

Corolario 103 Sean {h¥:[n]}ncz, s = 0,1,...,7 sucesiones de nimeros complejos veri-
ficando las condiciones que en el Teorema 100 y tales que X (V) es un sistema wavelet fra-
me ajustado. Se supone que Vs, s = 0,1,... r tienen soporte compacto (es decir, los vec-
tores {h¥*[n]}nez, s =0,1,...,7r son finitos), > (—1)"h¥°[n] =0 y dim(Ker(L™)) = 1,
esto es, 0 es un autovalor simple de L~. Entonces, © es un polinomio trigonométrico.

Demostraciéon: Sea K > 0 el primer natural tal que w, = 0, k > K y sea N =
nimero de elementos no nulos de {h%°[n]},cz - 1. Se considera el sub-sistema corres-
pondiente a las variables O, k > K, cuya matriz puede interpretarse como “diagonal”
por bloques de Lawton alternos, £7, con lineas adicionales intercaladas. De dicho sub-
sistema se extraen los sistemas

L0-6,=0, k>0

con O = (@K+k:(N+1), @K+k(N—1)a e ,@K+kz(1v—1)—1)-

Puesto que > (—1)"h*°[n] = 0, el vector 1 = (1,1,...,1) pertenece al niicleo de la
matriz £7. Ya que O, también pertenecen al nicleo de dicha matriz, si
dim(Ker(£7)) = 1, entonces existen constantes Cj, tales que ©, = Ci-1, k > 0. Debido a
la definicién de los ©,, en los cuales las variables de la mitad final se repiten en la mitad
inicial del siguiente vector, se verifica que Cy = Cy, k > 0. Por otro lado, puesto que ©
es integrable, ©, n = 00 0, y por tanto Cy = limy_,o, C, = 0, esto es, O, = 0, k > 0.
En conclusion, O =0, |k| > K. 0

Por otro lado, el Teorema 100 permite definir sistemas de ecuaciones para el calculo
de wavelet frames ajustados. Dichos sistemas pueden ser completados con condiciones
adicionales a la hora de exigir propiedades especificas que deben satisfacer tanto los
framelets como la funcion de refinamiento.

Proposicién 104 Sean {h¥:[n|}ncz, s = 0,1,...,r sucesiones de mimeros complejos
verificando las condiciones del Teorema 100 y tales que X (V) es un sistema wavelet
frame ajustado. Entonces:
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1. {¢(- — k) }rez es ortonormal si, y sdlo si,

> htelk] =1, (4.108)
keZ
—_ 0
. 0y Yo 7 _n
(6 - (L)) = > h¥0[k]hvo[k + 2n] 2
keZ
y la matriz de Lawton LT (la cual verifica (LT)* = Lt +1d/2 con las dimensiones

adecuadas) tiene autovalor 1 no degenerado.

nez (4.109)

2. ¢ es una MRA-wavelet ortonormal (r=1) si, y sdlo si, {P(-— k) }rez es ortonormal
y se verifica (salvo traslacion)

hoi[n] = (~1)"h%[1 —n], neZ (4.110)

3. X es ortonormal si, y solo si, ||s|lp2my = 1,5 =1,... .18 En el caso particular
de que la familia de trasladadas {¢(- — k) }rez sea ortonormal, se tiene que X (V)
es ortonormal si, y solo si,

(O, - (LS)+)n:Zh¢S[k]h¢s[k:+2n] _n neZ s=1,...,r. (4.111)

E?
keZ

4. X(W) es ortogonal a {¢(- — k) }kez ortonormal si, y sdlo si,

We[n] = (=" vph%Rk—n+1], n€Z,, s=1,..r (4.112)
keZ

con vs(0) = > cq vie®™ ¥ funcidn 1-periddica, s =1,...,r.

Demostracién: La demostracién de los cuatro puntos se puede encontrar en [41,
Chapter 5]. O

Observacién 105 La condicién de Lawton para la ortonormalidad ”La matriz de Law-
ton, LT, tiene a 1 como autovalor no degenerado” puede reformularse como ”El ntcleo
de la matriz L™ — Id/2 tiene dimensién 1 7, para el caso de dimensién finita.

La Proposicién 104 permite deducir el siguiente resultado.

Corolario 106 Dado X (V) sistema wavelet frame ajustado, si {¢(-—k)}rez es ortonor-
mal y la funcion fundamental © es un polinomio trigonométrico, X (V) es ortonormal
si, y solo si, © =1 yr=1.

8Véase [127, Corollary 5.8]
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Demostracién: X (V) sistema wavelet frame ajustado implica (4.106) y, por tanto,
se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

/2 0 -~ 0 0 0 0 0 - 0 0
O 0 -~ 0 0 0 0 0 0 0
0 1/2 -~ 0 0 0 0 0 0 0
o A : O-n
0 0 -11/2 0 0 0 0 0 :
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0., "
0 0 0 0 —1/2 0 0 0 0 O [ == (w)*
0 0 O 0 0 -1 0 0 0 ©: o
0 0 o 0 0 1/2 -1 0 0 :
: : : : : : : : : On
o -~ 0 0 0 0 0 ---1/2 0
o -~ 0 0 0 0 0 -~ 0 0
o 0 -~ 0 0 0 0 0 - 0 1/2

Sli X (W) es ortogonal, (w®)f = Y, h¥s[k]h¥:[k +n] = %,
s=1,...,r.

6% = > _(w)Ln =0, por lo que O4y = 0. Esto permite reducir la dimensién
del sistema desde un sistema ((4N +1) x 2N 4+ 1), (2N +1) x 1, (4N +1) x 1) a un
sistema (4N —1)4+ 1) x (2(N-1)+1), 2(IN=1)+1)x1, 4N -=-1)+1)x1)y,
recurrentemente, se concluye que ©4, = 0, Vn # 0, por lo que ©g = >, ., 0, =1, es
decir, © = 1. Por otra parte, — Y.._ (w®)§ = —% = —1. Por tanto, r = 1.

Para la implicacion inversa, supuestos © = 1, es decir, ©,, = 6,, n = —N,...,N y

r = 1, entonces —(w!)} = —%" y, por tanto, X (V) es ortogonal. O

n = —2N,...,2N,

Por otra parte, en el caso particular del Principio de Extension Unitaria, pueden
verse equivalencias entre las condiciones del propiedades.

Corolario 107 Sea la sucesion {h¥°[n]},cz de nimeros complejos y se define {h¥*[n]}nez
mediante la expresion (4.110). Se supone que sus series de Fourier

HY(0) =,z h¥*[n]e*™™ s = 0,1, funcidn de refinamiento 1y y wavelet 1y, verifican
las condiciones del Teorema 96. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) Se wverifica (4.106) con z tal que zy = 0y, M € Z.
(i1) Se verifica (4.109).

El Corolario 107 permite rescribir el resultado central de la teoria de wavelets mul-
tirresolucién ortonormales (véase el Teorema 6.3.6 de [41]) como un caso particular de
la caracterizacion de framelets ajustados dada en el Teorema 100.
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Teorema 108 Sea {h'°[n|},cz una sucesion de mimeros complejos. Se define {h**[n]}nez
mediante la expresion (4.110) y se supone que:

1. sus series de Fourier HY*(0) = Y, _, h¥*[n]e*™™ s = 0,1, funcion de refinamien-
to o y wavelet 1y, verifican las condiciones del Teorema 96.

2. X (W) verifica (4.106) con z tal que zo = 1, zp, = 0, Ym # 0.

3. el niicleo de la matriz (L°)* —Id (con las dimensiones adecuadas) tiene dimension
1.

Entonces 11 es una wavelet ortonormal (con funcion de escala asociada ).
Andlogamente, bajo los mismos supuestos, si se verifican las condiciones (4.111) y
(4.112), el filtro wavelet {h¥*[n]}nez debe definirse por (4.110).

Observacién 109 En el teorema anterior se puede sustituir la definicién del filtro wa-
velet (4.110) por la condicién (4.112) para r = 1 con |v;| = 1 casi siempre.

Observacién 110 Por tltimo, se pueden deducir relaciones entre varias de las propie-
dades consideradas anteriormente cuando se centra la atencién en el caso r = 1. Por
ejemplo:

1. (4.110) = (4.112)

2. (4.111) + (4.112) = (4.110) (salvo traslaciones, ver el Corolario 109)

3. (4.109) + (4.110) = ( (4.106) con (z =6 )) y (4.111)

e~

((4.106) con ( + (4.110) = (4.109) (= (4.111))

ot

(
)

((4.106) con (= = 8,0)) + (4.111) = (4.109)
) + (

6. ((4.106) con (

polinomios trigonométricos, la condicion de contmuzdad en (i) para gb y la condicion y (c)
del Teorema 96 son evidentes y la condicion (a) del Teorema 96 se simplifica a ©(0) =
Si©¢ > 2% ,.,10kl, la funcion © > 0. Por tanto, teniendo en cuenta la expresion de la
Transformada Framelet Rdpida [42, Section 4], desde el punto de vista prdctico (es decir,
mascaras y funcion fundamental polinomios trigonométricos), si © > 0 (por ejemplo, si
O > 2> 451 10%l), las condiciones del OEP se reducen bdsicamente a que el sistema
(4.106) + (4.107) tenga solucion ©.
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Por otra parte, el concepto de orden de aproximacién (intimamente relacionado con
la nocién de momentos nulos) es una propiedad interesante dentro de la teoria de subes-
pacios invariantes por traslaciones.

Definicién 112 Sea ¢ € L*(R) una funcién de refinamiento que genera un andlisis

multirresolucion {V;} y sea ¥ un conjunto finito de wavelets que genera el sistema
X (V). Se dice que:

= [a funcion refinable ¢ (o, mds exactamente, el MRA) proporciona aprorimacion
de orden m si, para toda f € L*(R)

min{||f — gl|z2@®) : g € Va} =0(27"").

= ¢l sistema wavelet tiene momentos nulos de orden mqy si, para cada wavelet ¢ € W,
la transformada de Fourier 1 de v tiene un cero de orden mqg en el origen.

» X(U) sistema framelet ajustado proporciona una aproximacion de orden my si,
para toda f € L*(R),

If = Qufll2w = O27"™)

donde ),, define la representacion truncada dada por

Qn: [ Z (f, ip) sk

Ppew
kEZ,j<n

Daubechies, Han, Ron y Shen [42, Theorem 2.11] demuestran que, si X (V) es un
sistema framelet ajustado, su orden de aproximacién queda determinado por su niimero
de momentos nulos y el orden de aproximacion proporcionado por el MRA.

Teorema 113 Sea X (V) un MRA-framelet ajustado. Se supone que el sistema tie-
ne momentos nulos de orden mgy y la funcion refinable asociada proporciona orden
de aprorimacion m. Entonces el orden de aproximacion del sistema frame ajustado es
min{m,2mg}.

A partir de este resultado, y mediante la representacién matricial obtenida, se con-
cluye el siguiente resultado.

Proposicién 114 Sean {h¥:[n|}nez, s = 0,1,...,r sucesiones de nimeros complejos
verificando las condiciones del Teorema 100 y tales que X (V) es un sistema wavelet
frame ajustado. Entonces X (V) tiene orden de aprozimacion M si se verifica

D OhEEET =0, m=0,....M, s=1,..r (4.113)

kEZ



Demostracién: Segin el Teorema 113 [42, Theorem 2.11], para X (V) sistema wa-
velet frame ajustado cuya funcién de refinamiento tiene orden de aproximacién m < oo,
el orden de aproximacién del frame ajustado es min{m, 2my}, con mq orden del momen-
to de orden nulo de {ts}s—1_, en el origen (o, equivalentemente, el orden del cero de
{HwS}Sszm en el origen. Véase el Teorema 9). Ademds, m > mg, por lo que el orden
de aproximacién de X (¥) es mayor o igual que min{my, 2my}.

Por otra parte, las funciones que conforman la base trigonométrica son derivables.
Puesto que el orden del cero en un punto coindice con el ntimero de derivadas nulas en
dicho punto, se verifica, dada una funcién f € L*(R), que f = >°, ., fre®™* tiene un cero
de orden M en el zg si, y s6lo si, ™ () = > ey fr(2nIk)ke™re0 =0, m =0,..., M.

Por tanto, X (V) wavelet frame ajustado tiene orden de aproximaciéon M si se verifica
Sopez W klE™ =0, m=0,...,M,s=1,...,r. O

Relacién entre OEP y UEP

Daubechies, Han, Ron y Shen observaron que ambos Principios de Extension, el
Unitario (UEP) y Oblicuo (OEP), son, en esencia, el mismo, y que puede pasarse de uno
a otro mediante cierta transformacién. A continuacion, se analiza dicha transformacion
desde el punto de vista matricial, con el fin de seleccionar el principio mas adecuado en
funcion de la aplicacién. E1 OEP, con filtros de menor tamano, y, por tanto, computacién
menos costosa, para las aplicaciones que solo necesiten analizar los coeficientes. E1 UEP,
con filtros de mayor tamano y computacion mas costosa, para las aplicaciones en las
que se requiera reconstruir la senal. Dicho analisis se restringe posteriormente al caso
de filtros y funcion fundamental finitos.

Como se ve en la demostracién del Principio de Extensién Oblicua en [42, Proposition

1.11], dadas méscaras multirresolucién (HY°, ..., H¥") tales que X (¥) es un frame ajus-
tado con funcién fundamental ©, sea ¥ = V/O. Se definen las méscaras H%° = %
HYs = Hl;ps, s=1,...,r, cuyo sistema frame asociado coincide con X (V). Estas nuevas

mascaras verifican S

S HY Y =1

por lo que cumplen las condiciones del Principio de Extensiéon Unitaria. Analogamente,
dada una funcién © 1-periddica, no negativa, esencialmente acotada y continua en el
origen, el paso de Principio de Extensién Unitaria a Principio de Extension Oblicua se
realiza mediante la transformacién de las méscaras HY° = % y HY = 9HYs, s =
1,...,r.

Para poder interpretar estas transformaciones en el ambito matricial, es necesario
conocer describir la transformacién “producto por la funcién...” en la base ortonor-
mal seleccionada (en este caso, la base trigonométrica): sean f = >, _, fre?™ Ik g =
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27 lk-

> wez ke*™* . Entonces, f-g = > nkez fngr-—ne®™ ", lo cual, interpretado en términos

de los coeficientes en la base ortonormal, se puede escribir como G - F' con F,, = fn y
Gmn = Gn—m, es decir, el operador funcional “producto por la funcién g” equivale al
producto por la matriz de Toeplitz G con componentes G, », = Gn—m, N, M € Z.

En el caso de las transformaciones

. _ Y o _ o
HS:T@HSZHSﬁ,SZ:[,

su equivalente matricial es
(W)t~ = P (@),

con A
P =0, nkeZ s=1,...,r, (4.114)
mientras que en el caso de la transformacién
- H%09(2. -
HY° = % & HY™9(2-) = HY™9,

su equivalente matricial es

donde A
— Our , si(n—k)e2Z
P2, = (@(2-)) - ’ (4.115)
nk 0 ,si(n—k)¢2Z

Por tanto,
(w0>+/— — —1P2 .P. ('II)O)+/_7

siendo ~'M la matriz inversa por la izquierda de M. Si Z = (én)n€Z7 puesto que se
verifican las siguientes igualdades y relaciones,

(LY - Z = P2 (u°)7,
LV Z=(UD"-1)-Z=-w"< (I -Z+uwt =06
Z =P-0,,
se deduce que
P2 'P2-P- (@) + P-uwt =P2- ()t +wt = (L) - Z+wt =Z =P 0,

Ademds, como 1 P2 = P27! (son las representaciones matriciales de la transformacién
lineal “producto por 1/0(2-) por la izquierda y derecha, respectivamente”, y f-1/0(2-) =
1/©(2-) - f), se tiene que



@) + @t =" PP -5, = o

Finalmente, al ser (L°)* -4, = (w°)™,
(LYY b+ 0T = O,

es decir, 3 )
LT 6= (LY =1)-6,, = —w0".

El razonamiento para L™ - 8,, = —~ es analogo.

En conclusién, las transformaciones determinadas por la matriz® v/ P en los filtros

wavelet frame y por las matrices VP v v/ P2 en los filtros de refinamiento dan como
resultado la transformacion del Principio de Extension Oblicua en Principio de Extension
Unitaria y viceversa, esto es,
Proposicién 115 Sean los vectores h¥s = {h¥*[n]}nez = {(H%*) }nez, s =0, ..., 7, aso-
ciados a las mdscaras correspondientes al OEP y h¥s = {h¥*[n]}nez = {(HY*)}nez, s =
0,...,7r, asociados a las mdscaras correspondientes al UEP, y sean las matrices R =
VP, R2 =+/P2, con P y P2 definidas en (4.114) y (4.115), respectivamente. Entonces,
se verifica

o =R.R2.p¥, A =RT.AY s=1,....r (4.116)

Caso finito Al centrarse en el caso finito (polinomios trigonométricos), la relacién
matricial descrita en la Proposicion 115 permite estudiar condiciones sobre la funcién
fundamental © (en concreto, su raiz cuadrada ) que aseguren la conversién de filtros
finitos en filtros finitos. Para ello, el estudio se centra en la relacion entre las mascaras
(4.116):

o = Ry R2,-h% = Ry-h% = R2y-h", (4.117)

hWs=R1.-h¥ = R,-h¥=h¥, s=1,...,r (4.118)

donde el subindice s en R; y R2, indica que se considera inicamente el bloque matricial
asociado a las componentes no nulas de los correspondientes vectores h¥s y h¥s, s =
0,1,....7.

9Dadas dos funciones reales f = >, fee2™ Ik g = > pez Gu€®™ M tales que f = g¢? (fn =

ZkeZ JkGk—n), se definen las matrices F, G tales que Fy, m = fin—n, Gn.m = Gm—n, 1, m € Z. Entonces,
para n,m € Z,

~ A g real A =k N N
Fn,m = fm,—n = nggk—nz+71, I :ea nggm—k’—n " :+71 Zgn—ngm—n = Z Gn,nGn,m = (G2)n,m-

keZ keZ KEZ KEZ

Por tanto, F = G2, es decir, G = VF.

165



Se suponen ¥, H%*, HY s=0,...,r polinomios trigonométricos,es decir, )
R(,R2),h¥ h¥s, s = 0,...,r finitos. Sean N, = longitud del vector h%s, N, = lon-
gitud del vector h¥s, s = 0,...,r, y ¥ = ZL_L Ire?™ % lo cual implica 9(2-) =

Zﬁ:—L Vpe?™ R = ii_QL J,.e>™F con
Y, /2 s sin € 27
{ 0 , resto
El siguiente resultado caracteriza las transformaciones finitas

Proposicién 116 Sean los vectores h¥s = {h¥*[n]}nez, s = 0,...,r, asociados a las
mdscaras correspondientes al OEP y h¥s = {h%*[n]}nez, s = 0,...,7, asociados a las
mdscaras correspondientes al UEP, y sean las matrices R = /P, R2 = /P2, con P
y P2 definidas en (4.114) y (4.115), respectivamente. Las matrices finitas asociadas

Ry, R2,, s =0,...,r transforman filtros finitos en filtros finitos si, y solo si, el sistema
I, .. 0 19/2L .. 0
19L * e 79/2[/ )
V11 htol1] £ Wop ho 1]
: : : = : f : (4.119)
V41 - * h¥0[No] 19’_2L+1 e * BYo [No]
9 - % 0, .
0 - Wy 0 . 9,

tiene solucion.

Demostracién: La demostracién del resultado se basa en la estructura en ban-
das (triangular superior desde arriba y triangular inferior desde abajo) de las matrices
Rs, R2,, s =0,...,r involucradas en la relacién (4.117). O

Observacién 117 Las dimensiones de las matrices Ry, R2; (matrices Toeplitz en ban-
das, dimensién concentrada en los coeficientes no nulos por filas) son (N; + (2L + 1) —
1) x Ny = (N, +2L) x N,y (N, +4L) x N, s = 0,...,r, respectivamente. La estruc-
tura “doblemente triangular” de las matrices Ry, R2; permite calcular inmediatamente
el vector h¥s conocido el vector h¥s, s =0,...,r, y viceversa. Por tanto, de la igualdad
en la ecuacién (4.117) se deduce que Ny + 2L = Ny + 4L (si alguna de las dimensiones
es mayor que la otra, debido a la estructura de la matriz, los coeficientes a mayores se
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anulan). Es decir, Ny = No+2L (Ny > Np). Por otro lado, (N, +2L) = N, s =1,...,r
(Ng < Ng, s=1,...,71).

En conclusion, la transformacion de paso de OEP a UEP implica la siguientes rela-
ciones entre los orden de los polinomios trigonométricos (de Laurent) HYs y HY:, s =
0,...,7:

orden(H") = orden(H") + L

orden(H"*) = orden(H"Y*) — L, s=1,...,r.

Por tanto, la longitud del vector A%° aumenta en 2L y la longitud de los vectores h¥s, s =
1,...,r disminuyen en 2L. Se deduce que trabajar con la expresién correspondiente al
UEP es igual (una tnica funciéon madre) o maés eficiente (varias funciones madre) que
trabajar con la expresion del OEP. Ademas, puesto que lo habitual es partir de una
funciéon de refinamiento y una funciéon fundamental fijas para calcular los framelets
ajustados asociados, lo més eficiente es escoger © = 1. Sin embargo, en el caso en que
unicamente interese el estudio de los coeficientes de refinamiento y, por tanto, no sea
necesario el cdlculo de los coeficientes framelet, podria intentarse reducir la longitud del
filtro de refinamiento mediante la busqueda de una funciéon fundamental ¥ adecuada que
efectie dicha reduccién del orden en la transformacion de UEP a OEP.

Observacién 118 Para calcular el polinomio trigonométrico ¥, en primer lugar se cal-
cula la expresion de las componentes del vector h¥o en funcion de las componentes de h*°
y V. Para ello se puede utilizar la parte superior del sistema, con estructura triangular
superior, lo que permite un cdlculo de dichas componentes de forma rdpida y sencilla de
forma recurrente.

9, - 0 h¥[1] Uy, -+ 0 ilwom

* cee % th[NO] * 19/211 BwO[No]
Sustituyendo dichas expresiones en las 2L ecuaciones restantes, se obtiene un sistema
de ecuaciones involucrando a h¥° y ¥, el cual puede expresarse como producto de una
matriz $° y un vector v,
5 v =0.

Las componentes de esta matriz se expresan como combinacion lineal de componentes
del vector h¥° mientras que las componentes del vector v se expresan como productos de
coeficientes frecuenciales del polinomio v. Por tanto, si existe dicha funcion v, el vector
v pertenece al Ker(9°). Para simplificar los cdlculos, se considera que el coeficiente
distinto de 0 de mayor grado de la funcidn ¥ sea 1 (se escala la funcion). Esto permite
evitar cocientes al calcular el vector h¥o y anade la condicion ¥, = 1 al calcular el vector
del niicleo de $°. Para que dicha funcion ¥ pueda transformar un frame ajustado con
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funcion fundamental © = 1 en un frame ajustado con funcion fundamental © = 92,
debe verificarse ¥(0) = >, ., Ur = 1, por lo que la funcion debe ser escalada.
En base a las observaciones numéricas realizadas, de existir dicha funcion 9 solucion

o\ 2L
del sistema planteado, se verifica 9 = <%) , por lo que ¥(0) = 0 y, en conclusidn,

no existe polinomio trigonométrico ¥ no trivial que transforme un frame ajustado con
mascaras finitas y funcion fundamental © = 1 en un frame ajustado con mascaras finitas
y funcion fundamental © = V2.

Ejemplos

04

025t —_—
ozt

03r

0151 q 02F

01F
01F
0051

-005F
01k

-0TF

-015F 1 -0Z2F
-02r
-0.25

02k

04
0

Figura 4.6: Wavelet frames ajustados multirresolucién {1, 12} con funcién de refina-
miento de Haar correspondiente a los valores @ = 1/1/16, f = 1/3/32 en el Ejemplo
119.

Ejemplo 119 Fijado el filtro multirresolucion h*° tal que h*°[0] = h¥°[1] = 1/2, h¥0[n] =
0, n ¢ {0, 1}, esto es, HY* = #, y la funcion fundamental © = 1, los filtros

(

—« , sin=20 ( —b , sin=20
Q@ , sin=1 6] , sin=1
h¥'[n] = % ,sin=2 , h%2[n] =" —3 %jfgf% , sin=2 |

1/4—(a21 32 , 1/4—(a?+ 52 ,
- —/1+£vc;/;26) , sin=3 %\/—/HS;/;QB) , sin=3

0

resto 0 resto
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con a, 8 verificando 8 # 0, o® + 32 < 1/4, generan un sistema wavelet frame ajusta-
do. En concreto, si a = 0, f = 1/2, los filtros resultantes corresponden a la wavelet
ortonormal de Haar. La Figura 4.6 muestra el ejemplo correspondiente a los valores

a=/1/16, 8 = \/3/32.

Ejemplo 120 Fijado el filtro multirresolucidn h*° tal que h¥°[0] = h¥0[2] = 1/2, h¥°[1] =
2m 2

1/4, h¥o[n] = 0, n ¢ {0, 1, 2}, esto es, HY = (#) , ¥ la funcion fundamental

O =1, los filtros

( —(R¥[1] 4 h¥[2] + h¥[3] + BVt [4]) Csin=0
« , stn=1
a a Y1 .
~srasymys — (0 B) — (PGP s () sin=2
h¥t [n] _ S
%/};Qﬁ) , sin=3
—(2(A1A3+C1C2)—Ba)+4/ (2(A1 Ay +C1C2) — B)2—4(A3+C3) (A3+C3—By) 4
2(A2+C3) y Stn=
\ 0 , resto
( —(h¥2[1] + h¥2[2] + h¥>[3] + h;4))  sin=0
s , sin=1
_a(pir _ (1 2N\ (1 1 Lo
o = 4 TSOOED = G L EHEENGN )/ sin=2
—5(h*[3]) , sin=3
_%(hwl[4]) , sin=4
\ 0 , resto
donde
Al = st — (B0 8]), Bi= {5 —(a?+ B, Cy = 1
a(h? ads "
Ay=2CCED 1 By =21+ 02/ (B3]), Ca = — (1+a?/%) 0ED

con a, 8 verificando 8 # 0, a? + 32 < 1/4, generan un sistema wavelet frame ajustado.
En concreto, si a =0, B =1/2, los filtros resultantes corresponden a los wavelet frames
ajustados del ejemplo [42, Example 2.16]. La Figura 4.7 muestra el ejemplo correspon-
diente a los valores o = = \/m
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Figura 4.7: Wavelet frames ajustados multirresolucién {1, 12} con funcién de refina-
miento B-Spline de orden 2 correspondiente a los valores a = 8 = /1/8 en el Ejemplo
120.

4.2.4. Formulas espectrales para framelets ajustados

En esta seccién se siguen considerando sistemas wavelet (diddicos) en L?*(R) de la
forma (4.6) con W finito o numerable. Recuérdese que X (¥) es un frame ajustado con
cota frame 1 (frame de Parseval) para L?(R) si

S K el =1flFg, f<€LXR). (4.120)

Yr,;€X(P)

En este caso, el operador frame

S LPR) = L*R): f > (fteg)ram ey (4.121)

Y1, ;€X(P)

es el operador identidad en L?*(R), por lo que el proceso de andlisis-sintesis asociado a
X (V) conlleva una reconstruccion perfecta:

f= Z (finj) 2@ Yrg, f€L*R).

Ui ;€X(P)

El operador identidad se corresponde con el operador diagonal identidad en cualquier
representacion espectral del operador de dilataciéon D o del operador de traslacion T', o
cualquier otro operador. Bajo la condicién (4.7),

sup ||¢||L2(R) =M < o0
pew
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los elementos de la matriz del operador descomponible GSG~! en la representacién
espectral de D dada en la Proposicion 14 ha sido calculada en el Teorema 64: para
s, =+ yl,l' e ]y para casi todo w € 9D,

gsg Zzwn] Zwm slmzwnj wlOéS/ll/l:

JEZ N m’

ver (4.122)

DML 8

neL

]m

Aqui, las componentes {w )} de cada ¢ € ¥ y los 045 estdn relacionados con la

representacion espectral dada en la Seccion 2.1.

Ahora, se considera una funcidn refinable ¢ € L*(R). Como se ha visto, esto implica
que existe una sucesién de niimeros complejos {h?[j]};ez tal que

¢=> h°[j]DT'¢.
J
Ademas, se supone que los elementos de W satisfacen relaciones similares,

Y=Y hj),DT¢, eV,
J

para sucesiones de nimeros complejos adecuadas {h*[j]} ez
Reescribiendo estas relaciones de doble escala en términos de las componentes {(bz(»")}
de ¢y {¢Z(n)} de 1) € ¥ en el modelo espectral de T" dado en la Proposicién 16, se tiene

oM = Z he[j] DTJqﬁ . ielnez, (4.123)
Del mismo modo, cuando D1 = > h¥[j] T7 ¢, para todo ¢ € W,

P = Zhw DTngﬁ . i€lneZ YeV (4.124)

Por otro lado,
D™'T*¢ =T*D ¢ = > W[|T*"¢, kel (4.125)
J
Las ecuaciones (4.124), (4.123) y (4.125) llevan a las siguientes identidades

ZW Z¢n 7) slm ZW Zh¢ Z DTVQZS]E”*]') Ozf:Tl{m:
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—Zw Zhw ZTJDT”gb slm Zw Zhw DTV+2]¢]

(m—2)

_ Z W™ Z LY V] [D 1TV+2]¢ Z W™ Z hw Z h¢ Tu+2u+4j ¢] _
=S n ) Yo h 2w — 45 YW [/TEZ];?_

Sustituyendo estas expresiones en (4.122),

QSQ sl’ ZZ¢HJ)Zwm slmzwnjzm’sl”_

JEZ N

Ppew
VSIS R — 2 — 4] B — 20 — 4]

v,/ » Hop! J

Zwmmm L),

Ya que, por el Lema 18,

slm T 1 slm 2 (n—p) s,l,m An
TWb y *E ;] E am# E QG O amw ,

P9

se tiene

GSG 7 (w)i} =

=2 [ TR Y D =2 = 417l = 2/ — Al

B zgzs e PIMEGERTEAE
meﬁ’[u — 2]

X Z¢” ey Zw Zafiﬁj o5l =

=3 D h h%+k N> hofu— 20 — 451 W0 — 2w — 45 + ky, — 2k,]
i vke ¥ 1.k

Xz¢n ,u)¢(n —p— ku Zw ZO&Slm fi’m—&-k]

i/ n
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Ahora, poniendo v = v+ 2j y dividiendo en v’s pares e impares (v = 2w 6 v = 2w + 1),

ZZ Zh“’ Ry + kJ] > ol —2v — 45] b0 — 2v — 45 + k, — 2k, =

vk Hkp
—Z Zhd’v—Q]]hw[v—Q]—i—k,, Zh¢’ [ — 20 RO — 20 + K, — 2k,] =
v,ky V,J Hokp
=> D hRw =25 h 2w — 25 + k) > hOfu — dw] h¥[u — 4w + k, — 2k, )+
w,ky  P,j Hkp
+ > hUw + 1= 2] 2w + 1 — 2 + k) x
,j

><Zh¢u—4w—2]h¢[u—4w—2+ku—2ky]]:

=> thg h¢2j+k Y RO — Aw] hO[p — dw + Ky, — 2k, ]+
kV

wauaku

+Zhwzj+ Uhv[2j +1+k] Y holu— 4w — 2] %[ — 4w — 2+ ky, — 2k, ]] .

'l,[);j w:ﬂ:ku

Entonces, una division médulo 4 de pu (u = 4u +r con r =0,1,2,3) lleva a

gsg ( )sl’_
Z Z[Z[Zh¢2] [ h¥12) + k)] Zh¢4w+rh¢4w+r+k — 2k, |+
r=0,1,2,3 ku  ky

+HD RO+ ]h¢[2]+1+ky Zh¢4w+r—2]h¢[4w+r—2—|—ku— ky]}x

w7j
(n—du—r) (0 —Au—r— ku slm s A m+k
X E E &, (b E w" E " ]} .

i/ ’I’L

Teniendo en cuenta que X (V) es un frame ajustado para L?(R) si, y sélo si, GSG 1 (w)
es el operador identidad en I*(J) & [*(J) para casi todo w € dD, se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 121 Sea ¢ € L*(R) una funcion refinable tal que
¢=> h°l[j]DT'¢.
J
Un subconjunto ¥ de L*(R), finito o numerable, satisfaciendo

v => W[DT¢, ¢ev,
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es un frame ajustado para L*(R) si, y sélo si,

S S (IS AR A2 + k) 3 e o] B0 + o+ Ky — 26+
1/)7.7 w

r=0,1,23 k,  k,
Zhw2j+1]h¢[2j+1+k Zh¢4w+r—2]h¢[4w+r—2—l—ku—2/{,,] X

z:z: n4ur (n'—4u—r—ky) 2: “sihm sl m+k
X ¢ ][ zn ai/,n/ ] :68,8’ 6[,[’ 50,k7

(4.126)
donde s,8' =%, ,' eJ yk € Z.
Se definen los vectores!®
e (ST ), W (S FTIG )
DM+ k)W D RGIRG k)
$.J P.J

q)s’,l’ ( (n u) n —u— ku) s,l,m s/ l’/,m—l—k)

k'] Z Z¢> Zw Za ) .
RS (Z[Z(—n“éﬁ-" I Zof“” oy ™M),
b7 = (DA (Rl el ),
sl —— u J(n—u) 2(n'—u— ku s,lm s l’,m k

@ = (DIl g DD F ) .

y las matrices de tipo Lawton

¢>
( Z h w—‘,—ku le,) ko e )

L= (Z( 1)* hd) hﬁﬂm 2’“”)1@71@’

w

10De ese modo, por ejemplo,
T W+ + W~ - W+ - W=
Zhw[Zj]h‘/J[Qj-kky]:%’ SORIRG AR 1+ k] = e ke
¥,j b,j
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L= (Y (DB RO w4y — 28])

w l/aku

L = ((-0U e R Wl + by — 20

- kv, kyu

Entonces, la familia de ecuaciones dada en (4.126) tienen la siguiente forma matricial:

WHELAH [ TH + L [,05 15 )+

S/ ! s/ / 4.127
+W= (L_+[kq)57l’l ]_+ + L__[kq)sjl ]__) = 453751 (Sul (50,k . ( )

. : . (n) (m)
El analisis de estas ecuaciones para ciertas bases ortonormales {L; " }icr oz V {5 }iep mez st
concretas merece un estudio posterior.
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Parte 11

Aplicaciones a imagen médica
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Capitulo 5

Eliminacion de ruido en imagenes
de resonancia magnética

La adquisicién de Imégenes de Resonancia Magnética (MRI) es una de las técni-
cas de adquisicién de imagenes mas importantes [157], la cual permite el estudio de
caracteristicas estructurales del interior del cuerpo humano de forma no invasiva. Este
procedimiento esta basado en el principio de Resonancia Magnética Nuclear (NMR) [97],
y la ventaja de esta técnica frente a otras no invasivas, como pueden ser los ultrasonidos,
es la alta calidad de sus imagenes, frente al inconveniente de necesitar un equipo caro
y de gran tamano. Sin embargo, puesto que la senal de ultrasonido no se transmite a
través de los huesos, en el caso de imagenes del cerebro, el cual estd rodeado por el
craneo, la técnica de ultrasonidos no es viable y es necesario recurrir a la resonancia
magnética para poder obtener dichas imagenes.

Para un tiempo de adquisicion dado, en imagenes de resonancia magnética existe un
compromiso fundamental entre la resolucién y la relacién sefial a ruido (SNR) [63]. Las
iméagenes de resonancia magnética se ven afectadas por ruido principalmente producido
por interferencias debidas a la emisién de calor del cuerpo humano (Gaussiano en el
espacio de frecuencias y Rician en la envolvente de su transformada de Fourier inversa
[6]), el cual impide la correcta identificacién de formas y detalles. Mds atin, existe una
relaciéon entre el nivel de ruido y la resolucion de las imagenes adquiridas por resonancia
magnética, es decir, cuanto mayor es la resolucion de la imagen adquirida, menor es
la relacién sefial a ruido [99]. La forma mas sencilla para reducir el nivel de ruido es
incrementar el tiempo de adquisicién (o equivalentemente, incrementar el nimero de
imégenes promediadas, esto es, incrementar el nimero de experimentos (NEX)), lo cual
puede causar un gran incremento en el gasto y largas listas de espera, ademés de lar-
gos tiempos de adquisicion que llegan a ser problematicos para los pacientes, los cuales
pueden no ser capaces de permanecer en un estado de reposo (debido al estrés, dolores,
claustrofobia, etc.). Para eliminar dichos problemas, se puede aplicar un filtrado que
actie sobre la imagen adquirida. Dicho filtrado debe eliminar el ruido tratando de pre-

179



servar los detalles. El problema principal al eliminar ruido mediante regularizacion de la
imagen es la resultante pérdida de informacién en bordes y contornos (desenfocado), lo
cual es habitual en filtros Gaussianos (convolucién). Perona y Malik [120] propusieron
un nuevo tipo de filtro, basado en ecuaciones en derivadas parciales y la ecuacién de
difusién del calor, el cual es el origen de una familia de filtros que permiten homogenei-
zar regiones mientras mantienen o intensifican los bordes entre las mismas. Gerig et al.
[65] proponen el uso de los llamados filtros anisotrépicos no lineales, que dan muy buen
resultado en el contexto de imégenes de resonancia magnética, y que son una importante
aplicacion practica de las ideas propuestas por Perona y Malik. De la misma ecuacién
de difusién, [65] proponen una discretizacion alternativa con una formulacién simple,
cuya estabilidad esta sujeta a ciertas restricciones en los parametros. Métodos lineales
optimales en el sentido del minimo error cuadrético medio (filtro de Wiener) también
han sido adaptados al caso de imdgenes de resonancia magnética [2, 107]. Otro filtro
con buenos resultados en eliminacién de ruido de imagenes de resonancia magnética es
el llamado filtro de Medias No Locales (NLM) [35, 105], que promedia pixels similares
como una funcién de su distancia en intensidades (algunos filtros, como el filtro bila-
teral [6], estdn basados en la misma proposicién, pero la ventaja del filtro NLM sobre
otros métodos es que la medida de similitud utilizada es mas robusta al ruido debida
a la comparacién de regiones en lugar de comparacién de pixels). Los principios de los
métodos estadisticos no paramétricos también son la base de la reduccion iterada de
entropia condicional (ICER) propuesta por Awate y Whitaker [11], un algoritmo de
inferencia Bayesiana basada en campos aleatorios de Markov que estiman la estadisti-
ca de la imagen limpia mediante optimizacién de una métrica de informacion tedrica
utilizando el algoritmo de expectacion maximizacion. Este filtro incorpora el modelo
de ruido Rician, a diferencia del método NLM, que es més general. He y Greenshields
[79] disenaron otro filtro que trata de mejorar al filtro NLM anadiendo la informacion
de ruido Rician. Dabov et al. [38] también propusieron un filtro similar al NLM. Este
método crea arrays tridimensionales formados apilando vecindarios bidimensionales si-
milares. La importancia del agrupamiento es habilitar el uso de un filtrado de dimension
mayor en cada grupo, que explota la potencial similitud (correlacién, afinidad, etc.) en-
tre los fragmentos agrupados. Mas generalmente, Sivaramakrishnan y Weissman [139]
disenaron un filtro universal que no necesita informacién del ruido a priori y el cual
es asintéticamente éptimo. Ademas, Awate y Whitaker también proponen un método
basado en parches [9, 10] que intenta optimizar la entropia de la imagen ruidosa con el
fin de reducir el ruido.

Una caracteristica muy interesante de la transformada wavelet (frame) es su capa-
cidad para preservar detalles a diferentes escalas, debido a su habilidad de modelar la
informacion de forma local en la imagen. En el caso multirresolucién, [103], otros autores
han disenado filtros en imagenes de resonancia magnética utilizando técnicas wavelet.
Donoho y Johnstone [51] probaron que un simple umbralizado en la base apropiada
puede ser un filtro (no lineal) casi éptimo. Nowak [115] y Pizurica et al. [121] propusie-
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ron mejorar el filtrado utilizando la transformada wavelet discreta multirresolucién. En
particular, la relevancia del trabajo de Nowak es que utiliza el hecho de que las image-
nes, en magnitud, de resonancia magnética siguen una distribuciéon Rician y su imagen
cuadratica sigue una distribucion Chi cuadrado. Otros investigadores, como Sijbers et
al. [137], utilizan este hecho. Ademds, Nowak [115] realiza la transformada wavelet en la
imagen cuadratica, donde el ruido y el sesgo, oculto en los coeficientes de aproximacion,
se reduce. Un método de difusion como el propuesto por Perona y Malik, pero adaptado
al caso de distribucién Rician, se ha propuesto por Basu, Fletcher y Whitaker [15]. Otro
trabajo interesante es el realizado por Anand y Sahambi [6]. En este caso, también se
utiliza la imagen cuadratica de la imagen amplitud, corrigiendo el sesgo y aplicando
un filtro bilateral (filtro Gaussiano en los dominios espacial y de amplitud) sobre los
coeficientes de aproximacién (también estd basado en la distribucién Rician de la ima-
gen). Por otro lado, Yang y Fei [158] combinan la transformada wavelet unidimensional
con la transformada de Radon para eliminar el ruido Rician en imagenes de resonancia
magnética. Por dltimo, el método propuesto por Wirestam et al. [156] utiliza una técnica
de contraccion de los coeficientes del filtro basada en un filtro de Wiener. La novedad
de este método es que el filtrado se realiza en el dominio complejo de Fourier, donde el
ruido es complejo Gaussiano. Este método tiene el problema de que los datos complejos
no estan siempre disponibles en la adquisicién de imégenes de resonancia magnétical.
Basado en el estado del arte de los métodos wavelet y la propiedad de localidad de las
transformadas wavelet multirresolucion y wavelet frame, la alternativa que se propone
en este capitulo (Seccién 5.2) trata de eliminar el ruido de las imdgenes de resonancia
magnética en la envolvente de su dominio transformado, adaptando el método propuesto
por Gorgel, Sertbas y Ucan [73], originalmente disenado para imagenes de mamografia,
y mejorando lo ya propuesto por Martin-Fernandez y Villullas [109]. Para ello, en la
Seccién 5.2.2 se propone utilizar diferentes wavelet frames ajustados (entre ellas las wa-
velet multirresolucion), seleccionados en funcién de diferentes propiedades (propiedades
que tratan de optimizar la eliminacién de ruido frente a la conservacion de detalle), asi
como estimar los pardmetros involucrados en los modelos de ruido y detalle (los cuales se
observa que siguen una distribucién Gaussiana Generalizada para diferentes valores del
pardmetro 3, como muestra la Seccién 5.2.1), mediante el método de Expectacién Ma-
ximizacién (EM), propuesto por Dempster et al. [49] y Moon [114] (Seccién 5.2.3). Mas
atn, este hecho hace que el filtro sea independiente de los estimadores de la varianza del
ruido, en contraste con otros filtros descritos anteriormente. La potencia de este método
se comprueba en los experimentos de la Seccién 5.3.4, comparandolo con los métodos
generales descritos en la Seccién 5.1.1 (NLM y Awate-Whitaker) y los métodos wavelet
de la Seccién 5.1.2 (Donoho-Johnstone y Nowak). Dichas comparaciones se basan en las

IHabitualmente, los escaneres de resonancia magnética proporcionan solamente las imagenes envol-
ventes en el dominio real en formato DICOM. Los datos en bruto complejos en el espacio de frecuencias
se almacenan normalmente en un formato propietario que no esta abierto y es completamente depen-
diente. Dichos datos no siempre son almacenados en el escaner a disposicién del usuario.
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imagenes de resonancia magnética, tanto sintéticas como reales, descritas en la Seccién
5.3.2 y las medidas de similitud definidas en la Seccién 5.3.3. Los contenidos de este
capitulo estan siendo recogidos en el futuro articulo de investigacién de Gomez-Cubillo,
Martin-Ferndndez y Villullas [66].

5.1. Estado del arte

Esta seccién revisa algunos filtros utilizados en los experimentos numéricos de la Sec-
cién 5.3. El nuevo filtro propuesto en la Seccién 5.2 es comparado con otros dos filtros
basados en wavelets, el filtrado por umbralizado fuerte de Donoho-Johnstone [51] y el
filtro de Nowak [115], y con los filtros de Awate-Whitaker (Guassiano y Rician) [9, 10]
y el filtro de Medias No Locales [35, 105]. Ademads, los filtros basados en wavelets se ven
afectados por las traslaciones, como muestra la Secciéon 5.1.2. En dicha subseccion tam-
bién presenta cémo eliminar este problema. Finalmente, en la Seccion 5.1.3, se muestra
un estimador de la varianza del ruido, necesario en ambos filtros basados en wavelets.

5.1.1. Filtros NLM y de Awate-Whitaker

Para una evaluacién cuantitativa, los métodos basados en wavelets (Donoho-Johnstone,
Nowak y el método propuesto) son comparados (en el caso 2-dimensional) con el filtro de
medias no locales (NLM) [35, 105] y el método propuesto por Awate y Whitaker [9, 10].
Esta comparacion es significativa ya que estos métodos han demostrado recientemente
ser competitivos con respecto a los métodos basados en wavelets.

Filtro de Medias No Locales (NLM)

Para una imagen dada I, la imagen filtrada por el método NLM [35, 105] en el pixel
de posicién m (Fyra es el operador de filtro NLM) estd dada por el promedio pesado
de todos los pixels en un area seleccionada €2,, del pixel de posicion m en la imagen I,

Fypu(I(m)) = w(m,n)I(n),

neQm

donde 0 < w(m,n) < 1, ) qw(m,n) = 1. Los pesos w(m,n) estan basados en las
similitudes entre los vecindarios de los pixels I(m) y I(n) y estan definidos como
_ d(Nim Nn)
AN Nn)

e h
_ d(Nm,Nn) ’

Zne[ € n?

donde N,, y N, son los vecindarios de los pixels de posiciones m y n, respectivamente, d
es el cuadrado de una distancia Euclidea pesada por una Gaussiana y h es el parametro

w(m,n) =
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de control de suavizado de decaimiento exponencial. La regién €2, puede ser la ima-
gen completa pero, por razones computacionales, €2, utiliza una regiéon menor en un
vecindario local.

Filtro de Awate-Whitaker

En esta propuesta realizada por Awate y Whitaker [9, 10], dada una imagen I, es
generado un vector aleatorio Z(m) = [X(m), Y (m)], donde m representa la posicién de
pixel en la imagen I, y donde X (m) es la intensidad de I en el pixel de posicién m e
Y (m) es la intensidad de I en los pixels de un vecindario (Y (m) es un vector) del pixel
de posicién m (se utiliza X(m),Y (m) y Z(m) como variables aleatorias de la imagen
degradada). El objetivo del método es minimizar la entropia de la funcién de densidad
de probabilidad condicionada, h()z' ] }7), para lo cual es utilizado el método de gradiente
descendiente dado por

T=x—0— (5.1)

donde 9 es un parametro. En este caso se utilizan dos versiones de este filtro, utilizando
modelos Gaussiano y Rician para la funcién de densidad de probabilidad.

5.1.2. Filtros wavelet

Una imagen/volumen puede ser interpretada como una funcién 2-dimensional/3-
dimensional de soporte compacto. Los valores de esta funcion, representados en una
matriz 2D/3D I, son una buena aproximacién a los coeficientes de la transformada
wavelet o wavelet frame a escala 0 (en la Transformada Wavelet Discreta). En adelante
se utiliza solamente el término wavelet frame, el cual incluye también al término wavelet
habitual, y los coeficientes en dicha base wavelet frame se denominan coeficientes de
detalle.

En el caso general unidimensional, un vector f puede interpretarse como una funcién
constante a trozos de longitud 1 y, por tanto,

dsn) == (5. f), je€Z aeN

J?n’

con df[n] = 0 si j > 0. Dada la descomposicién de los wavelet frames en la base

—

ortonormal de Haar, {(¢?),};, a € N, se tiene que, para j <0,

En =273 W@, Y ()l pn 2 ),

0<u<—j 0<k<2—Ji—u
0<v<2u -

expresiéon que permite el calculo exacto de los coeficientes de detalle hasta una escala
concreta.
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El caso multirresolucién es mas sencillo, pues hace uso de la relacion existente entre
los wavelet frames y los filtros involucrados en las ecuaciones de doble escala (1.6) y
(1.10). Concretamente, dado un vector f, el cual se interpreta como los coeficientes de
refinamiento a escala 0, so = f, se tiene que los coeficientes a escala j > 0, s; y dj,
pueden ser calculados en funcién de dichos filtros y los coeficientes de refinamiento a
escala j — 1, s;_1, mediante el algoritmo en cascada, dado en el Teorema 13 para el
caso de wavelets multirresolucién y en [42, Section 4] para el caso de wavelet frames
ajustados multirresolucion.

La generalizacién a los casos multidimensionales se realizan mediante el uso de ba-
ses separables, lo que corresponde a la aplicacién de las diferentes descomposiciones
unidimensionales (general o multirresolucién) en cada una de las dimensiones.

Las interferencias provocadas por el ruido modifican los detalles de las imdgenes /volime-
nes de resonancia magnética y, a medida que el ruido aumenta, mas niveles de descom-
posicion en wavelet frames se ven afectados. Los coeficientes en wavelet frames pueden
ser filtrados para eliminar el ruido de la correspondiente imagen/volumen.

Los dos filtros siguientes, propuestos por Donoho y Johnstone [51] y Nowak [115]
sobre una descomposicion wavelet multirresolucién, se utilizan para analizar la eficiencia
del nuevo filtro presentado en la siguiente seccién. En particular, dadas las sucesiones
de coeficientes de detalles d* = (d*[k]);"; y la sucesién de coeficientes de refinamiento
s’ = (s7[k])Y, de una imagen/volumen I (donde N® representa el nimero de escalas
y posiciones para cada oy N7 es el nimero de escalas y posiciones para cada j), los
filtros se definen, en el dominio wavelet, de la forma siguiente:

Filtro de Donoho-Johnstone

El clésico filtro por umbralizado fuerte descrito por Donoho y Johnstone [51] estd
dado por
delk] , si |d*[k]| > T*
Fp,(d*[k]) := (5.2)
0, si|dofk]| < T

donde |-| es el operador médulo y T = 0guidzor/200g.(N®) con ogyig desviacion
estandar del ruido en la imagen/volumen I.

Filtro de Nowak

Otro filtro es el propuesto por Nowak [115] por
Fy(d*[k]) :== C[k] d*[K] (5.3)
donde

o (@R — 3(0%)2 K
O[’“]"< (@ [h])2 )

184



r ,six>0
(:IZ‘)+ = )
0 ,six<0
y (0?)¥[k] es la varianza de los coeficientes de detalle d*[k]. Una estimacién para este

valor, (0@)2[k], la cual es utilizada en los experimentos précticos, es la propuesta por
Nowak [115]

- 5 (602 K] (m) P2(m)
(09)2[k] := 40,4, méx { 2L 7 -1,1

donde o Rryido €s la desviacion estandar del ruido en la imagen/volumen 1.

Filtrado invariante por traslaciones

Como muestra Nowak [115], el filtrado de coeficientes de detalle (basado en la trans-
formada wavelet discreta) se ve afectado por las traslaciones de la imagen/volumen y
puede producir la aparicion de artefactos, ya que los valores de los coeficientes de detalle
dependen del alineamiento entre los datos y las funciones de la base wavelet frame. Los
métodos invariantes por traslaciones [31, 53, 92, 104, 115] pueden funcionar mejor, elimi-
nando la aparicién de artefactos (véase un ejemplo en la Figura 5.1). Las transformadas
wavelet frame invariantes por traslaciones proporcionan un mayor grado de regularidad
[19, 31, 115] que el enfoque del andlisis wavelet frame estandar, por lo que los algoritmos
basados en dicha transformada suelen mejorar los resultados obtenidos por los métodos
estandar. Un filtrado invariante por traslaciones puede obtenerse aplicando el filtrado
estandar en todas las traslaciones posibles de la imagen, invirtiendo la traslacion pre-
via y promediando los resultados obtenidos. Puesto que realizar todas las traslaciones
de la imagen seria computacionalmente inviable, para reducir dicho coste se propone
un esquema aproximadamente invariante por traslaciones, esto es, todas las traslacio-
nes son sustituidas por un reducido rango de traslaciones. Concretamente, la imagen es
trasladada en todas las dimensiones y sentidos (izquierda, derecha, arriba, abajo en 2
dimensiones; izquierda, derecha, arriba, abajo, delante, detras en 3 dimensiones) en K
pixels/voxels en cada sentido, en pasos de un pixel/voxel. Pese a que esto no garantiza
la invarianza por traslaciones, si que reduce la dependencia del rendimiento del filtro
del alineamiento entre los datos y las funciones de la base wavelet frame. En los experi-
mentos de la Seccién 5.3.4, se utiliza K = 2, es decir, movimientos de {—2,—1,0,1,2}
en cada direccién dando un total de 25 traslaciones para imdgenes 2-dimensionales (los
valores K' > 2 aumentan el tiempo computacional excesivamente con una reducida me-
jora) y K = 1, es decir, movimientos de {—1,0,1} en cada direccién dando un total
de 27 traslaciones para volumenes tridimensionales (la misma observacién hecha para el
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Figura 5.1: Comparativa de imégenes: (a) sin filtrado invariante por traslaciones; (b)
con filtrado aproximadamente invariante por traslaciones (K = 2). En el caso (a) es
facilmente identificable la aparicién de “dientes de sierra” (artefactos).

caso 2-dimensional para K > 2 se aplica en el caso 3-dimensional para K > 1). La ima-
gen/volumen final es construida tras deshacer las traslaciones de cada imagen/volumen
y promediando las 25/27 imdgenes/voliimenes resultantes.

5.1.3. Estimacion de Uz%zmdo

Los métodos de Donoho-Johnstone [51] y Nowak [115] son muy dependientes de la
estimacion de ruido. Se asume que la distribucion de ruido, en el dominio complejo, es
Gaussiana de media cero, por lo que estimar el ruido es equivalente a estimar la varianza
del ruido, 0%,,,,- En imégenes de resonancia magnética, 0%, es desconocida a priori
y debe ser estimada a partir de los datos. Un buen estimador de 0%,,,, de una imagen
I es presentado por Aja-Fernandez et al. [4, 5] dado por

2
&%uid() = EMOda{O_?ocal}ﬂ (54)
donde o3, es la varianza local de I, definida como
Ul200al (m) = LV([, m)

donde el operador LV esta definido en el Apéndice C.
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5.2. Filtro propuesto
El filtro wavelet frame propuesto en este apartado esta definido por la contraccién
Fy(d[k]) := SX[K] d*[k] (5.5)

donde d“ son los coeficientes de detalle, con « escala/wavelet frames en el caso general
y escala/orientacion en el caso multirresolucién, de la imagen/volumen [ y

(1 — A)P(d*[k] | Detalle)
(1 — \)P(d*[k] | Detalle) + AP(d*[k] | Ruido)

SRl =

con pardametro A (el valor S§[k] representa la probabilidad del coeficiente, a posteriori,
de representar detalle dado d* con A la probabilidad del coeficiente, a priori, de repre-
sentar ruido). Este filtro estd basado en el filtro propuesto por Gorgell et al. [73] para
imdgenes de mamografia y ya ha sido utilizado por Martin-Fernandez y Villullas [109]
para imagenes de resonancia magnética. Las novedades de este filtro son los modelos de
distribucién propuestos para los coeficientes de detalle, en funcién de representar detalle
o ruido, en el dominio wavelet frame de las imdgenes de resonancia magnética (Gaussia-
nos Generalizados frente a Laplaciano y Gaussiano) y la inclusién de las bases wavelet
frame en posible sustitucién de la wavelet de Haar, lo cual permite ampliar los grados de
libertad y las posibilidades de adaptacion al problema en contraposiciéon con la posible
limitacion dada por dicha wavelet ortonormal. El uso del método de Expectacion Maxi-
mizacién (EM) a la hora de estimar los pardmetros involucrados ya fue introducido en
[109]. Esto anula el problema de la posible existencia de parametros libres, como puede
ser la varianza del ruido, el cual suele ser problematico.

La definicién del valor S§ como una probabilidad condicionada permite modificar los
coeficientes de detalle teniendo en cuenta la intensidad del ruido. Més atin, las modifi-
caciones a tener en cuenta en la imagen/volumen producidas por la modificacién de sus
coeficientes de detalle se deben solamente a los coeficientes de detalle de modulo grande,
esto es, la modificacién de coeficientes de detalle de médulo pequeno no produce grandes
cambios en la imagen/volumen (regién regular). Por lo tanto, la importancia de S§ se
focaliza en las colas de las distribuciones de probabilidad de representar detalle o ruido.

5.2.1. Distribucion de coeficientes de detalle y ruido

Las imagenes/volimenes de resonancia magnética libres de ruido tienen una distri-
bucién, en el dominio de la transformada wavelet frame, con un maximo pronunciado en
el origen (debido a las regiones regulares) y colas pesadas producidas por los bordes y
diferentes estructuras contenidas en la imagen /volumen. Dicha distribucién es semejante
a una distribucién Laplaciana (modelo propuesto en el caso de wavelets, para imagenes
de mamografia, por Gorgell et al. [73]), pero no lo suficiente. Para conseguir mejorar la
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aproximacion a su distribucién, se generaliza el modelo Laplaciano a un modelo Gaus-
siano Generalizado, cuya funciéon de densidad es

fea(z; 1,0, B) = m ~(l=5)” (5.6)
y su funcién de distribucion es
- (1/5 (zy°)
FGG(x;MvaaB) = 5 +Slgn0($_ﬂ) (1/6> ) (57)

con parametros p, o y (8, siendo I' y v las funciones gamma y gamma incompleta,
respectivamente.

Ademas, se observa que, en funcién del nivel de descomposicién, se puede prefijar
el pardmetro § para las bases wavelet frame dadas en la Seccién 4.1.2 y para todas
las imagenes de resonancia magnética cerebral. Para comprobarlo, prefijado un conjun-
to de imégenes libres de ruido (equivalentemente, sus coeficientes de detalle d*) y un
conjunto aleatorio de wavelet frames representativas del conjunto total, para los valo-
res 5 € {0,1,0,2,...,2}, se estiman los correspondientes pardametros p y « tales que
f(d*; u, o, B) sea la distribucién de los datos, y se calcula la norma infinito de la diferen-
cia de la funcién de distribucion de dicha distribucion Gaussiana Generalizada estimada
con la funcién de distribucién empirica (minimizacién de la distancia de Kolmogérov,
criterio basado en el test de Kolmogdérov-Smirnov para semejanza de distribuciones).
Con todo esto, se observa que, dada una imagen I y su descomposicion en wavelet fra-
mes hasta escala (5,5), {d;’ b}‘fi’f;{ig}, el conjunto de datos di’;’ sigue una distribucién
Gaussiana Generalizada de paramétro

t+7+3

fig=——g— 1<ij<5i+j<s (5.8)

Por tanto, para a,b € {1,2},

i\ |z—p| )i
L 6_(T‘u> ! ,
20(1/fi5)

En el caso multirresolucién, para la wavelet de Haar, dada su descomposicion en dicha
wavelet hasta escala 3, {d?}?ggév’m, el conjunto de datos df sigue una distribucion
Gaussiana Generalizada de parametro

P(d{?} | Detalle) := 1<i,j<5,i+j<8 (59

04 ,sijg=1
Bi=14 05 ,sij=2 (5.10)
09 ,sij=3
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Por tanto, para o € {H,V, D},

L 6_(%)%
201'(1/5;) ’

Por otro lado, la distribucién de las imégenes/voltiimenes reales de resonancia magnéti-
ca es Rician [75, 99]. En las regiones con alta relacién senal a ruido, la distribucién Rician
tiende a una distribucion Gaussiana, mientras que en las regiones de baja relacion senal
a ruido, la distribucién Rician tiende a una distribucién Rayleigh [6], es decir, el rui-
do en resonancia magnética (libre de senal) puede ser modelado por una distribucién
Rayleigh. Del igual modo al caso anterior, los coeficientes en el dominio de la transfor-
mada wavelet frame tienen una distribucion similar a la Gaussiana. Concretamente, se
observa que los coeficientes de detalle de una imagen /volumen formada tinicamente por
ruido Gaussiano o Rayleigh, cuya descomposicién en wavelet frames hasta escala (5,5)

P(d? | Detalle) := 1<j<3. (5.11)

es {d?f}?;ejlgg}, tienen una distribucién Gaussiana Generalizada de media 0 y parame-
tro 8 = 2 (i.e, Gaussiana) o § = 1,9, respectivamente, para todas las escalas y pares de
wavelet frames. Nuevamente, para el caso multirresoluciéon de la wavelet de Haar, dada
su descomposicién en dicha wavelet hasta escala 3, {d;”}ix;{-gév’[)}, el conjunto de datos
d§ sigue una distribucién Gaussiana Generalizada de media 0 y pardmetro 3 = 2 (i.e,
Gaussiana) 6 f = 1,9 para los casos de ruido Gaussiano y Rayleigh, respectivamente,
para todas las escalas y direcciones. Por tanto, para d = Y ab e {a,b}, 1 <4,5 <5

i7"
6d=d% ac{HV,D}1<j<3,

1 l=] )2
P(d | Ruido Gaussiano) := -(5) 5.12
(d | Ruido Gaussiano) = ﬁe , (5.12)
Y . . 1,9 (m)“’
P(d|Ruido Rayleigh) := ——————~¢e " \a/ . (5.13)

= 2al(1/1,9) €

5.2.2. Wavelet frames ajustados optimos

Dada una matriz I, sea {d;j’} a su descomposicion en wavelet frames tal que dz’f [n,m] =
(I, (Va)in (W) jm) con (g)in = D'T",, 1,7 € N, nym € Z, a,b € {1,2}.

Con el fin de maximizar el efecto del filtro probabilistico propuesto, se seleccionan los
wavelet frames ajustados adecuados a la hora de descomponer la senal. Dicha seleccién
se puede basar en dos criterios:

1. Sea I imagen de resonancia magnética y sea Ir matriz de ruido Gaussiano (es

decir, alto SNR?, esto es, ruido del interior del cuerpo), y sean {df]b} v {(d R)Z’;’} sus

correspondientes descomposiciones en wavelet frames ajustados hasta escala (5, 5).

2Si se desea centrar en zonas de bajo SNR, se sustituye el ruido Gaussiano por ruido Rayleigh.
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Como indica la seccion anterior, la distribucion de los coeficientes de detalle de
ambas descomposiciones siguen un modelo Gaussiano Generalizado con parametro
B prefijado para cada caso y cada escala. El filtro propuesto en (5.5) estima la
cantidad de ruido y/o detalle correspondiente a cada coeficiente. Con el fin de
conseguir conservar la mayor parte de detalle posible, para todo par de indices
(a,b) con a,b € {1,2} y escala (i,7) con i,j € {1,...,5}, i + j < 8, se identifican
los wavelet frames ajustados que compacten la distribucién de los coeficientes de
detalle (si hay componente de detalle, la probabilidad de serlo sera alta) al tiempo
que dispersen la distribucién de los coeficientes de ruido (la probabilidad de ser
ruido es menor), es decir, los wavelet frames ajustados que hagan que, para cada
escala, el parametro (aDem”e)Z’;’ de los coeficientes de detalle sea minimo y el

, b . . ;.
pardmetro (« Rmdo)i} de los coeficientes de ruido sea maximo, esto es,

op _ (@Detatie)

= sea minimo. (5.14)

(aRuido ) Z;

Para poder tratarlo como un problema de optimizacién unidimensional, se utiliza
una funcién de importancia sobre las diferentes escalas, Imp({ P} ]’-b}), que de mayor

b
valor a los valores Piaj cuanto menor sea la escala a la que corresponden, y se

promedia entre las 4 permutaciones a,b € {1,2} posibles.

Las wavelet frames estimadas son las 6ptimas bajo la caracteristica de que, da-
do un ruido Gaussiano, su descomposicién de detalles (la cual sigue distribucién
Gaussiana Generalizada con § = 2, es decir, Gaussiana) tiene un pardmetro «
minimo en proporcién al parametro a de las imégenes libres de ruido.

. En las mismas condiciones que en el caso anterior, con el fin de conseguir eliminar
la mayor parte del ruido posible, para cada par de indices (a,b) con a,b € {1,2}
y escala (i,j) con i,j € {1,...,5}i+ j < 8, se identifican los wavelet frames
ajustados que dispersen la distribucion de los coeficientes de detalle al tiempo que
compacten la distribucién de los coeficientes de ruido, es decir, los wavelet frames
ajustados que hagan que, para cada escala, la proporcién

ab (O‘Demlle)?j)

= sea maxima. (5.15)

(aRuido)Z}

Nuevamente, para poder tratarlo como un problema de optimizaciéon unidimensio-
nal, se utiliza una funcién de importancia sobre las diferentes escalas, Imp({P;}’}),

b
que de mayor valor a los valores Pla] cuanto menor sea la escala a la que corres-

ponden, y se promedia entre las 4 permutaciones a,b € {1,2} posibles.
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vy v,

Figura 5.2: Wavelet frames ajustados éptimos para el criterio 1.

En todos los casos, se utiliza la funcién

i 9\3
Imp({Pi;}) = Y Py ( - 2”5—5> (5.16)
1<4,5<5
i+5<8
como funcién de importancia entre escalas.

La bisqueda de los wavelet frames ajustados 6ptimos se realiza mediante rejilla,
imponiendo las condiciones (1,); # 0 (en caso contrario, la descomposicién de los wa-
velet frames ajustados en la base de Haar comienza a escala 2 en vez de escala 1, por
lo que habria que renombrar a la hora de optimizar. Ademds, los calculos muestran
que los wavelet frames ajustados del caso 2, los cuales son los tnicos que verifican la
nulidad de dichos coeficientes, no son los éptimos en estos casos) o, equivalentemente,
(uo); # 0,7 = 1,2y p,|po] > 0. Dicha condicién se asegura imponiendo condiciones
restrictivas sobre los pardametros de cédlculo de los diferentes wavelet frames. Concreta-
mente, se impone |p(uo)i|, |po(uo)i| > Uprod, @ = 1,2y p,|po| > U, con Uproa, U, > 0
(valores muy bajos, en la préctica, se consideran 0). En este caso, los umbrales impues-
tos son Uproq = 0,01 y U, = 0,1 y el paso de la rejilla es 0,05 para los angulos de los
vectores y 0,025 para los pardmetros p, |po|.

En consecuencia, los wavelet frames ajustados éptimos obtenidos son los siguientes:

Criterio 1: Wavelet frames ajustados del caso 5 en el Corolario 77 con parametros ug =
(cos(217/40) sin(217/40)), v = (cos(11w/10—0,05) sin(117/10—0,05)), po = 0,6,
0,=0,0, =0, B=1y 60 =0 (Figura 5.2)

Criterio 2: Wavelet frames ajustados del caso 1 en el Corolario 77, es decir, wavelet de Haar.

Puesto que en el criterio 2 se obtiene un wavelet frame ajustado (concretamente,
una wavelet ortonormal) que también puede verse desde el punto de vista de la mul-

191



tirresolucion, se realiza el filtrado en ambas formas, descomposiciéon discreta general y
multirresolucién.

5.2.3. Estimacion de los parametros

En el articulo original de Gorgel et al. [73], la estimacién de los pardmetros invo-
lucrados se realiza considerando ambas distribuciones, detalles y ruido, de forma in-
dependiente, y seleccionando el parametro A en funcion de la relacién entre detalle y
ruido. Una de las novedades propuestas en [109], y que se conserva en este filtro, es el
método de estimacién de los parametros que aparecen en la contraccién. Para ello, se
considera la distribucién conjunta de ambas distribuciones, lo cual permite encontrar los
pardmetros que maximicen la similitud entre las distribuciones reales y tedricas (Gaus-
sianas Generalizadas). Para este proposito, los parametros A, fpetaite; ODetalle Y Ruido
son estimados por el método de Estimaciéon Maximizacion del modo siguiente:

Sea © = [Upetalles XDetalies YRuidos A] €l vector de pardmetros desconocidos, X =
{X;}Y, el conjunto de datos conocidos y Z = {Z;}, las variables auxiliares ocultas
definidas por

Zi =

1, si X, es detalle
1=1,...,N.

0 , si X; es ruido

Se asume que X = {X;}¥, son independientes. Por tanto,

P(X; ] ©) = APruido(Xi|Rruido) + (1 — A) Ppetane(Xi | e Detaties @ Detatic)

y
N
PX|@)=]]Px;|®)
i=1
Incluyendo las variables ocultas,
N
P(X,Z|©) =[] P(X:, Z©),
i=1
Maés aun,
por lo que

P(Xi|®) =P(Xi|Z;=1,0)P(Z;=1]|0)+ P(X;[Z; = 0,0)P(Z; = 0| ©) =

= PDetalle(Xi | HUDetalles aDetalle)(l - )\) + PRuido(Xi | C\51‘%u7ld0))\~
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Se define la funcién de verosimilitud, que se optimizara, por

L®|X,Z) =W(P(X,Z|0)) = f; In(P(X;, Z; | ©)) =

=

In(P(X;|Z;,0)) + éln(P(Zi |©)).

=1

El valor esperado de esta funcién es

E(L(®]X,Z)lex) = (Zln (Xi| Z:,©)) +Zln(P(Zi|@))|@7X> -

i=1

Z P(Xi| Zi,0))lex) +ZE (In(P(Z|©))lex) =
Z P(X;]Z,©)lex,) + ) E(In(P(Z|©))lex,) =

=1

Mz

Z; =110, X;))In(P(X;|Z;=1,0))+P(Z;=0]0,X,) n(P(X;| Z; =0,0))+

i=1

+P(Zi =110, X;)In(P(Z; = 1|©)) + P(Z; = 0| ©, X;) In(P(Z; = 0| ©))].

Sea v; = P(Z; = 1|0, X;) (entonces P(Z; =0]0,X;) =1—), por lo que

N
E(L(@ | Xa Z)|@,X) = Z h/z 1n(PDetalle(Xi | HDetalle Q‘Detalle))+

=1

+(1 = %) In(Pruido(Xi | @Ruido)) + i In(1 = A) + (1 — 7)) In(A)] =

N

= Z [’71( 1n(PDetalle()(i | M Detalle; aDetalle)) + ln(]- - )‘))+
=1

+(1 = %) (In(Pruido(Xi | @Ruido)) + In(A))].

Como P(X;|Z =1,0)P(Z; = 1|0©)
= P(Z=11©.X,) = = i —
77, (Z |@7 Z) P(X,L|@)
P(X;|Z =1,0)P(Z, = 1|©)

P(X,[Z =1,0)P(Z =1|©) + P(X;|Z = 0,0)P(Z; = 0|©)’
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entonces

(1 - A)PDetaHe(Xi ‘ HUDetalles aDetalle)
1 - )\)PDetalle(Xi | M Detalles aDetalle) + APRuido(Xi | aRuido) '
Sustituyendo Ppetae V Pruido POT su correspondiente expresion

E(L(O©[X,Z)|ex) =

%‘Z(

= - iv:l [7@( - hl(ﬁDetalle) + 11'1(2) + ln(aDetalle) + lﬂ(r(l/ﬁDemlle)) +

+ (wymmue —In(1 — A)) +(1— %)( — In(Bruido) + In(2) +

QA Detalle

X Ruido

() + (0 Bp)) + (52) 7 - mmﬂ |

Para maximizar esta funcién, se calcula el correspondiente gradiente y se iguala a 0
(nétese que los valores Spetane ¥ Bruido €Stan prefijados):

0 al ~1 17 (1= A1 =) — Ay
0=—FE(L(O|X,Z = —— 4+ (1 =)~ | = .
SREHOIX Do) = 3 gy + (=3 | = 3

Por tanto
A 1 &
A=1-=% " 5.17
~ ;7 (5.17)
o N 1 | X;|Bruido
0=—2 BLO|X,Z - 1—1.( 2 )
Dl HO X Zlox) izl( R BRuido gty i
Por tanto N
Broido > iz (1 —%)’Xz'\ﬁR““"'

X puido = ﬂRuido (518)

N

Zi:1(1 — i)
. —_— . “7. 7/ .

El estimador de ftpetaiie; fiDetatte, NO puede ser determinado utilizando estas técnicas,

puesto que la expresion Y ., 7| - —X;|Ruito es lineal a trozos y su minimo es siempre

un vértice. Por tanto, en este caso se propone un método directo

N

—_— , .
UDetalle -— arg min E 7i|,U/Detalle — Xi|BRuZdO- (519)
HDetalle=Xm i1

Por 1ltimo,

N
8 1 X J— /’LD tall BDetalle
0=——F(LO|X,Z)]ox) = E i - X ctae| )
aa/BDetalle ) 5 aﬁDetalle aQIBDetalle
Detalle i=1 Detalle™ petalle Detalle
Por tanto N
—_ B etalle
BDetalie Y i1 Vil Xi — HDetatze] et

(5.20)

aDetalle = BDetalle

Zfi1 Yi
194



5.3. Experimentos

5.3.1. Algoritmos

Con el fin de concretar los métodos utilizados en los experimentos numéricos de la
Seccién 5.3.4, a continuacién de detallan los algoritmos de filtrado correspondientes a
cada uno de los métodos ya presentados en las secciones anteriores.

Algoritmo NLM

= Dados los valores de los parametros, se calcula la funcion de pesos w para cada
pixel de la imagen 1.

= Para cada pixel, se calcula la imagen filtrada por el filtro NLM con la funcién de
pesos w.

Algoritmo de Awate-Whitaker

= Sea Iy = I la imagen ruidosa y sea k > 0.

» Para cada regién 2% = [2* §*] (esto es, para cada pixel m) de la imagen Iy, se
On(X | Y =¢*)
calcula ——=7——.

= Se utiliza el algoritmo de gradiente descendiente para calcular 2**! mediante
At =gk — 5

» La imagen I, estd dada por la intensidad ¥ en el pixel ¢. Si k + 1 es menor
que el nimero méaximo de iteraciones, se vuelve al paso 2 con k = k + 1. Si no, la

imagen filtrada por el filtro de Awate-Whitaker es Iy .

Algoritmo de Donoho-Johnstone
= Se estima la varianza del ruido, 6%,,,,, como muestra la Seccién 5.1.3.

» Se calcula la TWD multirresolucién hasta escala (J = 2) de la imagen/volumen
I.

= Se filtran los coeficientes wavelet d* mediante el filtro de Donoho-Johnstone, Fp;,
definido en la Seccién 5.1.2.

= Se calcula la TWD inversa utilizando los coeficientes wavelet filtrados, y conser-
vando los coeficientes de refinamiento, para obtener una imagen /volumen estimada,
libre de ruido.
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Se repiten los pasos 2 a 4, con las imdgenes/volimenes trasladadas
{-K,...,—1,0,1,..., K} pixels/voxels en cada direccién, como explica la sub-
seccién Filtro invariante por traslaciones de la Seccion 5.1.2, y se promedian
todas las imégenes/volimenes libres de ruido resultantes (la imagen/volumen ori-
ginal corresponde a la traslacién nula.)

Algoritmo de Nowak

Se estima la varianza del ruido, 6%,,,,, como muestra la Seccién 5.1.3.

Se calcula la TWD multirresolucién hasta escala (J = 2) del cuadrado de la
imagen /volumen, 1.

Se suprime el sesgo de los coeficientes de refinamiento s’ restando C' = 27 o puid0
de cada uno (ver [115]).

Se filtran los coeficientes wavelet d* mediante el filtro de Nowak, Fy, definido en
la Secciéon 5.1.2.

Se calcula la TWD inversa utilizando los coeficientes wavelet filtrados y los coefi-
cientes de refinamiento sin sesgo para obtener una imagen/volumen estimada libre
de ruido cuadratica.

Se calcula, pixel a pixel/voxel a voxel la raiz cuadrada de la imagen/volumen
calculada para obtener una estimacién de la imagen/volumen insesgada.

Se repiten los pasos 2 a 6, con las imdgenes/volumenes trasladadas
{-K,...,—1,0,1,..., K} pixels/voxels en cada direccién, como explica la sub-
seccién Filtro invariante por traslaciones de la Seccion 5.1.2, y se promedian
todas las imagenes/volimenes libres de ruido resultantes (la imagen/volumen ori-
ginal corresponde a la traslacién nula.)

Algoritmos de Villullas

Se calcula la TWD hasta escala (J = 2) de la imagen/volumen [. Dicha des-
composicion puede realizarse con cada una de las 3 opciones de wavelet frames
propuestas como Optimas en la Seccién 5.2.2.

Se filtran los coeficientes wavelet d* mediante el filtro de Villullas, Fy , definido en
la Seccion 5.2.

Se calcula la TWD inversa utilizando los coeficientes wavelet filtrados, y conser-
vando los coeficientes de refinamiento, para obtener una imagen /volumen estimada
libre de ruido.
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= Se repiten los pasos 1 a 3, con las imdgenes/volimenes trasladadas
{-K,...,—1,0,1,..., K} pixels/voxels en cada direccién, como explica la sub-
seccién Filtro invariante por traslaciones de la Seccion 5.1.2, y se promedian
todas las imégenes/volimenes libres de ruido resultantes (la imagen/volumen ori-
ginal corresponde a la traslacién nula.)

5.3.2. Senales MRI

Los experimentos se llevan a cabo sobre cuatro conjuntos de datos MRI. Los dos pri-
meros conjuntos de datos consisten en volimenes e imagenes de resonancia magnética
simulados obtenidos de la base de datos Brainweb [34]. El tercer y cuarto conjunto de
datos han sido recolectados del Centro de Diagndstico Valladolid (CDV) QDIAGNOS-
TICA en Valladolid (Espana). Los detalles sobre estos conjuntos de datos se describen
a continuacion.

MRI simuladas

Las imdgenes/volumenes de resonancia magnética son conjuntos de datos utiles ya
que permiten realizar una primera evaluaciéon de los diferentes métodos de analisis. En el
caso tridimensional, el volumen de datos sin ruido consiste en un volumen tridimensional
de resolucion 180 x 216 x 4 extraido de un volumen generado en la base de datos Brainweb
database de resolucién 181 x 217 x 181, en secuencia T1, Imm de paso de corte axial,
0% de ruido y RF = 0%. El valor de intensidad del volumen varfa en {0,1,...,255}.
En el caso bidimensional, la imagen libre de ruido consiste en una seccién bidimensional
axial del volumen tridimensional descrito anteriormente. El ruido Rician es generado
por la expresion

I:= \/(I + Np)2 4+ N3 (5.21)
donde I es la imagen/volumen libre de ruido y Ni, k € {1,2} son variables aleatorias
Gaussianas, N (0, 0?), independientes e idénticamente distribuidas con o € {1,2,...,15}.
MRI reales

El conjunto de datos reales esta dividido en dos subconjuntos. Las imagenes de
datos reales consisten en secciones bidimensionales de corte axial de un cerebro adquirido
utilizando un escaner General Electric Signa 1,5T, en secuencia T1 y resolucion 0,9375 x
0,9375mm? para ambos subconjuntos de datos. El primer subconjunto de datos estd
compuesto por 4 imagenes de dimension 256 x 256, variando el niimero de repeticiones
(NEX) en {4,8,16,64}, TR = 6ms, TE = 1,58%ms y flip angle = 15°. El segundo
subconjunto de datos consiste en 32 imagenes de dimension 192 x 160, NEX =1, TR =
40ms, TE = 9ms y flip angle = 90°. En este caso es imposible obtener una imagen libre
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de ruido, por lo que dichas imagenes son aproximadas del siguiente modo: en el primer
subconjunto de datos, la imagen libre de ruido aproximada corresponde a la imagen de
NEX = 64; en el segundo subconjunto de datos, la imagen libre de ruido aproximada
es el promedio, en el dominio complejo, de las 32 imagenes de las que consiste dicho
subconjunto. Para poder hacer esto, se han obtenido los datos directamente en el dominio
frecuencial, previos al calculo de la envolvente.

5.3.3. Medidas de similitud

Una vez filtradas las imdgenes/volimenes, los resultados obtenidos son comparados
utilizando las siguientes medidas de eficiencia (I es la imagen/volumen libre de ruido,
Iy es la imagen/volumen ruidoso y Ir es la imagen/volumen ruidosa filtrada) (ver el
Apéndice C para mas detalles).

Error de Varianza Local Promedio (AELV)

AELV es una medida de calidad objetiva [86] que cuantifica la desviacién de los
valores estimados con respecto al valor real. Concretamente, el AELV de Ir con respecto
a I es medido como

1
ABLV (I, I) =+ > V(I — Ip,m), (5.22)

donde M es el nimero total de pixels/voxel de I y el operador LV estd definido en el
Apéndice C.

Error de Varianza Local Promedio Normalizada (NAELV)

Variaciones en AELV pueden ser dificiles de comprender. Para comprobar la pro-
porcién en que los valores son reducidos tras el filtrado se utiliza la normalizacién del

AELV, dada por

AEIN(Ip,
NAELV(Ip, Iy, 1) : Vp, 1)

= BV T} (5.23)

Similitud Estructural (SSIM)

Aunque AELV es una medida de similitud 1til, puede no ser adecuada a la hora de
obtener una comparacién similar la obtenida por el ojo humano [89, 155]. La alternativa
mas comun es el SSIM, el cual es consistente con la percepcion visual. El valor SSIM es
calculado como

2GM(I)GM(IF) + C, 2GCV(I, 1) + Cy

IM(Ip,I) = ’

(5.24)
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Figura 5.3: Comparativa de seccién unidimensional de imagen libre de ruido, ruidosa
y las diferentes imédgenes obtenidas mediante los correspondientes filtros. (a) Seccién
unidimensional para la imagen bidimensional de parametro ¢ = 6, correspondiente al
conjunto de datos descrito en la Seccién 5.3.2; desde el pixel (50,126) hasta el pixel
(99,126); (b) Detalle de la seccién mostrada en (a) para las coordenadas [77,78, ..., 84]

donde los operadores GM(I), GV(I) y GCV(I, Ir) estan definidos en el Apéndice C,
Ch :=6,5025 y (5 := 58,5225.

Relacién Senal Ruido Local Promedio (ALSNR)

Otra forma sencilla de comprobar el nivel de ruido de una imagen/volumen es la
relacion senal a ruido local promediada, medida como

1 LV(I,m)

ALSNR(Ip, T) := = 0T

(5.25)

donde M es el niimero total de pixels/voxels de I y el operador LV estd definido en el
Apéndice C.

Contraste

La medida utilizada habitualmente para calcular el contraste de una imagen/volumen

I viene dada por
Smaa: - Smm

Smax + szn
donde Syu4e ¥V Smin son los valores maximo y minimo en una region especifica de dicha
imagen /volumen. En ocasiones esta medida de similitud no es efectiva ya que algunos

Cont(I) := (5.26)
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filtros (como, por ejemplo, los filtros basados en descomposicién wavelet frame) generan
un sesgo que modifica los valores de esta medida de similitud pero no afecta realmen-
te al contraste de la imagen/volumen. Ademads, existen varias herramientas, utilizadas
habitualmente por radiélogos, que permiten modificar los valores de ventana (rango de
valores de intensidad a mostrar) y nivel (centro de valores de intensidad a mostrar) de
la imagen/volumen. Se puede observar la variaciéon de contraste tomando una seccién
de las correspondientes imagenes/volimenes para comparar los diferentes cambios de
intensidad en funcion de los diferentes filtros aplicados. La Figura 5.3 muestra que los
filtros basados en descomposicion wavelet frame preservan los cambios de intensidad en
los bordes de forma muy efectiva, debido a su propiedad de localidad.

5.3.4. Experimentos numéricos
Experimento 1: Filtrado de imagenes simuladas:

En el primer experimento, las 16 tipos de imagenes bidimensionales, descritos en la
Seccion 5.3.2, son filtrados. Los parametros utilizados para la generacién de ruido Rician,
mediante la ecuacién (5.21), son o € {1,2,...,15}. La Figura 5.4 muestra la compara-
cion de las diferentes medidas de similitud promediadas como funcion del parametro o
(cada valor del parametro o tiene asociadas 10 imagenes simuladas y el correspondiente
valor de la medida de similitud es el promedio de los 10 valores de las medidas de simili-
tud de cada una de las imagenes. Se utilizan estas 10 imagenes por cada valor de ¢ para
reducir la variabilidad de los valores de las medidas de similitud en las imagenes simula-
das). Para valores bajos del pardmetro o (imégenes casi sin ruido), el filtro de Nowak es
superior al resto de filtros, practicamente igual que el filtro de Villullas con los criterios
1y 2, el filtro de Donoho-Johnstone y el filtro NLM en las medidas SSIM y ALSNR,
siendo filtro de Villullas para el criterio 2 multirresolucion el inico que obtiene resul-
tados destacablemente peores. Para la medida AELV, los filtros de Donoho-Johnstone
y NLM tienen un resultado equilibrado, mientras que los filtros de Villullas comienzan
con malos resultados, con una tendencia rédpida a la mejora. En el caso de valores de
o medios, el filtros de Villullas para los criterios 2 se muestra superior a los demas en
todos los casos. Los filtros de Villullas para el criterio 1 y de Nowak compiten en calidad,
siendo el primero superior para las medidas AELV y ALSNR, pero viéndose ligeramen-
te superado por el filtro de Nowak para la medida SSIM. El filtro de Villullas para el
criterio 2 multirresolucién continua con su mejora a medida que aumenta el ruido en
la imagen mientras que los filtros de Donoho-Johnstone y NLM mantienen un nivel de
filtrado inferior y estable. Por tltimo, para valores del pardmetro o grandes (imagenes
muy ruidosas), el filtro de Villullas para el criterio 2 aumenta su ventaja frente al resto,
al tiempo que el filtro de Villullas para el criterio 2 multirresoluciéon alcanza al filtro de
Villullas para el criterio 1, llegando a superarlo en las medidas AELV y SSIM, pero no
en ALSNR. El filtro de Nowak obtiene resultados cercanos a estos dos tltimos, mientras
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Figura 5.4: Comparativa de resultados para los diferentes filtrados en el Experimento 1
con parametro o € {1,2,...,15}.

que los filtros de Donoho-Johnstone y NLM contintan con un filtrado inferior. Los filtros
de Awate-Whitaker, tanto Gaussiano como Rician, tienen un comportamiento inferior
a los filtros de Villullas y al filtro de Nowak, excepto para la medida SSIM, en la cual
demuestran un buen comportamiento hasta valores altos del parametro o. La Figura
5.5 muestra un ejemplo (0 = 6) en el cual pueden observarse las diferencias visuales
entre los métodos de filtrado utilizados. En este caso, el filtro de Villullas para el cri-
terio 1 y el filtro de Nowak son similares, no eliminan en exceso las estructuras menos
definidas pero conservan un ligero granulado en la imagen. El filtro de Villullas para el
criterio 2 obtiene un mejor filtrado, conservando también de forma bastante eficiente las
estructuras menos definidas, pero eliminando el granulado observado en las dos image-
nes anteriores, mientras que el correspondiente filtro para el caso multirresolucién filtra
en exceso la imagen, eliminando en parte las estructuras a conservar. Finalmente, los
filtros de Donoho-Johnstone, Medias No Locales y ambos filtros de Awate-Whitaker no
consiguen filtrar lo suficiente la imagen, dando un resultado ruidoso.
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Figura 5.5: Ejemplos del Experimento 1 con pardmetro o = 6: (a) Imagen sin ruido; (b)
Imagen ruidosa; (¢) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Villullas para el criterio 1;
(d) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Villullas para el criterio 2; (e) Imagen ruidosa
filtrada por el filtro de Villullas para el criterio 2 y multirresolucién; (f) Imagen ruidosa
filtrada por el filtro de Nowak; (g) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Donoho y
Johnstone; (h) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Medias No Locales; (i) Imagen
ruidosa filtrada por el filtro de Awate y Whitaker para ruido Gaussiano; (j) Imagen
ruidosa filtrada por el filtro de Awate y Whitaker para ruido Rice.
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Figura 5.6: Comparativa de resultados para los diferentes filtrados en el Experimento 2
con numero de imédgenes promediadas NEX € {4,8,16}.

Experimento 2: Filtrado de imagenes reales:

En el segundo experimento, se ha filtrado el primer conjuntos de datos descrito en
la Seccién 5.3.2. El conjunto de imagenes ruidosas es el formado por las imagenes co-
rrespondientes a los valores NEX € {4,8,16} mientras que la imagen correspondiente
a NEX = 64 se considera libre de ruido. La Figura 5.6 muestra la comparacién de las
diferentes medidas de similitud, para los diversos filtros, en funcién del valor NEX. En
este experimento puede verse que los filtros de Villullas para el criterio 2, tanto general
como multirresolucién, son superiores al resto para todos los casos (excepto en ALSNR
para el valor NEX = 4, donde el filtro de Awate-Whitaker para ruido Rice es ligera-
mente superior), siendo el primero ligeramente superior. El filtro de Villullas para el
criterio 1 da resultados a una diferencia estable con los dos primeros, mientras que los
filtros de Nowak, Donoho-Johnstone y NLM obtienen filtrados inferiores a los anteriores
y similares entre si. Los filtros de Awate-Whitaker obtienen los peores resultados, salvo
para las medidas AELV y NEX = 16 y ALSNR y NEX = 4, donde el filtro corres-



(h)

Figura 5.7: Ejemplos del Experimento 2 con nimero de imagenes promediadas NEX
= 8: (a) Imagen sin ruido; (b) Imagen ruidosa; (c¢) Imagen ruidosa filtrada por el filtro
de Villullas para el criterio 1; (d) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Villullas para
el criterio 2; (e) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Villullas para el criterio 2 y
multirresolucién; (f) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Nowak; (g) Imagen ruidosa
filtrada por el filtro de Donoho y Johnstone; (h) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de
Medias No Locales; (i) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Awate y Whitaker para
ruido Gaussiano; (j) Imagen ruidosa filtrada por el filtro de Awate y Whitaker para
ruido Rice.
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pondiente a ruido Rice consigue igualar, e incluso superar, al resto. Cabe destacar la
medida de similitud SSIM,para la cual todos los filtros obtienen valores muy similares
entre si, excepto el filtro de Awate-Whitaker para ruido Rice. La Figura 5.7 muestra el
ejemplo para NEX = 8. En este ejemplo, los filtros de Villullas para el criterio 2, tanto
general como multirresolucion, se muestran claramente superiores al resto, seguidos por
el filtro de Villullas para el criterio 1. Los filtros de Nowak, Donoho-Johnstone, Medias
No Locales y ambos filtros de Awate-Whitaker no consiguen eliminar el suficiente ruido,
dando lugar a imagenes bastante sucias.

Experimento 3: Filtrado de imagenes reales frente a NEX superior:

El tercer experimento evalia la potencia del filtrado de los filtros propuestos en la
Seccion 5.2. Estos filtros son comparados con el aumento del valor NEX. Para esta
comparacion se utiliza el segundo conjunto de datos reales descritos en la Seccion 5.3.2.
Las 32 iméagenes obtenidas con NEX = 1 permiten controlar el nivel de ruido, el cual
puede ser reducido promediando N de dichas imagenes en el dominio complejo (lo cual
equivaldria a aumentar el valor NEX), donde mayores valores de N implican menores
niveles de ruido. La imagen seleccionada para evaluar la potencia es la correspondiente
a N = 2. La Tabla 5.1 muestra los diferentes valores de las correspondientes medidas
de similitud (AELV, SSIM y ALSNR) para las imdgenes de valores N = 2,3,4,5 y las
imagenes obtenidas al filtrar la correspondiente imagen para el valor N = 2 por los filtros
propuestos. Se observa que todas las imagenes filtradas mejoran a la imagen obtenida
para N = 3 y, ademas, las imagenes filtradas para el criterio 2 llegan a mejorar a la
imagen obtenida para N = 4 para la medida AELV. Por lo que, utilizando estos filtros,
se puede obtener una calidad similar a necesitar el doble de tiempo de adquisicion,
pudiendo llegar a mejorarlo. La Figura 5.8 muestra las imégenes involucradas en este
experimento. Se observa que las imagenes filtradas reducen en gran medida el ruido de
la imagen ruidosa para N = 2, mejorando, visualmente, incluso a la imagen ruidosa
para N = 4.

Imagen \ Medida de Similitud | AELV | SSIM | ALSNR

N=2 60.5153 | 0.6354 | 2.1123
N=3 39.2913 | 0.7161 | 3.2624
N=4 28.6279 | 0.7697 | 4.5435
N =5 22.1790 | 0.8085 | 5.8094

N = 2 Filtrado Criterio 1 32.0402 | 0.7229 | 3.4914
N = 2 Filtrado Criterio 2 24.2294 | 0.7555 | 4.2708
N = 2 Filtrado Criterio 2 MRA | 24.9101 | 0.7562 | 3.9624

Tabla 5.1: Medidas de similitud para los casos N = 2,3,4 y las imagenes obtenidas al
filtrar la imagen para N = 2 con los tres filtros de Villullas en el Experimento 3.
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Figura 5.8: Experimento 3. (a) Imagen sin ruido; (b) Imagen ruidosa para N = 2; (c)
Imagen ruidosa para N = 3; (d) Imagen ruidosa para N = 4; (e) Imagen ruidosa para
N =2 filtrada por el filtro de Villullas para el criterio 1; (f) Imagen ruidosa para N = 2
filtrada por el filtro de Villullas para el criterio 2; (g) Imagen ruidosa para N = 2 filtrada
por el filtro de Villullas para el criterio 2 multirresolucién.
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Capitulo 6

Analisis de senales de resonancia
magnética funcional

La obtencion de imagenes de resonancia magnética funcional (fMRI) es una técnica
reciente y no invasiva que permite hallar y medir diversas funciones del cerebro humano
sin utilizar radiacién [13, 91]. La funcién cerebral se detecta mediante pequenios cambios
hemodindmicos en los capilares cerebrales [110] en las denominadas “dreas funcionales”.
Dichas variaciones de flujo sanguineo son conocidas como efecto BOLD (Blood Ozygen
Level Dependent) [116, 118, 117]. Dicho efecto se describe de la siguiente forma [12,
Section 2.2.3]: después de la aplicaciéon de un estimulo puntual (unos 100 milisegundos),
la senial de respuesta hemodindmica observada comienza a ascender después de 2-3 se-
gundos, tras haber descendido ligeramente en un inicio (initial dip), y alcanza su nivel
méximo después de 5-6 segundos (overshoot). Unos 10 segundos después, la senal recu-
pera su nivel basal, tras haberse visto reducido en exceso (post-stimulus undershoot).
Por tanto, la respuesta hemodinamica obtenida en un estimulo puntual tiene una longi-

A Positive BOLD Response
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Figura 6.1: Efecto BOLD
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tud temporal cercana a los 20 segundos. Para un estimulo prolongado en el tiempo, una
vez alcanzado el maximo, el nivel de respuesta se reduce y estabiliza hasta el final del
estimulo, momento en el cual se vuelve al nivel basal. La Figura 6.1 muestra un ejemplo
de respuesta hemodinamica para un estimulo prolongado en el tiempo.

La variacién de intensidad en la imagen de resonancia magnética (funcional) produ-
cida por la respuesta hemodindmica es muy pequena, no mayor que el 5 %. Asi mismo, el
ruido en dicha senal funcional tiene un tamano de magnitud similar a la de la activacién,
por lo que localizar la actividad subyacente es un proceso complicado [12, Section 2.3].
Ademas, la experimentacién ha demostrado que la respuesta hemodinamica es muy va-
riable, entre personas, entre dias e incluso entre diferentes regiones de un mismo cerebro
[1], lo cual dificulta ain mds su andlisis. Por ello, los métodos clédsicos hacen uso de
paradigmas de activacion prefijados para conocer, de antemano, en qué momento deben
producirse, o no, la activacion, y asi poder localizar las regiones del cerebro donde se
produce la misma. Dichos paradigmas son, basicamente, de dos tipos:

= Block Design: El tiempo de andlisis viene dividido en bloques de activacion y
reposo de tamano constante. Por ejemplo, un minuto de andlisis se puede dividir
en seis bloques de diez segundos en los cuales se alterna entre reposo y activacion.

= Event Related: A diferencia del caso anterior, los bloques en los que se divide el
tiempo de andlisis no tienen por qué ser regulares. Por ejemplo, un minuto de
andlisis se puede dividir, alternando entre reposo (R) y activacién (A), de la si-
guiente forma (s = segundos):

5sR|10sA|7sR|16sA|12sR|10sA

Para poder identificar dicho efecto (BOLD), se hace uso de diferentes técnicas de
andlisis de senales funcionales. Dichos andlisis extraen la senal de activacion, diferen-
ciandola de los diversos tipos de ruidos subyacentes en la senal adquirida, como pueden
ser ruidos producidos por la emisién de calor del cuerpo humano (Rician), movimientos
involuntarios, o ruidos de baja frecuencia en la componente temporal, denominados drift,
los cuales dependen del tiempo de adquisiciéon. Mas aun, habitualmente se consideran
analisis punto a punto, ignorando la dependencia espacial que existe en las imégenes de
resonancia magnética. Esto dificulta la obtencién de regiones de actividad homogéneas
[159]. Gran parte de los métodos de anédlisis hacen uso de una componente estadistica,
generalmente un T-estadistico, para introducir informacion acerca de la intensidad del
ruido de alta frecuencia y verificar cuan posible es el resultado obtenido (activacién o
no). Pese a que dicho ruido no sigue una distribucién Gaussiana, este supuesto se acepta
frecuentemente con el fin de simplificar el posterior analisis estadistico de los datos.

Una de las primeras formas utilizadas para la identificacién de zonas de activacién
fue propuesta por Henriksen et al. [82], en la cual se trata de identificar dicha activa-
cion utilizando la diferencia entre momentos de posible activacion y reposo. Otra de las
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propuestas clasicas a la hora de analizar la senal medida es el analisis de correlacion.
En este caso, dado un paradigma de activacién y una funcién modelo de la respuesta
hemodinamica, se genera una senal de activacién de control con la cual comparar la
senal medida mediante su correlacién y asi obtener un mapa de similitud con dicha
funcién de control. Como generalizacion de este método, aparecio el método de analisis
de correlaciéon candnica [61, 60], el cual opera sobre variables multidimensionales, es
decir, varios tipos de funciones de control. Siguiendo esta linea de enfoque se encuentra
el modelo general lineal [62]. Modelada la senial medida a partir de una matriz (la cual
contiene la base de funciones que “componen” la senal medida), se calcula la aproxima-
cion a la senal medida en la base de la matriz en minimos cuadrados, y mediante un
T-estadistico se comprueba cémo de eficiente es dicha aproximacion mediante el estudio
de la correspondiente senal residual. Un enfoque diferente a los anteriores es el propuesto
por Frank, Buxton y Wong [55], los cuales basan su estrategia inicamente en el estudio
probabilistico de la senal. Bajo el mismo modelo para la senal funcional, Ardekani et al.
[7] proponen un método de andlisis basado en una estrategia de maxima verosimilitud.
Por otra parte, también existen métodos de analisis basados en componentes principales
[16, 147].

Como ya se menciona en el capitulo anterior, la descomposicién wavelet es una he-
rramienta 1util a la hora de las aplicaciones practicas, en particular, en el caso de las
iméagenes de resonancia magnética. En el ambito de las senales de resonancia magnéti-
ca funcional, varios autores han utilizado dicha descomposicién, principalmente en la
componente espacial, con el fin de aprovechar algunas de sus caracteristicas, como son
la decorrelacién de los datos y su dispersién, y la reduccion de ruido. Autores como
Ruttimann et al. [134] proponen utilizar el enfoque de la sustracciéon directa utilizada
en los métodos clasicos junto con la descomposicién wavelet espacial y transformar el
analisis T-estadistico utilizado en dos analisis estadisticos consecutivos que aprovechen
las caracteristicas probabilisticas de los coeficientes de detalle, con el fin de obtener el
correspondiente mapa de activacién. Dinov et al. [50] utilizan la descomposicién wa-
velet espacial como base para una posterior contraccion, adaptativa en frecuencias, de
los coeficientes de detalle. El método propuesto por Hilton et al. [85] elimina, de forma
recursiva y para cada nivel, los mayores coeficientes de detalle hasta que los restantes
coeficientes sigan una distribucién de ruido blanco de acuerdo con ciertos criterios, y
con los coeficientes extraidos forma el resultante mapa de activacion. Finalmente, Van
de Ville et al. [46] proponen trasladar el modelo general lineal al caso wavelet. Concreta-
mente, tras obtener la correspondiente descomposicion wavelet espacial, los coeficientes
se modelan segin el modelo general lineal y se analizan. Con los mapas (auxiliares)
obtenidos, mediante la transformada wavelet inversa se obtiene el mapa de activacién
final correspondiente.

El método de analisis de senales de resonancia magnética funcional propuesto en
este capitulo (Seccién 6.2) se basa, para cada posicién espacial, en la descomposicién
MRA-wavelet temporal de la sefial medida. Dada la funcién modelo de respuesta hemo-
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dindmica descrita en (6.10), y tras buscar la correspondiente funcién de escala que mejor
se aproxime a dicha funcién modelo, la cual corresponde al filtro descrito en (6.11), la
descomposicion temporal de la senal funcional permite separar los coeficientes de refina-
miento (los cuales corresponden a la senal de activacién y ruido de baja frecuencia, que
se elimina mediante umbralizado fuerte) de los coeficientes de detalle (que contienen sélo
ruido), como muestra la Seccién 6.2.4. Ademads, con el fin de aprovechar la estructura
morfolégica de las regiones de activacién, al igual que Friman et al. [60], se hace uso de
filtros espaciales direccionados (Seccién 6.2.3). Finalmente, el correspondiente mapa de
activacion se crea mediante un umbralizado fuerte, asi como mediante un filtrado por
correlacién en el vecindario (Seccién 6.2.5). Este método es comparado en la seccién 6.3
con los métodos cldsicos descritos en la Seccién 6.1 (Sustraccién Directa, Andlisis de
correlacién y Modelo General Lineal) y con los métodos basados en wavelets descritos
en la Seccién 6.1.2 (Sustraccién Directa Wavelet y Modelo General Lineal Wavelet).
Para dicha comparacion se hace uso de senales de resonancia magnética funcional, tanto
simuladas como reales, descritas en la Seccién 6.3.2 y siguiendo los criterios descritos
en la Seccién 6.3.3. Este capitulo dard lugar al articulo de Martin-Fernandez y Villullas
[108] actualmente en preparacion.

6.1. Estado del arte

En la presente seccién se muestran varios ejemplos de métodos de analisis de senales
de resonancia magnética funcional. Entre ellos, la Seccién 6.1.1 muestra tres ejemplos
clasicos de andlisis historicamente eficientes: el método de sustraccion directa, que pro-
pone la buisqueda de actividad por comparacién entre zonas de activacion y de reposo, el
analisis de correlacion, que como su propio nombre indica, identifica la actividad compa-
rando con una senal de control mediante coeficientes de correlacion, y el modelo general
lineal, el cual busca la mejor aproximacion, en minimos cuadrados, prefijada una matriz
de referencia. La Seccion 6.1.2 muestra dos ejemplos, basados en los métodos clésicos,
los cuales hacen uso de la descomposicién wavelet ortonormal (espacial). Todos estos
métodos necesitan una funcién de referencia/control (un paradigma de activacién, block
design o event related), la cual se intenta identificar dentro de la senal medida.

Finalmente, la Seccion 6.1.3 muestra un método de seleccion del nivel de significacion
utilizado para un mayor control de la tasa de falsos positivos.

6.1.1. Meétodos clasicos

Con el fin de comprobar la eficiencia del método propuesto, es necesario hacer uso de
métodos que hayan demostrado su capacidad de andlisis anteriormente. A continuacién
se exponen tres ejemplos tipicos [12, Section 2.3.3].
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Sustraccién Directa

Este método [82] consiste en la comparacién entre bloques de (posible) activacién
y bloques de reposo. Dadas dos senales, cada una perteneciente a uno de los bloques,
s1 activacion y s, reposo, el enfoque consiste en extraer el valor medio de la condicion
de control (reposo), Sz, del valor medio de la condicién a comprobar (activacién), sy,
obteniendo d := 57 — 53. Estas medias pueden coincidir en diferentes casos para dife-
rentes condiciones de actividad y ruido, esto es, pueden coincidir si hay mucho ruido
sin actividad y poco ruido con actividad. Para tratar este hecho, se requiere un analisis
estadistico que compruebe si dichos valores se deben a actividad real o solamente a fluc-
tuaciones debidas al ruido. La hipétesis nula para dicho andlisis es Hy : 41 = pio, esto es,
no existe diferencia entre las condiciones, y por tanto, no hay activacién. Incorporando
informacion acerca de la variabilidad del ruido, se define el T-estadistico

51— 52

T = (6.1)

~

Os1-33
el cual permite medir la incertidumbre de la activacion. El denominador de la expresion

anterior contiene la variabilidad esperada en el valor del numerador,es decir, la desviacion
estandar de la diferencia de las medias. Esto es debido a la suposicion de que

d(t) = f(t) + €(t),

donde f es la senal desconocida de activacién que se busca recuperar y € es el error
descrito por un campo aleatorio homogéneo Gaussiano independiente e idénticamente
distribuido, es decir, ¢ ~ N(0,0?). Por tanto, d sigue una distribucién Gaussiana con
pa = fy 63 =0%~ x% esto es, T ~ T-Student. En consecuencia, la hipétesis nula
puede describirse como Hy : f(t) = 0.

Fijado un nivel de significacién, «, para el T-estadistico (habitualmente o = 0,05 6
0,01), la hipdtesis alternativa se acepta si el correspondiente p-valor, p, es menor que
1 — a, esto es, p := P(T-estadistico > T') < 1 — «a, y se genera el correspondiente mapa
de activacion.

Andlisis de Correlaciéon

Otro de los métodos propuestos para el analisis de senales de resonancia magnética
funcional es el basado en correlaciones [61]. Dada una funcién modelo (habitualmente
definida como la convoluciéon de una funcién modelo de la funcién de respuesta hemo-
dindmica con una funcién discreta que determina los momentos de activacion e intensi-
dad [ver la Seccién 6.3.2 para mas detalles|), m, se calcula, para cada posicién espacial,
su coeficiente de correlacién con la senal medida, s, (el tiempo es discreto)

St tiempo (m(£) = M) (5(t) — 3)
V2t tianpo (M) = T2 4 pol5(8) = 5)?

: (6.2)

p = corr(m,s) =
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el cual permite evaluar la similitud que hay entre dichas funciones. Utilizando los mismos
principios estadisticos que en el caso de la sustraccion directa, en este caso la hipotesis
nula viene dada por Hy : p = 0, es decir, no existe correlaciéon entre la senal medida
y el modelo de activacién, por lo que dicha senal medida estd formada solamente por
ruido. Incluyendo la cantidad del muestreo temporal, N (¢ varia entre 1 y N), se puede
obtener el T-estadistico
pVIN —2
1—p? '
Nuevamente, fijado un umbral «, la hipdtesis alternativa se acepta si el correspondiente
p-valor es menor que « y se genera el correspondiente mapa de activacion.

T = (6.3)

Modelo Lineal Generalizado (GLM)

Un método de andlisis clasico, y que ha demostrado su efectividad a lo largo del
tiempo, es el denominado modelo lineal generalizado [62]. Este método supone que la
senal adquirida, para cada posiciéon espacial, sigue el modelo lineal

s(t) = X ()P + €(t),

donde s es la senal adquirida, X es la matriz del modelo lineal, la cual contiene la
informacién de activacién, g es el vector (de coeficientes) que indica cémo se distribuyen
las componentes de X y € es la componente residual (error).

Prefijada la matriz con la informacion de la actividad a encontrar en los datos ad-
quiridos, la proyeccion de dichos datos al subespacio generado por la matriz del modelo
es

y el error cometido viene dado por
e(t) = s(t) — s(t) = s(t) — X (t)p.

Una idea intuitiva es encontrar los coeficientes 3 tales que minimicen la suma de los
errores cuadraticos (escrito en terminologia vectorial, se omite la componente temporal)

€e= Zei =(s—XpB)(s— Xp).
nez
Los coeficientes S 6ptimos que minimizan este valor vienen dados por
B=(X'X)"X's. (6.4)

Una vez obtenidos estos valores, es necesario comprobar como de buena es la aproxima-
cion. Para ello, se define el T-estadistico

dp
Vo2d (X' X) e
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con K = N — rango(X) grados de libertad, y donde ¢ es el vector de hipdtesis de
activacion, habitualmente denominado vector de contraste, es decir, si la hipétesis H
es Hy : B = 0, entonces ¢ = (0,1), y por tanto, la hipétesis nula puede escribirse
como ¢’ = 0. El denominador de (6.5) contiene el error estandar de ¢, esto es, la
variabilidad de la estimacién debida a las fluctuaciones del ruido. Si el p-valor de dicho
T-test es menor que el valor del umbral «, se acepta la hipotesis alternativa, y se genera
el correspondiente mapa de activacion.

6.1.2. Meétodos wavelet

Algunos autores han tratado de incluir la descomposicién wavelet en el analisis de re-
sonancia magnética funcional. El uso que se suele hacer de las mismas es principalmente
en el dominio espacial, aprovechando la propiedad de separabilidad de las wavelets orto-
normales, y combinando la descomposiciéon mediante dicha transformada con alguno de
los métodos clasicos anteriormente propuestos. A continuacion se muestran dos ejemplos
de dichos métodos de analisis, los cuales involucran el uso de wavelets ortonormales.

Sustraccion directa y Wavelets

El método propuesto por Ruttimann et al. [134] es una variacién del método de
sustraccion directa descrito anteriormente. En él, dada una senal s, y prefijado un pa-
radigma de activacion con N bloques (N bloques de activacién y N bloques de reposo),
se crean N imagenes de diferencia entre reposo y activacion, las cuales se modelan como

d;i = f(t)+e€(t),i=1,2,..., N,y se promedian todas ellas, d = % ZZN:1 d;. A continua-

cioén se realiza la transformada wavelet ortonormal de d, {a(n), w]*(n) }7{ogs s direcciones
y, bajo la misma hipétesis nula Hy : d; = ei ~ N(0,0%), w*(n) ~ N(0,0°/N) indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (iid), por lo que

w(n)VN/o ~ N(0,1) iid (6.6)

N(wi"(n)/o)? ~ x7 iid (6.7)

Estas dos propiedades, junto con la ortogonalidad de la wavelet, permiten un enfoque
en dos fases. En primer lugar, la propiedad (6.7) muestra que la suma de los coeficientes
wavelet al cuadrado y estandarizados, para cada canal, sigue una distribucién x? con
tantos grados de libertad como términos en la suma, por lo que la primera fase del
enfoque se describe como

{ wit(n) , sij=jym=m' si Y (wj'(n))>6;

0 , resto, j =1,...,J, m todas las direcciones

(6.8)

con 0; = 0> /N x2m., el umbral a resolucién j obtenido a partir de la (1 — ) probabilidad

de una distribucién x2,. con ntimero de grados de libertad nj' = nimero de posiciones
J
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intracraneales a resolucion j y orientaciéon m. El valor « se escoge segun el ajuste de
Bonferroni, es decir, a« = p/(J - #{direcciones wavelet}). La segunda fase se basa en la
propiedad (6.6), con

0P (n) st 0T (n)| > T
-]

0 , resto

, (4ym) € Ty (6.9)

donde 7 = a/V/' N - z, es el umbral para la variable normal estandarizada con nivel de
significacién o ajustada al nimero de test realizados, esto es,

o =p/ Z n'.
(J;m)€ETq

con T, el conjunto de pares (j, m) tales que no han sido eliminados en la primera fase.
Por tltimo, una vez realizadas ambas fases, se reconstruye la senal mediante la
transformada wavelet inversa, dando lugar al mapa de activacion final.

GLM y Wavelets

El método de andlisis propuesto por Van de Ville, Blu y Unser [46] es la unién del
modelo general lineal antes descrito con la transformada wavelet ortonormal espacial.

Concretamente, dada una senal s, se obtiene su descomposicion wavelet ortonormal,

dada por {a(n), w] (n)}yricges Iae direcciones euyos coeficientes wavelet se modelan, para

cada posicién espacial n = 1,..., N, por (2 = (j,m))
w'(n) = XB%(n) + €%(n)
donde €(n) sigue una distribucién Gaussiana iid. Por tanto,

5(n) = (X'X) 7' X"w (n),

e*(n) = w®(n) — X3%n)
permiten definir los T-test

¢5%(n)

T%(n) =
") V(e (n) et (n)d (X' X)1e) /K

con K = N — rango(X) y ¢ vector de contraste. Aplicando el umbralizado para nivel
de significacién a se obtienen los mapas de activacién de la descomposicién, u*(n), los
cuales se utilizan para crear el mapa de activacion final, u(n), mediante la transformada
wavelet inversa.
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6.1.3. Correccién de Bonferroni

Los métodos previamente descritos hacen uso de test estadisticos a la hora de identi-
ficar la correcta busqueda de actividad dentro de la senal medida. Uno de los problemas
a la hora de identificar la posible actividad subyacente en una senal es la sobrestimacion
de la actividad, esto es, el considerar ciertas zonas de reposo como zonas de actividad. A
esta sobrestimacién se la conoce como falsos positivos, y puede ser controlada mediante
la eleccién del nivel de significacién de los test estadisticos. Para esto puede utilizarse
la denominada correccién de Bonferroni [21], descrita a continuacién.

Sean Hy,..., H; una familia de hipdtesis y sean pi,...,p, sus correspondientes p-
valores. Para asegurar un nivel de significacién global a, debe imponerse un nivel de
significacién individual a/k.

6.2. Meétodo propuesto

El método propuesto se basa en el hecho de que la familia de trasladadas de una
funcién de escala y una MRA-wavelet forman una base del espacio L?(R) (més atn, si
dicha base es ortogonal [MRA-wavelet ortonormal| no habré informacién redundante).
Gracias a los algoritmos espectrales mostrados en la Seccién 3.3 (concretamente, a los
algoritmos basados en las bases de Haar [Seccién 3.3.1] y Walsh-Paley [Seccién 3.3.2]),
se puede disefiar una funcién de escala que se aproxime al maximo, en forma (para una
distancia propuesta), a la dilatada del modelo de funcién de respuesta hemodindmica
utilizado, definido en (6.10). Dado que dicha funcién modelo tiene soporte de longitud
28-30 (tomando muestreo cada segundo), se puede calcular la funcién de escala que mejor
se aproxime a escala 2 (si la funcién de escala tiene soporte 7, a escala 2 equivaldra a
soporte de longitud 7 - 22 = 28). Ademds, puesto que la aproximacién a la funcién
modelo por una sola funcién de escala puede no ser lo suficientemente buena, se calcula
la funcién de escala que verifique que una combinacién lineal de sus trasladadas (por
ejemplo, la propia funcién de escala, ¢, y su trasladada k unidades, ¢(- — k)) obtenga
una aproximacién 6ptima en el sentido marcado por la distancia propuesta.

Este método se aplica sobre senales sin perturbaciones de baja frecuencia o drift, por
lo que es necesario realizar dicho pre-procesado sobre las senales adquiridas. Ademads, en
este método, a la hora de realizar el procesado temporal, no es necesario tener prefijado
un paradigma de activacién, a diferencia de los métodos basados en ”"block design” y
“event related”, lo cual permite estudiar la activacién espontanea del cerebro.

6.2.1. Preliminares

Antes de pasar a describir el método, es necesario fijar dos funciones necesarias para
el posterior andlisis temporal. Por un lado, se describe el modelo de funcién de respuesta
hemodinamica utilizado para simular la medicién del efecto BOLD. Por otro lado, puesto
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que el método propuesto se basa principalmente en la descomposicién MRA-wavelet
temporal de la senal de resonancia magnética funcional, es necesario prefijar la MRA-
wavelet ortonormal que se utilizara en dicha descomposicion, la cual serda dependiente
del modelo anteriormente citado.

Modelo Funcién de Respuesta Hemodinamica (FRH)

La funcién utilizada como modelo aproximado a la funcién de respuesta hemodinami-
ca es la combinacién lineal de dos distribuciones Gamma [12, Section 2.2.3] (ver la Figura
6.2),

et e~
FRH(¢) = 6t° —— — 19 .
(t) I'(6) I'(16)

t

(6.10)

Wavelet Ortonormal ()ptima

La idea principal del método es descomponer, mediante la transformada wavelet
multirresolucion, la senal temporal en cada posicion espacial. La senal de activacion
queda contenida en los coeficientes de refinamiento (concretamente, en los coeficientes
a escala 2), mientras que los coeficientes de detalle contienen tinicamente ruido. Dicha
descomposicion se efectiia para un muestreo temporal de 1 segundo. Para optimizar la
separacién de la senal de activacién del ruido, se busca una MRA-wavelet ortonormal
optima, es decir, la cual verifique una mayor similitud a la funcién modelo de respuesta
hemodinamica del modo siguiente:

Partiendo de la funcién FRH definida en (6.10), se calcula la funcién de escala orto-
normal, ¢, cuya combinacién lineal C, - ¢ + Cy1 - ¢(- — 1) mejor aproxime al modelo
a nivel de escala 2 (o, equivalentemente, la combinacién lineal que mejor aproxime a la
funcién dilatada FRH(4-)). Para ello, se utiliza la descomposicién en traslacién discreta
en la base ortonormal de Haar descrita en la Seccién 3.3.1.

Dado la funciéon FRH, se calculan los coeficientes

— ()

(FRH(4-)), = (FRH, h;(- —n)) = /n+1 FRH(4t) - hy(t — n)dt, i€ NU{0}, n€Z,

donde {h;}ienuqoy es la base de Haar en el intervalo [0, 1) descrita en el Apéndice A.1.

El objetivo es obtener los coeficientes {@g")}ieNU{g},nez (equivalentemente, encontrar
la funcién de escala @) que verifiquen que

(n —— (n —— ) e (™)
d({¢!"} {(FRH(4)); }) = {A}—{(FRH4)); HE ooy = D (& —(FRH(4:)); )
sea minima, es decir, calcular

AN . ~(m pgipy (m) Alm
(6" Vienvgopnez = argmin{ D (" ~(FRH(L)); ) : {3 }m € E((NU{0})<Z,R) }

j?m
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1.2 T T T T T T

Figura 6.2: Modelo de Funcién de Respuesta Hemodindmica dilatada, FFRH (4-) (rojo),
y combinacién lineal Cio- ¢ + Cy1 - (- — 1) de la funcién de escala éptima, ¢, con las
correspondientes constantes Cy, Cy1 (azul).

bajo las restricciones sobre el filtro {h[n]},cz correspondientes a funcién de escala/wavelet
ortonormal, esto es, verificando

5, hin] = V2
S hlnlhfn +2m] = 8[m), meZ

Debido a la forma de las funciones de escala (concentradas en los dos primeros tercios
de su soporte, lo cual no permite aproximar bien, con solo dos copias de dichas funciones
de escala, el "undershoot” de la funcion FRH), se aproxima la funcién FRH(4-) por la
combinacién de funciones de escala en el soporte [0,4] (para dar mayor importancia
en la aproximacién a la zona positiva de la funcién modelo). Ademads, puesto que la
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activacion no tiene por qué producirse en el punto exacto de medicion de la senal, se
calcula la combinacion lineal de funciones de escala que mejor aproxime a la funcién
FRH(4-) trasladada entre las posiciones [—1/2,1/2] (se utiliza la distancia promedio
entre posiciones de dicho intervalo).

Los célculos de dicho 6ptimo se realizan mediante un optimizador global en Matlab.
La funcién de escala éptima, 9%, es la asociada con el filtro, {h°?![n]},cz, dado por
hOPn] =0,sin<06n>8y

hOPH1] = —0,018384439004067, hOP![2] = 0,056667443434522,

hOP[3] = 0,017080251898425,  hOPH[4] = —0,205133732473127,
(6.11)
hOP[5] = —0,006730485316293, hOP![6] = 0,622710533362887,

hOPH7] = 0,715776967980001,  hOPY[8] = 0,232228022490747,

y las constantes Cop o = 0,894026943410651 y Cyopm; = 0,527036477468521. En la
Figura 6.2 se muestra la funcién Cyop o - 997" + Cope 1 - TpOP".

6.2.2. Pre-procesado temporal

Antes de comenzar el anélisis de la senal adquirida, dicha senal debe ser pre-tratada
para adecuar su periodo de muestreo, asi como permitir establecer su senal base subya-
cente y nivel de ruido en cada posicion espacial.

Calculo de la Senal Base

El valor de la senal base puede ser estimado mediante el promediado de la senal
medida en las correspondientes zonas de reposo (como, por ejemplo, los primeros valores
temporales adquiridos).

Estimacion del ruido

Para poder estimar la desviacion tipica del ruido, g, se utilizan las zonas de
reposo predefinidas durante la adquisicién (por ejemplo, las primeras muestras de la
adquisicién de un paradigma cldsico block design), en las cuales se estima dicho valor
de la forma habitual.

Periodo de muestreo

Las senales adquiridas suelen tener un periodo de muestreo temporal superior a 1
segundo, por lo que, antes de procesar dicha senal, se realiza un pre-procesado temporal
cuya senal de salida tenga un periodo de muestreo de 1 segundo. Para ello, dada una
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senal de periodo de muestreo T'R € N segundos, se realiza una interpolacion de TR
puntos para obtener un nuevo periodo T'R’ = 1 segundo.

6.2.3. Procesado espacial

Antes de realizar el procesado temporal, la senal dada, ya sea imagen (bidimensional)
o volumen espacial (tridimensional), se trata espacialmente con el fin de aprovechar la
estructura morfolégica de las zonas de activacion y reducir la intensidad de ruido. Para
ello se aplica un filtrado paso bajo espacial direccionado que crea senales correspondien-
tes a las diferentes direcciones espaciales (ver [60]). Debido al método de adquisicién de
las senales de resonancia magnética volumétrica (por cortes axiales, no todo el volumen
de forma simulténea), el procesado espacial se realiza en cada corte axial como imagen
bidimensional (las senales temporales en diferentes cortes axiales no coinciden, existe un
desfase, y puede ser negativo en el promediado).

Dicho filtrado se realiza mediante los filtros siguientes (normalizados tales que [ f =

1):

22442 2?4y
fisol@,y) = 27: -26 ., si(z,y) € R
e—ﬁ# 4 (z,y),Vdr) 1 :
fairx (x,y) = 2 §<1 >(< Gl ) Z) st (@) #0
1 Ul , st (2,y) =0

con K € {1,2,3}y Vd; = (1,0), Vdy = (1/2,+/3/2) y Vds = (—1/2,/3/2).

El filtro f;s, permite crear una imagen “central” de control, cuyo procesado temporal
proporciona una funcién temporal de control que sirve como base a comparar, y los
filtros fgirx permiten crear imégenes direccionadas (cuyas funciones temporales seran
comparadas con la de control con el fin de aprovechar la morfologia de las regiones de
activacién mediante la combinacién de estos filtros).

6.2.4. Procesado temporal

El analisis temporal propuesto se basa en la descomposiciéon wavelet multirresolucion
a 2 niveles de escala de la senal dada en cada posicion espacial.

En primer lugar, la base formada por las trasladadas de una funciéon de escala a
nivel 2 esta formada por las dilatadas de la correspondiente funcién de escala trasladada
cada 4 unidades. Esto puede producir variaciones en el resultado obtenido en funcién
de la posicién temporal de la activacién (como muestra la Figura 6.3). Para evitar dicha
variabilidad se realiza el procesado en las trasladadas equivalentes a las 4 posiciones
diferentes ({—1,0,1,2}) y se promedia el resultado.
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Figura 6.3: Funcién reconstruida (azul) tras eliminar los detalles wavelet hasta escala 2
de la funcién modelo FRH trasladada en las 4 posiciones diferentes {—1,0, 1,2}, (a)-(d),
y promedio de las 4 anteriores (e), frente a la funcién modelo FRH original (rojo) con
funcién de activacién puntual (delta de Kronecker).
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Fijada la posicion espacial, para cada una de las senales trasladadas, s, se calcula su
transformada wavelet multirresolucién a nivel de escala 2 utilizando el filtro {h°?![n]},.cz
definido en (6.11):

W
s {a, wy, wy}.

Los niveles de detalle no aportan practicamente nada a la senal limpia (ver la Figura
6.4), por lo que se descartan directamente. El nivel de aproximacién es filtrado para
eliminar, en la medida de lo posible, el ruido que pueda quedar en dicha resolucién:

w; — 0
wy — 0
a — Filtro(a)

En este caso, dado el valor Umbral = 20 g4, (valor que define el intervalo de confian-
za del 95 % de los valores en una distribucién Gaussiana. El valor opyiq hace referencia
al valor calculado en la Seccién 6.2.2 en la posicién espacial prefijada previamente), se
define (umbralizado fuerte)

. | f(k) ,si|f(k)]>2-s,+ Umbral
Filtro(f)(k) _{ 2.5 , sil|f(k)] < 2-sz+Umbml

con s, el valor de senal base calculado en la Seccion 6.2.2 en la posicion espacial prefijada
previamente.

Finalmente, se reconstruye la senal procesada, §, mediante la correspondiente trans-
formada wavelet multirresolucién inversa,

{Filtro(a), 0, 0} "2 3.

6.2.5. Mapa de activacion

La creacion del mapa de activacion, correspondiente a una senal procesada dada, s,
se basa en los 3 pasos siguientes:

1. En primer lugar, dada §, se resta la correspondiente senal base, s, para obtener
el mapa de activacion, y se umbraliza, con umbral de tamano 1/5 de la amplitud
méxima de la actividad neuronal, para eliminar pequernios residuos (S tendrd un
valor de 3 6 4). Ademads, se realiza un segundo umbralizado para eliminar toda
senal cuya amplitud sea menor que el 1% de s, (la activacién neuronal se estima
que tiene un "tamano” del 1 — 5% de la senal base, aproximadamente), con el fin
de eliminar actividad residual.

2. En segundo lugar, se realiza un filtrado, utilizando la correlacion entre las posicio-
nes de un vecindario, que permita eliminar posiciones aisladas de falsa activacion.
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funcién de activacién puntual (delta de Kronecker).

Para dicho filtrado, dada la posicién espacial a tratar, se calcula su correlacién
con las posiciones de su vecindario mas proximo y dicha posiciéon se considera sin
actividad (o un falso positivo) si el nimero de vecinos cuya correlaciéon supere o
iguale el valor 0,75 es menor que 3 (para considerarlo una activacién es necesario

que tenga, al menos, 3 vecinos con actividad similar).

3. Por ultimo, y de forma optativa, se iguala la senal temporal de las zonas de activa-
ciéon mediante un promediado de dicha senal temporal en cada zona. Estas zonas
de activacion se obtienen mediante segmentacion, tras dilatar y contraer las zonas
de activacién previas (lo cual trata de anular los posibles agujeros en las diversas

zonas).



6.3. Experimentos

6.3.1. Algoritmos

A continuacion se describen los algoritmos correspondientes a los métodos de analisis
descritos anteriormente. Ciertos procesados previos, como la posible eliminacién del drift
o la regularizacién previa mediante un filtro paso bajo, han sido omitidos por no ser parte
estricta de los métodos.

Sustraccion Directa:

(i) Dada una senal s y el paradigma de activacién prefijado A, para cada posicién
espacial, se crean dos vectores s; y s tales que corresponden a la senal s en las
posiciones de activacién (valor 1 en A) y reposo (valor 0 en A), respectivamente.

(ii) Se crea el vector de diferencia de medias d := 57 — 53, y se estima el valor 6,
mediante la expresion (5.4).

(iii) Se calcula el valor T' = &% y se umbraliza en funcién de su correspondiente p-valor,
p, y el nivel de significacion a = 0,05, obteniendo el correspondiente mapa de
activacion.

Anadlisis de Correlacién:

(i) Dada una senal s y la funcién modelo de control BOLD (se denomina de este
modo ya que representa a dicho efecto. Esta funcién depende directamente del
paradigma de activacién), para cada posicién espacial, se calcula la correlacién, p,
entre s y BOLD mediante la expresion (6.2)

N—2
1—p2
umbraliza en funcién de su correspondiente p-valor, p, y el nivel de significacién
a = 0,05, obteniendo el correspondiente mapa de activacion.

(ii) Se calcula el valor T' = p (siendo N el nimero de muestras temporales) y se

GLM:

(i) Dada una senal s y la matriz del modelo lineal X, para cada posicién espacial, se
calcula el vector = (X'X)"1X’s y la componente residual ¢ = s — X 3.
B

agc’(X’X)*lc7
K = N — rango(X) (ntimero de grados de libertad) y N ntimero de muestras
temporales, y se umbraliza en funciéon de su correspondiente p-valor, p, y el nivel
de significacion a = 0,05, obteniendo el correspondiente mapa de activacion.

(ii) Dado el vector de contraste, ¢, se calcula el valor T' = VK con
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Sustraccion directa y Wavelets:

(i)

Dada una senal s y el paradigma de activacion prefijado A con N bloques de
activacién y N de reposo, para cada posicién espacial, se crean los vectores s} y
st i=1,..., N tales que corresponden a la sefial s en las posiciones de activacion
(valor 1 en A) y reposo (valor 0 en A), respectivamente, para cada bloque de los
N fijados en el paradigma.

Se crean los vectores de diferencia de medias d; := 5_11 - g, 1t =1,...,N, vy se
promedian, d = >~ d;/N.

Se estiman los valores &; como la desviacion estandar de d;, i = 1,..., N mediante
., . ~ N A
la expresion (5.4), y se promedian, 6 = > .", 6;/N.

Para cada corte axial bidimensional, se calcula la descomposicién wavelet multi-
rresolucién espacial hasta nivel 4, para la wavelet de Battle-Lemarié (spline orto-
gonal), {a,w]" ;":tl?g,‘f‘.sj’fs direcciones v o filtran los coeficientes wavelet mediante la
expresion (6.8).

Una vez realizada la primera fase, se filtran los coeficientes resultantes mediante
la expresién (6.9) y se reconstruye la senal con dichos coeficientes, dando lugar al
correspondiente mapa de activacién.

GLM y Wavelets:

(i)

(i)

(iii)

Dada una senial s, para cada corte axial bidimensional, se obtiene su descompo-
b b

sicién wavelet multirresolucién espacial hasta nivel 2, {a,wf"}7Liogls las direcciones,

mediante la wavelet B-spline.

Dada la matriz del modelo lineal X, para cada par (j,m) y cada posicién espacial,
se calculan el vector f0™ = (X'X ) "' X'w* y la componente residual elim) —

wi — X@A(j’m).

o Blm)
\/Ug(j,m)c’(X’X)*lc7
con K = N — rango(X) (numero de grados de libertad) y N nimero de mues-
tras temporales, y se umbralizan en funciéon de sus correspondientes p-valores, p,
y el nivel de significaciéon a = 0,05, obteniendo los correspondientes mapas de
activacién previos, ul@™.

Dado el vector de contraste, ¢, se calculan los valores TU™) = /K

Con los valores u¥™ se reconstruye, mediante la transformada wavelet inversa, el
mapa de activacion final.
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Algoritmo de Villullas:

(i) Dada una senal s, se estiman la senal de resonancia magnética base s;, y la funcién
de ruido, o ruide, ¥ se modifica el periodo de muestreo temporal a T'R = 1 segundo,
tal y como indica la Seccion 6.2.2.

(ii) Se filtra la senal dada mediante los filtros fis, v fairx (definidos en la Seccion 6.2.3)
para obtener las senales de control y direccionales y, para cada posicion espacial,
se procesan las correspondientes senales temporales (como indica la Seccién 6.2.4)
para obtener sus senales temporales auxiliares.

(iii) Las senales temporales auxiliares direccionales se comparan con la senal temporal
auxiliar de control mediante coeficientes de correlacion con el fin de aprovechar la
informacion de activacién o no activacién en el entorno.

(iv) Con la informacién proporcionada por los coeficientes de correlacion, se crea un
filtro local, fj,., combinacion lineal del filtro de control y los filtros direccionales,
que permita maximizar la senial de activacién y reducir el ruido (el filtro f;s, se
aumenta en las direcciones en las cuales exista senal similar a la del punto a
procesar, es decir, para valores de correlacién superiores a un valor minimo, se
crean combinaciones lineales pesadas, y posteriormente escaladas a [ fi,. = 1,
de los filtros de control y direccionales. Con este nuevo filtro se crea una senal
definitiva, la cual, realizando el procesado temporal, permite obtener una mejor
senal temporal definitiva.

(v) Dada la senal procesada definitiva, se crea el correspondiente mapa de activacion
tal y como muestra la Seccién 6.2.5 con S = 4. Se denomina “método + post-
procesado” si se incluye el ultimo paso (optativo) de dicha seccién.

6.3.2. Senales fMRI

Los experimentos se llevan a cabo en tres conjuntos de datos de resonancia magnéti-
ca funcional. Los dos primeros conjuntos contienen actividad simulada a partir de un
volumen de datos obtenido de la base de datos Brainweb database [34]. El tercer con-
junto de datos esta formado por un volumen tetradimensional de resonancia magnética
funcional adquiridos en un escaner Philips Achieva 3T perteneciente a la Universidad
de Valladolid. A continuacion se dan mas detalles sobre ambos conjuntos de datos.

fMRI simulada

Con el fin de poder observar la capacidad de anélisis del método propuesto, se generan
datos de resonancia magnética funcional simulados para los cuales se conoce exactamente
en qué zonas y en qué momentos se produce la activacion. Dichos datos se generan a
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partir de un volumen de datos libre de ruido, extraido de un volumen generado en la
base de datos Brainweb database, de resolucion 144 x 112 x 5, en secuencia T1, 1 mm
de paso de corte axial, 0 % de ruido y RF = 0 %. El primer conjunto de datos simulados
se genera siguiendo un paradigma cldsico por bloques (block design), alternando entre
reposo y activacién, con 6 bloques (3 de reposo y 3 de activacién) de longitud 30 segundos
y TR = 3 segundos, es decir, mediante el paradigma (R indica el nimero de muestras
de reposo y A indica el niimero de muestras de activacion)

10R | 10A|10R | 10A| 10R | 10A

Dicha activacién se presenta en 3 regiones diferentes (esfera, cubo y cruz), como muestra
la Figura 6.5. El segundo conjunto de datos se genera siguiendo 3 paradigmas diferentes
de activacion, de longitud 180 segundos y T'R = 1 segundo, dados por

Paradigma 1 < 30R|1A[30R|20A|30R|10A|24R |5A|30R
Paradigma 2 < 30R|15A|30R|13A|57R|5A|30R
Paradigma 3 <> 30R|30A|30R|30A|30R|30A

Cada uno de ellos utilizados para simular la activacién cerebral en cada una de las 3
regiones antes indicadas (la senal temporal de activacién, generada por convolucién, se
trunca en el segundo 200.)

Figura 6.5: Regiones de activacion simulada para la seccion del corte axial de posicién
3 del volumen de datos simulados.

A continuacién se describe como se genera dicha senal simulada. Dada la funcién
del modelo de respuesta hemodinamica, FRH, definida en (6.10), se genera la funcién
de efecto BOLD mediante la convolucion de dicha funcién modelo con una funcion de
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actividad neuronal basada en una funcién de activacién (paradigma), es decir, dada la
funcion de activacién A, que toma sélo los valores 0 y 1, se genera la funcién de actividad
neuronal N tal que

K(L) st A(k) =1, A(k—1)=0
N(k) =14 K(L)-Cni(1 —e (ntD/On2) i A(k)

1, Alk—n)=1n=1,...,L

0

0 , si A(k)

con Cy; =021, Cyp =28y K(L) = %ﬁ(@) donde

(11,0526 , siL=0
1,133 , siL=1
1,237 . siL=2

MazAct(L)' =

1,3015 , si L =3

1,3396 , si L =4

| 1,343 ,siL>4

y se simula una funcién de efecto BOLD preliminar tal que BOLDPre = Nx FRH (ver
la Figura 6.6). Utilizando esta funcién preliminar de actividad neuronal para generar
la funcion de efecto BOLD se obtiene una senal instantdnea de un tamano aproximado
de 3/4 del nivel base de activacién, un méximo de la senal a los 5-6 segundos de la
activacion, y volviendo a los 10 segundos al nivel base de activacion.

Por otra parte, para generar el ruido Rice que afecte a las imagenes de resonancia
magnética, se generan dos ruidos Gaussianos preliminares , RuidoPrel, RuidoPre2 ~
N(0,1), con el fin de generar el ruido Rice mediante la expresién (5.21).

Para un valor de senal base, s, la funciéon de efecto BOLD y el ruido tienen un
tamano del P % respecto de dicha senal, con P entre 1 y 5. Dicho tamano se mide de
forma diferente para los casos de senal y ruido.

En el caso de ruido, dicho tamano se mide mediante la potencia, esto es,

P Poten01a(3u1doK)’ K=12
100 Potencia(sp)

La funcién MaxAct(L) representa la amplitud maxima de la funcién de efecto BOLD con longitud
de activacién de L 4 1 segundos, y se utiliza para normalizar dicha amplitud de forma independiente
de la longitud de activacién.
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Figura 6.6: Funcién de activacién (azul), funcién de actividad neuronal (negro) y funcién
de efecto BOLD (rojo) sin escalar.

con Potencia(f) := E(f*) = u} + Var(f), el valor cuadrético medio. Para ajustar este
dato, se define

P - Potencia(sy)
100 - Potencia(RuidoPreK)’

RuidoK = RuidoPreK - \/ K=1,2. (6.12)

En el caso de la funcién de efecto BOLD, el tamano se mide en funcién de la amplitud
méxima (a diferencia del caso del ruido, ya que en este caso, en funcién de que haya
mayor o menor activacién a lo largo del tiempo, la potencia de dicha senal puede variar,
y esto haria que variase la amplitud final de la senal total, lo cual no tiene sentido [la
amplitud de la senal en tiempo ¢y no puede depender de si hay activacion a tiempo o+t
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con t > 0]). Por tanto, se define

P-Sb

BOLD = BOLDPre -
O OLDPre - 50 Amphitud (FRIT)

(6.13)

lo cual verifica Amplitud(BOLD) = s, % P/100 (el tamano de la funcién de efecto BOLD
no depende de la cantidad de activacién).

Por ultimo, una vez definidos BOLD y RuidoK, K = 1,2, se calcula, utilizando
(5.21),

s = \/(sb + Méscara - BOLD + Ruido1)? + Ruido2? (6.14)
donde Maéscara es una funcién espacial que indica las regiones de activacion.
Para generar una amplitud de ruido con P € {1,2,...,5}, se utiliza una una funcién

aleatoria, Aleat, con valores entre 0 y 1, y se define P = |mod(10 - Aleat,5) 4+ 1].

fMRI real

El volumen de datos reales utilizado en los experimentos estd adquirido, mediante
cortes axiales bidimensionales, en un escaner Philips Achieva 3T, en secuencia de FE
EPI y resolucién 128 x 128 x 43, con contraste de adquisicion 72, TR = 3 segundos,
gradient echo train length = 53 y niimero de adquisiciones = 5. La actividad cerebral
ha sido generada mediante “finger-tapping” (sucesivos golpeos alternos de los dedos) en
un paradigma clasico por bloques igual al descrito en la seccién anterior para el primer
conjunto de datos simulados, esto es, con un paradigma

10R | 10A|10R | 10A| 10R | 10A

Estas senales pueden verse afectadas por una distorsién de baja frecuencia, denominada
drift, que perturba y dificulta la identificacion de actividad cerebral. Dicha distorsién
es eliminada anulando los primeros coeficientes de su correspondiente transformada del
coseno discreta (excepto el primero de ellos, el cual corresponde al nivel base de la senal).

6.3.3. Medidas de control

Una vez analizado un volumen de actividad funcional, se comprueba la eficiencia del
método utilizado en funcion del tipo de senal analizada. Para senales simuladas, en las
cuales se sabe exactamente qué zonas y en qué momentos se produce la activacién, se
utilizan los ratios de positivos y negativos reales, mientras que para el caso de senales
reales, en las cuales, a priori, no se conocen exactamente las zonas y momentos de
activacion (se pueden tratar de controlar a la hora de generar dicha senal, pero es muy
dificil concretar de forma muy especifica), la comprobacién se centra en el estudio de
cierta regién de interés en la que se controla, en cierta medida, la activaciéon (mediante
conocimiento previo del cerebro y su funcionamiento).
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Ratio positivos/negativos reales (Sensibilidad/Especificidad)

Puesto que en el caso de volumenes simulados existe un control total sobre las zonas
y tiempos de activacion, la forma mas efectiva de comprobar la capacidad de andlisis de
los diferentes métodos es calcular los ratios de positivos reales (sensibilidad) y negativos
reales (especificidad). Para ello, dados el volumen A a comparar y el volumen B de
control, se definen

RTP(A, B) = %AB’)B) (6.15)
y
RTN(A, B) % (6.16)

donde T'P es el numero de positivos reales, es decir, el nimero de posiciones activadas
en A y en B, TN es el numero de negativos reales, esto es, el numero de posiciones no
activadas en A ni en B, P es el nimero de posiciones activadas en B y NV es el niimero
de posiciones no activadas en B (ndtese que P(B) = TP(A, B)+ FN(A, B), donde FN
denota a los falsos negativos, es decir, el nimero de posiciones activadas en B pero no
en Ay N(B) =TN(A,B) + FP(A, B), donde FP denota a los falsos positivos, esto
es, el nimero de posiciones activadas en A pero no en B).

En el caso de los métodos basados en un paradigma de activacién prefijado, no hay
problema en la componente temporal, ya que lo que esos métodos buscan son copias
proporcionadas de dicho paradigma dentro de la senal medida, por lo que basta con
realizar el conteo directo de las diferentes posiciones espaciales. Sin embargo, para los
métodos no basados en un paradigma prefijado (como el método propuesto), antes de
poder realizar el conteo es necesario identificar cuando se considera una posicion activa-
da de forma correcta, comparando su funciéon temporal con el paradigma utilizado para
generar la senal de resonancia magnética funcional en esa posicién. Para ello, dicha com-
paracién se realiza, mediante coeficientes de correlacién, utilizando la expresién (6.2).
En este caso pueden darse tres opciones: si la posicion es de activacion y la comparacion
es positiva, se considera activacién correcta; si la posicién es de activacién y la compa-
racion es negativa, se considera activacion errénea; si la posicion es de no activacion, se
considera no activacion. En esta situacion, el ratio de positivos reales se mide en funcién
de las zonas de activacion correcta, mientras que las posiciones de activacion errénea
se consideran negativos para dicho paradigma de activacién (serdn positivos para su
respectivo paradigma).

Regién de interés

En el caso de volumenes reales, el conocimiento acerca de las zonas y tiempos de
activacion no es exacto pero si aproximado. Por ello, se pueden generar experimentos
que permitan estudiar la eficiencia de un método de andlisis en datos reales. Dicho
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estudio se hace, prefijada una regién de interés, la cual se presupone se activa durante
el experimento, observando la cantidad de posiciones espaciales activadas en ella. La
observacion se realiza de forma visual, puesto que se conoce de forma aproximada la
zona de activacién, pero no exactamente, lo cual impide realizar un calculo numérico
eficiente.

6.3.4. Experimentos numéricos

En las representaciones graficas de las Figuras 6.7, 6.8 y 6.9, los diferentes colores
a la hora de presentar las diversas regiones de activacién se corresponden con las di-
ferentes intensidades de la senal buscada escalada por el correspondiente p-valor del
estadistico que define el mapa de activacion, en los métodos GLM, GLM con wavelets
y Sustraccion Directa con wavelets. En los métodos clasicos de Sustraccién Directa y
Analisis de Correlacién, el mapa de activacién obtenido es una funcién binaria, por lo
que se representa con un unico color, mientras que en el método propuesto, el color
identifica la intensidad de la senal reconstruida (siendo en el caso con post-procesado,
tantos colores como regiones de activacion).

Experimento 1: Analisis de actividad simulada

En el primer experimento se utiliza el primer conjunto de senales simuladas descritas
en la Seccién 6.3.2, con el fin de obtener un analisis cuantitativo controlado de la calidad
de los métodos descritos en las Secciones 6.1.1, 6.1.2 y 6.2. Dicho analisis cuantitativo
se realiza mediante los ratios de positivos/negativos reales descritos en la Seccién 6.3.3.
Con el fin de evitar una posible variabilidad de los resultados debida a la simulacion de
datos (ruido), se generan 5 volimenes de actividad con diferentes ruidos, y los resultados
obtenidos se promedian para obtener un resultado final libre de variabilidad. La Tabla 6.1
muestra los valores promediados obtenidos tras calcular ambos ratios para los resultantes
mapas de activacion obtenidos tras aplicar los diferentes métodos de analisis descritos en
la Seccién 6.3.1 (todos los métodos, excepto el propuesto, método de Villullas, reciben un
pre-procesado en el cual la imagen es filtrada con un filtro paso bajo Gaussiano de soporte
3 x 3, con el fin de reducir la cantidad de ruido). En ella puede observarse como todos
los métodos, excepto el de sustraccion directa, obtienen un buen resultado con respecto
a la tasa de negativos (no producen muchos falsos positivos). Con respecto a la tasa
de positivos, los resultados obtenidos son menos igualados. Mientras que los métodos
de sustraccién directa wavelet y GLM wavelet obtienen un bajo resultado (producen
bastantes falsos negativos), los métodos GLM, de Villullas y de anélisis de correlacién
obtienen resultados medios/altos y similares, siendo cada uno mejor que los anteriores.
Finalmente, el método de Villullas con post-procesado obtiene una muy buena tasa de
positivos, siendo el métodos de sustraccion directa el mejor de todos en ese aspecto. La
Figura 6.7 muestra una secciéon bidimensional de un ejemplo de los resultados obtenidos
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Método de andlisis \ Medida de control | RTP | RTN
Sustraccion Directa 0.9992 | 0.5635

Analisis de Correlacién 0.8071 1
GLM 0.7425 | 0.9997
Sustraccion Directa Wavelet 0.2633 | 0.9887
GLM Wavelet 0.3265 | 0.9988

Villullas 0.7623 1

Vilullas + Post-procesado 0.9465 1

Tabla 6.1: Medidas de control (promedios) para los diferentes métodos de anélisis sobre
el primer conjunto de senales simuladas descritos en la Seccién 6.3.2.

con diferentes métodos de analisis. Dichas imagenes deben compararse con la Figura 6.5
que contiene las regiones de activacion simulada a identificar. Puede observarse como, en
mayor o menor medida, todas ellas definen de forma méas o menos eficiente la estructura
de las diferentes regiones de activacién, siendo los métodos de sustraccion directa wavelet
y GLM wavelet los peores en este caso (la region “cruz” es la més problemadtica). Los
métodos GLM, tanto simple como wavelet, generan una pequena cantidad de ruido,
mientras que los métodos de sustraccion directa, tanto simple como wavelet, generan
ruidos excesivo y medio, respectivamente. El resto de métodos no producen una cantidad
significativa de ruido, por lo que obtienen una diferenciacién de zonas de activacién mas
limpia.

Experimento 2: Analisis de actividad real

En el segundo experimento, el volumen de datos reales descrito en la Seccién 6.3.2
se utiliza para comparar los diferentes métodos de andlisis. En este caso, puesto que
no se tiene un control total sobre las zonas y tiempos de activacion, la comparacion se
realiza fijando la atencion en la region motora de interés correspondiente a la accion
de “finger-tapping”, como describe la Seccién 6.3.3 (todos los métodos, excepto el pro-
puesto, método de Villullas, reciben un pre-procesado en el cual la imagen es filtrada
con un filtro paso bajo Gaussiano de soporte 3 x 3, con el fin de reducir la cantidad
de ruido). Como puede observarse en la Figura 6.8, la cual muestra la seccién axial
correspondiente al corte de posicion 39 en la tercera dimension, los métodos de analisis
de correlacién, GLM y Villullas identifican la actividad cerebral en la zona correspon-
diente. Dichos métodos poseen diferentes cantidades de ruido residual (dicha actividad
es denominada ruido residual, pero también puede ser actividad ajena al experimento,
es decir, fuera del control del experimento. Recuérdese que a la hora de obtener los
datos reales, el paciente recibe las 6rdenes de cuando debe efectuar la accién y cuando
detenerse, escucha ruidos, etc., sin olvidar la posible actividad de fondo del cerebro). Los
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(9)

Figura 6.7: Ejemplos del Experimento 1 para la seccién axial de posicién 3 del volumen
de datos simulados, en tiempo ¢ = 15, analizado por los métodos: (a) Sustraccién Di-
recta; (b) Andlisis de Correlacion; (¢) GLM; (d) Sustraccién Directa Wavelet; (e) GLM
Wavelet; (f) Villullas; (g) Villullas + post-procesado.
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Método de andlisis \ Medida de control para Paradigma 1 | RTP | RTN
Villullas 0.8821 1
Villullas + Post-procesado 0.9814 1

Tabla 6.2: Medidas de control (promedios) para los métodos de andlisis de Villullas
(simple y con post-procesado) sobre el segundo conjunto de senales simuladas descritos
en la Seccién 6.3.2 en la regién correspondiente al Paradigma 1.

métodos de analisis de correlacion y GLM poseen un ruido residual disperso, mientras
que el método de Villullas posee un ruido mas compacto, el cual puede confundirse con
la actividad a identificar (el método puede identificar otras actividad a mayores). Sin
embargo, para conseguir centrarse en el tipo de actividad deseada, se puede efectuar un
post-procesado de comparacion con el paradigma, el cual consigue identificar la zona de
actividad deseada sin ruido residual. Los métodos de sustracciéon directa, tanto simple
como wavelet, y el método GLM wavelet no consiguen identificar la senal de activacion
subyacente. Ambos métodos wavelet s6lo obtienen un aparente ruido disperso, mientras
que el método de sustraccion directa identifica una cantidad excesiva de ruido.

Experimento 3: Analisis de varios tipos de actividad simulada.

En el ultimo experimento se comprueba la potencia y cualidades del método pro-
puesto en la Seccién 6.2. Para ello, se utiliza el segundo volumen de datos simulados
generado en la Seccién 6.3.2, el cual contiene diferentes tipos de paradigmas de acti-
vacion en diferentes regiones. Las Tablas 6.2-6.4 muestran los valores de los ratios de
positivos/negativos reales promedios para 5 voliimenes de actividad simulada. En ellas,
se puede observar que los métodos de Villullas son muy eficientes con respecto a la tasa
de negativos reales, no producen falsos positivos. La eficiencia con respecto al ratio de
positivos reales también es buena, siendo superior en el método con post-procesado, el
cual reduce el numero de falsos negativos (“agujeros” en las zonas de activacién). La
Figura 6.9 muestra una secciéon bidimensional de un ejemplo de los resultados obtenidos
con ambos métodos de andlisis. Dichas imagenes deben compararse con la Figura 6.5
que contiene las regiones de activacion simulada a identificar. Puede observarse como
no existe presencia de ruido residual a la vez que se pueden identificar, de forma efi-
ciente, las diferentes regiones de activacién. A su vez, la Figura 6.10 muestra las senales
temporales para varias posiciones y paradigmas de actividad. En ellas se observa que
ambos métodos son capaces de recuperar, de la senal ruidosa, la senal generada por el
paradigma correspondiente, obteniendo un resultado muy similar.
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Figura 6.8: Ejemplos del Experimento 2 para la seccién axial de posicion 39 del volumen
de datos reales, en tiempo ¢ = 15, analizado por los métodos: (a) Sustraccién Directa; (b)
Analisis de Correlacién; (¢) GLM; (d) Sustraccién Directa Wavelet; (¢) GLM Wavelet;
(f) Villullas; (g) Villullas + comparacién con paradigma.
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Método de andlisis \ Medida de control para Paradigma 2 | RTP | RTN
Villullas 0.7847 | 1
Villullas + Post-procesado 0.9541 1

Tabla 6.3: Medidas de control (promedios) para los métodos de anélisis de Villullas
(simple y con post-procesado) sobre el segundo conjunto de senales simuladas descritos

en la Seccion 6.3.2 en la regién correspondiente al Paradigma 2.

Método de analisis \ Medida de control para Paradigma 3 | RTP | RTN
Villullas 0.8375 1
Villullas + Post-procesado 0.9681 1

Tabla 6.4: Medidas de control (promedios) para los métodos de andlisis de Villullas
(simple y con post-procesado) sobre el segundo conjunto de seniales simuladas descritos

en la Seccion 6.3.2 en la region correspondiente al Paradigma 3.

Figura 6.9: Ejemplos del Experimento 3 para la seccién axial de posicién 3 del volumen
de datos simulados, en tiempo t = 35, analizado por los métodos: (a) Villullas; (b)

Villullas + post-procesado.
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Figura 6.10: Ejemplos temporales del Experimento 3 para las posiciones (a) —
(37,67,3), (b) — (92,35,3) y (¢) — (97,78,3) (cada una correspondiente a una de
las 3 regiones diferentes de activacién) del volumen de datos simulados analizado por los
métodos de Villullas (simple (azul) y con post-procesado (rojo)) frente a la senal genera-
da por su correspondiente paradigma de activacién (negro) y la senal ruidosa analizada
[restada la senal base| (verde).
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Capitulo 7

Conclusiones

El primer objetivo de este trabajo ha sido el estudio de las familias de wavelets
ortonormales y wavelet frames ajustados. Ambos estudios han sido desarrollados en los
contenidos de la Parte I.

En primer lugar, prefijadas las bases ortonormales {Kfj) jelmelZ}y
{LE") . i€ l,n € Z} de L*(R) construidas segiin (2.3) y (2.7), y a través de las
representaciones espectrales de los operadores de dilatacion y traslacion, descritas en las
Proposiciones 14 y 16, dados f € L?*(R) y p,q € Z, se obtienen las relaciones

(DPqu Za“ﬂmz%ﬁ’fﬁ] rim lelLkeZ

ij
(Tquf =y lv,g”;zaﬂmpf ) lelkeZ
7]m
(DrTaf) Z—Zoflk pzafgmq "W or=xlel kel
M s,7,m
(TeDr f) Z—Za”kZal’imj”fﬂ), r=+lel kel
,m s,7,m

las cuales involucran a los coeficientes ozﬁflm de cambio entre las bases {Lg”)} y{K (iqz)},
definidos en (2.11). Mediante estas representaciones espectrales, y haciendo uso de las
relaciones existentes entre la teoria de funciones rigidas y de rango y la teoria de subes-
pacios ambulantes e invariantes (Seccién 2.2), se caracteriza la familia de wavelets or-
tonormales en funcién de dos condiciones de ortonormalidad y completitud, tal y como
muestra el Teorema 30. De igual forma, las familias de funciones de escala y wave-
lets multirresolucion quedan caracterizadas por un par y tetraupla de funciones rigidas,
respectivamente, verificando las condiciones mostradas en los Teoremas 33 y 35. Final-
mente, combinando las relaciones antes descritas junto con las relaciones de escala y
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wavelet, (1.6) y (1.10), se obtienen condiciones sobre los filtros, {h[n]},ecz, asociados
a las funciones de escala ortonormales correspondientes (Corolario 37) y las relaciones
siguientes sobre los coeficientes de dichas funciones de escala y wavelet multirresolucion
en las bases ortonormales prefijadas (Teorema 38),

,J,m m—1 —k
D T DN D 11 Ko

-ﬁﬂwﬁwhﬁ]W1WM%%%%

m ,J,m — ~(n—k
= S OB S TS (1) RR[L — k] gl

J,m l,j,m— J,m A(n
—z;z;ﬂnpzkizn([ 2K] a3+ h[-2K] o) 61",

conpel qgeZ.

A partir de este tultimo teorema, y junto con las condiciones sobre los filtros espejo-
conjugados asociados que implican que dicho filtro esta asociado a una wavelet multi-
rresolucién ortonormal, se deduce el Corolario 39, el cual, fijadas las bases ortonormales
iniciales, permite obtener algoritmos para el célculo y analisis de wavelets multirreso-
lucién de soporte compacto. La Seccién 3.3 contiene tres ejemplos de dichos algoritmos
para el caso de funciones de escala y wavelets multirresolucién. En el caso de las bases
de Haar y Walsh-Paley (relacionadas entre si, puesto que una de ellas es la transforma-
da de Hadamard de la otra, y viceversa), se obtienen algoritmos matriciales recursivos
(Corolario 40 para la base de Haar y Corolario 43 para la base de Walsh-Paley), junto

con sus respectivas condiciones iniciales, para el calculo de los coeficientes {955"), l/)in)}

mediante el uso de las matrices Hy y Hi, definidas, en funcién del filtro {h[n]}n, <n<n,
asociado, por

[Holi == h[2l — K], [Hilw:=h[2l—k+1], Ny <[,k <No.
Las condiciones para la convergencia de las respectivas series funcionales >, | ¢§")L§.”)
Y D im D™ LM se dan en los siguientes términos (Proposiciones 41 y 47):

= Las matrices Hy y H; son diagonalizables y

p:=max {|\| : X es autovalor de Hy 6 H,} <1

= Se tiene que

No—1 No—1
pr=mix{ Y |20 —k][, Y |2l —k+1]| : Ny <1< No} < L.
k=N1 k=N1
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Estos algoritmos permiten un facil calculo de wavelets ortonormales, tal y como muestra
el Ejemplo 49, donde se obtienen algunas wavelets ortonormales de soporte de longitud
menor o igual a 4, y cuyas representaciones graficas se realizan mediante el uso de la
expresion analitica de las mismas. Asimismo, el algoritmo correspondiente a la base de
Haar aqui hallado supone una mejora frente al equivalente algoritmo propuesto por Dau-
bechies y Lagarias [44], los cuales llegan a un producto de las matrices Hy y H; para el
estudio de la regularidad local, puesto que las condiciones iniciales del mismo aparecen
de forma natural, lo cual no ocurre en el caso del algoritmo proveniente de la iteracion
del punto fijo. En el caso de la base trigonométrica, se obtiene un algoritmo recursivo
(Corolario 52), cuyas condiciones iniciales para cada indice impar p (Proposicién 54)
arrancan una cadena para el calculo de los coeficientes con indice 2%p, a € N, involu-
crando las mismas matrices Hy y H, antes descritas. La convergencia de las condiciones
iniciales, calculadas como productos infinitos, viene dada en la Proposicion 55, mientras
que las condiciones para la convergencia uniforme de la serie funcional coinciden con las
condiciones obtenidas para los dos algoritmos anteriores (Proposicién 56). La eleccién
de esta base conlleva la obtencion de un algoritmo el cual permite realizar un estudio
frecuencial discreto de las diferentes funciones de escala y wavelets multirresolucion.

Por otra parte, centrando la atencion en la descomposicion correspondiente al modelo
espectral del operador de dilatacion, se realiza el estudio de la familia de wavelet frames
ajustados de la forma (4.6),

X = {thp; = D" :¢p €V, k,j € Z}.

Previamente, el Lema 60 permite relacionar las propiedades de acotacion y buena defi-
nicién del operador de sintesis

S:H—M, Sf=TxTxf=)Y (fa)uz

zeX

con las del operador frame, lo cual, junto a la Proposicion 59 que relaciona dichas propie-
dades con la descomponibilidad de los operadores, llevan al Teorema 61 que caracteriza
los sistemas de Bessel, frames y frames ajustados de un sistema wavelet de la forma
(4.6). En consecuencia, se deduce (Corolario 65) que un sistema wavelet de dicha forma
es un frame ajustado con cota frame B si, y sélo si,

sk s l’,k+0' n)
Z Z azn—l—] i'\n/+j Z w Bdss’(sl l’ao'a

hn k,jEZL PeVw
i n

con s,8 = £, ,I' € J, 0 € Z y ¢ funcién delta de Dirac (el superindice u indica
convergencia incondicional de la serie). A diferencia de la caracterizacién propuesta
por Ron y Shen [127], en este caso no es necesario acudir a un sistema auxiliar, el
sistema quasi-afin asociado, para conseguir la caracterizacién. Debido al uso del operador
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de dilataciéon en sustitucién del operador de traslacién, utilizado por Ron y Shen, se
verifica directamente la condicion de conmutatividad entre el operador de dilatacién
y el operador de sintesis, lo que evita la necesidad de realizar dicho paso intermedio.
La caracterizacion de los sistemas wavelet frames ajustados mediante un sistema de
ecuaciones lineales permite dar el paso hacia el estudio de los wavelet frames ajustados
de soporte minimo (Seccién 4.1.2). Bajo el supuesto de sup(y)) C [0,1), ¢ € U, la
Proposicién 66 caracteriza este conjunto de funciones a través de sistemas de ecuaciones
que involucran a los coeficientes de dichas funciones en la descomposicion espectral del
operador de traslacién (a pesar de trabajar con el operador de dilatacién, los sistemas
de ecuaciones obtenidos involucran a los coeficientes en la representacion de traslacién).
Puesto que dichas ecuaciones no son manejables, se relaciona esta tltima proposicién con
la teoria de funciones de Hardy, dando como resultado la caracterizacion obtenida en la
Proposicién 69, en base a una familia de funciones de Hardy {h;(w) };>0 definidas a través
de los coeficientes de los wavelet frames ajustados en la representacién de traslacion. Este
resultado es la base a partir de la cual realizar el calculo de los diferentes sistemas wavelet
frames ajustados en funcién del cardinal finito de W. En el caso més simple, el Corolario
70 muestra que la tinica opcién para un sistema wavelet frame ajustado con |¥| =1 es
la wavelet ortonormal de Haar (o un conjunto de copias escaladas de ella). Sin embargo,
el caso |¥| = 2 permite obtener casos no triviales. Para el caso no trivial, a partir de
cierta funcién operador-valuada (M *-interna) rigida de Taylor (2 x 2)-matricial, (4.25),

(0) (1)
A+ () = < AW )w) ) |

con

se pueden definir las funciones de Hardy
bo(w) = Boa”(w);  bi(w) = Cra(w), =1,
donde las constantes By, C; € C deben satisfacer
‘30’2 =B #0, |Cl|2 =B - H‘I’1H<2c2 # 0,
C,C1 = (by, hl)ng = —(U,¥1)e2, 122

El Lema 72 da relaciones esenciales entre las constantes C, mientras que la Proposicion
73 combina el uso de estas funciones de Hardy con la Proposicién 69 para obtener la
caracterizacion de los wavelet frames ajustados de soporte minimo. Gracias a este ultimo
resultado, y trabajando con las funciones a(®(w) y a(!(w), se obtiene la Proposicién 74,
que es la llave para el estudio final de los wavelet frames ajustados de soporte minimo

244



con |¥| = 2. Finalmente, las Proposiciones 75 y 76 y el Corolario 77 muestran cuales
son las familias de sistemas wavelet frames ajustados de soporte minimo con |¥| = 2,
siendo estas las unicas posibles (Proposicién 78). Por tltimo, se observan las relaciones
existentes entre los diferentes tipos de wavelet frames ajustados de este ultimo caso en
funcién de su matriz interna A1 (w).

Para el caso multirresolucion, se centra la atencion en los Principios de Extensién,
Unitaria y Oblicua, propuestos por Ron y Shen [127, 126] en el primer caso y Daube-
chies, Han, Ron y Shen [42] y Chui, He y Stockler [28] en el segundo (véase también
los trabajos de Benedetto y Trieber [18] y Atreas, Melas y Stavropoulos [8], los cuales
proponen versiones, refinadas en las condiciones, de los Principios de Extension). Ya que
dichos principios se enuncian como una relaciéon funcional, lo cual no resulta de gran uti-
lidad a la hora de realizar el cdlculo especifico de los diferentes wavelet frames ajustados,
se utiliza la representacion espectral del operador de traslaciéon T para obtener dicha
caracterizacién como sistemas de ecuaciones lineales (Proposicion 99). Esta caracteriza-
cién involucra matrices de “tipo Lawton”, es decir, matrices con la misma estructura de
la matriz introducida por Lawton [94] para el estudio de la ortonormalidad en wavelets
multirresolucion, lo cual muestra que dicha matriz no aparece de forma espontanea en
la propiedad de ortonormalidad, sino que es intrinseca a la propiedad de frame ajus-
tado, propiedad que verifican las wavelets multirresolucién de soporte compacto. Mas
aln, esta caracterizacién permite deducir diversas propiedades sobre las mascaras y sus
funciones (de refinamiento o wavelets) asociadas. Por otra parte, el estudio del paso
entre los Principios de Extensién Unitaria y Oblicua, centrado en el caso finito (todas
las funciones involucradas son polinomios trigonométricos), da lugar a la Observacién
118 que muestra la imposibilidad de realizar el paso de UEP a OEP conservando la
propiedad de finito. Finalmente, la Seccién 4.2.4 muestra que los desarrollos llevados a
cabo en la Seccién 4.1 (Teorema 64) para la caracterizacién de wavelet frames ajustados
mediante el modelo espectral del operador de dilatacion, unidos a las relaciones de doble
escala presentes en el ambito de la multirresolucion, permiten de nuevo caracterizar los
wavelet frames ajustados en términos de matrices “tipo Lawton” (Teorema 121).

De los desarrollos tedricos ya mostrados, derivan las aplicaciones contenidas en la
Parte II. Las wavelets ortonormales han demostrado su potencial en las aplicaciones
préacticas en multitud de ocasiones, por lo que los algoritmos obtenidos en la Seccién 3.3
se presentan como una herramienta 1til a la hora de aprovechar este tipo de funciones
en las diferentes aplicaciones. Del mismo modo, los wavelet frames ajustados compar-
ten ciertas propiedades con las wavelets ortonormales, como puede ser la propiedad de
localidad espacio/tiempo-frecuencial. Por tanto, esto permite obtener una familia de
funciones candidato mayor para la descomposiciéon wavelet (frame) a costa de perder
algunas propiedades, las cuales no sean necesarias y/o interesantes en el problema a
tratar, como puede ser la misma ortogonalidad.

En primer lugar, con el fin de aprovechar la caracteristica de soporte minimo de los
wavelet frame ajustados calculados en la Seccion 4.1.2, se propone un método de filtra-
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do para imégenes de resonancia magnética (Seccién 5.2). Dicho método probabilistico
contrae los coeficientes de detalle de la descomposicién wavelet frame (general y multi-
rresolucién) en base a la probabilidad condicionada de que dichos coeficientes sean de
detalle junto con la probabilidad de que el coeficiente pertenezca a la componente de rui-
do. Para aumentar la eficiencia de este método, se buscan los wavelet frames ajustados
que hagan maxima la proporcion entre las dispersiones de la distribuciéon de probabili-
dad de los coeficientes de descomposicién del ruido (Rician aproximado por Gaussiano
o Rayleigh) y de la distribucién de probabilidad de los coeficientes de descomposicién

. ’ . . Di 6 . . . .
de las imagenes libres de ruido (gom—2tuide méxima en los wavelet frames del criterio
ISPEISIONpetalle

1y %‘m méaxima en los wavelet frames del criterio 2). Para ello, y supuesto
que dichas distribuciones de probabilidad, ruido y detalle, se modelan mediante una
distribucién Gaussiana Generalizada, se estiman los valores § en funcién de los niveles
de escala de descomposicién que mejor modelen dichas distribuciones (Seccién 5.2.1), y
con ello se estiman los wavelet frames bajo los criterios expuestos (Seccién 5.2.2). La efi-
ciencia del método propuesto se compara con otros métodos de filtrado, tanto generales
(Seccién 5.1.1) como basados en wavelets multirresolucién (Seccién 5.1.2), en imégenes
de resonancia magnética simuladas y reales (Seccién 5.3.2). Para las medidas considera-
das (Seccién 5.3.3), los resultados obtenidos son muy buenos (Seccién 5.3.4), siendo el
mejor el método propuesto para alguno de los dos criterios considerados (criterio 1 para
ruido bajo, criterio 2 para ruido medio y alto), como puede observarse en las Figuras 5.4
vy 5.6. Ademads, como muestra la Tabla 5.1, el método propuesto es capaz de acortar de
forma significativa el tiempo de adquisicion de las imédgenes de resonancia magnética, ya
que consigue igualar, mediante filtrado, la calidad de imagenes obtenidas con el doble
del tiempo de adquisicién (ruido medio).

En segundo lugar, gracias al algoritmo de Haar descrito en la Seccién 3.3.1, se puede
utilizar la expresién (coeficientes) de las funciones de escala en dicha base para apro-
ximarlas a una funcién determinada, en base a una distancia prefijada. Este hecho da
lugar a la aplicaciéon propuesta de las wavelets ortonormales al andlisis de senales de
resonancia magnética funcional. El método propuesto en la Seccion 6.2 descompone,
en cada posiciéon espacial, la correspondiente senal temporal hasta nivel de escala 2,
con el fin de que dicha descomposicién extraiga la senal a identificar en los coeficientes
de escala dejando solamente ruido en los coeficientes de detalle. Para maximizar dicha
separacion, se calcula la wavelet ortonormal éptima (6.11) que minimiza la distancia
habitual en L?(R) entre la funcién modelo de respuesta hemodindmica (6.10) y una
combinacion lineal de la wavelet ortonormal a considerar. La eficiencia del método se
compara con otros métodos cldsicos (Seccién 6.1.1) y algunos métodos que involucran
el uso de wavelets (Seccién 6.1.2) mediante sefiales simuladas y reales (Seccién 6.3.2).
Los resultados obtenidos (Tabla 6.1) muestran que, para senales con paradigma de ac-
tivacién prefijado (Figura 6.7), el método propuesto es ligeramente mejor que métodos
muy utilizados como son el Modelo General Lineal (no se producen practicamente falsos
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positivos y el ratio de positivos reales es similar, pero superior). Del mismo modo, el
experimento con senales reales (Figura 6.8) muestra una buena identificacién de la ac-
tividad cerebral, siendo muy buena (evitando falsos positivos) utilizando la informacién
del paradigma de activacion (si no se utiliza dicha informacién aparece mas activacion, la
cual no corresponde con la que se estda buscando, pero que no tiene por qué ser un error,
si no solamente actividad cerebral debida a visualizacién, oidos, etc.). Finalmente, para
diversos paradigmas de activacién en diferentes regiones, el método propuesto muestra
que es capaz de identificarlas todas ellas de forma eficiente (Figuras 6.9 y 6.10). Por
lo tanto, el método propuesto consigue ser tan eficaz como los métodos ya existentes
en el caso de tratar de identificar actividad cerebral correspondiente a un paradigma
prefijado, mientras que para el caso en que se desconocen los tiempos de activacion,
la eficiencia del método se mantiene. Este tltimo hecho es interesante a la hora de di-
senar experimentos, pues no limita a una busqueda localizada en el tiempo, sino que
permite realizar una busqueda general en cualquier instante. Dicha ausencia de limites
puede permitir al especialista clinico el diseno de experimentos mas complejos y ttiles
en comparaciéon con los basados en paradigmas prefijados.

Los contenidos de este trabajo han sido o estan siendo incluidos en diversos articulos
para su publicacion. Parte de los contenidos del Capitulo 3, centrados en el algoritmo de
Haar (Seccién 3.3.1), han sido publicados en el articulo de Gémez-Cubillo, Suchanecki
y Villullas [71]. Los contenidos de la Seccién 4.1 se incluyen en el articulo de Gémez-
Cubillo, Suchanecki y Villullas [70], actualmente en revisién, y el material de la Seccién
4.2 se recoge en el articulo de Gémez-Cubillo, Suchanecki y Villullas [69], en preparacion.
En el ambito de las aplicaciones, una versién previa de los contenidos del Capitulo 5
se ha publicado en el articulo de Martin-Fernandez y Villullas [109], mientras que el
desarrollo posterior se va a incluir en el articulo de Gémez-Cubillo, Martin-Fernandez
y Villullas [66], actualmente en preparacién. Por tltimo, los resultados del Capitulo 6
dard lugar al articulo de Martin-Fernandez y Villullas [108].
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Capitulo 8

Lineas futuras de investigacion

A continuacion se enumeran algunas de las posibles lineas a seguir en base a los
resultados obtenidos.

= En primer lugar, los desarrollos llevados a cabo en la Seccién 3.3 para las bases
de Haar, Walsh-Paley y trigonométrica pueden tratar de realizarse para otras
bases. Centrandose en algunas propiedades interesantes a considerar, puede ser
conveniente encontrar nuevos algoritmos dirigidos al estudio de dichas propiedades,
para lo cual deben considerarse bases ortonormales diferentes. Asimismo, también
puede ser interesante buscar bases ortonormales para las cuales existan funciones
de escala y/o wavelets multirresolucién (diferentes a las de Haar) tales que se
expresen como una combinacién finita de elementos de dicha base ortonormal.

= La Proposicién 69 caracteriza, en funcién del cardinal del conjunto W, los sistemas
wavelet frames ajustados. Esto permite, una vez fijado dicho cardinal, el estudio
de las familias de wavelet frames ajustados, tal y como se ha realizado para los
casos de cardinal 1 y 2. El paso siguiente es el estudio de familias para cardinales
mayores y la biusqueda de un método general para la realizacion de dicho estudio.

» La caracterizacién de los wavelet frames ajustados mediante las ecuaciones (4.9)
del Corolario 65 puede aplicarse a los frames multirresolucion, tal y como muestra
la Seccién 4.2.4. Esta observacién debe dar lugar a la caracterizaciéon obtenida en la
Proposicién 99 involucrando matrices de tipo Lawton, lo cual cerraria el desarrollo
paralelo al trabajo realizado por Ron y Shen [125, 127, 126, 128, 129] y trabajos
posteriores.

= Los desarrollos llevados a cabo en el &mbito tedrico se han centrado en el caso uni-
dimensional, lo cual, a la hora de obtener resultados practicos en las aplicaciones,
puede no ser suficiente. Una posible linea a seguir es la generalizacion de los re-
sultados al caso multidimensional, dando lugar a la posterior aplicacion de dichas
funciones en el caso de filtrado (wavelet frames ajustados multidimensionales).
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Una de las lineas a seguir mas evidentes es la conversion del método de filtrado
propuesto en el Capitulo 5 al caso de imagenes tridimensionales. Para ello, debe
realizarse un estudio de las distribuciones de ruido y detalles, estimando para ellas
(Gaussianas Generalizadas) los correspondientes parametros  en funcién de las
escalas.

Ademas, puede que existan criterios para el calculo de los wavelet frames ajus-
tados que permitan obtener mejores resultados en el posterior filtrado. De igual
modo, las funciones de importancia entre escalas consideradas pueden no ser las
mas adecuadas. Una vez obtenidas las familias de wavelet frames ajustados para
cardinal de ¥ mayor que dos, puede ampliarse la bisqueda de los wavelet frames
Optimos.

Otra linea evidente es la conversién del método de filtrado propuesto a diferentes
tipos de imdgenes, tanto médicas (ecografia, mamografia, etc.) como imagenes
en general. Para ello debe realizarse un estudio previo de la distribucién de los
coeficientes de descomposicién wavelet (frame) para los correspondientes ruidos y
detalles de imégenes libres de ruido. Una vez realizado dicho estudio, la adaptacién
del método de filtrado es inmediata.

De manera similar a los métodos de andlisis de senales de resonancia magnética
funcional que combinan el uso de la descomposicion wavelet espacial con métodos
clasicos, como son el GLM o la Sustraccién Directa, cabe la posibilidad de apli-
car este hecho al método propuesto, dando lugar a una descomposicion espacio-
temporal de la senal funcional con el fin de buscar coherencia espacial en el anélisis
y aprovechar la propiedad de localidad espacio-temporal.
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Parte IV

Apéndices
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Apéndice A

Bases ortonormales y coeficientes
Ckl-J’m Bkvinam
7,M 1,7,

Para poder trabajar con los diferentes modelos espectrales definidos en la Seccién
2.1, se deben considerar las bases ortonormales de L*(R)

(L ciel,meZ) y {ng) :j€d, mely,
definidas en (2.2) y (2.6). Mds atn, se consideran los diferentes coeficientes aiﬁlm y
gl definidos en (2.11) y (4.101), respectivamente.

i7j7l

A.1. La base de Haar

Sea b la funcién de [0, 1) definida por

1 ,siO§x<%
hlz)=< -1 ,sis<z<l1
0 , resto

y extendida a R por 0. El sistema (base) de Haar se define mediante traslaciones (dis-
juntas por conjuntos) y dilataciones de base 2 de la funcion b, esto es, h = {h,, : n €
NuU{0}} tal que

Bo = X[0,1);

y, parau € N, 0 < v < 2%

v 1+wv
Qu’  Qu

Bouio(z) :=22H(2%z —v), z € [ ) (0 en el resto).
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Fijadas
KJ(:)(x) =h(z —1)
Kﬂ@y:m@+z)
con i,j > 0, entonces I = J = NU {0}.
La matriz de cambio de representacién (o

= Sin=0,i=0,

LO(z) := (=)

+,5,m
,m

) se describe por:

gim _ [ 2% sil=+4,j=0,m>0
0.0 0 , resto

Sin=0,r=0,1,2,...,
—273 ,sil=+,7=0m=r+1

lv‘v r—m . .
&2276’12 272z Lsil=4+,7=0m>r+1

0 , resto

Sin=0,r=0,1,2,...yt=224+q(con0<p<ryq=0,1,...,2° — 1),

obim 1 ,sil=+,j=t,m=r—p
20 0 , resto

Sin=1yi>0,

lim _ 1 ,sil=+,7=1i,m=0
bl 0 , resto

Sin>1yi>0,conn=2"+v (u=12,..,v=0,1,...,2%=1)yi=2"+1¢
(r=0,1,...,t=0,1,...,2" — 1),

i 1 sil=4,j=2"2"4+v)+t, m=—u
ZHE244+v T 0, resto

Sin>1lyi=0,conn=2"4+v (u=1,2,...,v=0,1,...,2% = 1),

_u

272 ,Ssil=+,7=0,m=—u
l,jm _ _ 1\w(uw,p)oB52 : [ = +, j =2+ L2“v—PJ
0,204 (=1) 2> ’Sl{con0§p<u,m:—u

0 , resto

donde |-| denota la parte entera de ...y!

w(u,v,p) = r -2 buv_pJJ : (A1)

2u7p71

!Teniendo en cuenta la expresién binaria v = Z;(l) t1.2%, con t, = 0 6 1, se tiene que w(u,v,p) =
-1 C(u—
tu—p-1y LTU—?J = ZZ:u—p t 2k~ (u=p)
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Sin=-1,71=0,

@o.-1 0 , resto
= Sin=-1,r=0,1,2,...,
. 272, sil=—,j=0,m=r+1
aglll = =2 L sil=—,j=0,m>r+1
0 , resto

Sin=—-1,r=1,2,..,0<p<ryq=0,1,...,2° — 1,

bim |1 Jsil=—,j=2"4+q¢ m=1r—p
r+1_9op+1 _ -
2r=2rt g, -l 0 , resto

Sin=-2yi>0,

,—

lim 1 ,sil=—,7=1,m=0
“=2 1 0 , resto

Sin<—-2yi>0,conn=-2"M4o(u=1,2..,0v=01,...,2%=1)yi=2"+¢
(r=01,..,t=0,1,...,2" —1),

Lym _J 1 ysil=—,7=2"(2"4+v)+t, m=—u
Qortt 20140 T 0 resto

Sin<—-2yi=0,conn=-2"""4+0 (u=1,2,...,v=0,1,...,2¢ = 1),

273 ,Sil=—,7=0,m=—u
Lj, p-u == =20+ | 5=
ag urig, = (FDMEI2E i { con 0 <p < u, %2: p—Ju
0 , resto
donde w(u, v, p) viene dada por (A.1).
n,m,k 0,0,0

La matriz de cambio de representacién (/3

i ) se describe por (puesto que

VI

0,0,0 o
Biii » se puede suponer ¢ < J):

ﬁirfﬁ’k#()@n:m:k

n.nn _ n0,0,0
/Bihj?l - /87’7.7’l
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07070_{ 1 ,sil:O

0061 0 , resto

Sia>0y0<b<2%

ﬁ07070 . 1 s Sil:2a+b
029460 =) (0 | resto
Siu>0y0<v<2¥
1 ,sil=0
Bpifpaurog = 28(=1)PE0D sil=2" 4y, 2 <u,y=|55]
0 , resto

Siu>0,0<v<2%yv<b<2¥
0,0,0
52“+v,2”+v,l:0
Siu>0,0<v<2%a>u 0<b<?2°
27 L, sil=2"40b,b=2""%+r 0<r <20 v!

ey = —28 L, sil=204b b=20""y 4, 20707 < p < 207
0 , resto

A.2. La base de Walsh-Paley

Sea 1 la funcién de [0, 1) definida por

{ 1 ,sizel0,d)

r#) = 21 ke 11,1

extendida a R por periodicidad de periodo 1. El sistema de Rademacher r := (r,,n €
N U {0}) se define por

r(z) :==r(2"z), xeR,neNU{0}

Dado n € NU {0}, su ezpansion binaria es la (inica) expresion

oo
_ y
n = g N2
v=0

donde n, € {0,1},y € NU {0}. El sistema (base) de Walsh-Paley w := {w,, € NU{0}}
se define mediante productos de funciones de Rademacher de la forma siguiente: si
n € NU {0} tiene coeficientes binarios (n.,y € NU{0}) entonces

[o¢]
Wy, = H T
7=0
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Este producto es siempre finito porque n, = 0 para 7 suficientemente grande, wy = 1y
wan =1y, Vn € NU{0}.

Fijadas o
KJP,(@ = wj(z — 1) ©) () (o
K0y mwarz) ¥ L@ =wl

con i,j > 0, entonces [ = J = NU {0}. ’
7]’m)

. . : 2 + :
La matriz de cambio de representacion (a; ;™) se describe por:

i=> 02 (=2"4y, sii>0), i,€{0,1}

720

J=3 K2 (=2"+v,sij>0), j,e{0,1}

v=>0

= Sin<0, a7™=0

= Sin=0,
o sim <0, oz;féj’m:O
( ( jzo
275 (—1)m—1 i { wx<m—1
1 >0
a+,j,m_ j>0
0
. ' m ; . r=u+m
e sim>0 272 (—1)mt si .
’ (=1) ’ 1 >0
iwzjw—m>’72m
U 0 , resto
v _ [ 27% L sij=0
Qoo =
L 0, resto
= Sin >0,
e sim >0, a;;’lj’m:()
. +.45.0 1 ,sin=1,1=3
e sim=0, a«a, =
’ L {O , resto
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( ( 0 ,sij=0
(27 < p o< 27
7>0

. r=u-+m
> 1> 0
iy = Jyem, VY =>0
\ 7= Z;:o_l J227
0 , resto
(2™ <np <27l
0<u<—-m-—1
>0

+.5m _ g n—2""m
Q=4 22 wr< S

e sim <0,

\ 7

\
L 0 , resto

» Sin>0, a7"=0

i\n

s Sin=-1,

e sim<0, o ”"=0

( ( j=
275 (=1)A0m—-1) i { x<m—1
1 >0
7 >0
o "= r=u+m
o sim >0, 2*%%(2/3’";11 2—5) sidixo
Uy j'y—mla Vy>m
-
r=>""0 142"
L 0 , resto
o 7]7m: 277 Y Sijzo
[ ot 0 , resto
= Sin<—1,
e sim >0, oz;;f’m:()
. —jo_J 1 ,sin==-2 1=
e sim=0, a;;" = { 0 , resto
)
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( ( 0 ,s17=0
4 _27m+1 <n< —_9—m
7>0
— m _o—m+1 . r=u—+m
Wi = 22%(” o ) Sy >0
iv = jv—ma vfy >0
r= Z_m_l 27
e sim <0, T Zy=0 Sy
L 0 , Testo
( (2l <p < 2™
0<u<—-m-—1
m —m-+1 . s
—gim 25wj<”’22_m+ ) , si 0
aO,n - ]: 0
L 1>0
L L 0 , resto

A.3. La base Trigonométrica

Sea e = {ex(x) := ¥ : 1 € R}z el sistema (base) trigonométrico de L2([n,n +
1)), Vn € Z.

Fijadas " 0
0 0
Koj(x) =ej(x) vy L (x) = ei(x)
con 1, ) € Z, entonces [ = J = Z. ’
La matriz de cambio de representacion (af;lj’m) se describe por:

12% eQ'/rik27m (

Lim gy (T 1) sl =4 m > 0, gk — 27 £
Qo = 2772 ,sil=4+,m>0,yk—42m =0
0 , Testo
2% e—2mik2™™ o ipo—m . o
1jm 2227r(k—j2m) ( m2 " —1) ,sil=—m>0,yk—j2"#0
Oék:’_lz 272 751[:_7m>0’yk._]2m:0
0 , resto
alvjvm: 1 ,sil:—i—,m:O,yk:j
;1 0 , resto
oL 1 ,sil=—m=0,yk=
k=271 0 , resto

Parape Nyqg=0,1,...,2° — 1,
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o8 _opija— ii0— . :
——12§£<k—22p12j>pq-(6‘2“”2 To1) Lsil=4m=—p yk2" —j#0
l,j,m . .
Alhnyq = 275 ,sil=+m=—p, yk2’ —j=0
0 , resto
i28e2mii2 Pa o opiio-p cr _ P _ g
. G (e 1) ,sil=—m=-p, yk2l —j#0
G g1 = 2-% csil=— m=—p yk2—j=0
0 , resto

La matriz de cambio de representacién (3;"7;"") se describe por:

1,7,
BUF L0 n=m=k
n.nn _ 00,0,0
/Bi’j?l - i’j’l

507070_{ 1 ,Sll:l+j

ik 1 0 , resto
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Apéndice B

Coeficientes dilatados, trasladados
1/2 y conjugados

B.1. La base de Haar

Sea {LE"’}i,n la base de Haar y sea f € L*(R) 1-periédica (omitimos los superindices
debido a la periodicidad).

fo ,sit=0
(1(-+3)), - ~ho sl (B.1)

L] o sit=2"+v, u>00<v<2"
2u+U+2u71(_1) ou—1

— 275 e ), s Sii=24y, u>1
(f(2)); = { 70l ) . (B.2)
0 ,siu <1
?i = ?z L1 EL (B.3)
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B.2. La base Trigonométrica

Sea {L{™},., la base de trigonométrica y sea f € L*(R) 1-periédica (omitimos los
superindices debido a la periodicidad).

—

(f<-+%>)i:(—1)iﬁ ez (B.4)
. o1y, sii € 2Z
(f(2), = (B.5)
0 , resto
F.—f. iez (B.6)
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Apéndice C
Funciones auxiliares

A la hora de definir las medidas de similitud en la Seccion 5.3.3, son necesarias varias
funciones auxiliares, definidas a continuacién. La funcién | - | representa el cardinal del
correspondiente conjunto (]A| = Cardinal del conjunto A).

= La Media Local de una imagen/volumen I en el pixel /voxel de posicién m se define

como
1

LM(I,m) = — Y _ I(i), (C.1)

| m| i€ENp,

donde N, es un vecindario del pixel/voxel m.

» La Varianza Local de una imagen/volumen I en el pixel/voxel de posicién m se
define como

LV(I,m) = — N Z — LM(I,m)?, (C.2)

donde N,, es un vecindario del pixel/voxel m.

» La Media Global de una imagen/volumen I se define como

= % > I(m), (C.3)

donde M es el nimero total de pixels/voxels y m representa las diferentes posi-
ciones de pixel/voxel en la imagen/volumen .

» La Varianza Global de una imagen/volumen [ se define como

_ % S 1(m)? - GM(1)?, (C4)

donde M es el nimero total de pixels/voxels y m representa las diferentes posi-
ciones de pixel/voxel en la imagen/volumen 1.
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= La Covarianza Global de unas imégenes/volimenes [ y I se define como

GCV(I,1) Zl GM(I)GM(T), (C.5)

donde M es el nimero total de pixels/voxels y m representa las diferentes posi-
ciones de pixel/voxel en las imagenes/volimenes [ y I.
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