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RESUMEN

En muchas areas de las Ciencias, Ingenieria e Industria, surgen problemas
que involucran la resolucion numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
de Segundo Orden. ContinUa siendo éste un activo campo de investigacion y se
siguen proponiendo métodos para aproximar las soluciones de Problemas de
Valores Iniciales y en la Frontera gobernados por E.D.O.s de este tipo. En este
proyecto, describiremos brevemente algunos métodos ‘clasicos" e
introduciremos nuevos métodos numeéricos para este tipo de problemas,
basados en aproximar las soluciones mediante Splines y Pseudo-Splines de
clase C?, utilizando técnicas de colocacion. Para resolver los P.V.F.
combinamos técnicas basadas en el Método del Disparo, con otras basadas en
resolver sistemas lineales tridiagonales mediante el Algoritmo de Thomas.
Finalmente, un buen nimero de experimentos numéricos, la mayoria del
ambito de la Ingenieria, permiten analizar la precision y orden de los métodos.

PALABRAS CLAVE

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Splines, Método de Colocacion,
Método del Disparo, Integracion Numérica.

ABSTRACT

In many areas of Science, Engineering and Industry, problems that involve
the numerical resolution of Second-Order Ordinary Differential Equations arise.
The research in this area is still very active and lots of methods are being
proposed to approximate the solutions of Initial and Boundary Value Problems
governed by Second-Order O.D.E.s. In this project, we will describe some
"classical" methods and introduce other new numerical methods for these type
of problems, based on the approximation of the solutions by using C? Splines
and Pseudo-Splines, with the help of collocations techniques. To solve the
B.V.P. we combine techniques based on the Shooting Method, with others
based on solving tridiagonal linear systems using the Thomas Algorithm. Finally,
a good number of numerical experiments, most of them in the Engineering field,
allow us to analyse the precision and order of the different methods.

KEY WORDS

Ordinary Differential Equations, Splines, Collocation Method, Shooting
Method, Numerical Integration.
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1. JUSTIFICACION Y OBJETIVOS

1.1. Justificacion

Las Ecuaciones Diferenciales juegan un papel fundamental en las
matematicas, y muy especialmente en sus aplicaciones. Muchos de los
problemas que surgen en el ambito de la ciencia, la ingenieria, la industria y de
la tecnologia pueden formularse en términos de ecuaciones de este tipo, por lo
gue saber resolverlas cobra una importancia capital. Desde los calculos que
requiere la construccion de maquinaria eléctrica o de dispositivos electronicos,
hasta el calculo de trayectorias de proyectiles, la investigacion de la estabilidad
de maquinaria o de aeronaves en vuelo, el curso de una reaccion quimica, el
crecimiento de poblaciones e incluso el avance de ciertas enfermedades, por
mencionar solo algunos ejemplos, precisan del calculo o aproximacion de
soluciones de Ecuaciones Diferenciales.

Es mas, con frecuencia las leyes fisicas que gobiernan fendmenos se
escriben en forma de ecuaciones diferenciales, por lo que éstas, en si,
constituyen una expresion cuantitativa de dichas leyes. Por poner solo algunos
ejemplos: las ecuaciones del movimiento de cuerpos (Segunda Ley de Newton),
la ecuacion que describe los sistemas oscilantes, la propagacion de ondas, la
transmision de calor, la difusion, la conservacion de masa o el movimiento de
particulas subatomicas, se formulan en términos de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Segundo Orden.

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales comenz6 a desarrollarse a finales
del siglo XVII, casi simultaneamente con la aparicion del calculo diferencial e
integral. En la actualidad, las Ecuaciones Diferenciales se han convertido en
una herramienta poderosa para la investigacion. En Mecanica, Astronomia,
Fisica, Tecnologia etc., han propiciado un enorme progreso. A modo de ejemplo,
del estudio de las ecuaciones diferenciales del movimiento de los cuerpos
celestes, Newton dedujo las leyes del movimiento planetario descubiertas
empiricamente por Kepler. También, en 1846, Le Verrier predijo la existencia
del planeta Neptuno y determiné su posicion en el cielo, basandose en el
analisis numérico de esas mismas ecuaciones.

Como vemos, no es exagerado afirmar que la naturaleza se describe por
medio de ecuaciones diferenciales, de modo que un conocimiento de esta
materia nos ayudara a entender mejor los fenémenos naturales. Debido a lo
anterior, los esfuerzos de los cientificos se han dirigido desde un principio, a la
bdsqueda de métodos de resolucion y expresion de las soluciones de estas
ecuaciones en forma adecuada.
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De este modo, los primeros métodos de resolucion fueron analiticos. Se
buscaba la expresion analitica de la solucion exacta, expresada en términos de
funciones conocidas denominadas funciones elementales. Para ello se recurria
al calculo de primitivas, a los cambios de variable, a manipulaciones
algebraicas, etc. Pronto se comprobé que la mayoria de los problemas de este
tipo no admitian soluciones en términos de funciones elementales. Ante la
imposibilidad de resolver muchas de estas ecuaciones de manera exacta,
surgieron los métodos numeéricos orientados a aproximar dichas soluciones de
manera eficiente y precisa.

Resumiendo, los métodos de resolucién analiticos, permiten expresar la
solucion en forma exacta, como una funcion de la variable independiente, en
tanto que los numéricos tienen como objetivo calcular valores que toma la
soluciéon en una serie de puntos u obtener una funcién que, sin ser la solucion
exacta, la aproxime adecuadamente con la precision deseada.

La necesidad de recurrir a métodos alternativos a los analiticos obedece,
como hemos adelantado, a que, con la excepcion de unos cuantos casos mas
0 menos simples, lainmensa mayoria de las Ecuaciones Diferenciales no puede
ser resuelta satisfactoriamente en forma exacta. Asi, en un sistema tan simple
como un péndulo, la amplitud de la oscilacion ha de ser pequena y el
rozamiento ha de ser despreciable, para obtener una solucion sencilla que
describa aproximadamente su movimiento periddico. Sin embargo, su
comportamiento puede ser estudiado, sin necesidad de estas simplificaciones,
aplicando métodos numéricos.

Es por ello, que, en este Trabajo de Fin de Grado, vamos a profundizar en
el analisis y desarrollo de diversos métodos numéricos de resolucion de
Ecuaciones Diferenciales, centrandonos, concretamente, en las de segundo
orden, cuya resolucion continda hoy en dia estudiandose y es objeto de muchos
trabajos de investigacion. No ha resultado dificil encontrar diversas
publicaciones cientificas recientes, de no mas de diez anos atras, que
demuestran lo anterior. Por ejemplo, en relacion con varios de los métodos
numéricos que desarrollaremos mas adelante, basados en Splines, pueden
leerse varias publicaciones recogidas en la bibliografia, en el apartado de
Articulos y Publicaciones Cientificas: [18]-[30], donde ademas puede
observarse como varias de ellas han sido presentadas en recientes congresos
cientificos.

Tras un breve repaso de algunos de los métodos numéricos clasicos de los
que se dispone a la hora de resolver Ecuaciones Diferenciales, estudiaremos
la resolucion de dichas ecuaciones con nuevos métodos que proponemos.
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Utilizaremos, para su implementacion, el software matematico Matlab,
puesto que la aparicion de Matlab ha constituido un hito fundamental en los
softwares destinados al Analisis Numérico.

Maltab comenzd como un paquete interactivo de calculos matriciales, de
ahi su nombre: MATrix LABoratory, desarrollado inicialmente por C. Moler con
fines docentes; pero rapidamente cobrd notoriedad entre los cientificos e
ingenieros como una ayuda inestimable en el calculo cientifico. Por ello, fue
redisenado a mediados de los anos 80, convirtiéndose desde ese momento en
un software comercial que ofrece un entorno de desarrollo integrado (I.D.E),
con un lenguaje de programacion de alto nivel propio para el calculo cientifico
(lenguaje M). Incorpora capacidades de visualizacion, gran variedad de
bibliotecas, asi como otras funcionalidades: manejo de matrices dispersas,
conexion directa con hardware de control, o el médulo Simulink, destinado al
diseno y simulacion de sistemas de control.

Este software da acceso a algoritmos muy eficientes, con pocas lineas de
codigo y permite a los especialistas centrarse directamente en la esencia
matematica del problema, sin preocuparse por aspectos puramente
computacionales tales como la declaracion de variables o manejo de memoria,
lo que le ha permitido convertirse en todo un estandar en la industria. De hecho,
se afirma que una buena cantidad de los calculos para el diseno de los
transbordadores espaciales de la NASA es realizada con Matlab.

En nuestro caso, Matlab nos permitira programar los distintos métodos
desarrollados para la resolucion de las E.D.O de Segundo Orden, y comprobar,
de modo mas rapido, sencillo y visual, cdmo se comporta cada uno de ellos,
dependiendo del tipo de problemas, sus parametros o sus condiciones.

Los nuevos métodos que proponemos, permiten obtener aproximaciones
adecuadas a las soluciones de Problemas de Valores Iniciales (P.V.l) y
Problemas de Valores en la Frontera (P.V.F) gobernados por Ecuaciones
Diferenciales de Segundo Orden. Se basan en la aproximacion de las
soluciones de E.D.O.s, lineales y no lineales, de 2° orden mediante Splines y
Pseudo-Splines de clase C? (la funcidn y sus dos primeras derivadas son
continuas), utilizando técnicas de colocacion. Para resolver los P.V.F. se
combinan técnicas basadas en el Método del Disparo, con otras basadas en
resolver sistemas lineales tridiagonales mediante el Algoritmo de Thomas.

Finalmente, se incluye un buen nimero de experimentos numeéricos,
implementados en Matlab, la mayoria del ambito de la Ingenieria, para analizar
la precision y exactitud de los nuevos métodos propuestos, asi como su orden
de convergencia.
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1.2. Objetivos

En este trabajo de fin de grado se proponen los siguientes objetivos:

= Analizar en profundidad la importancia de las Ecuaciones Diferenciales
de Segundo Orden en el modelado de fendmenos comunes, mostrando
diversos ejemplos relacionados con la ingenieria.

= Estudiar diferentes métodos de resolucion de Problemas de Valores
Iniciales y Problemas de Valores en la Frontera, formulados en términos
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden, que
aparecen en los modelos mencionados.

= Proponer nuevos métodos numeéricos para la resolucion de Ecuaciones
Diferenciales de Segundo Orden, acompanadas de condiciones iniciales
o de contorno.

= Implementar adecuadamente cada uno de los métodos anteriores en
codigo de Matlab, de modo que facilite su utilizacion para poder realizar
simulaciones con un grado de precisibn adecuado mediante dicho
software.

= Aplicar, recurriendo a Matlab, estos métodos de resolucion a diversos
modelos correspondientes a problemas de interés en ingenieria, y
analizar los resultados obtenidos.

= QObservar e interpretar el comportamiento de las soluciones ante
modificaciones de los parametros del modelo.

= Elaborar conclusiones sobre la aplicacion de cada método y sus
variantes, a partir de las soluciones obtenidas con Matlab.

= En base a las conclusiones anteriores, describir qué ventajas podrian
aportar las nuevas variantes que han sido propuestas respecto a los
métodos tradicionales que se utilizan hoy en dia.

Todo ello, sin olvidar la principal intencionalidad de todo trabajo de fin de
grado, que es su finalidad educativa y formativa.
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1.3. Estructura

El presente trabajo tiene dos partes bien diferenciadas. La primera es
tedrica y trata de explicar las ecuaciones que van a manejarse, los tipos de
problemas a los que pueden dar lugar, y los diferentes métodos numéricos para
resolverlos. Posteriormente, en la segunda parte, que es completamente
experimental, se aplican dichos métodos a diferentes problemas, mediante el
software Matlab, para comprobar su validez.

Capitulo 1: Justificacion y objetivos. Expone brevemente el fundamento de
este proyecto y los objetivos que se persiguen con su desarrollo.

Capitulo 2: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden.
Consideramos necesaria una breve introduccion teérica sobre qué son las
Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden, su importancia, los diferentes
tipos de problema asociados a ellas, y los métodos que se conocen para su
resolucion.

Capitulo 3: Métodos de resolucion de E.D.O.s basados en Splines. Se
introducen de manera tedrica los Splines como métodos de resolucion de
E.D.O.s. Se estudia su utilizacion para distintos problemas, y se proponen
nuevas variantes y nuevos métodos basados en Pseudo-Splines Cuarticos.

Capitulo 4: Método del Disparo. En este capitulo se realiza una explicacion
tedrica del Método del Disparo Lineal y No Lineal, aplicado a Problemas de
Valores en la Frontera.

Capitulo 5: Experimentos numéricos. Para evaluar los métodos numéricos
propuestos, en este capitulo se muestran una serie de ejemplos de problemas,
presentando los resultados obtenidos al resolverlos con dichos métodos, asi
como los resultados derivados de su analisis.

Capitulo 6: Conclusiones. Se presentan las conclusiones finales del
trabajo, obtenidas a partir de los resultados explicados en el capitulo anterior.
También se presentan posibles lineas de continuacion de este proyecto.

Bibliografia. Por udltimo, se muestra un listado de todos los libros,
conferencias, articulos, direcciones de Internet, programas, etc., consultados
para la elaboracion de este proyecto.

Anexo: Codigo de Matlab utilizado en las simulaciones. Incluyen los cédigos
de las diferentes funciones de Matlab en los que se han implementado los
métodos numéricos propuestos, asi como los programas donde se recogen los
diferentes ejemplos numéricos que se han utilizado.
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2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

2.1. Introducciéon a las Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden

Como ya hemos mencionado en el capitulo anterior, en las ciencias y en
muchas de sus aplicaciones, incluyendo la ingenieria, aparecen numerosos
problemas que se resuelven a partir de leyes y relaciones fisicas que requieren
del desarrollo de modelos matematicos para su comprension. Con frecuencia,
estos modelos se describen en términos de ecuaciones que contienen
derivadas de distintos 6rdenes de una funcion incognita, esto es, mediante
Ecuaciones Diferenciales.

Las Ecuaciones Diferenciales involucran relaciones, validas en cierto
intervalo, entre una variable (la variable dependiente o funcion incégnita) y sus
derivadas sucesivas. Proporcionan, por tanto, descripciones matematicas de
como las variables y sus derivadas se relacionan entre si de manera dinamica.
Su resolucion permite estudiar las caracteristicas de los sistemas que modelan
y una misma ecuacion puede describir procesos correspondientes a diversas
disciplinas.

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar, basicamente,
atendiendo a dos criterios:

a) Tipo: Si la funciéon incognita viene dada en términos de una Unica variable
independiente, entonces la ecuacion se denomina ecuacion diferencial
ordinaria, abreviadamente E.D.O. En otro caso, cuando la funcién incognita
depende de dos o mas variables independientes, la ecuacion se dice que
es una ecuacion (diferencial) en derivadas parciales, abreviadamente
E.D.P.

b) Orden: Es el orden de la derivada de orden mas alto que aparece en la
ecuacion diferencial.

En nuestro caso, pretendemos abordar el estudio de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden, pues éstas aparecen con mayor
frecuencia en mualtiples aplicaciones del ambito de la ciencia y la ingenieria.
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Concretamente, empezaremos estudiando en detalle la Ecuacion
Diferencial Ordinaria Lineal de Segundo Orden:

y'=p) -y +qx)-y+rk) x € [a,b] (2.1)

donde x es la variable independiente que pertenece al intervalo [a,b], e y =
y(x) es la variable dependiente (funcion incognita).

De aqui en adelante utilizaremos la notacion de Lagrange para las
derivadas, denotando la primera y segunda derivadas de la variable
dependiente y, respectivamente:

1 ﬂ " dzy

Y Cdx ’ Y T dx? (2.2)

Por otra parte, supondremos que p(x), q(x), r(x) son funciones que estan
definidas y son continuas en un cierto intervalo. En particular, podran ser
constantes en algunos casos, y entonces hablaremos de Ecuaciones
Diferenciales Lineales con coeficientes constantes, y variables en otros,
tratdndose entonces de Ecuaciones Diferenciales Lineales de coeficientes
variables.

Los problemas en los que resultan ser parametros constantes, son faciles
de estudiar, pues se pueden resolver de manera exacta mediante
procedimientos sencillos.

El caso variable es mas dificil de estudiar y resolver; pero tiene multiples
aplicaciones de interés que, en algunos casos, permiten estudiar modelos mas
fieles a la realidad. De hecho, aunque algunas ecuaciones de este tipo pueden
resolverse analiticamente de manera exacta, la solucion viene dada con
frecuencia en términos de cuadraturas que no permiten evaluar dicha solucion
de manera sencilla sin recurrir a métodos de integracion numeérica.

Cuando r(x) = 0 para todo x, se dice que la Ecuacion Diferencial es
homogénea. En caso contrario, la ecuacion se dice que es no homogénea.
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2.2. Introduccion a los métodos numeéricos

2.2.1. Condiciones de aplicabilidad de métodos numéricos

Para poder aplicar métodos numéricos a la resolucion de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, debemos trabajar con problemas bien puestos, (bien
planteados), esto es, problemas que tienen una Unica solucion que depende
continuamente de los datos. Aunque nuestro estudio se centra en E.D.O.s de
2° orden, es bien conocido que este tipo de ecuaciones pueden reescribirse en
términos de un sistema de Ecuaciones Diferenciales de primer orden, a costa,
eso si, de aumentar la dimension del sistema de ecuaciones resultante.

Es por ello que empezaremos considerando el Problema de Valores
Iniciales dado por:

, x € [a,b] (23)

{ vy =f(xy)
y(a) =z

Se considera que un problema del tipo anterior esta bien puesto si

satisface el siguiente teorema:

Teorema 2.1.- Sea f(x,y) una funcién definida y continua en Dg;:

Dy = {(x,¥):a<x<b, y;eR,i=1,..,m}(a,bfinitos)

para la que existe una constante L tal que:

| £, — x5

< LIy =71, Y9, &7 €D (24)

esto es, f satisface una condicion Lipschitz en D,,;,, con constante de Lipschitz
L. Entonces el problema esta bien puesto, es decir:

= Existe una solucion Unica del problema.

= El problema es totalmente estable.

La condicion (2.4) es conocida como condicion de Lipschitz y la constante
L como constante de Lipschitz. Si se tiene que f(x, y) es diferenciable en Dy,
entonces f(x, y) satisface la condicion de Lipschitz en D, o que implica que

f(x,¥) es continua en D,,;,. Por tanto, la condicion que se requiere es un poco
mas que la continuidad y un poco menos que la diferenciabilidad.
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Si el problema no fuese totalmente estable, ningin método numérico
tendria posibilidad de producir una solucién aceptable, ya que cualquier
método numérico introduce errores debidos a la discretizacion y al redondeo,
lo que podria interpretarse como un problema perturbado.

2.2.2. Nomenclatura en métodos numéricos

Los métodos numéricos que vamos a estudiar para resolver nuestros
problemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, se basan en la idea de la
discretizacion, es decir, el intervalo continuo [a, b] de t es reemplazado por el
conjunto de puntos a = x;, < x; < x, <...< x5 = b. En el caso equiespaciado,

. b-a .
setieneque:x, =a+n-hn=20,1,..,N,conh =T,yahse le denomina

tamano de paso.

Denotaremos por y,, a una aproximacion a la solucion y(x,,) del problema
en el punto x,,, es decir: y, = y(x,).

Nuestro objetivo es obtener secuencias de valores {y, : n =0,1,2,..., N}
que aproximen la solucion del problema considerado, en el conjunto discreto
de puntos {x,, : n=10,1,2,...,N}; una secuencia de este tipo constituye una
solucion numérica.

Un método numérico es una ecuacion en diferencias que contiene un
ndmero consecutivo de aproximaciones 37n+]-, j=0,1,..,k de la que es
posible calcular secuencialmente la sucesion {y,:n=0,1,2,..,N}

naturalmente la ecuacion en diferencias incluira la funcion f que define el
problema.

Al entero k se le denomina nimero de pasos del método. Si k = 1, se dice
que el método es de un paso, y a partir de las condiciones iniciales que
proporcione el problema se puede obtener secuencialmente la sucesion {y,}
calculando las aproximaciones paran = 0,1, 2, ..., N a partir de la ecuacion en
diferencias.

Por otra parte, si k > 1, el método se denomina multipaso o de k-pasos. Si
por ejemplo k = 2, el método es de dos pasos y es necesario proporcionar un
valor de arranque adicional y,, antes de empezar a calcular la sucesion {y,}.
Si fuera k = 3, se trataria de un método de tres pasos y seria necesario
proporcionar dos valores adicionales de arranque y;e y,.
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Si el método es tal que, dados y,;, j=0,1,..,k—1, la ecuacién en
diferencias proporciona y,, . explicitamente, se dice que el método es explicito.
Si el valor y, . no se puede calcular sin resolver un sistema de ecuaciones
implicitas, es decir, de ecuaciones no lineales, se dice que el método es
implicito. En estos casos, la solucion de un sistema no lineal en cada paso hace
que los métodos sean mas costosos de implementar que los explicitos.

Un algoritmo es un coédigo de ordenador que implementa el método
numérico. Ademas de calcular la sucesion {y,:n=0,1,2,..,N} puede
desarrollar otras tareas, como, por ejemplo: la estimacion del error en la
aproximacion, cambiar el valor de h o decidir qué familia de métodos emplear
en cada etapa de la solucion.

2.3. Problemas de Valores Iniciales

Para poder resolver la ecuacion (2.1) se requieren ciertas condiciones
iniciales. Al tratarse de una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden,
seran necesarias exactamente dos condiciones para determinar la solucion de
manera unica.

Es habitual encontrar problemas en los cuales las condiciones iniciales
vienen dadas en términos de los valores que toma la solucién (variable
dependiente) y su primera derivada en el punto inicial x, = a del intervalo al
que pertenece la variable independiente x, es decir, son del tipo:

y(xo) = zy, y'(xo) =z, (2.5)

El problema consistente en resolver la ecuacion (2.1) a partir de estas dos
condiciones iniciales, (2.5), se denomina Problema de Valores Iniciales
(abreviadamente P.V.l, 0 en inglés I.V.P).

Es bien conocido que la resolucion de los P.V.I lineales del tipo
considerado, en el caso homogéneo (r(x) = 0), se apoya en dos resultados
basicos: la combinacion lineal de dos soluciones es otra solucion, y toda
solucion es combinacion lineal de dos soluciones independientes.
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En base a lo anterior, la solucion general de la ecuacion (2.1), la cual vamos
a reescribir de la siguiente forma:

y'+ px)-y+qx)-y=rx) (26)
es sabido, que puede obtenerse como:

y(x) = yr(x) + yp (%) (27)

Es decir, puede escribirse como la suma de la solucion general, y,, de la
ecuacion homogénea asociada a dicha ecuacion:

y'+ plx)-y+qx)-y=10 (2.8)

con una solucion particular y,(x). Esta dltima solucion se calculara, cuando
sea posible, por alguno de los muchos procedimientos disponibles. Puede
obtenerse mas informacion en la bibliografia, especialmente en las referencias
[9], en su capitulo 2; en [3], capitulo 5.

En muchas de las situaciones de la vida real, la Ecuacion Diferencial que
modela el problema resulta imposible o demasiado complicada de resolver con
exactitud, por lo que se hace necesario recurrir a procedimientos alternativos
gue permitan aproximar su solucion.

Cuando la Ecuacion Diferencial es no lineal, una posibilidad consiste en
simplificar la ecuaciéon diferencial, por ejemplo, linealizandola, de modo que
podamos resolverla exactamente y utilizar después la solucion de la ecuacion
simplificada para aproximar la solucion de la ecuacion original. Otra posibilidad,
gue examinaremos en este apartado, consiste en utilizar métodos numeéricos
para aproximar la solucion del problema original. Este procedimiento es el que
se emplea por lo regular, pues los métodos numéricos de aproximacion dan
resultados mas exactos y en muchos casos informacion realista sobre el error
cometido.

La mayoria de los métodos de tipo numérico que se emplean en la practica,
no producen una aproximacion continua a la solucion del Problema de Valor
Inicial, sino que obtienen aproximaciones en algunos puntos especificos
denominados puntos de red, que a menudo se seleccionan de modo que se
encuentren igualmente espaciados. Si se requiere de valores intermedios, se
utiliza entonces algin método de interpolacion o se refina la red de puntos
considerada.
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A la hora de resolver numéricamente un P.V.l. cuya ecuacion involucre
derivadas de orden mayor que uno, como, por ejemplo:

y'=flxyy")
y(xo) = 2z, (2.9)
y'(x0) = z,

una estrategia muy utilizada en la practica consiste en reescribir el problema
en términos de un sistema de Ecuaciones Diferenciales de primer orden, pues
para la resolucion de este tipo de problemas se dispone de multitud de
métodos numéricos, muy estudiados y, en general, muy efectivos. De hecho,
posteriormente vamos a describir algunos de los métodos disponibles para
resolver problemas formulados en términos de sistemas de Ecuaciones
Diferenciales de primer orden.

En el caso que nos ocupa, podemos reescribir el P.V.l. de segundo orden
(2.9) en forma de P.V.l. de primer orden, sin mas que definir u(x) = y'(x),
obteniendo asi:

y'=u
u' = fx,y,u)
y(xp) =z

u(xy) = 2z,

(2.10)

A continuacion, describiremos algunos de los métodos numéricos mas
cominmente utilizados para resolver este tipo de problemas, puesto que
después, nos seran de gran utilidad para desarrollar otros métodos numéricos
en los que vamos a centrar este trabajo. Si se busca una explicacion mas
exhaustiva sobre estos métodos se recomienda acudir a la bibliografia,
destacamos [17], en su capitulo 6, o [3], capitulo 5.

2.3.1. Método de Euler Explicito

El método de Euler o de las Tangentes, es un método explicito que
constituye el primer y mas sencillo ejemplo de método numérico para la
resolucion de un P.V.I de primer orden del tipo:

(2.11)

{ y'(x) = f(x,y(x))
y(x0) =yo = 7
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Hay muy diversas formas de llegar a la expresion que define dicho método:
a partir de la formula de derivacion numérica de dos puntos, de un desarrollo
de Taylor truncado, etc.

Nosotros lo haremos aqui interpretando la Ecuacion Diferencial Ordinaria
(E.D.O) como un campo de direcciones en el plano (x — y)yla condicion inicial
y(x9) = Yo como punto (x,,y,) de dicho plano, con lo que podemos, en
principio, aproximar la funcion solucion y(x) por medio de la recta tangente a
la misma que pasa por ese punto, esto es:

y(x) = yo + f(x0,¥0) (x — x0) (2.12)

siendo la pendiente de dicha tangente: m = y'(xy) = f(xq, o). Calculamos
asi, de manera aproximada, el valor de la solucion y en el punto de abscisa x;
como:

y(x1) = y1 = yo + f(x0,Y0) (X1 — %) (2.13)

A partir de este punto y; calculado, podemos repetir el procedimiento
anterior para obtener asi otro punto aproximado (x,, y,):

yx) = vy, =y + f(x,y1) (2 — x1) (2.14)

y asi, iterando el proceso, podriamos ir calculando las aproximaciones que
buscamos a la solucién del problema en la sucesion de abscisas considerada.

Cuando no hay razones que lo desaconsejen, es habitual implementar este
método tomando N + 1 puntos de red equiespaciados (incluyendo el x,), es
decir, calculando aproximaciones a la solucién del problema en los puntos:
Xn41 = Xp + h = x, + n - h,siendo h el paso del método, que se calcula como:
h = (a — b) /N. De esta forma se obtienen las formulas que nos proporcionan
la solucién aproximada a partir de la ecuacion en diferencias:

=z
{yo 1 (2.15)

Yn+1 = In +f(xn;yn) h

en los puntos de red considerados.

Logicamente, la calidad de la aproximacion asi obtenida dependera del
problema concreto y del tamano de paso utilizado (mejor cuanto mas pequeno).
De hecho, desde el punto de vista geométrico, el método de Euler aproxima a
la funcién solucién en el intervalo considerado, por medio de una linea
poligonal y la aproximacion obtenida sera, en principio, tanto mejor cuanto
mayor sea el nimero de pasos, esto es, cuanto mas pequeno sea el tamano de
paso utilizado.
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Lo anterior puede verse reflejado en la siguiente figura:

e y X
y(X2) — B Sdludién exacta ( )
oo Método de Euler

z(x)

Y2

yl...... R EEEE) R ..
y(Xo) = yo| T

=gy T 7

Figura 2.1. Interpretacion geométrica del método de Euler

Por otro lado, en linea con lo anterior, en general el error sera tanto mayor
cuanto mas grande sea el tamano del paso h utilizado. De hecho, precisando
mas, podemos decir que el error local de truncacion (por paso h) del método
de Euler es proporcional al cuadrado del paso h? y el error global es
proporcional al paso h, por lo que diremos que el método de Euler es de orden
de convergencia uno.

En la practica, el método de Euler (explicito) no se suele utilizar demasiado
a menudo, pues se dispone de métodos mucho mas eficientes y precisos.
Ademas, el método no proporciona aproximaciones apropiadas a algunos
problemas tales como los de tipo stiff (rigidos).

2.3.2. Métodos de Taylor

El Método de Euler que acabamos de describir no es mas que un caso
particular, de orden uno, de los métodos de Taylor, que consisten, de manera
general, en buscar aproximaciones a la solucion a partir de su polinomio de
Taylor de un orden determinado.
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Partiendo por tanto del P.V.l. (2.11), que presenta solucion Unica y(x) en
un entorno de x, (solucidn que suponemos ademas derivable m veces en dicho
entorno), aproximaremos dicha funcion por su polinomio de Taylor de orden m:

1
y(x) = y(xo) + ¥ (xo)(x — xp) + 5 Y (x0) (x — x0)* +

(m)
144 y
Y (o) (x — x0)3+. +T (x —xp)™

(2.16)
3!
y el error de aproximacion viene determinado por el resto de orden m + 1, de

manera que el error local de truncacion es proporcional a (x — x,) ™*1.

Si fijamos una sucesion de puntos equiespaciados: x;, x;, X5, ...CON
Xn41 = Xp + h, y denominamos y,, y,, ... a los valores aproximados de y(x) en
dichos puntos, tendremos por una parte que:

1 1
Y0men) = y0) + ¥ () bt 5y " Ge) b2+ — y™ (x,) A (2.47)

Para poder aplicar el método, necesitamos conocer las sucesivas
derivadas de la solucion (que a priori es desconocida) hasta orden m; pero
considerando la propia ecuacion diferencial: y'(x) :f(x,y(x)) es facil
deducir que se verifica: y® (x) = f*=V(x,y(x)) para cada k.

Las derivadas de f se calculan utilizando la regla de la cadena y la propia
ecuacion diferencial que satisface la solucion. Por ejemplo, para k = 2:

y"'(x) = f'(x,y(x) = —(x y(x)) + (x y(x)) -y (x) =

(2.18)
=L Gy )+ 2 Gy ) £y ()
y asi sucesivamente. Se tiene por tanto que:
Y1) = y(a) + f(n y () b+
(2.19)

1 ’ 2 1 (m-1) m
t5 [y b+t f (xn, y(xn)) R
expresion a partir de la cual se define el método de Taylor de orden m por:
Yn+1 = Yn+ [t yn) B+ f Con, yn) B2 44— f(m D, y) R (2:20)

partiendo del valor inicial y, que obtenemos de la condicion inicial.
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El error local del método sera en cada paso proporcional a h™*1.

Es evidente, a la vista de la expresion que define el método de Taylor de
orden m, que el caso m = 1 proporciona el método de Euler explicito. También
es claro que el método puede aplicarse con facilidad para paso variable.

La principal dificultad que presenta este método y que hace
desaconsejable su uso en general, salvo en problemas concretos, es su alto
coste computacional asociado al calculo de las sucesivas derivadas
involucradas.

2.3.3. Método trapezoidal o método de Heun

Otro método de resolucion de problemas con ecuaciones diferenciales del
tipo (2.11) es el método de Heun, también conocido como método de Euler
modificado o mejorado, basado en integrar ambos lados de la ecuacion:

Y'() = G y() = YL = ylime) =G = [ FGuyGdx

Xn

Xnir (2.21)
5 YCtrn) = y(xa) + f fOoy@)dx cony(x) = 2,

n

Si asumimos que el valor de la funcion f(x,y) es constante e igual a
f(xn,y(xn)) dentro de un paso de tiempo [x,, X,+1], la ecuacion anterior se
convierte en la ecuacion (2.15), equivalente al método de Euler.

Sien lugar de lo anterior recurrimos a la regla trapezoidal para llevar a cabo
la integracion, obtenemos:

h
Yn+1 = Yn t E : [f(xnr :Vn) + f(xn+1' yn+1)] (2.22)

Pero, el lado derecho de esta ecuacion contiene y,,;, el cual es
desconocido en x,. Para resolver este problema, sustituimos en el segundo
miembro y,, ., por la siguiente aproximacion:

Yn+1 EVn +h- (0, ym) (2.23)

obteniendo asi la expresion final del método de Heun:

h
Yn+1 = Yn + E ' [f(xw yn) + f(xn+1J Yn + h - f(xn' yn))] (2.24)
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Este método de Heun es una especie de método predictor-corrector,
puesto que predice el valor de y,,,.; por la ecuacion (2.23) en x,, y luego corrige
el valor predicho mediante la ecuacion (2.24) en x,,, 1.

El error local de truncacion del método de Heun es proporcional a h3, luego

es menor que el del método de Euler que como vimos era proporcional a h?.
De hecho, el método de Heun es de orden (de convergencia) dos.

2.3.4. Métodos de Runge-Kutta

Aunque el método de Heun es mejor que el de Euler, no es todavia lo
suficientemente preciso para la mayoria de aplicaciones reales. Sin embargo,
formalizando y generalizando las ideas utilizadas para mejorar el método de
Euler, surgen los denominados métodos Runge-Kutta.

Para introducir dichos métodos, consideremos el intervalo [a,b], y un
tamano de paso h. Buscamos calcular aproximaciones a la solucion exacta en

los puntos x, =a+n-h,n=0,..,N, siendo N = que denotaremos por

Vo,n=20,..,N.
Dado un y, (que obtenemos de la condicion inicial), un método de Runge-

Kutta de s etapas, esta definido en el pason + 1 por:

(ki = f(xn +c1h, yn+hz 1a11 g

= f(xn + ¢ih, yn+hZ, 1Qijk;
< (2.25)

f(x +Ch )’n+h21 1 Qsj ]

\ Yn+1 :yn+h2;=1b k

donde con frecuencia se imponen ademas las llamadas condiciones de
simplificacién: ¢; = Z§=1 a;j, i=12,..,s

Este método se puede representar por su tablero de Butcher:

Ci1]| Q11 Qq2 - Qg
C2 | Q1 Az -+ Ay
: : : (2.26)
Cs | Qg1 Qg2 Ass
by b, b
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En base a lo anterior, el método puede ser de tres tipos:

= Explicito:sia;, =0parak =i,k = 1,2,..,s.
= Semi-implicito: sia;, =0parak > i,k = 1,2,...,s.

= |mplicito: en cualquier otro caso.

La idea general de los Métodos de Runge-Kutta es sustituir el Problema de
Valor Inicial de la ecuacion (2.11), por la ecuacion integral equivalente:

fy :(x)dy - | Floy@)dx =y =y, + |

X0 X

X

f(x,y(x)) dx (2.27)

para proceder a aproximar esta Gltima integral mediante un método numérico
adecuado (recordemos que y(x) es desconocida).

Si nuevamente planteamos el problema paso a paso tendremos:

Y(xny1) =y () +f n+1f(x'y(x)) a (2.28)

A) Ejemplo de método Runge-Kutta explicito de segundo orden:

Una primera opcion que podemos aplicar es integrar mediante el método
de los trapecios, es decir tomando:

Xn+1 1
f f(x,y(x)) dx = 2 (f(xn'yn) + f(xn+1'yn+1)) (2.29)

Al ser desconocida y,., en la expresion anterior, lo aproximaremos por
Vn+1, donde y,, ., €s la estimacion de y, ., que resultaria aplicando el método
de Euler. Tendremos asi:

Xn+1 1
f f(x,y(x)) dx =~ Eh . (f(xn,yn) + f(xn+1,yn+1)) (2.30)
Xn
donde:
Vn+1 = Vn + h - f(xn, Vi) (2.31)
y llegaremos a la expresion del método:
(2.32)

h _
Yn+1 =Yn T+ E : (f(xn; yn) + f(xn+1' yn+1))

gue no es otro que el método de Heun al que hemos hecho referencia
anteriormente.
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Podemos describir el método anterior con las expresiones siguientes:

kl = f(xn: yn)
ky=f(xn,+hy, +hk) (2.33)

1
Yn+1 = In +E h(kl + k2)

qgue ponen de manifiesto que el método de Heun es un método de tipo Runge-
Kutta explicito.

Comparando para este método los desarrollos de Taylor de la solucion
exacta y de la proporcionada por la aproximacion considerada, es posible
demostrar que el error local es proporcional a h3 y, por tanto, el error global lo
es a h?, esto es, el método es de orden dos. De hecho, éste es uno de los
muchos (hay infinitos) métodos Runge-Kutta explicitos de dos etapas y orden
dos existentes.

Nétese que, aunque estamos describiendo el método en términos de un
paso fijo h, no habria ningln problema en ir variando el tamano de dicho paso,
esto es, no es necesario considerar una red de puntos equiespaciados a la hora
de buscar aproximaciones con el método.

B) Ejemplo de método Runge-Kutta explicito de tercer orden:

Se trata de la misma idea, pero integrando por el Método de Simpson:

Xn+1 h
f fx,y(x)) dx = g(f(xn. Yn) +4f (xn+1. Y1 ) + f(xn+1,yn+1)> (2.34)
X 2 2

n

donde y, ., € }7n+% son estimaciones, ya que Y, € yn+% no son conocidos.

La estimacion de y,.1 se hace por el método de Euler:
2

_ h
Yy 1=Ynt5 fxnyn) (2.35)
*2 2

n

mientras que para la estimacion de y,,, ; se pueden considerar varias opciones.
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Una posibilidad es recurrir al método de Euler de nuevo, como en la
ecuacion (2.24), y otra, por ejemplo, podria ser tomar:

Vn+1 :yrt+h'f<xn+l»3_’ 1) (2.36)

2 3

que consiste en variar el Método de Euler tomando la aproximacion a la
pendiente de la recta tangente en el punto medio, en vez de la tangente en el
punto considerado.

No obstante, lo mas usual es tomar una combinacién de las dos opciones,
concretamente:

Vne1=Ynth- <2 f <xn+l:3_’n+% ) - f(xn'yn)> (2.37)

2

Podemos entonces describir el método de Runge-Kutta de tercer orden
resultante asi:

(ki = f(xnf Yn)

h 1
k, =f<xn +§,yn+§hk1)

1 (2.38)
ks =f(x,+hy, +h(—ky+2k,))

1
\ Yn+1=yn+€h(k1+4k2+ k3)

Cabe anadir que el error local de truncaciéon en este método de tercer orden
es proporcional a h* y en consecuencia el error global lo es a h3.

Conviene comentar en este punto que éste es solo uno de los infinitos
métodos Runge-Kutta explicitos de tres etapas y orden tres existentes y que
podria implementarse con paso variable sin dificultad.

C) Ejemplo de método Runge-Kutta explicito de cuarto orden:

El método Runge-Kutta de cuarto orden, que habitualmente se denomina
abreviadamente RK4 y que es uno de los infinitos métodos Runge-Kutta
explicitos de cuatro etapas y orden cuatro, se puede deducir de manera similar
a la expuesta en la seccion anterior para el caso de tercer orden, eso si,
introduciendo previamente un nuevo paso intermedio en la aproximacion de
las derivadas involucradas.
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La expresion mas habitual de este método esta determinada por las
formulas siguientes:

(ki = f(xnf Vn)

h h
ko= f(x+3 045 k)
h h
< k3=f<xn+§,yn+§k2) (2.39)

k4=f(xn+h,yn+hk3)

1
(Yne1 =Int g h (ky + 2k; + 2k3 + ky)

que, al igual que el método de tercer orden, puede considerarse basada en la
regla de integracion de Simpson:

Xn+1 h
|Gy ax = g<f(xn,yn) +af (x,,17, 1)+ f(xn+1,yn+1)> (240)
*n 2 2

Una vez mas, se presentan varias opciones en la evaluacion y es posible
ajustar el método de modo que se garantice que el error local sea proporcional
a h>, es decir, garantizando exactitud hasta el cuarto orden del desarrollo de
Taylor, lo cual lleva a un error global proporcional a h*.

Lo anterior hace preferible en general este método frente a los otros
descritos hasta ahora para resolver Ecuaciones Diferenciales. En cualquier
caso, conviene mencionar que éste es solo uno de los infinitos métodos Runge-
Kutta explicitos de cuatro etapas y orden cuatro disponibles y que, como ocurre
con todos los métodos de este tipo, es facil de implementar con paso variable.

Se muestra en la Figura 2.2 de la pagina siguiente, un ejemplo de
comparacion de los resultados obtenidos con los métodos de Euler, Heun y
Runge-Kutta de cuarto orden. Se observa que el método RK4 es mejor que el
método de Heun, mientras que el método de Euler es el peor en términos de
precision con el mismo tamano de paso.

Sin embargo, en términos de coste computacional por paso, el orden se
invierte, ya que el método de Euler, el método de Heun y el método RK4
necesitan 1, 2 y 4 evaluaciones de funcion por iteracion, respectivamente.
Obsérvese que una llamada de funcion requiere en general de mucho mas
tiempo de computacion que una multiplicacion y que por lo tanto el nimero de
llamadas de funcion debe ser un criterio a tener en cuenta a la hora de estimar
y comparar el tiempo computacional requerido.
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Figura 2.2. Ejemplo comparativo de la precisién de los métodos Euler, Heun y RK4

Matlab incorpora multitud de implementaciones de métodos Runge-Kutta
y de otros tipos para la resolucion aproximada de E.D.O.s. Por ejemplo, las
funciones "ode23" y "ode45" implementan pares encajados (de érdenes 2-3 y
4-5 respectivamente) de métodos de tipo Runge-Kutta explicitos, con un ajuste
de tamano de paso adaptable, que utiliza un tamano de paso grande o pequeno
dependiendo de como se comporte la funcion f(x,y(x)) que define la
ecuacion diferencial.

2.3.5. Métodos Adams-Bashfort-Moulton

Se trata de una familia de métodos predictor-corrector, que combinan un
método explicito lineal multipaso (predictor), en el que la ecuacion en
diferencias soélo incluye combinaciones lineales de términos de los tipos:
Yn+j = y(xn+j)' fn+j =f (xn+jfyn+j )r j =01,k con un método
implicito (corrector), dando lugar a un método explicito.

A modo de ejemplo, podemos considerar el método Adams-Bashforth-
Moulton, que suele abreviarse como ABM, que consta de dos pasos.

El primero consiste en aproximar f(x,y(x)) por el polinomio interpolador
de Lagrange [;(x) de grado menor o igual que tres que interpola los cuatro
puntos:  {(xn-3, fu-3), (tn—2, fa—2), (tn—1, fa-1), (i, f)} v sustituir - dicho
polinomio en la forma integral de la ecuacion (2.21) de la ecuacién diferencial
para obtener una estimacion de y, . 4:

h
h
Pn+1 = Yn t+ f l3(x)dx =Yn t+ ﬁ (_9fn—3 +37fpn2 =591 + 55fn) (2.41)
0
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El segundo paso es similar al anterior y consiste en aproximar f(x,y(x))
por el polinomio interpolador de Lagrange I';(x) de grado menor o igual que

tres que interpola los puntos: {(xn_2, fu-2), (tn-1, fu-1), (s fo), (K1, frea)}
para obtener una estimacion corregida de y,,4:

h
, h
Cn+1 =Yn t f U3()dx =y, + ﬁ(fn—z = 5fp_1+ 19f + fns1) (2.42)
0

Los coeficientes de las ecuaciones (2.41) y (2.42) se pueden obtener, por
ejemplo, utilizando las rutinas MATLAB "lagranp" y "polyint", cada una de las
cuales genera polinomios de Lagrange (sus coeficientes) e integra un
polinomio, respectivamente.

Alternativamente, si escribimos los desarrollos en serie de Taylor de y,, ;1
centrado en x,, y de y, centrado en x,,4, COMO:

hZ
Ynir = Yn Fhfy S fil o f(z) +— f(3) +g Rrwy

hZ h3 (2 h4— (3 hS (4
Yo = Vi1 = Wnsr + S foen — 57 o+ o - gfm)l T (243)

2
Yaet = Yo+ hfass = S ¥ 3 v f?l to f“)

y reemplazamos las derivadas primera, segunda y tercera por sus diferentes
aproximaciones mediante férmulas de derivacion numérica adecuadas,
tenemos:

11
h fn 3+2fn 2 3fn—1+?fn 1 3 (4)
Yn+1 = Yn t+ hfn + 7 h h f '

h3 (—fn_g + 4fpn_2 — 5 + 2
_( fn 3 fn 2 fn 1 fn hzf(4) ")+
3! h?2
h4 _fn—3+3fn 2 3fn 1+fn (4) h (4)
+al = #AY o) g =

h
Vs = Ya+ 55 (~fuca +37fs_y — 59f,_y +55£,) + = h5f<‘” =

(2.44)
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Yne1 = Yn + Mfng1 —

1 3 11
hz _§fn—2 + ffn—l - 3fn + ?fn+1 4
- TR+ |+
2 h
h3 _fn—z + 4'fn—l - 5fn + 2fn+1 @)
+§( n2 hzf #17T )
h4 _fn—z + 3fn—l - an + fn+1 (4) (4)
_Z( h3 +5 hf+1+ )+mf+1+ =
19 5 ¢(4)
Yn+1 = (fn 2 an 1+19fn+9fn+1)_mh f+1+ =
(2.42) 4 (2.45)
= Yn+1 = Cnt1 _mhsf( )

A partir de estas ecuaciones y bajo el supuesto de que f(i)l = f(4) =K

podemos escribir los errores del método predictor y el corrector:

_ _ 251 @ - 251 5 (2.46)
Epni1 = Yn41 — Pn41 ® 720h fn ‘720Kh '
@ .19
Ec,n+1 =Vn+1 — Cp41 ® 720 fn+1 720 —5a Kh (2.47)

Todavia no podemos usar estas formulas para estimar los errores de
prediccion y correccion, ya que K es desconocido. Pero, a partir de la diferencia
entre estas dos formulas:

270 . 270 —270
Epn+1 — Ecn+1 = Cnt1 — Pnt1 = 720 Kh EEPJHl = TEc,n+1 (2:48)

podemos obtener las formulas practicas para estimar los errores como:

251

Epns1 = Yns1 — Pns1 = 570 “(Cn+1 = Pn+1) (2.49)
—-19

Ec,n+1 =Vn+1 — Cp41 ® m “(Cn+1 = Pn+1) (2.50)
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Estas formulas nos dan estimaciones aproximadas de cuan cerca estan los
valores predichos y corregidos al valor verdadero y por lo tanto se pueden usar
para mejorarlos, asi como para ajustar el tamano del paso:

251
Pn+1 = Pnsr t m(cn —Pp) = Mpypq (2.51)
19
Cn+1 7 Cnyr — m (Cns1 = Prt1) = Yns1 (2.52)

El método de Adams-Bashforth-Moulton (ABM) con las férmulas de
modificacion anteriores queda finalmente resumido a continuacion:

h
Predictor (2.38): ppy1 = yn + ﬁ(—‘B faes +37 fuz =59 fru_1 + 55 f)

251
Modificador (2.48): M, 1 = Pna1 + 270 (cn — Pn)
h (2.53)
Corrector (2.39):Cpyq = yn + 24 (faz =5 fae1 + 19 fao1 + 9 f(Xn41, Mpy1 )

19
VYn+1 = Cn+1 — m (Cn+1 — Pn+1)

Este esquema necesita sblo dos evaluaciones (nuevas) de funcion por
iteracion, mientras que tiene un error de truncaciéon proporcional a h° (por lo
que es de orden cuatro) y por lo tanto se espera que funcione mejor que los
métodos discutidos hasta ahora. Este método, se implementa mediante la
rutina incorporada en Matlab "ode113".

2.4. Problema con Valores de Frontera

Los Problemas de Valores Iniciales han sido ampliamente estudiados a lo
largo del avance del calculo numérico, como hemos podido observar en el
apartado anterior. Debido a esto, en este trabajo dedicaremos especial
atencion a los casos en los que a la Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo
Orden tipo, ecuacion (2.1), viene acompanada de otro tipo de condiciones,
concretamente las denominadas condiciones de contorno, que se caracterizan
porque los valores y(x,), y(xf) vienen dados, en los puntos inicial y final del
intervalo al que pertenece la variable independiente, es decir: x, = a, x; = b,
respectivamente. Concretamente:

y(a) =y(xy) =z, y(b) = y(x,) = 2, (2.54)
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La aplicacion de estas dos condiciones, (2.54), con el fin de encontrar una
solucion numérica para la ecuacion, da lugar a lo que se denomina Problema
con Valor en la Frontera, P.V.F, 0 mas conocido por su nombre inglés: Boundary
Value Problems, B.V.P, que queda expresado como:

y'=fyy")
y(a) =z (2.55)
y(b) =27

Es importante resaltar que si el P.V.F. anterior se expresa mediante una
ecuacion del tipo la (2.1) que habiamos considerado al inicio de este capitulo:
y'=px) -y +qx)-y+r(x), x€la, b], entonces se dice que el P.V.F. es
de tipo lineal. En caso contrario, diremos que el P.V.F. es del tipo no lineal.

Algunos de los principales métodos de resolucion empleados para este tipo
de problemas, se resumen a continuacion:

A) METODO DEL DISPARO: Hay que distinguir entre:

= Método del Disparo Lineal: para ecuaciones lineales, se basa en la
sustitucion del Problema lineal con Valor de Frontera (P.V.F.) por dos Problemas
de Valores Iniciales (P.V.l.), que se pueden resolver posteriormente, por
ejemplo, empleando alguno de los métodos de resolucion explicados en el
apartado anterior.

= Método del Disparo para Problemas No Lineales: la solucion a este
problema no puede expresarse en general como una combinacion lineal finita
de soluciones de problemas de valores iniciales. Se basa en la construccion de
una sucesion de soluciones a Problemas de Valores Iniciales que converja a la
solucion del P.V.F.

B) METODO DE DIFERENCIAS FINITAS: De nuevo, diferenciamos entre:

= Método de Diferencias Finitas para Problemas Lineales: se basa en
reemplazar las derivadas que intervienen en la ecuacion diferencial que define
el problema, mediante formulas de derivacion numérica (férmulas en
diferencias) adecuadas. Lo anterior transforma la ecuacion diferencial en una
ecuacion en diferencias y la aproximacion a la solucion en los puntos
considerados se obtiene resolviendo el sistema lineal de ecuaciones
(algebraicas) resultante.
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= Método de Diferencias Finitas para Problemas No Lineales: se parece al
método lineal; pero en este caso el sistema de ecuaciones (algebraicas) que se
obtiene a partir de la ecuacion en diferencias no sera lineal y, por lo tanto, se
requiere de algin método (iterativo, de la secante, de Newton, etc) que permita
resolverlo. Obviamente el coste computacional asociado es en general muy
superior al del caso lineal.

C) METODO DE RAYLEIGH-RITZ;

En este método el problema se aborda de una forma distinta, ya que se
reformula el Problema con Valores en la Frontera como un problema que
consiste en seleccionar, del conjunto de todas las funciones suficientemente
derivables que satisfacen las condiciones de frontera, aquélla que reduzca al
minimo una determinada integral.

Algunos de estos métodos vamos a explicarlos mas detenidamente en
capitulos posteriores. Por ello, no es objetivo de este capitulo incorporar una
descripcion tedrica detallada de los mismos, sino simplemente mencionarlos.
Si se busca una descripcion mas detallada recomendamos acudir a la
referencia [3] en su Capitulo 11.
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3. METODOS DE RESOLUCION BASADOS EN SPLINES

3.1. Introduccién a la utilizacion de Splines

La teoria de funciones Spline es relativamente reciente. Fue desarrollada
en la década de 1940 por el matematico estadounidense de origen rumano
Isaac Jacob Schoenberg (1903-1990). Inicialmente el término Spline hacia
referencia a una clase de funciones definidas a trozos por polinomios y que
verificaban ciertas condiciones de regularidad en los puntos de contacto de los
polinomios que definian el Spline; pero hoy en dia se recogen bajo dicha
denominacion generalizaciones de la idea anterior a funciones definidas a
trozos de muy diversos tipos.

Una de las primeras y principales aplicaciones de los Splines la
encontramos en la interpolacion segmentaria de funciones a partir de una tabla
de datos de la misma, esto es, a partir de valores de la funcién en ciertos puntos
gue se suelen denominar nodos de interpolacion.

Los Splines clasicos basados en funciones polinomiales a trozos son faciles
y baratos, computacionalmente hablando, de evaluar y las condiciones de
regularidad que verifican permiten obtener interpolaciones de funciones
mediante curvas suaves. De hecho, es habitual que el grado de los polinomios
utilizados al construir los Splines sea bajo, lo que evita problemas habituales
en la interpolacion polinomial no segmentaria tales como la aparicion de
oscilaciones.

A pesar de las siete décadas que han transcurrido desde su introduccion y
del rapido desarrollo de la teoria de Splines, debido sobre todo a las multiples
e importantes aplicaciones que tienen en campos muy diferentes, hoy en dia
se sigue investigando activamente en este campo y se siguen encontrando
nuevas aplicaciones y generalizaciones de interés.

Actualmente, la teoria de Splines esta teniendo una influencia esencial en
grandes areas del analisis numérico moderno, tales como:

= Interpolacion, aproximacion y ajuste de datos.
= Derivacion e integracion numérica.

= Tratamiento numérico de ecuaciones integrales, diferenciales y en
derivadas parciales.

= Aproximacion 6ptima.
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= Calculo de autovalores y autofunciones de operadores.

= Teorias de control.

= Geometria computacional y diseno geométrico asistido por
ordenador.

= Métodos numéricos de la teoria de probabilidades y estadistica.

= Ondasy fractales.

En este trabajo nos centraremos en su aplicacion a ciertas Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden. En concreto, desarrollaremos
varias estrategias basadas en Splines y orientadas a resolver problemas que
vienen formulados en términos de E.D.O.s de Segundo Orden. Problemas de
este tipo surgen con frecuencia en el ambito de la ingenieria, aunque no se
circunscriben Gnicamente a este campo.

Consideraremos tanto Problemas de Valores Iniciales (P.V.l) como
Problemas con Valores en la Frontera (P.V.F). Aunque comenzaremos
estudiando problemas lineales a coeficientes no necesariamente constantes,
también trataremos el caso de problemas no lineales.

Recogemos, sin animo de ser exhaustivos, algunas aportaciones recientes
en este campo de autores en revistas internacionales y congresos cientificos
en el apartado de la bibliografia correspondiente a articulos cientificos,
concretamente de las referencias [18] a [30].

3.2. Resolucion de Problemas Lineales de Valores Iniciales

3.2.1. Planteamiento del Método de Colocacion basado en Splines

Cubicos

Consideramos la ecuacion diferencial de segundo orden tipo, planteada ya
en el capitulo anterior, ecuacion (2.1):
y'(x) =pk) - y' () + qlx) -y(x) +r(x) xela,b] (3.1)

acompanada de un par de condiciones iniciales y/o de contorno que permitan
garantizar que el problema tenga una unica solucion y en el intervalo [a, b].
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Pretendemos obtener una aproximacion a la tinica solucion de la ecuacion
anterior, (3.1), de la forma y(x) = S(x), donde S es un Spline clbico basado
en los nodos {x;}1H! :

aAa=x1 <Xy <+ <Xp<Xpy1=0D>

(3.2)
Tenemos asi que:
S1(x) =a; + by (x —xp) + i (x —x)? +dy (x —x1)? x€[xqy,x;]
S,(x) = ay + by(x — x3) + ¢ (x — x3)% + dy(x — x3)3 X €[xz, x3]
S(x) = (3.3)

Sk () = ap + bp(x — x3) + cp(x — %)% + dpe(x — %)% x€E[xp, Xpe41]

Sp(x) = an + bp(x —x) + ¢, (x — xn)z +d, (x— xn)3 X €[Xn, Xp11]
esto es, S viene dado en cada intervalo [xy, X;+1], por el polinomio S de grado
< 3 siguiente:

Sc)=ap+b-(x—x) + ¢ - (x —x )% +dy - (x — xx)3 (3.4)

paracadak =1,2,...,n.

Disponemos por tanto de 4n parametros que son las incognitas a
determinar: ay, by, ¢, dx, k=1,2,..,n.

Para que S sea un spline cubico en [a, b], ha de satisfacer ademas que
Se C?[a, b], lo que implica que: S,S’ y S” han de ser continuas en [a, b]. Esto
impone 3 - (n — 1) condiciones que se traducen en ecuaciones asociadas a los
n — 1 nodos intermedios: x5, x3, ..., Xp.

Concretamente, ha de verificar:

Sk (Xk41) = Sea1 (Xpe1)
Sk(es1) =Spp1(s1) p VE=1,2,...,n—1 (35)

Sr (1) = Sipr (Xe41)

lo que se traduce en:
ak+1:ak+hk'bk+h]2(‘ck+hz'dk
bysi =by+2-hy-cp, +3-hi-dp  Vk=12,..,n—1 (3.6)

Ck+1=Ck+3'hk'dk

donde h’k = xk+1 - xk, k = 1, 2, ey, N
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Si definimos:
An+1 = S(xn+1) = Sn(xn+1)

bpi1 =S (Xp41) = Sp(Xnt1) (3.7)

1
Ch+1 =5 S”(xn+1) =5 Sr,l,(xn+1)
2 2
las relaciones (3.6) también se satisfacen para k = n.

Imponemos ademas n + 1 condiciones de “colocaciéon”, consistentes en
exigir que el spline S satisfaga la ecuacion diferencial (3.1) en los n + 1 nodos
considerados: x;, X1, ...,Xn4+1- Obviamente, en los nodos laterales x; y x,,41
las derivadas involucradas seran derivadas laterales por la derecha o por la
izquierda respectivamente.

Queremos pues que se satisfaga:
S"(x) = pCe) - S () + q ) - S(x) + 7 (xy) (38)

paracadax,conk = 1,..,n+ 1.

O lo que es lo mismo:

S"(xk) = pi - S"(xx) + qp - S(xg) + 1 (3.8)

si utilizamos las abreviaturas: p, = p(xy), qr = q(xx), 1 = r(xK)-

Tenemos asi, en primer lugar, la condicion:
Sr () = pie - S Oa) + qi - SiOxg) + 1 (39)
para cada k = 1,2, ...,n, que se traduce en:

2-Cp =P b+ qrax + 1

(3.10)
Y adicionalmente:
Sn (n+1) = Prar - Sn(Xne1) + Guar - Sn(ne1) + s (3.11)
que da lugar a la igualdad:
2:ch+6-h,-dy=pns1 by +2-hy-c,+3-h%-d,)+
(3.12)

tqn+1 - (an + hn ' bn + h% “Cp t h?l ' dn) + Ty (: 2 Cn+1)
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0 mejor, expresada recurriendo a las definiciones hechas en el sistema de
ecuaciones (3.7):

2 Cpny1 = Pns1 Dng1 + Gngr - Qnpr + g (3.12))

Resumiendo, ya tenemos las condiciones:
ak+1:ak+hk‘bk+h]2('ck+h,?é‘dk
bys1 =br+2-hy-cp +3-hi-dpp k=12..,n (3.6)

Ck+1=Ck+3'hk'dk

2:Cce=pr-b,+qr-a,+nr,,parak=12,..,n+1 (3.10)

Aunque tres condiciones son redundantes por satisfacerse en virtud de la
definicion hecha en (3.7). Solo faltaria imponer las dos condiciones iniciales
y/0 de contorno que acompanan a la E.D.O. de 2° orden, para que el problema
tenga solucion Unica y resolver el sistema lineal de 4n ecuaciones con 4n
incognitas para obtener la aproximacion a la solucion buscada.

3.2.2. Obtencion del método de colocacion, basado en Splines

Cubicos, para aproximar la solucion de P.V.l. lineales

Consideramos un problema (lineal) de valores iniciales tipo:
y'(x) =p) -y () +qx) - yx) +rx)
y(a) =2z (3.13)
y'(a) = z,

gue admita solucién Unica.

Con objeto de encontrar una aproximacion a su solucién, consideramos el
spline clbico descrito en el punto 3.2.1. En cada intervalo I, = [x, X;44]
tenemos:

Sp(x) = ap + by - (x —x3) + ¢ - (x = x)* + g - (x — x)3

Se() =b+2-¢p - (x—x) +3-dp - (x —xz)? (3.14)
Sk(x)=2-¢c, +6-dy-(x—2x)
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Asi, en el intervalo inicial:
SSx)=a;+b;-(x—a)+c¢ - (x—a)’+d; - (x—a)?
Six)=b;+2-¢;-(x—a)+3-d; (x—a)? (3.15)
S'x)=2¢;+6-d;-(x—a)

Utilizando las condiciones iniciales, es facil comprobar que:
Si(@=a, =2

Sll(a) =b, =2z, (3.16)

Sf(@=2-¢

Recordemos que nuestro objetivo es aproximar Y (x) = S(x) imponiendo
que S satisfaga la ecuacion diferencial en los nodos, esto es, las llamadas
condiciones de colocacion.

La condicion de colocacion en x; = a viene a imponer:

S;"(a) =p(a) - S, (@) + q(a) - S, (@) + r(a) (3.17)

La ecuacion anterior, (3.17) junto con los resultados obtenidos en (3.16),
dan lugar a la ecuacion:

2:C0=p1°2;+q" 21 +1y (3.18)

que permite obtener el coeficiente c;:

N| =

=51 2+q -2, +1) (3.19)

Quedan asi determinados los coeficientes buscados a,, b;, ¢; en el primer
intervalo [x, x,] = [a, x,].

Analogamente, podemos obtener el valor del spline y de sus dos primeras
derivadas en el punto final del intervalo, esto es en x, = a + h, sin mas que
sustituir dicho punto en las expresiones (3.15):

Sl(a‘l'h) =a1+b1'h+61'h2+d1'h3
S{(a+h)=b1+2'C1'h+3'd1'h2 (3.20)
S{’(a‘l'h) :2'C1+6'd1'h
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La condicion de colocacion en el punto x, toma asi la forma:
Si@a+hy) =p,-Si(a+h)+q, - S;(a+h) +n, (3.21)
que, utilizando las relaciones anteriores, se traduce en imponer:

2’C1+6'd1'h1:pz'(b1+2‘cl'h1+3'd1‘h%)+

(3.22)
+q2'(a1+b1'h1+C1'h%+d1°h%)+7‘2

De esta ecuacion, (3.22), podemos obtener el valor de d,, que era la Unica
incégnita que nos faltaba por determinar en el primer intervalo, sin mas que
despejar:

hy(6 =3p; hy —q; h%) d, =
== pz (bl + chhl) + qz(al + b1h1 + Clh%) + TZ - 2C1 =

= h(6—-3p,hy —qyhi)d; =
=q,a; + (P, +q.h) by +2pyhy+quhf—2) ¢y +1, =

QZa1+(P2+(I2h1)b1+(2192h1+%h%_2)C1+r2
h1(6—3p2h1—q2hf)

>d, = (3.23)

Finalmente, sustituyendo los valores de los coeficientes a4, by, ¢y
obtenidos en las ecuaciones (3.16) y (3.19), a partir de las condiciones iniciales
y la condicion de colocacion del punto x; = a, obtenemos d;:

1
422, + (p2 + g2 hy) 2, + (2 pohy + g2 hE — 2) 7 (P122 + 121 + 1) + 1,

L= (3.24)
h1(6—3p2h1—q2h%)

y queda completamente determinado S; en I; = [xq, x5].

Ahora describiremos inductivamente como determinar los restantes S, en
los intervalos I, = [xy, xx41] Parak =2,3,...,n.

Para ello, suponemos conocidos los coeficientes: ay_q, bx_1, Ck—1, dx—1 Que
definen S,_; en [_4 = [xx_1,Xxx] y determinamos a partir de ellos los
coeficientes: ay, by, ¢ v dy.
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A partir de las condiciones de continuidad en el nodo x;, sabemos que se
verifica:

A = Ag—q + hy_y by—q + My Coq + hi_y di—y
bk = bk—l + 2 h’k—l Ck—l + 3 h,zc_l dk—l (3.25)

Cr = Cp—1+ 3 g1 dy—

que permiten determinar ay, by y cy.

Para determinar d;, imponemos la condicion de colocacion en el nodo
Xp+1, €510 €es:

Sk (k1) = Prew1 Sk 1) + Qa1 Sk (K1) + T (3.26)
gue se traduce en la ecuacion:
2Ck+6hkdk :pk+1(bk+2hkck+3h12(dk)+

(3.27)
+qp+1(ax + hby + hicp + hidy) + Tieys

y que permite despejar d; en términos de los coeficientes ya conocidos a,
by yc:

_ Q2+ (Pr+1 + Qv M) b + (2 Prsrhie + QresrhE — 2) i + Tean

d
‘ h’k (6 -3 Pr+1 hk — CIk+1h]%) (3.28)

Con lo que tenemos completamente determinado S, en I,. Podemos asi
construir S en [a, b] a partir de S; en I; utilizando el proceso inductivo descrito
parak = 2,3, ...,n.

3.2.3. Método de resolucion "inverso" basado en Splines Cubicos

Planteamos ahora una variante del método explicado en los apartados
anteriores, pero basada en los mismos principios.

En esta nueva variante en lugar de obtener los coeficientes ay, by, ¢, y dy
de S, en I, a partir de los de S,_; en I,_4, lo hacemos a la inversa, esto es, a
partir de los coeficientes a, 1, brs+1, Crxs1 Y Ars1 d€ Sy €N I, 4, tratamos de
obtener ay, by, ¢ y dy.
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Lo anterior sera de utilidad para construir soluciones a problemas de
ecuaciones diferenciales cuyas condiciones sean "finales", es decir, vengan
dadas en la forma y(b) = z;, y'(b) = z,, en vez de en la forma descrita en el
problema de valores iniciales (esto es: y(a) = z;, y'(a) = z,).

Como vimos en (3.6), las condiciones de continuidad en el nodo Xy,
toman la forma:

ak+1:ak+hk'bk+h]2(‘ck+hz'dk
bk+1=bk+2'hk.ck+3'hlzc'dk Vk=1,2,,n—1 (3.29)

Ck+1=Ck+3'hk'dk

La condicion de colocacion en el nodo x; proporciona la ecuacion
adicional:

2-C=pk b+ aqx-agtry (3.30)

Tenemos asi el sistema lineal de ecuaciones:

ak+hk-bk+h,2€-ck+h,3;-dk=ak+1
bk+2.h’k'ck+3'h12('dk=bk+1

(3.31)
Cr + 3 hy - dy = Cpan

Qi "k + Dk b —2- ¢ = -1y
en términos de las incognitas ay, by, ¢, y di.
Para resolver este sistema, lo planteamos en forma matricial y aplicamos
eliminacion gaussiana:

1 h K K apy,
0 1 2h 3h% by,
0

%
0 1 3h Cruq
qr Pr —2 0 —Tx
1 h h? h3 Qperq
0 1 2-h 3. K2 Brsq .
0 0 1 3-h Crat
0 pr—arh —2-—qh® —qh® —1 — Qapsq
1 h h? h3 Ars1
0 1 2-h 3-h? briq
0 0 1 3-h Crt1
0 0 —2-gqyh®*—=2h(px—aqxh) —qih® =3h*(p — ah) =7 — Qearsr — Pk — G byss
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simplificando:

1 h h? h? Qs
0 1 2h 3 h? brss
0 0 1 3h Cra
0 0 —2-2pch+qeh® 2qch®—3pch® -1 — qeager — (P — QM) biss
1 h h? R agy,
[0 1 2h 3R? byyy (3.32)
0 0 1 3h cr4q
0 0 0 (» (%

donde los términos denotados con asteriscos vienen dados por:

(*) = —qih®+3p,h%+6h
(+%) = =1 — qQrry1 — Pk — QM) bry1 — (=2 — 2ph + Qkhz)ck+1

Despejando d;, de la Gltima ecuacion del sistema resultante asociado a la
matriz (3.32), se obtiene:

—T% — qx A1 — P — G hie) bresr — (=2 — 2 pg hie + i hE) Cran

d, =
. hye (6 + 3 Py by — qic h2) (3.33)

Las expresiones del resto de coeficientes se deducen recursivamente de la
misma matriz (3.32), e implicarian utilizar el valor obtenido para d:

Cx = Crv1 — 3y dy
by = b1 — 2 hy ¢, — 3 b d (3.34)

— 2 3
A = Qg1 — hy by — hic ¢ — hy dy,

De este modo quedaria completamente determinado S, a partir de Sy,
parak=n—1,n-2,..,1.

Solo falta ver como obtener los coeficientes a,,, b ,,, ¢, y d,, que definen S,
enl, = [x,, Xp41l-
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De las condiciones "finales" deducimos:

{ y(b) =z = S(b) = Sn(xn+1) =an + hpby + hrzlcn + h%dn =0p+1 = 71

’ / ’ 3.35
y (b) = z;=> § (b) = Sn(xn+1) = by + 2hycy + 3h721dn =bpy1 =2 ( )
La condicion de colocacion en el nodo x,,, da lugar a:
2 Cpy1 = P+t bnsr T Qi1 Gy 141 =
= Cpy1 = E(Pn+1 Zy + Qni1 21 + Trer) (3.36)
Finalmente, la condicion de colocacion en x,, proporciona:
2¢p,=ppbptqna,+mn, (3.37)

Recordando que c¢,4q = ¢, +3h,, se obtiene el sistema lineal de
ecuaciones a resolver, que es:

an, +h, b, +h2c, + h3d, =z,

b,+2h,c,+3h%d, =2z,
\ (3.38)

1
cn+3 hn dn = E (pn+1 Zy t Quy1 21+ rn+1)

nQn+Ppby—2cy =—1,

y que es muy similar al anteriormente resuelto.

Resolviéndolo del mismo modo que antes, obtenemos:

d, =

1 (3.39)
~Th — qnZ1 — (pn - qnhn)zz - (_2 - 2pnhn + qnhrzl) 7 (pn+122 + qn+121 + rn+1)

hn(6+3pnhn_qnhrzz)

y los demas coeficientes se obtienen recursivamente a partir de d,, como sigue:

1
Ch = E (pn+1 Z; + An+1 Z1 + Tn+1) -3 hn dn
b,=2z,—2h,c,—3h%d, (3.40)

a, =2z, —h, b, —h%c, —h3d,

Tenemos asi completamente definido el spline que aproxima la solucion de
nuestro problema.
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3.2.4. Método de colocacién basado en Pseudo- Splines Cuarticos

Nos proponemos ahora describir y construir nuevos métodos, basados en
las ideas anteriores (colocacion con Splines), que mejoran a los considerados
en apartados anteriores.

Concretamente, buscamos aproximaciones a la solucion del problema que
venimos considerando, del tipo y(x) = S(x); pero donde ahora S(x) denotara
un Pseudo-Spline Cuartico (de grado cuatro). Lo denominaremos Pseudo-Spline
porque, aunque es de cuarto orden, solo impondremos que SeC? [a, b] (en vez
de SeC?3 [a, b]). Seguiremos tomando los nodos del intervalo: a = x; < x, <
X3 < <xp <Xpy1=Db.

Como hemos adelantado, el problema considerado sera el mismo que el
que analizamos en el apartado 3.2.2, definido en (3.13). Utilizando las
abreviaturas: y =y(x), p =pkx), q =q(x), r =r(x), el problema viene
dado por:

y'=p-y tqy+r
y(a) =z (3.41)

y'(a) = z,

Ahora pretendemos que nuestro spline S satisfaga la ecuacion diferencial

del problema (3.41), en los n + 1 nodos del intervalo: x;, k=1,2,...,n+ 1;

XgtXg+1

pero también en los n puntos intermedios: , k=1,2,..,n. Tenemos

asi 2n + 1 puntos de colocacion.
Definimos hy, = xp.1 — X, V k=1,2,...,n.

En cada intervalo [xy, xx4+1] (k = 1,2, ...,n) describimos el Pseudo-Spline
Cuartico asi:

Sk () = ap + b (x — x) + i (x — x3)? + dp (x — x3)3 + e (x — x)* (3.42)

con lo que se tendra, al derivar dicho spline:

Se() = b + 2 ¢ (x —x3) + 3 dy (x —x)* + 4 ey (x — x1)° (3.43)

Se(x)=2-¢c,+6-dy-(x—x;)+12-¢; - (x —x,)? (3.44)
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La propiedad de continuidad SeC? [a, b], se traduce en las condiciones:
Qg1 = Qi + hy by + hE ¢ + 3 dy + Ry ey
bys1 = b + 2 hy ¢ + 3 hZ dy + 4 R e (3.45)
Cri1 = Cx + 3 hy dy + 6 hZ e
gue en principio son validas para k = 1,2, ...,n — 1; pero si definimos:
An1 = S(Xn41) = Sp(Xn41) = A + Ay by + hi ¢y + b5 dy + hy ey

bpi1 = S’(xn+1) = 51’1(xn+1) =b,+2hycy+3 hrzl d, +4 hr31 €n (3.46)

1 1
Cn+1 = E : S”(xn+1) = E : Srlll(xn+1) =c,+3 hn dn + 6 hrzl €n

las relaciones de (3.45) pasan a ser validas parak = 1,2, ...,n.

Introducimos también las notaciones siguientes:

X, +x h
=w—xk+—k k=1,2,..,n

Xt 5 R

N =

pr = p(xx), qr = q(xp), e = 1(x), k=12..,n+1 (3.47)

1% 1=p(x 1), q 1=q<x 1), r 1=T'(x 1
Rkt k5 ket ket ket k5

Que el spline S satisfaga la ecuacion diferencial del problema (3.41) en
los puntos x; y x, .1 se traduce en las condiciones de colocacion:
2

k=12,.,n+1

2 Ck Pk kk I qx A Tk
2c =p 1b 1+q 1a 1+7T k=12,..,n (548
1 1 1 1 1 1 )y Ly ey
k+E k+E k+§ k+E k+§ k+z

donde:

§
a 1=S5 (x 1)
k+= K+

_ o/
{ b 1=S§ (xk%) (3.49)
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A partir de nuestras notaciones, es facil comprobar que se satisfacen
relaciones similares a las descritas en (3.45), esto es:

( Ry, R\ R\ > R\t
ak+%=ak+7 bk+<7) Ck+<7) dk+<7) (9%

M hi\* hiy?
Vg =tz (3) a3 (3) ars (3) @ 550

2

_ e\ 4 hy
\Ck+%_ck+3<7) k+6<7) (59%

Las dos condiciones adicionales para determinar univocamente el spline
se obtienen imponiendo las dos condiciones iniciales que acompanan a la
ecuacion diferencial ordinaria del problema (3.41). De hecho:

{J’(a) =z, = Sa)=5@=a, =27
/ / / (3.51)
y'(@)=z,= S'(a)=Si(a) =b; =2z,

Finalmente, tras todo el proceso, el sistema lineal de ecuaciones que
vamos a resolver para obtener los coeficientes del spline, se obtiene anadiendo
a las dos condiciones iniciales las siguientes:

ak+1=ak+hkbk+h,€ck+h,§dk+hﬁek
bk+1=bk+2hkck+3hidk+4hzek B k:1,2,...,n (3.45)
Ck+1:Ck+3hkdk+6h12€ek

2 Cry1 = Prew1 b1 + Qrer Qe + Tt k=01,..,n
(3.48)
2¢ 1=p_1b 1+q 1a 1+r 1, k=12,..,n
k+5 k+E k+z k+E k+z k+E
donde:
= > hed+ o B2
C,H%—Ck"‘z k Gt 5 N ek
3., 1.
<bk+%=bk+hkck+1hkdk+§hkek , k=12,..,n (350
= L b+ B L b3 d+ = h
ak+%—ak+z k k+Z ka+§ k k+R k €k

Notese que, en principio, tenemos 5n + 3 condiciones; pero tres de ellas
no imponen ninguna restriccion por ser fruto de la definicion de a, 11, bny1 Y
Cn+1 (QUe No son parametros involucrados en la definicion del spline) hecha en
(3.46) y que nos permite rescribir las restantes condiciones en una forma mas
compacta y uniforme.
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Empezamos describiendo como podemos despejar dj, e, en funcion de
ay, by, ¢, encadaintervalo I, = [xy, Xx41]-

La condicion de colocacion en el nodo x,; €s:

2 Ckp1 = Pr+1 brs1 + Q1 Qg1 + T (3.52)
que en virtud de (3.45) puede reescribirse como sigue:
Z(Ck+3hkdk+6h]2(ek) :pk+1 (bk+2hkck+3hidk+4hiek)+
+ Qis1 - (@ + Ry by + hi ¢ + hi di + hieg) + 1y =
= hy (6 = 3 D1 hie — Qrevr B die + R (12 — 4 Dy hie — Qreyr B € =
(3.53)

= Ter1 + Qw1 Gk + Grrr + Qerr M) - b + (=2 + 2 Ppeys Ry + Qers he) - ck

Analogamente, imponiendo la condicion de colocacién en el nodo X,,1 Se
2
deduce:
hy 3 L 1 ny h? L 1 2 3
> (6—5 Pt e =7 4,1 k) Kty (12—2}7,(% k7 Gl k) e =
(3.54)

1 1
= T'k+% + qk+% ak + (pk+% + E qk+% hk) bk + <—2 + pk+% hk + Z qk+% h}%) Ck

Resolvemos el sistema 2x2 en las incognitas dy, y e. Podemos plantear
las ecuaciones resultantes en la forma matricial:

== SR

A, dp ey

y abreviando h;, = h resulta el sistema:

h (6 =3 prs1h — qrs1h?) h* (12 = 4 pys1h — qis1h?) d,
_ _ 2\ p2(2_ _ 2\|- ]
h (3 075p,,1h= 01254, 1 h ) h (3 05p,,1h= 006254, 1 h ) e
, (3.55)
Tis1 + Qres1 A + Pksr + Tierr ) b + (=2 + 2 ppeiq A+ qryq h?)

— 2
rk% + qk% a, + (pk+% + 0,5 qk% h) b, + ( 2+ pk+% h + 0,25 qk% h ) Cx
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[ a2
a1 Ay
mediante el siguiente procedimiento:

b
Un sistema lineal del tipo: ] [ ]= [bl]’ se puede resolver
2

asz; —a12] [6111 a12] [6111 Az — Qg2 " Azq 0
—Qz1 411 a1, Az 0 QAy1 * Az — Qg2 " Axq

y la solucion resulta ser:

X = Az by —ay; b, X = —Qy1 by + a4, by (3.56)
1= ’ 2=
A1 " Qg2 — Qg2 " Az A1 " Q2 — Qg2 " Apq

Aplicando lo anterior al sistema (3.56) es facil deducir que:

Ay, - by —ag; - by —Qy; by —ay; - by
dy = , e = (357)
Q11 " Az —Agp " Apq A1 " Az — Qg2 " A3pq

y solo faltaria sustituir en los segundos miembros de las expresiones dadas en
(3.57), los elementos de las matrices [A] y [B] que se deducen del sistema
(3.55) (eso si, con hy, en vez de h).

Ahora completaremos la descripcion de como obtener el Pseudo-Spline
Cuartico por un procedimiento inductivo. Para ello, observemos que en el
primer intervalo I, = [x,, x,] s e deduce, de las dos condiciones iniciales (véase
(3.52)):

{ y@) =z = S)=S(a)=a =2z
(3.58)

y'(@)=z,= S'(a) =5{(a) =b; =27,
y de la condicién de colocacion en el primer nodo x; = a:
" /] 1
S (@ =p; S (@) +q:5(@)+r = ¢, = > (P12, + 912, +11) (3.59)
A partir de estos valores de a; b, y ¢; se determinan sin dificultad d; y e;
resolviendo el sistema de dos ecuaciones lineales del modo anteriormente

descrito, con lo que queda totalmente determinado S en ;.

Tras esto, pasamos a completar nuestro procedimiento inductivo, viendo
como determinar S en los restantes I, = [xy, xx41], pParak =2,3,..,n
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Supuestos conocidos ay_q, bx_1, Ck—1, -1 Y €x—1, €sto es, los
coeficientes que definen Si_;enl,_,, se obtienen directamente de las
condiciones de continuidad en el nodo x; las relaciones (véase (3.45)):

A = Qg + bg—q hy—q + g hfp_y +dy—g hj_y + €1 hit_4
bk = bk—l + 2 Ck—l h'k—l + 3 dk—l h,zc_l + 4 ek_l hl?é—l (3-60)

Ck = Cx—1 + 3 dy_1 hxey + 6 € hi4

que determinan los valores de ay, b, y cg.

Las dos condiciones de colocacion en los puntos X,,1 Y Xx4+1 dan lugar a
2

un sistema de dos ecuaciones lineales en las dos incognitas d, y ey, que
resolveriamos del modo anteriormente descrito, con lo que S quedaria
completamente descrito en el intervalo [;,. Esto completa nuestro razonamiento
inductivo que determina univocamente S en todo el intervalo.

En el programa de Matlab que hemos desarrollado y posteriormente
utilizaremos, en realidad se resuelve el sistema anterior tomando como
incognitas hd, y h® e, pues es posible sacar factor comin y hacer mas
sencillos los calculos.

Ademas, como puede observarse en el codigo anexo, se introducen los
siguientes cambios en la nomenclatura:

€y = Cik, dy = Cox Cx = C3p» by = ca, Ay — Csg

Pk%_’P(Zk); qk%—’Q(Zk), Tk+%—> R(2k), k=1..n

p > PR2k—-1), g > Q0R2k—-1), n>RQ2k—-1), k=1.n+1

con objeto de facilitar y simplificar su programacion, asi como de reducir el
coste computacional asociado (evitando repeticion de evaluaciones).

Este programa de Matlab y los experimentos numéricos que realizaremos,
nos permitiran mas adelante verificar la utilidad de este nuevo método,
permitiéndonos observar su mejora en orden y exactitud respecto del
anteriormente considerado.
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3.3. Resolucion de Problemas Lineales con Valores en la

Frontera

3.3.1. Método de colocacién basado en Splines Cubicos para P.V.F.s

Vamos a explicar ahora el planteamiento de un nuevo método de
resolucion basado en Splines Cubicos, aplicado en este caso a Problemas con
Valores en la Frontera del tipo:

y'=py' +qy+r ,  xelab]
z11y(a) + 2z, y' (@) = 243 (3.61)

231 Y (D) + 25, y'(b) = 233

gue admitan solucion Unica.

Hemos expresado las condiciones de contorno de este problema (3.61) de
manera genérica, para que pueda aplicarse a una gran variedad de casos de
interés. Ademas, como se puede observar, hemos utilizado la notacion

abreviada:y = y(x), p =p(x), g =q(x), r =r(x).

Buscamos, del mismo modo que haciamos para Problemas de Valores
Iniciales, aproximar y(x) = S(x), siendo S un Spline Cubico definido en los
nodos: a =x; < X, < X3 <+ <X, < Xpy1 =Db.

Como viene siendo habitual, definimos:

Iy = [Xp, Xpe41]
k=12 ..,n (3.62)

hi = X1 — xi

Afin de simplificar las ecuaciones y el proceso de resolucion, describiremos
en cada intervalo I, el spline S, que viene dado en dicho intervalo por un
polinomio S de grado < 3, en una base adecuada.

Recogemos a continuacion las expresiones que definen S, y sus primeras
derivadas en el intervalo Ij,:

1
Se(x) = o [Myp1(x = x3)3 + My (g1 — %)% + Ny (0 — x3) + Ny (g1 — %]
k

1
Sp(x) = e [3 Myy1(x — )% — 3 My, (s — %)% + Niyy — Ny (363)
K

1
Sk (x) = o [6 Myyq (x —x3) + 6 My (X341 — x)]
k
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Es inmediato comprobar que S” es continua en [a, b] por construccion,
pues en cada nodo intermedio x,, x3, ..., X, Se tiene:

Sr (X41) =6 Mg =S 1 (k1) k=12,..,n—-1 (3.64)

Por otra parte, la continuidad de S en [a, b] impone las condiciones:

Sk(p1) = Sea1(er),  k=12,..,n-1
esto es:
hi " Misr + Niwr = hiq - Miyr + Niys (3.65)

La ecuacion anterior se satisface automaticamente si tomamos un tamano
de paso uniforme de modo que:

b—a
n

hy = hgyq =h = Vk=12,..,n (3.66)

Para que S’ también sea continua se habra de verificar que:
Sllt(xk+1) = Sl,{+1(xk+1) ) k= 11 2: e, — 1
que se traduce en:

1 1
3h Myyq + Z(Nk+1 - Nk) = =3 h M, + ;(Nk+2 - Nk+1) =

(3.67)
$6h2Mk+1:Nk+2_2Nk+1+Nk' k:1,2,...,n_1

Imponemos ahora n + 1 condiciones de colocacion consistentes en que S
satisfaga la ecuacion diferencial de nuestro problema dada en (3.53), en los
n + 1 nodos: x4, X5, ..., Xp41, €StO €S:

S" () = P - S" () + g - SCxy) + 13 (368)

donde recordamos que: p = p(x), qr = q(xx), 1% = 1r(xK)-

Parak = 1,2, ...,n la ecuacion anterior (3.68) se traduce en:

Pk qx
6 My = == (=3 h* My + Niwy = Ni) + = (h* My + R Ni)) + 7 (3.69)

Mientras que para k = n + 1, da lugar a:

L (02 My +hNy) + Ty (370)

Pn+1

6Mn+1 = h

3 thn+1 + Np1 — Nn) +
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Solo falta anadir a lo anterior las ecuaciones que proporcionan las dos
condiciones de contorno que acompanan a la E.D.O del problema (3.61) y que
garantizan la existencia de una solucion dUnica del mismo.

Para ello comenzamos escribiendo los valores que toman el Spline y sus
derivadas en el primer punto x; del intervalo I, esto es:

Sl(xl) == hZ Ml + N1

N, — N
S!(x) =—-3hM, +% (3.71)
Si'(x) = 6 My

y tras ello, hacemos lo mismo, pero para el punto final del ultimo intervalo I,,
obteniendo:

Sn(xn+1) = h? My 41 + Ny

N, — N
S/ (Xp41) =3 h My q + % (3.72)
Srlll(xn+1) =6Mp4q

Buscamos ahora obtener un sistema lineal de ecuaciones en términos solo
de los Ny, a partir de las relaciones obtenidas. Para los puntos intermedios del
intervalo x,, x5, ..., X, la ecuacion (3.69) se traduce en:

Pr+1
6 Myyq = h+ (=3 R?Myq + Nz = Niw1) + Quess (RPMiyq + Nigy) + 134 (3.73)

parak=1,2,..,n—1.

Despejando M, de (3.67) y sustituyendo en (3.73) se tiene:

Ngio =2 Npyy + Ny Drga

12 =Sn (=Nit2 + 2 Nggy = Nig + 2 Niyp = 2 Niyy) +
Qr+1
t e (Ngt+2 = 2 N1 + N + 6 Nigyq) + 141 =

6 (Ni42 = 2 Ny + Ni) = 3 hpyq - (Niqo — Ni) +

+ 1% Qryr - (Niy2 + 4 Niyy + N ) + 6 1% 1344 =

(6 4+ 3 hprsr — RPquer) N + (=12 = 4 h?qpiq) - Niyy + (3.74)

+(6 =3 hpryr — hzqu) Ny, =6 h? Thk+1
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Para los puntos inicial y final x; y x4, las relaciones (3.69) y (3.70) dan
lugar a las ecuaciones:

6 M, = p—hl(—s h2My + Ny — Ny) + q; (R2My + Np) + 1y

(3.75)

Pn+1
6 Mpyq = nT(3 hZMn+1 + Npy1 — Nn) + qn+1 (hZMn+1 + Nn+1) + Ty

Al igual que antes, buscamos eliminar M; y M,,,; en funcion de los N, en
las ecuaciones anteriores, despejando de las condiciones de contorno dadas
en el problema (3.61) a partir de las expresiones (3.71) y (3.72). Esto nos
permite obtener M; = M; (N, Ny) y My, = My (N, Ny r). Concretamente:

2 NZ - Nl
2y, (h* My + Ny) + 24, (—3 h M; + T) = Z3
Npyy — N >
221 (hZMn+1 + Nn+1) + Zzz (3 h Mn+1 + %) = 223

z z
Z13 + (_le + %) Ny = % N, _ =z Ny + (Z12 =211 W) Ny + 25 h

h . (_3 Z1p + Z11 h.) hZ : (_3 Z13 + 211 h')

1=

(3.76)

z z
Za3 + (_221 B %) Nnaa + % Nr, _ 2oy Ny + (=255 — 251 h) Nyt + 723

M = =
n+l h * (3 Zzz + Z21 h.) hZ * (3 Zzz + ZZl h.)

Al llevar estas expresiones (3.76) a las relaciones recogidas en (3.71) se
obtienen dos ecuaciones lineales que completan el sistema lineal tridiagonal
que hemos de resolver para obtener el spline buscado S.

Concretamente, para la primera ecuacion tenemos:

_6212N2+6'(212—leh)N1+6213h

-3 AV) + Z11 h

—p, h (3212N2—3(212—211h)N1—3213h
=D

+Ny— Ny | +
_3212+211h 2 1)

+q, h? (‘le Ny + (21 — 211 h) Ny + z3 h
1

+N, | +r h2>
_3Z12+Z11h 1) 1

y operando para simplificar esta expresion:
_6Z12 NZ +6(Z12 _le h.) Nl +6Z13 h -

=p1h [3 21, N, =3 (212 — 231 h) Ny — 3 z;3h + (=3 245 + z11h) (N, — Np)] +
+qq h? [—2z1, N, + (21, — 211 W) Ny + Zish+ (=32, +2, h) N, +

+T1 (_3 Z12 + le h) hZ ==
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Ny [6 (21, — 211 h) + hpy [3 (212 — 211 h) + (=3 2z, + 23, B)] -
—q h? [(z13 — 211 h) + (=3 215 + 244 m1] +
+ Ny [-621, —p1 h[321, + (=32, + 2z, D] —q4 h? (=2z12)] =

=(3zptz W h?1r —6235h—323h%p +2;3h° ¢ =

[6 (12 — 211 h) =221 h? py + 2215 h? q1] Ny +
+[=6 2, — 214 h? py + 21, B2 1] N, =
=(-3z,+tz W) h?1ry —6235h—32z3h% p; +2;3h° q4
esto es:
[2 B+ q1h?) 21, — 2 (3 + py h) hzy1] Ny — [(6 — q1h?) z15 + Dy %211 ] N, =

:_(6+3p1h_q1 hz)h213+7‘1 hZ (_3212+h211) (377)

Analogamente, para la otra ecuacion:

6 Zy3 Ny + 6 (=225 — 231 h) Nypyy + 6253 h
32,,+ 25, h

+ Nn+1 - Nn> +

_ h 3233 Ny +3 (=233 — 231 h) Npyq +3 253 h
pn+1 3 Z99 + Zy1 h

Zyp Ny + (=233 — 231 h) Npyq + 253 h
3 Zy9 + Zy1 h

+ Gns1 B® ( + Nn+1> + 1y B2 =
y operando:
6 Zy3 Ny — 6 (222 + 231 h) Ny + 62,3 h =

= Pnt1h [3 223Ny — 3(232 + Z21h) Npyq + 3230 + (3 z35 + 231h) (Npyq — Ny
+ qn+1 h% (225 Ny — (Za2 + 221 B) Ny + 223 R+ (3 225 + 231 h) Npyq ] +

+ Th+1 (3 Zy9 + Zyq h) h2 -

[6 Zo3 — 3 Dny1 hZag + (B 23 + 231 B) R Ppyy — qne1 h? 23] Ny +
+[=6 (222 + 221 h) + 3 P41 (Zo2 + 231 W) h —ppy1 B2y + 231 W) h +
+ Gni1 (Z2z + 221 h) R — qyq (3 2y5 + 231 B) K*] Npyyq =

=Bz + 20 W) h? 1y — 623 h + 3 23 K2 pryq + 233 B3 gy =

P Pagina 56 Raquel Puente Taboada



J ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

[6 252 + 221 h? Pyt — Z22 B Qrya] Ny +

+[=6 (252 + 221 ) + 2 251 h? ppyy — 2 252 h% Gniq] Npyq =

= (B 2z + 23 W) W2 1y — 6 253 h+ 3 253 W2 Py + 73 B Gryy
esto es:

[(6 — qn+1 h?) Z33 + Pnt1 h? Zy1] Ny +

+[=2 B + Gny1 h2) Zgp + 2 (=3 + Ppys h) B Zp1] Nyyy = 1578

=(=6+3pys1 h+ qniq h*) h Zy3 + Thia h* (3 zy, + h z,1)

Finalmente se resuelve el sistema tridiagonal de n + 1 ecuaciones lineales
en las incognitas Ny, k=1,2,...,n+ 1.

Conocidos los Ny, los M;, se calculan a partir de (3.67) y (3.76) y el spline
cubico queda completamente determinado.

Aunqgue no seria necesario, pues podemos evaluar nuestro Spline en las
bases consideradas en su obtencion (reduciendo de hecho el coste
computacional asociado), pretendemos reescribir el Spline obtenido en las
bases "canonicas" (en cada intervalo, centradas en el punto inicial de dicho
intervalo) consideradas al obtener el Spline Clbico de colocacion para el
Problema de Valores Iniciales, esto es:

1
Sr(x) = n [Mypq (x = 23)% + My (s — %)% + Npyq (x — x3) +
(3.79)
+ Ny (1 — 2)] = €1 (0 = x3)% + Cpp (x = x3)% + €z (6 — x5) + g

Hacemos esto con vistas a utilizar en su construccion y evaluacion,
mediante el programa Matlab, las funciones "mkpp" y "ppval" respectivamente,
que implementa dicho programa y que utilizan esas bases al construir y evaluar
funciones polinomiales a trozos.

Con este fin, basta observar que se verifica:
My (X1 — %)% = =My (x — x441)° =
—M (x = xp + % — Xp1)® = —M[(x — x) — h]P =

= =M, [(x — x)% — 3h (x — x3)% + 3h? (x — x) — h?] (3.80)
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Ny (gyq — %) = =Ny (¢ — Xp41) = =Ny [(x — x3) — h] (381)

para concluir que:

CkZ = 3 Mk
1 (3.82)
Ck3 = =3 h My + (Nyyq — Ny) h
\ Ck4 =h2Mk+Nk
3.3.2. Método de colocacion basado en Pseudo-Splines Cuarticos

para P.V.F.

Del mismo modo que hicimos para problemas de valores iniciales, vamos
a desarrollar un novedoso método basado en Pseudo-Splines Cuarticos, para
resolver Problemas con Valores en la Frontera que vienen definidos por la
ecuacion diferencial lineal que venimos considerando de manera ya habitual:
y'(x) =px)y'(x) +qlx) y(x) + r(x), junto a un par de condiciones de
frontera, donde x € [a, b].

. ~ b—a
Recordamos que denotabamos el tamano de paso como: h = — Y los

diferentes intervalos en que queda dividido el intervalo [a, b] por los n + 1
nodos a =x; <x, <x3< .. <X, <Xppq =b, mediante: I, =[xy, Xg41l
siendoxy =a+(k—1)-h conk=12,..,n+ 1.

En el intervalo I, = [xy, xx41], Se define el Spline que aproxima la solucién
de nuestro P.V.F. por:

1
Sp(x) = e [Ag1 (x = x)* + Ay (gq — )] +
1 3 3
+ 5 [Brs1r (¢ = x)° + By (Xpqr — %)°] + (3.83)

h

1 1
+ 2 Wi (x — x3) (X410 —x) |1 +ﬁ (= xx) (Xpq1 — x)

Para sus primeras derivadas se tiene:
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4
S(x) = e [Ag1 (x = x3)° = Ay (g1 — )31 +

3

+ﬁ [Br+1 (x = x)* — By (Xp41 — %)?] — (3.84)
2 2
- Wy (x — xk+%) [1 + nz (x —xp) (g1 — %)

17 12 2 2
S (x) = T [Ags1 (x — x3)° + Ag (g1 — x)%] +

6
+ﬁ [Brsr1 (x — x3) + By (Xpey1 — x)] — (3.85)
2 2 4 2
2 Wi 1+ﬁ (x = xx) (g1 —x)—ﬁ (x—xk%)
+
donde xk% =k Zx"“ x+-, k=12,..,n

A partir de las expresiones anteriores, es facil comprobar que:

Si(xy) = Ay + By
, 1
Sp(xp) = E(Wk —4 A, —3By) k=12, ..,n (3.86)

6
S¥(6) = 75 (2 Ak + B

Sk (Xk41) = Agsr + Biyq
, 1
Sk (Xr41) = E(4 A1+ 3 Bryr — W) k=12,..,n (3.87)

r 6
Sk (xk+1) = ﬁ (2 Ags1 + Biy1)

1
Sk (xk+%) = E(Ak + Ak+1 + 2 Bk + 2 Bk+1 +5 Wk)

, 1
Sk (xk+%) = E(—Z Ak + 2 Ak+1 - SBk + 3 Bk+1) k= 1,2, e, n (3.88)

n 3
Sk (xk+%) =4z (Ak + A1 + B + Brer — Wi)
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Se tiene, por tanto, que Sy S’ son continuas en [a, b] por construccion. La
continuidad de S’ en [a, b] proporciona:

Sk-1(xi) = S (i) =
1 1
E (4Ak+3Bk_Wk—1) :E(Wk_‘l'Ak_?)Bk) =
2(4Ak+3BR):Wk—1+Wk' Vk:2,3,...,n (3.89)

Las condiciones de colocacion en los nodos dan lugar a las siguientes
ecuaciones.

Enx, = S (xx) = pre Sk (xi) + qi Se(xp) + 1 =
6 1
2 (2 Ay + By) =% px(Wy —4 A, — 3 By) + qi (A + By) + 1, =
6 (2 Ak + Bk) = hpk(Wk - 4Ak - 3 Bk) + hzqk (Ak + Bk) + hZ Tk (390)

parak =1,2,...,n.
Enx,., = Srlll(xn+1) = Pn+1 Srll(xn+1) + qn+1 Sn(xn+1) t Ty =

6
ﬁ (2An+1 + Bn+1) =

1
= Epn+1 (4 Apy1 +3Bpyq — Wn) + Gn+1 (An+1 + Bn+1) + T4 =

6 (2 An41 + Bpyt) =

= hpny1(44p41 +3 By — W) + thn+1 (Aps1 + Bpyr) + h? Th+1 (3.91)

En las expresiones anteriores hemos utilizado, como ya viene siendo
habitual, las notaciones: p, =p(xx), qr = q(xy), 1. =1r(x;), para los
valoresde k =1,2,..n+ 1.

Las condiciones de colocacion en los puntos medios de los intervalos

X1V k =1,2,...,n proporcionan:
2

S”(x 1)=p 1 S, (x 1)+q 1 Sk<x 1)+T 1=
k k+§ k+E k k+z k+§ k+E k+E
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3
= ﬁ(Ak + Apy1 + By + Brpy — W) =

4 h 1 ( 2 Ak + 2Ak+1 SBk + SBk+1) +

16 1 (Ak + Ak+1 + ZBk + ZBk+1 + SWk) + r +l =
2

= 48 (A + Ags1 + By + Bryr — W) =

:4hpk+%(_2Ak+2Ak+1_3Bk+3Bk+1)+

3.92
Yh2q 1 (Ap+Apoy + 2B+ 2By + 5 W) + 16 K2 1 7
k+§ k+E

parak =1,2,..,n, siendo: pk% =p (xk%), qk% =q (xk+ ) y rk+_ =r (xk%) .

Y sélo faltaria anadir las condiciones iniciales y/o de contorno del problema
gue garanticen la existencia de una Unica solucion.

Resumiendo, para obtener la expresion del Pseudo-Spline Cuartico que
aproxima la solucién de nuestro problema, habra que anadir a las dos
ecuaciones lineales que surgen de imponer las condiciones iniciales y/o de
contorno, las siguientes 3n ecuaciones:

8A,+6B, =W, +W, Vk=23,..,n (3.89)

(12+4hpk_hzqk)Ak+(6+3hpk_h2qk)Bk:hpka+h2Tk

(3.90)
Vk=12..,n
(12 =4 hppyq — h? qn+1) Ans1 + (6 =3 hppyq — h? qn+1) Brir =
, (3.91)
= —hppes Wu +h* 144
(48 +8h pk_'% - hzqk_'_%) Ay + (48 8h P, 1 - hzq ) Appq +
(4-8+12hp 1—2hq )Bk+(48—12hp 1—2h%q )Bk+1= (3.92)

=(48+5h2q 1> W, +16h2r 1, VYk=12 ..n
k+z k2
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Estas ecuaciones permiten obtener los valores de los parametros
buscados: A, y By, para k=1,2,..,.n+1, y W, parak=12,..,n
resolviendo el sistema de 3 n + 2 ecuaciones lineales.

Resolucion

Aunqgue nuestro proposito principal es aplicar este método de colocacion
basado en Pseudo-Splines Cuarticos a la resolucién aproximada de P.V.F. (de
ahi el tipo de funciones base utilizadas al describir S en cada intervalo),
también podria ser aplicado a P.V.I (de hecho, ya lo hemos hecho en apartados
anteriores expresando S en otra base). Vamos a explicar previamente la
obtencion de S (en las nuevas bases) en el caso del P.V.l., para que sea mas
sencillo entender como se aplica después a la resolucion de P.V.F. con
condiciones de contorno (lineales) generales.

A) APLICACION A PROBLEMAS DE VALORES INICIALES:

En este caso consideramos la resolucion del problema:

Y () =p) -y (x) + q(x) - y(x) + r(x)
y(a) =z (3.93)

y'(a) =z,

Comenzamos a resolverlo para el intervalo inicial I; = [x4,x,], en el que
podemos determinar los parametros A, B; y W, que definen el spline a partir
de las dos condiciones iniciales y la condicion de colocacion en el nodo x;,
como se muestra a continuacion.

Planteamos las ecuaciones que se obtienen de las condiciones iniciales:

S(a) =y(a) =z, = S;(a) =A,+B, =z (3.94)

1
S'(a) =y'(a) =z, = S{(a) = 7 (W, —4A,-3B,) =2z,
y de la condicion de colocacion en x;:

6
S"(a) = p1S'(a) + ¢;:5(@) + 1, = w2 (24, +By) =p1z; + @12, + 11 =

hZ
:>2A1+B1:Z(p1Z2+q1Z1+r1) (396)
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Ahora resolvemos el sistema formado por las tres ecuaciones anteriores
para obtener las tres incognitas: A,, B; y W, y obtenemos sus expresiones en
funcion de valores conocidos:

2

De (3.96) — (3.94) = A =—z, + ’%(p1 Z+q 7 +1)  (397)
2

De (3.94) = B, :221_% (py 2, + Q1 7, +17) (3.98)
hZ

De (3.95) = W,=22z +hz, +?(plzz+qlzl+r1) (3.99)

Una vez definido parcialmente el Spline en el intervalo inicial (solo faltaria
determinar A, y B,), vamos a explicar como obtener todos los parametros que
definen el Spline S en un intervalo genérico: I, = [xy, x,4+,], para valores de
k =1,2,..,n. Recurriremos a un argumento inductivo que describe como
obtener a partir de Ay, By y Wy._q, los parametros W, Ay41 Y Bry1-

Para el caso k = 1, W; se calcula como acabamos de ver.

Para k > 2, W, se obtiene de la condicion de continuidad de S’ en x;, como:

Wy = —Wj_; +2 (4 A, + 3 By, k=23,..,n (3.100)

Los parametros Ay,; Y Briq Se obtienen a partir de las condiciones de
colocacion en los puntos X,,1Y X1, €stoes, parak =1,2,..,n
2
(48~ 8hp,,1 = 2q,,1) Aer + (48 = 120, 1 — 2P0, 1) B =
2
(48+8hp 1—hq ) (48+12hp 1—2hq )Bk+

2 2
I+ (48 +5h qk+%) Wy + 16h Tesd (3.101)

(12 =4 hpgyq — h? Qr+1) Age1 + (6 =3 hpgyq — h? Qr+1) Brs1 =
= —h prs1 Wi + h® 141

Resolviendo el sistema lineal 2x2 en las incognitas Ay, Y Bx+1, dado que
todas las demas cantidades involucradas son conocidas a partir de las etapas
previas, quedaria completamente definido el spline.
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Procedemos ahora a explicar la resolucion de P.V.F con condiciones
generales, es decir problemas del tipo:

y () =p(x) ¥y (x) + q(x) y(x) + r(x)
z11,y(a@) + 2z, y'(a) = 245 (3.102)

Zy1 Y(b) + 23, y'(b) = 2,3

A partir de las condiciones iniciales se deduce:

{ z11 S(a) + 21, S'(a) = z33 _
Z1 S(b) + 25, S'(b) = Z73

1
z11 (A1 + By) +leﬁ W1—4A,—-3By) =213

—1 —1

1
Z21 (Apy1 + Bpy1) + 222 A (4 Aps1+ 3By —Wy) =223

{ (hzy1—42z12) A1+ (hz11—32z12) Bi=hzi3— 21, Wy
- (3.103)

(hzy1+422) App1 + (hz21 + 3 232) Byyr = hz3 + 22 W,y

Hay que anadir a estas dos condiciones, las restantes 3n que ya hemos
descrito, esto es:

= Lasn — 1 que surgen al imponer que S’ sea continua en [a, b].
= Lasn + 1 condiciones de colocacion en los n + 1 nodos.

= Las n condiciones de colocaciéon en los n puntos medios de los
intervalos.

Para resolver el sistema lineal de 3n + 2 ecuaciones en las 3n+ 2
incégnitas, vamos a describir como podemos reducirlo a un problema mas
sencillo. Concretamente, lo transformaremos en un sistema lineal tridiagonal
de dimension n en las incognitas W), Vk = 1,2, ...,n, que podemos resolver,
por ejemplo, mediante el algoritmo de Thomas, con un coste computacional
asociado muy bajo.

El proceso es un tanto largo y tedioso, por lo que no lo recogeremos aqui
en detalle y nos conformaremos con describir el procedimiento seguido. No
obstante, se pueden consultar las expresiones resultantes en el Anexo, en su
apartado 7.1.2.B del programa que incluimos en este trabajo.
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Descripcion del procedimiento de resolucion:

1. El primer paso es despejar, a partir de la primera condicion frontera, B; en
términos de A; y W;, pues el resto de parametros que aparecen en dicha
ecuacion son conocidos a partir de los datos del problema. Obtenemos asi
una expresion del tipo:

B, = B; (A, W) (3.104 )

2. Analogamente, a partir de la condicion frontera en el punto final
despejamos B,,,; en términos de A,,,; Y W, obteniendo:

Bpi1 = Bpyq (Appr, Wy) (3.105)

3. De las condiciones de continuidad de S’ en los nodos intermedios xy ,
despejamos para cada k, By en términos de Ay, Wy_, y W, obteniendo asi
paracadak = 2,3, ...,n:

By = By (A, Wy—1, Wy) (3.106)

4. Sustituimos las expresiones anteriores en las n+ 1 condiciones de
colocacién correspondientes a los n+ 1 nodos x;, (k=1,2,..,n+ 1)y
despejamos a continuacion los A en términos de los Wy.

Es facil comprobar que se obtienen asi expresiones del tipo:
A=A W)
Ak =Ak(Wk—1'Wk)l k= 2, 3,...,77. (3.107)
Api1 = An+1(Wn)

5. Por tanto, sustituyendo estas expresiones obtenidas para los A, para
valoresde k=1,2,..,n+1,enlas delos By , se tiene:

B, = B1(A1(W1)' W1)
By = By (Ax (Wi—1, Wi), Wy_1, Wy) , k=23, ..,n (3.108)
Bpi = Bn+1(An+1(Wn)' an)

6. Finalmente, llevando estas expresiones para los parametros A, y B, (k =
1,2,..,n+ 1), alas n restantes condiciones de colocacion en los n puntos
medios x, .1 (k =1,2,..,n), se obtiene un sistema lineal tridiagonal de

2

dimension n en las n incoégnitas Wy, con k = 1,2, ...,n.
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Resolviendo dicho sistema (nosotros lo hemos hecho con el Algoritmo de
Thomas) se obtienen los W, y a partir de ellos los A, y By, con lo que el spline
queda completamente determinado.

3.4. Resolucion de Problemas de Valores Iniciales No

Lineales

En este apartado vamos a estudiar la resoluciéon de problemas de valores
iniciales definidos por ecuaciones diferenciales de segundo orden, pero que, a
diferencia de apartados anteriores, se caracterizan por ser no lineales. Es decir,
vamos a tratar de resolver el problema de valores iniciales definido por:

y'=fxyy")
y(a) =z (3.109)
y'(a) =z,

donde f(x,y,y") es una funcion no lineal.

Del modo habitual, buscaremos encontrar una aproximacion a su Unica
solucion de la forma y(x) = S(x) en el intervalo x € [a, b], siendo S un Spline
basado en los nodos: a =x; < x, < - < x,, < Xp4q = b.

Como venimos haciendo, denotaremos los intervalos definidos por cada

par de nodos consecutivos por [ = [x;, x,,,] y el tamafo de paso entre estos
nodos por hy, = x4, — Xi, para losvaloresde k = 1,2, ...,n.

3.4.1. Método de resolucion basado en Splines Cubicos

Vamos a comenzar explicando el caso en que el Spline que aproxima la
solucion del problema anterior (3.109) es clbico. En I, = [x;,x;41], este
Spline Cabico S viene definido por S, del siguiente modo:

Se(x) = ay + by (x —xp) + ¢ (x — x)% + djp (x — x2)3 (3.110)
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Expresion de la que pueden obtenerse sus derivadas:

Sp(x) = by + 2 ¢, (x —x) + 3 dy (x — xp)? (3.111)

S (x) =2c, +6d, (x —xp) (3.112)

A partir de lo anterior se deduce que:
Si(xx) = ay
Sr(xi) = by (3.113)

Si (xx) = 2 ¢y
Sk (Xk41) = ap + by hy + ¢ hi +dy hi

Sk (Xk41) = b + 2 ¢ hy +3dy hi (3.114)
Sk (Xr41) = 2 ¢ + 6 dichy

Y para que se cumpla la continuidad de S € C? en [a, b], deben cumplirse
las siguientes condiciones:

Sk (xk+1) = Sk+1(xk+1)

S],c(xk+1) = S],(_}_l(xk_l_l) k= 1, 2, e, = 1 =

Sllc, (xk+1) = Sl’c’+1(xk+1)

ak+1=ak+bkhk+ckhi+dkhi

= bk+1=bk +2Ckhk+3dkhlzc (3.115)
Cr+1 = Cx + 3 dy Iy
Por ultimo, las condiciones de colocacion en los nodos aportan:
S}Ic,(xk) = f(xk, Sk(xk),S,'((xk)), k= 1, 2, e, n
(3.116)

Sy 1) = f (Hnsrs SnCnaa), Si(ns)), k=n+1

Resolucion

Si incluimos las dos condiciones iniciales, ya disponemos de todas las
ecuaciones necesarias y podemos proceder a resolver el sistema (en general
no lineal) de ecuaciones resultante. Comenzamos resolviéndolo en el primer
intervalo: I; = [xq, x,].
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De las condiciones iniciales, puede deducirse con facilidad que:

S(a) =z = a1 =z (3.117)

S'(a) =z, = by =2z, (3.118)

De las condiciones de colocacion (3.111) para el punto x; = a, se deduce:

S"(a) = f(a,S(a), S'(@)) = ¢, = % f(a,zy,2,) (3.119)

La condicion de colocacion en el punto x, = a + h;, permite despejar d,
de la ecuacion resultante, resolviendo si es necesario la ecuacion no lineal:

S"(a+hy) =f(a+hy, Sa+hy), S'(a+hy)) =

(3.120)
2¢, + 6dihy = f(a+ hy,a; + hyby + hicy + h3dy, by + 2 hyc; + 3 hidy)

Nétese que, en dicha ecuacion no lineal, la Unica incégnita es d;.

A partir de lo anterior, para el resto de intervalos I}, = [x; ,Xx41], Siendo
k = 2, ...,n, procedemos inductivamente como se indica a continuacion.

Conocidos ay_q, bx_1, Cx—1 Y dr_1, €S decir los coeficientes de S,_; en
I,_4, se obtienen:

A = Qg + by hpemg + g Ry + die_g Ry
bk = bk—l + 2 Cr-1 hk—l + 3 dk—l hlzc—l (3.121)
Cr = Cp—1 +3dp—1 hyy

a partir de las condiciones de continuidad (3.115), asociadas al nodo x;,.

Y de las condiciones de colocacion de (3.116), se tiene para el nodo final
X4+ la condicion:

Sk (Xes1) = f (xk+1, Sk(xkﬂ),S,’((ka)) (3.122)

y basta despejar d, de la ecuacion resultante:
ch +6 dkhk = f(xk+1, ag + hkbk + h’2( Cr + hi dk' bk + 2 hk Cr +3 hlzc dk) (3.123)
si es necesario, resolviendo la ecuacion no lineal anterior respecto de la Unica

incognita d,. Con esto, quedaria completamente determinado el Spline que
aproxima la solucion de nuestro problema.
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3.4.2. Método de resolucion basado en Pseudo - Splines Cuarticos

Procedemos ahora a introducir y construir un nuevo método de resolucion
del P.V.l definido en (3.109), basado en este caso en la utilizacion de Pseudo-
Splines S Cuarticos, al igual que ya hicimos en apartados anteriores para P.V.I.
y para P.V.F. lineales.

En I, = [xx, xx4+1] €l Spline S viene definido por S, del siguiente modo:
Se(x) = ap + by (x — xi) + cie(x — x3)?% + dj(x — )3 + e (x — x;)* (3.124)
y sus dos primeras derivadas por:

Se)=bp+2c, (x—xx) +3dp (x —x)%> + 4 e, (x —x,)° (3.125)

Si(x)=2¢c,+6d, (x —x;) + 12 e (x — x3)? (3.126)

Por tanto, se tiene en el punto x:
Sk(xi) = a
Sr(xi) = by (3.127)

Sk (x) = 2¢;,

y en el punto xj ,q:

Sk(xk+1) == ak + bk hk + Ck h}zc + dk h}i + ek hi
Sk (xs1) = by + 2 ¢, hy + 3 dy hi + 4 e by, (3.128)
S,'cl(xk+1) = 2 Ck + 6 dk hk + 12 ek h]2<

Y definiendo, como venimos haciendo: x, 1 = Bt Xht1 Xk +l hy , para
K+ 2 2
k=1,2,..,n se tiene también:
1 1 ) 1 3 1 2 )

Sk<xk+%) - ak+§ bk hk+Z Ck hk+§ dk h’k +1_6 ek hk

! 3 2 1 3
Sk<xk+%)=bk+ckhk+zdkhk+zekhk ( (3.129)

Sllcl<xk+l):2Ck+3dkhk+39khlzc

2
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Por otra parte, para que se cumplan las condiciones de continuidad
correspondientes a que S € C?[a, b], han de verificarse:

S (rs1) = Spv1 (Xe41)

S],c(xk+1) = S],C+1(xk+1) ) k == 1, 2, e, = 1 -

Sr (1) = Sier (Xe41)

ak+1:ak+bkhk+ckh]2<+dkhi+ekh£
= brsr = b +2 ¢y + 3 di hi +4 e hi} (3.130)

Ck+1:Ck+3dkhk+6ekh12(

Las condiciones de colocacion las imponemos en los n+ 1 nodos
xXg,parak =1,2,...,n+ 1yenlos n puntos medios de los intervalos, esto es:

X,,1, con k=1,2,..,n. Setienen asi las condiciones:
2

S],(’(xk) = f(xk, Sk(xk), S],((xk)), k = 1, 2, ...,n

Sy (Xn41) = f(an, Sn(ns1), Srll(xn+1))r k=n+1 (3.131)

S],(, <xk+%) = f<xk+%’ Sk <xk+%)’ S],( <xk+%)>, k = 11 2r e, n

Resolucion:

Al igual que en el apartado anterior, vamos a comenzar resolviendo el
problema en el intervalo inicial I; = [xq, x,].

De las condiciones iniciales se deduce:

S(a) =z - a1 =z (3.132)

S'(a) =z, = b, = 7, (3.133)

La condicion de colocacion en x; = a, se tiene:

1
S"(a) = f(a,S(a), S'(@) = ¢ = > f(a,zy,2,) (3.134)

Los dos restantes condiciones de colocacion en los puntos medio y final de
I; dan lugar a un sistema de dos ecuaciones no lineales (en general) en las dos
incognitas correspondientes a los parametros d, y e .
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Concretamente, para la condicion de colocacion en x s:

S{’(x;)=f<x? 5("%)'5'<"%)> -

$2C1+3d1h1+381h2:

1 U T S 3 ., 1 .\ (3135)
= f (x%, a1 + Eblhl + chhl + gdlhl + Eelhl, b1 + Clhl + Zdlhl + 561h1>
y para la condicion de colocacion en x,:
S1'(x3) = f(xz' S1(x2), S{(xz)) =
$2C1+6d1h1+1281h2 =
(3.136)

= f(xz, aq + b1h1 + Clh% + dlh% + elhil‘, b1 + 2C1h1 + 3d1h% + 4elh%)

Notese que, en este punto, todas las cantidades involucradas en ambas
ecuaciones se conocen a excepcion de d, y e;. Basta pues resolver el sistema
con cualquiera de los métodos disponibles para obtener d; y e;, de modo que
S queda completamente determinado en ;.

Tras esto, pasamos a describir, por un procedimiento inductivo, coémo
determinar S en los restantes I, = [xy, Xx41], parak =2,3,...,n.

Conocidos ay_q, bgx_1, Cx—1, dr—1 Y ex_1, €Sto es, los coeficientes que
definen S,_;enl,_;, se obtienen directamente de las condiciones de
continuidad en el nodo x;, las relaciones:

A = Qg + bg—q hy—q + g hfp_y +dy—q hj_y + €1 hit_4

by =bgy +2cCp_q Ry +3dp_1 hji_y +4 ey hj_y (3.137)

— 2
Ck = Ck—1+3dpg Ay +6 €1 hj_4
que determinan los valores de ay, b, y cg.

Las dos condiciones de colocacion en los puntos X,,1 Y Xx4+1 dan lugar a
2

un sistema de dos ecuaciones no lineales (en general) en las dos incognitas d,,
Yy e, que son los Unicos parametros que nos resta por determinar para tener
S, completamente descrito en el intervalo I,.
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Concretamente, la condicion de colocacion en el punto x, 1 toma la forma:
2

Sk (xk%) =f <xk+% , S<Xk+%), S (xk%)) =

$26k+3dkhk+3€kh2=

(3.138)

1 1 1 1
= f <xk+17' ak + Ebkhk +chh]2< + gdkhi + Eekhi ) bk

3 2 1 3
+ oy + 7 dih + Eekhk)

mientras que la condicion de colocacion en x, viene dada por:

Sy (Xpe41) = f(xk+1, S(X+1), S’(xk+1)) =

$26k+6dkhk+12€kh,2<=

= f(xk+1, ak + bkhk + Ckhlzc + dkhl:i + ekhi, bk + chhk (3.139)
+ 3dhZ + 4e,h})

Y basta resolver el sistema de dos ecuaciones no lineales (en general), para
determinar d, y e, con lo que S, queda completamente determinado en I,
paratodo k = 1, 2, ..., n, mediante el procedimiento inductivo descrito.
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4. METODO DEL DISPARO

4.1. Introduccién al Método del Disparo

El método del Disparo es uno de los métodos numéricos clasicos mas
estudiados y utilizados para aproximar la solucién de un Problema de Valor en
la Frontera de segundo orden.

Este método, que se explica con amplio detalle en las referencias [9] [18]
[20] y [27], se basa en resolver varios problemas de valores iniciales (P.V.I),
para asi encontrar, a partir de las aproximaciones obtenidas, la soluciéon al
problema planteado. Segln el tipo de Problema de Valor en la Frontera
considerado, se distingue entre:

= Meétodo del Disparo Lineal:

En su formulaciobn mas sencilla, resuelve Ecuaciones Diferenciales
Lineales de Segundo Orden, con condiciones en la frontera, del tipo:

y'=p)y +tqx)y+rk), x€lab]
y(a) = Z; (4.1)
y() = z,

El método esta basado en la obtencion de la solucion del problema (4.1) a
partir de una combinacion lineal de dos soluciones de la misma E.D.O., pero
con valores iniciales. Cuando no es posible o es muy costoso obtener la
solucion exacta de este par de Problemas de Valores Iniciales, se recurre al
empleo de un método de resolucidon numérica que permita aproximar dichas
soluciones. En este caso, la combinacion lineal de las soluciones asi obtenidas,
permitira aproximar la soluciéon del problema original.

= Método del Disparo No Lineal:

En su version mas sencilla, resuelve, en general de forma aproximada,
Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden No Lineales, con condiciones de
frontera, del tipo:

y'=fxyy),  x€lab]
y(a) =z (4.2)
y(b) = z,
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Aun pareciéndose al Método del Disparo Lineal, la solucién del problema,
en este caso, no se expresa como una combinacion lineal de las soluciones a
dos Problemas de Valores Iniciales. En su lugar, se construye una sucesion de
Problemas de Valores Iniciales que comparten la misma E.D.O. del problema
original, cuyas soluciones converjan a la solucion buscada. La sucesion puede
obtenerse de muy diversas formas, siendo el método de Newton uno de los
mas utilizados en su implementacion, en combinacion con un método de
integracion numérica que permita aproximar las soluciones de los Problemas
de Valores Iniciales asociados.

En los apartados siguientes vamos a explicar con mas detalle los
fundamentos teodricos de estos dos tipos de Métodos del Disparo.

Previamente, es necesario introducir el siguiente teorema que establece
las condiciones generales que garantizan que exista solucién a un P.V.F de
segundo orden y, ademas, que dicha solucion sea Unica.

Teorema 4.1.- Suponemos que la funcion f en el problema con valores
en la frontera del tipo (4.2), es continua en el conjunto:

D={xyy)l a<x<h, —00 <y < oo, —0<y <o}

d d . . . B
y que é Y a—;, también son continuas en D. Si, ademas:

i Z_fl(x,y,y’) > 0 paratoda (x,y,y') €D,y

ii. existe una constante M, con |:—;:, (x,v,¥y)| < M, paratoda (x,y,y") € D

entonces el Problema con Valores en la Frontera tiene una solucién Unica.
Como consecuencia del teorema anterior, se puede deducir con
facilidad el siguiente resultado:
Corolario 4.1.-  Si el Problema lineal con Valores en la Frontera:
y'=px)y' +qx)y+rkx), xela,b], y@ =z, yb) =z

satisface:
i. pk), q(x)yr(x)soncontinuasen [a,b],y

i. q(x)>0en]a,b].

entonces el problema con valores en la frontera tiene solucion Unica.
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4.2. Método del Disparo Lineal

Este planteamiento, como ya hemos indicado, corresponde al caso en que
la Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden que modela el Problema
de Valores de Frontera es lineal: y"' = p(x) y' + q(x) y + r(x).

4.2.1. Problemas con condiciones de contorno simples

Para aproximar la solucion Unica del problema lineal del tipo (4.1), que esta
garantizada por el cumplimiento de las hipétesis del Corolario 4.1, primero hay
que considerar los siguientes Problemas de Valores Iniciales:

yi=p) -y + qlx) -y, + r(x), x € [a, b]

3’1(51) =z (4.3)
yi(a) =0

v, = p(x) -y, + qx) - y,, x € [a,b]

J’Z(a) =0 (4.4)
ya(a) =1

Dado que, tanto (4.3) como (4.4) cumplen las hipétesis del Corolario 4.1,
la solucion del P.V.F (4.1) puede obtenerse tomando:

— b
y(x) =y, (x) + <%> -y, () (4.5)

siendo y;(x), y,(x) las soluciones de los problemas (4.3) y (4.4)
respectivamente.

A partir de la expresion (4.5), se pueden obtener las derivadas primera y
segunda de la solucion de nuestro problema, que vienen dadas por:

z; — y1(b)

) ) y2(x)

y'(x) =y (x) + (

(4.6)

1 " Zy — b "
Y () =y () + (#1)()) yi ()
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Se tiene asi que:

y"'(x) = p(x)y'(x) + q(x)y(x) +r(x) =

que al aplicar las relaciones dadas en (4.6) resulta:

2 V1 b
> y"(x) = p(x) (y{ () + (%) y;(x)> +

z; — y1(b)

+q(x) (}’1(96) + <372T

) 3’2(x)> +r(x) =

= y"(x) = p(0) y1(x) + q(x) ¥ (x) +r(x) +

z; — y1(b)
" ( y2(b)

(4.7)

) (p() y5(x) + q(x) y,(x))

y es trivial ver que la solucion propuesta satisface la E.D.O.

Ademas, la solucion de (4.5) satisface las condiciones de frontera, puesto
que se cumple:

— b -V b
y(a) =y,(a) + <%> y2(a) =z + <%> 0=z

z, — y1(b)
v2(b)

(4.8)

y(b) = y,(b) + < ) *y2(b) = y;(b) + 2z, —y,(b) = z,

Por tanto, y(x) es la solucion unica de nuestro P.V.F (4.1), sujeta a la
condicion de que y,(b) # 0. Veremos enseguida que, en el caso de que sea
y,(b) = 0, se tiene que y,(x) = 0, x € [a, b], con lo que bastaria tomar y(x) =
y1 ().

Como se puede comprobar, el Método del Disparo para ecuaciones lineales
estd basado en la sustitucion del P.V.F. por dos P.V.l. Para aproximar las
soluciones y; (x), y,(x) de los dos P.V.l formulados en términos de Ecuaciones
Diferenciales Lineales, se puede recurrir, por ejemplo, a cualquiera de los
métodos que se presentaron en el Capitulo 2. Una vez que se cuenta con estas
aproximaciones, la solucion del P.V.F. se aproxima recurriendo a la relacion
(4.5).
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Desde el punto de vista grafico, el método tiene el aspecto que se observa
en la figura 4.1.

a b

Figura 4.1. Método del Disparo para resolucion de P.V.F lineales

Como hemos mencionado antes, solo quedaria estudiar el caso particular
en que y,(b) = 0, para el que la solucion (4.5), no esta definida. En este caso,
podemos definir una tercera solucion de la ecuacion homogénea a partir de
otro par de condiciones iniciales:

y3 =px)y3+q(x)ys
V3 (a) =1 (4.9)
y:(a) =0
Por la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, la solucion existe, es
Unica y se puede escribir como la suma de una solucién particular de la

ecuacion no homogénea y una combinacion lineal de dos soluciones
(independientes) de la homogénea, es decir:

y(x) = y1(x) + ¢ ¥ (x) + ¢c3 y3(x) (4.10)

Por otra parte, de las condiciones de contorno tenemos:
y(a) =z, =y,(a) + c; y,(a) + c3 y3(a) = z; + ¢3 (4.11)
por lo que ¢3 = 0.

Ademas, de la condicién de contorno en b y de la suposicion y,(b) = 0, se
deduce:

y(b) = z; = y1(b) + 3 y2(b) + ¢35 y3(b) = y,(b) (4.12)

por lo que se cumple: y,(a) = z;, y,(b) = z,.
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Como y, (x) es una solucion que satisface las condiciones de contorno, y
ademas es Unica, y, (x) debe ser idénticamente nula. Por lo tanto, en este caso,
la solucién del problema es y; (x).

Se presenta a continuacion un ejemplo de algoritmo del método del disparo
lineal, para el caso de nodos equiespaciados.

Algoritmo del método del Disparo para problemas lineales

ENTRADA: extremos a, b; condiciones de frontera z;, z,; nimero de
subintervalos N.

SALIDA: aproximaciones wy ; a y(x;); w,; @ y'(x;); paracadai = 0,...,N.

b_a - — . — . — . —
1. Tomal’ h - T , y11,0 - Zl' y12,0 - 0, yzl‘o - 0, y22,0 == 1.
2. Para = 1,...,N — 1, hacer los pasos 3y 4.
3. Tomarx = a + ih.

4. Aplicar Runge - Kutta para obtener ¥y, ,.., Yi,i010 Y21i41 Yoo

Zy—

u
5. Tomal’ W1,0 =Z, WZ,O = v—LN. MOStl’ar (a, W1,0' Wz'o).
1,N

6. Parai = 1,...,N, tomar
Wi = U+ Wog Uy, Wy =Up;+Wog Uy, X=a+ih
7. Mostrarx,wy;,wy; .

8. Parar.

En el paso 4 del algoritmo anterior se recurre al método Runge-Kutta de
cuarto orden, para obtener las aproximaciones a las soluciones de los P.V.|
y1(x) y ¥, (x), pero este método puede sustituirse por cualquiera de los que ya
se han presentado en los capitulos 2 y 3.

Este algoritmo permite obtener aproximaciones a la solucion del P.V.F.y a
su primera derivada. Ademas, su uso no se limita a problemas que verifiquen
el Corolario 4.1, sino que también proporciona resultados satisfactorios en
muchos problemas que no cumplen esas hipoétesis.

» Pagina 80 Raquel Puente Taboada



% ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

Posibles errores por redondeo

A pesar de que este método es bastante exacto, en ciertos casos pueden
producirse errores de redondeo que perjudican la precision de las soluciones
obtenidas.

Por ejemplo, cuando la aproximacion a la solucion y;(x) crece
rapidamente cuando x recorre el intervalo [a, b], entonces el valor de y; es
grande; si ademas, z, es pequeno en comparacion con Y1, 50 €NtONCes:

ZZ_yllN " Y11,N

Vigg = = (4.13)
’ y21,N y21,N
de modo que:
- yll,N
Wii = Vit W0 Y2y V19— . V21
21,N
~ Yign (4.14)
Woi =Yip; T Wao Yoy EV1,; — v, Y2z
2,N

Como consecuencia de lo anterior puede producirse una pérdida de digitos
significativos por cancelacion. Pero al ser y,, ; una aproximacion a y; (x;), es

posible vigilar el comportamiento de y, (x) para tratar de prevenir situaciones
de este tipo.

Ademas, si Y1,; @umenta rapidamente al pasar de a a b, puede aplicarse

el método del disparo inverso, es decir, hacia atras, resolviendo en este caso
los siguientes P.V.I:

yi=p) -y + qlx) -y, + r(x), x € [a, b]

y1(b) = z; (4.15)
yi(b) =0

y
y2 = p(x)-yz+ q(x) -y, x € [a, b]
y2(b) = 0 (4.16)
ya(b) =1

Si este Método del Disparo Inverso todavia presenta eliminacion de digitos
significativos y si alin con el aumento de precision no se logra mayor exactitud,
sera necesario recurrir a otros métodos numéricos como los que se
presentaron en el capitulo anterior basados en la utilizacion de Splines.
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4.2.2. Problemas con condiciones de contorno generales

El método que acabamos de explicar en el apartado anterior puede
generalizarse para P.V.F. cuyas condiciones de contorno son mas generales:

y'=px)-y' +qx)-y+rx), x€lab]
z11y(a) + 2z, y' (@) = 243 (4.17)

21 Y (D) + 25, y'(b) = 233

En este caso, escribimos la solucion del problema (4.17) anterior como la
siguiente combinacion lineal:

y(x) =y, (x) + dy y,(x) + d3 y3(x) (4.18)

donde y;(x), y,(x) e y;(x) son las aproximaciones a las soluciones de los
problemas de valores iniciales intermedios, que definimos a continuacion.

Los P.V.I mencionados que nos permiten obtener la solucion a nuestro
P.V.F. de condiciones generales son:

yi =p)y +q(x)y+rk)
yi(a) =0 (4.19)
yi(@) =0
y? =p(x) ¥z +q(x) v,
y,(a) =0 (4.20)
yz(a) =1
y3 =p()ys + q(x)ys
ys(a) =1 (4.21)
y3(a) =0

Al sustituir en las ecuaciones de las condiciones de contorno generales,
resulta el sistema de ecuaciones:

Z11d3 + 215 dy = 243 }
Zp1[y1(B) + dy,(b) + d3 y3(D)] + 255 [y1(B) + dy y2(b) + d3 y3(b)] = 233
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que se puede reescribir como:

Zip dy + 215 d3 = 243

[221Y2 (D) + 225y, (D)]d, + [251y3(b) + z3,y3(b)]ds = (4.22)
=233 — [2213’1(b) + Zzz)’i(b)]

Resolviendo el sistema anterior (4.22) para d, y d5 a partir de los valores
de las tres soluciones de los Problemas de Valores Iniciales y sus derivadas
primeras en b:

d,

_ Zy3 (22, y3(b) + 25, V3 (b)] - [223 - (221 y1(b) + z,, }’{(b))] Z11 (4.23)
212 (221 ¥3(D) + 25, y5(B)] — 214 (221 ¥ (D) + 25, y,(D)]

ds

_ —213[251 y2(b) + 255 ¥, ()] + [Zz3 - (221 y1(b) + 25, Y{(b))] Zy3 (4.24)

213 (221 y3(b) + 23, y3(B)] — 214 [251 y2(B) + 255y, (b)]

4.3. Método del Disparo No Lineal

Los problemas que aparecen en Ciencias, Ingenieria e Industria, son con
frecuencia no lineales. En este apartado vamos a ver como implementamos el
método del disparo para problemas de ecuaciones diferenciales de segundo
orden no lineales con condiciones de contorno sencillas. Es decir, problemas
del tipo:

y'=fl,yy")
y(@@) =1z ¢, x € [a,b] (4.25)
y(b) =z,

Como ya hemos comentado, la solucion en el caso no lineal no puede
expresarse como combinacion lineal de las dos soluciones de dos Problemas
de Valores Iniciales.

Buscaremos la solucion construyendo una sucesion de soluciones a
problemas de valores iniciales que involucran un parametro t, que converja a
la solucién buscada.
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y'=fl,yy")
y(a) =z, (4.26)
y'(a)=t

en el intervalo [a, b], para una sucesion de valores de t que denotaremos por
(tx)%=o Y de tal modo que:

,lir{}o y(b,t,) =y(b) =z, (4.27)

donde con y(x,t,) denotaremos la solucién al problema (4.26) con t =t y
con y(x) la solucién del problema original.

Esta técnica se conoce como “Método del Disparo No Lineal” porque podria
interpretarse como una sucesion de disparos desde el punto (a,z;) con
angulos de disparo dados en términos de los t; y buscando dar en el blanco
situado en el punto (b, z,).

Lo explicado en el parrafo anterior se representa en la siguiente imagen:

Z+ b, y(b.t
PR (b,y(b, to))

Pendiente g
(a,z,)

Figura 4.2. Método del Disparo para resolucion de P.V.F no lineales
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En la situacion anterior, empezariamos realizando un primer disparo con
un angulo dado en términos de t, cuya trayectoria vendria dada por la solucion
y(x,t,) al problema:

y'=flyy")
y(a) =z (4.28)
y'(a) =t

en el intervalo [a, b].

Si y(b,ty) no estd lo suficientemente cerca de z,, realizariamos un
segundo disparo con angulo de disparo t; y repetiriamos el proceso
construyendo asi una sucesion (t;), con soluciones asociadas y(x, t;) hasta
obtener la solucién buscada o una aproximacion suficientemente buena.

Obviamente hay que construir la sucesion de valores (t;), de manera
adecuada para aspirar a que:

Jim y(x, ) = y(x) (4.29)
0 equivalentemente:

lim y(b, ;) = z, (4.30)

Graficamente, el procedimiento anterior:

Figura 4.3. Seleccion de elevaciones t;, para alcanzar al valor final z,
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Observamos que en realidad estamos buscando la solucién del problema
no lineal (en general):

y(b,t) —2z, =0 (4.31)

Esta ecuacion no lineal en t puede resolverse con cualquiera de los
métodos de resolucion conocidos: método de biseccion, método de la secante,
método de Newton, etc.

Si aplicamos el método de la secante para resolver el problema,
necesitamos partir de dos valores iniciales de t: t, y t;. Los restantes valores
de la sucesion (t; ), se obtienen mediante:

_ (tr—1 — te2) V(b tg_q) — 75)
y(b, tk—l) - }’(b, tk—Z)

tk = tk—l ) k= 2, 3, (4.32)

Notese que la sucesion asi construida podria no converger o hacerlo a un
valor no deseado de t para el que y(x,t) # y(x). De hecho, la iteracion anterior
puede fracasar si para algin k se anula el denominador involucrado en el
segundo miembro de la expresion anterior.

Es bien conocido que, en general, cuando converge, el método de la

145
secante lo hace con orden — = 1,62.

Si aplicamos el método de Newton para resolver el problema, bastara
tomar un dnico valor inicial de t: t, y generar, a partir de €él, una sucesion (t; )
definida por:

by = lg-1

b,t,_1)—z
—y; Yk R
d_¥(b’tk_1) (4.33)

De nuevo, la sucesion generada de este modo podria no converger o
hacerlo a un valor distinto del deseado. De hecho, la sucesion podria dejar de
estar definida para algun valor de k si se anula el denominador involucrado en
la expresion que define el método.

Pese a estas dificultades que pueden surgir, son frecuentes los casos en
los que el método converge, al menos localmente, partiendo de un iterante
inicial t, adecuado. De hecho, en muchos de estos casos la convergencia del
método es cuadratica (orden 2).
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La aplicacion del método de Newton presenta la siguiente dificultad: al no
disponer de una representacion explicita de y(b, t), no es directa la obtencion

d
de d—{(b, tre 1)

Para salvar esta dificultad, podemos observar que, para cada t, se tiene

que y(x,t) es solucién del problema:

Y ) = flx,y(x ),y (x,0)

y(a,t) =z ) x € [a,b] (4.34)
y'(a,t) =t
Derivando respecto de t, se tiene:
ayll af ,
W(x' t) = E(x;}’(x, t)ry (x) t)) (4.35)

Dado que x y t son independientes, se tiene que Z—t = 0 y aplicando la

regla de la cadena se tiene para x € [a, b], que:

af , _
6t (X, y(xr t)'y (x' t)) -
(4.36)

ay'
t
5% (x,t)

_of , dy af )
E (X, y(x: t)! y (x, t)) E (X, t) + ay, (X, y(x: t):y (X, t))

De las condiciones iniciales se deduce:

dy

Y oat)=0 (4.37)
ay'

E(a' t)=1 (4.38)

Suponiendo que el orden de derivacion de x y t puede invertirse, e
. . . d .
introduciendo la notacién v(x,t) = 6—3;(x, t), el Problema de Valores Iniciales,

para todo x € [a, b], toma la forma:
d d
v"(x,t) = of (x,y(x,8),y" (x, ) v(x, t) + —f, (x,y(x,8),y" (x, 1)) v' (x, t)
dy 9y (4.39)

v(ag,t) =0
v'(a,t) =1
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Por tanto, cada iteracion con el método de Newton requerira de la
resolucion, exacta o aproximada, de dos P.V.l. dados por los sistemas (4.34) y
(4.39) con t = t;_, (para el k-ésimo iterante que proporcionara t;). A partir de
las dos soluciones obtenidas se tendra:

_ y(b, ty—1) — 2,
— k-1 ’
U(b, tk—l)

k = 1, 2, (4.40)

En nuestro caso, buscaremos aproximar las soluciones de (4.34) y (4.39)
mediante Splines, ya sean Cubicos, lo que se implementa como spline3pcnl o
Cuarticos, dando lugar a la funcion splinedpcnl.

A mayores, cabe destacar que, ligeros cambios en el procedimiento
anterior permiten resolver Problemas de Valores de Frontera del tipo del (4.25)
pero en los cuales alguna de sus condiciones de frontera se encuentra
expresada mediante una derivada de la funcion. Es decir, problemas como:

y'=fyy")
y(@) =1z ¢, x € [a, b] (4.41)
y’(b) =2
o bien:
y'=fyy")
y'(@=2z ¢, x€][ab] o)
y(b) = z,

Dado que los cambios son sencillos, no vamos a entrar en mas detalle en
este capitulo. No obstante, pueden apreciarse los procedimientos que deben
llevarse a cabo en estos casos en los listados de los programas de Matlab que
corresponden a las funciones en los cuales se han implementado:

= Para problemas del tipo del (4.41) con derivada en el extremo final
del intervalo, encontramos los métodos spline3pcnl2 'y
splinedpcnl2, en los apartados 7.2.2.C y 7.2.2.D del Anexo
respectivamente.

= Para problemas del tipo del (4.42) con derivada en el extremo
inicial, se presentan los métodos spline3pcni3 y splinedpcnl3, en
los mismos apartados gue hemos mencionado.
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Las principales diferencias que encontramos entre estos métodos y los
métodos que se han desarrollado en este apartado (spline3pcnly splinedpcnl)
y que resuelven problemas cuyas condiciones no estan dadas en términos de
derivadas, sino en evaluaciones de la propia funcion, son:

= Entre spline3pcnly spline3pcni2, y analogamente entre splinedpcnl
y splinedpcni2:

El método spline3pcnl2 evalta la derivada primera del spline en x = b en vez
de evaluar el Spline (sin derivar) en este mismo punto x = b, esto es, el método
de Newton se aplica a la derivada en vez de a la propia funcion.

= Entre spline3pcnly spline3pcni2,y analogamente entre splinedpcnl
y splinedpcni2:

Se intercambian los dos Ultimos argumentos de las llamadas a las funciones
spline3p y spline3pnl como puede apreciarse mejor en los codigos de los
Anexos.
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5. EXPERIMENTOS NUMERICOS

5.1. Introduccion

Como ya se ha dicho, los problemas que involucran Ecuaciones
Diferenciales de Segundo Orden son habituales en todas las ramas de las
Ciencias y de la Ingenieria.

Por ejemplo, en Biologia aparecen en el modelado de dinamica de
poblaciones; en Fisica, las leyes de Newton y muchas otras se expresan como
problemas asociados a este tipo de ecuaciones; en Ingenieria Quimica surgen
en la evaluacion de las concentraciones de diversos reactivos durante una
reaccion; en Ingenieria Civil, aparecen a menudo en fendmenos de deflexion
de barras y vigas; etc.

En la mayoria de los casos, las ecuaciones diferenciales que surgen de
estos modelos no pueden resolverse analiticamente.

Debido a lo anterior, resulta necesario usar métodos numeéricos para dar
aproximaciones, suficientemente buenas, a la solucion de dichos modelos. En
ese sentido, se han introducido, en los Capitulos 3 y 4 del presente proyecto,
varios métodos numéricos, algunos novedosos, que permiten obtener buenas
aproximaciones a partir de la Teoria de Splines, utilizando el Método de
Colocacion y el Método del Disparo.

Someteremos a continuacion estos métodos a un buen nimero de pruebas
numeéricas, con el fin de poner de manifiesto su precision, orden de
convergencia y adecuacion a la resolucion de problemas realistas que surgen
con frecuencia en las aplicaciones.

Los problemas estan extraidos de la literatura cientifica, con especial
énfasis en aplicaciones a la Ingenieria, e incluyen algunos ejemplos dificiles de
resolver con otros métodos numéricos de los que se aplican habitualmente en
estas situaciones.

Vamos a recordar a continuacion los distintos métodos introducidos en
capitulos precedentes, atendiendo al tipo de problemas que resuelven. Para
ello se presenta, en primer lugar, una tabla resumen (véase Tabla 5.1), y
posteriormente una explicacion breve del contenido de la misma para facilitar
su entendimiento.
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Se resume lo anterior en la siguiente tabla:

Tabla 5.1. Tabla resumen de los métodos desarrollados, sus caracteristicas y aplicaciones

a Apartado
Tipo de Tipo de FUNDAMENTO en que se Ag:g::; gfl_:” FU':S'I(;N de su
PROBLEMA  CONDICIONES basa el método TEGRICO im qlementa CcODIGO DE
o MATLAB
Splines Clbicos 3.2.1y3.2.2 spline3p 7.1.1.A
P.V.l. .
Lineal Sl Pseudo-Spli
seudo-Splines .
2.4 line4 7.1.1.B
Cuarticos 3 Splineap
Splines Clbicos 3.4.1 spline3pnl 7.1.3.A
Simples Pseudo-Soli
seudo-Splines .
4.2 linedpnl 7.1.3.B
Cuarticos 3 Splinespn 2
Splines Cubicos y .
3.1 I 2 7.1.2.A
Algoritmo de Thomas 33 spline3pe
Pseudo-Splines
Cuarticos y Algoritmo 3.3.2 spline4pc2 7.1.2.B
P.V.F. de Thomas
: Generales ; o
Lineal Splines Cubicos y
Método del Disparo 4.2.2 spline3pc 7.2.1A
Lineal
Pseudo-Splines
Cuarticos y Método 4.2.2 spline4pc 7.2.1.B
del Disparo Lineal
Splines Clbicos y
Método del Disparo 4.3 spline3pcnl 7.2.2.A
No Lineal
Generales
Pseudo-Splines
Cuarticos y Método 4.3 splined4pcnl 7.2.2.B
del Disparo No Lineal
Splines Clbicos y .
I 12
Método del Disparo 4.3 2p|:22§pg:ls 7.2.2.C
No Lineal P P
Especiales
Pseudo-Splines solinedpeni2
Cuarticos y Método 43 S 7.2.2D
splinedpcnl3

del Disparo No Lineal
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= Para Problemas de Valores Iniciales Lineales:

Se han introducido dos métodos principales para este tipo de P.V.l. lineales
con condiciones iniciales:

A. En primer lugar, un método de colocaciéon basado en Splines
Cubicos, que, aun no siendo nuevo, ha sido implementado de forma
original y eficiente desde el punto de vista computacional. Fue
introducido y explicado de manera tedrica en 3.2.1y 3.2.2.

B. Basado también en el método de colocacion, se presenta un
método nuevo, construido a partir de Pseudo-Splines Cuarticos y
desarrollado en el apartado 3.2.4.

Estos son los dos métodos que se van a utilizar en los experimentos
numéricos para problemas de valores iniciales lineales. El codigo de las
funciones, que se han implementado utilizando el software Matlab lo incluimos
en el apartado 7.1.1 de los Anexos.

Por otra parte, a lo largo del Capitulo 3 se han introducido otros dos
posibles métodos de resolucion de este tipo de problemas: un Método de
Resolucion Inverso basado en Splines cubicos y explicado en el apartado 3.2.3,
gue puede aplicarse en el caso de que las condiciones iniciales estén dadas en
el punto final b del intervalo; y otro método, basado en Pseudo-Splines
Cuarticos, que permite resolver P.V.l. lineales utilizando la misma base
introducida para P.V.F. (véase el apartado 3.3.2 A).

= Para Problemas de Valores Iniciales No Lineales:

Siguiendo el mismo esquema que en los problemas del caso anterior, se
han presentado para P.V.l. No Lineales con condiciones iniciales dos nuevos
métodos:

A. Un método de colocacion que recurre al uso de Splines Cubicos y
cuya explicacion teorica se puede encontrar en el apartado 3.4.1.

B. Otro método de colocacion basado en Pseudo-Splines Cuarticos,
introducido y descrito en el apartado 3.4.2 de esta memoria.

Puede encontrarse en el apartado 7.1.3 de los Anexos el codigo de las
funciones que implementan estos métodos.

Raquel Puente Taboada P Pagina 95



Universidad deValladolid

ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

Para Problemas de Valores de Frontera Lineales:

Para el caso de P.V.F. lineales con Condiciones de contorno generales, se
han explicado los siguientes métodos:

A.

Un primer método de colocacion basado en Splines Cubicos, que se
apoya en el Algoritmo de Thomas para la resolucion del sistema
lineal tridiagonal de ecuaciones resultante, que permite obtener el
Spline. La teoria de este método esta recogida en el apartado 3.3.1.

Un segundo método de colocacion que recurre, como el método
anterior, al Algoritmo de Thomas, pero aplicando Pseudo-Splines
Cuarticos. Su descripcion y construccion se puede encontrar en el
apartado 3.3.2.

El codigo de las funciones de estos dos métodos se incluye en el apartado
7.1.2 de los Anexos.

C.

Un tercer método de colocacion, cuyo fundamento es el Método del
Disparo Lineal, y que se apoya en la construccion de varios Splines
Cubicos para los P.V.l. asociados. La explicacion teédrica se recoge
en el apartado 4.2.2.

Un ultimo método de colocacion, que también se basa en el Método
del Disparo Lineal, pero que recurre a métodos de Pseudo-Splines
Cuarticos para resolver los P.V.l. intermedios. Este método ha sido
desarrollado en el apartado 4.2.2.

Finalmente, la implementacion de estos dos métodos alternativos en
Matlab se presenta en las funciones del apartado 7.2.1 de los Anexos.

Para Problemas de Valores de Frontera No Lineales:

Por dltimo, los métodos numéricos para P.V.F. No lineales con condiciones
simples, estan todos ellos fundamentados en el Método del Disparo No Lineal,
puesto que para este tipo de problemas resulta muy complejo y costoso
resolverlos directamente recurriendo exclusivamente a Splines.

Ademas, en todos los casos, se ha recurrido al método de Newton para
realizar las iteraciones que se necesitan para resolver las ecuaciones no
lineales resultantes de la aplicacion del método.
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A. Un primer método que, aparte de lo explicado en el parrafo anterior,
recurre a los métodos de colocacion basados en Splines Cubicos
para resolver los problemas intermedios.

B. Otro método que sigue los mismos principios, pero que resuelve los
P.V.l. intermedios aplicando los métodos desarrollados mediante
Pseudo- Splines Cuarticos.

Estos dos tipos de problemas siguen el mismo desarrollo tedrico, el cual
puede encontrarse en el apartado 4.3.1.

Por otra parte, se presentan otros dos métodos para el caso de que el P.V.F.
no lineal esté acompanado de condiciones de contorno especiales, en las
cuales una de las condiciones de contorno (en el punto inicial o final del
intervalo) viene dada en términos de una derivada. Estos métodos se exponen
de manera tedrica en el apartado 4.3.2 y son:

C. Un método que recurre a Splines Cubicos para todas las
resoluciones previas de P.V.l. no lineales, basado como ya se ha
dicho, en el Método del Disparo No Lineal.

D. Otro método que, con los mismos fundamentos, se ayuda en este
caso de los métodos basados en Pseudo- Splines Cuarticos.

Las funciones que permiten implementar estos cuatro Gltimos métodos en
Matlab se incorporan en el apartado 7.2.2 de los Anexos.

Como hemos adelantado, en este capitulo se hara un breve analisis sobre
la precision, la eficiencia, el orden de convergencia y las propiedades de cada
uno de los métodos anteriormente mencionados. Para llevar a cabo este
analisis, se aplicaran los cédigos implementados en Matlab de dichos métodos
sobre una serie de ejemplos de problemas ligados al ambito de la Ingenieria.

Se incluiran, para los distintos problemas estudiados, tablas y graficas
relativas al error cometido, asi como representaciones numéricas de las
soluciones que permitan visualizar su comportamiento.
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5.2. Ejemplo1

5.2.1. Planteamiento del problema

Si u representa el potencial electrostatico entre dos esferas metalicas
concéntricas, de radios R, y R,, con 0 < R; < R,, de modo que el potencial de
la esfera interior se mantenga constante en V;voltios y el de la exterior sea 0
voltios, entonces el potencial de la region situada entre ambas esferas viene
dado por la solucion de la ecuacion de Laplace:

2
u’(r) + - u'(r)=0
u(R) =V, : 7 € [R1, R, ] (5.1)
Dicha solucioén se conoce y toma la forma:

u(r) =

V1R1 <R2—T‘)
Ry — Ry

5.2.2. Resolucion

Como podemos observar, nuestro primer ejemplo (5.1) toma la forma de
un P.V.F. Lineal, con condiciones de contorno sencillas en los extremos del
intervalo.

Es por ello que, para su resolucion vamos a poder recurrir a los métodos
implementados en las funciones: spline3pc, spline3pc2, splinedpc y
splinedpc2. Puede verse el codigo de Matlab utilizado para resolver este
Ejemplo 1 en el apartado 7.3.1. del Anexo.

En nuestra simulacion hemos supuesto los siguientes valores para los
parametros del problema: V; = 110V,R, =2m,R, = 4 m.

5.2.3. Resultados

En este apartado vamos a presentar las tablas de resultados y las graficas
obtenidas mediante Matlab.
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En primer lugar, mostramos en la siguiente tabla, para diferentes valores
de x =r del intervalo en que esta definido el problema, los valores de la
solucion exacta: y(x), frente a los de las aproximaciones numéricas obtenidas
mediante los métodos spline3pc: y31(x), spline3pc2: y32(x), splinedpc:
y41(x) y splinedpc2: y42(x), respectivamente. Para la integracion del
problema se ha utilizado un tamano de paso fijo h = 0.4.

Universidad deValladolid

Tabla 5.2. Valores de las soluciones numéricas (h = 0.4)

x y31(x) y32(x) y41(x) y42(x) y(x)

1.100000e+02

7.292875e+01

4.672321e+01

2.719333e+01

1.206656e+01

-1.065814e-14

1.100000e+02

7.292875e+01

4.672321e+01

2.719333e+01

1.206656e+0

3.552714e-15

1.100000e+02

7.333731e+01

4.714662e+01

2.750258e+01

1.222347e+01

1.776357e-15

1.100000e+02

7.333731e+01

4.714662e+01

2.750258e+01

1.222347e+01

1.776357e-15

1.100000e+02

7.333333e+01

4.714286e+01

2.750000e+01

1.222222e+01

0.000000e+00

En dicha tabla observamos que, prescindiendo de pequenos errores de
redondeo, los resultados obtenidos con las funciones spline3pc y spline3pc2
son virtualmente idénticos. Lo mismo ocurre con los resultados obtenidos al
aplicar las funciones splinedpc y splined4pc2. Esto no deberia sorprendernos,
pues, en ausencia de errores de redondeo, implementan exactamente el
mismo Spline (o Pseudo-Spline), aunque implementado en distintas bases y
construido de manera muy diferente. En general, cuando no haya
inconveniente en utilizar nodos equiespaciados, sera preferible la
implementacion de las versiones que hacen uso del Algoritmo de Thomas, por
su menor coste computacional. Sin embargo, en algunos problemas concretos
sera deseable hacer uso de nodos no equiespaciados, en aras de una mayor
eficiencia y precision.

También observamos en la tabla, al comparar con la solucién exacta de la
gue en este caso se dispone, que en tanto que el error absoluto maximo en los
puntos considerados viene a ser de 0.4 en el caso del Spline Cubico, esta por
debajo de 0.004 en el caso del Pseudo-Spline Cuartico. Los errores relativos
para los métodos basados en el Pseudo-Spline Cuartico, estan por debajo de
0.000055.
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A continuacién, se muestra una grafica en la que puede observarse el
comportamiento de dichas soluciones. Notese la diferencia de escala entre el

eje de abscisas y el de ordenadas (las soluciones se mueven de 110 a 0 en un
intervalo de amplitud 2).

Soluciones numéricas y exacta con h=0.4
120 T T T T

100

80

60

y(x)

40

20

2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4

Figura 5.1. Gréafica de las soluciones numéricas y exactas (h = 0.4)

En esta primera grafica, las soluciones son practicamente indistinguibles,
pues los errores relativos son, en todos los casos (incluso en el caso del Spline
Cubico), dificilmente apreciables.

Por esta razon, incluimos una segunda grafica haciendo zoom en un

pequeno intervalo, que permite apreciar las diferencias de manera mas
evidente.
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Zoom de las soluciones numéricas (h=0.4) y exacta

59.25 E— T T T T T T T T
59.2 B
59.15+ B
59.1F B
5905 y31(x) | |
— y32(x)
- )
< 89r — y42(x) | ]
y(x)
58.95 B
589 _
58.85 B
8- .. B
5875 1 1 | 1 1 | 1 1 1
25999 25999 25999 26 26 26 26 26 26001 26001 26001

Figura 5.2. Detalle de la grafica anterior: Zoom de las soluciones numéricas y exactas (h = 0.4)

Repetimos ahora las graficas anteriores representando el error cometido
en cada punto del intervalo.

Error para los splines cibicos con h=0.4
0.05 T T T T T T T T T

!
o
o
[
T
1

error
|
o
N
T
1

N\ < err31
AN e err32

~0.45 L I ~— I ! | | 1
2 22 24 26 28 3 3.2 34 36 38 4

Figura 5.3. Errores en las aproximaciones obtenidas con Splines Clbicos (h = 0.4)
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x 1072 Error para los pseudo splines ctarticos con h=0.4
5 T T T T T T T T T
errd1
L ,/ \\/ errd2 | |
3t | B -
‘g 2r lI b
@ {
J
1+ / .
ok /
4
1 1 1 1 1 1 1
24 26 28 3 32 34 36 38 4
X

Figura 5.4. Errores en las aproximaciones obtenidas con Pseudo-Splines Cuarticos (h = 0.4)

Con el fin de poder apreciar la evolucion de los errores al ir disminuyendo
el tamano del paso en la integracion numérica del problema, se muestran a

continuacién unas tablas que recogen dichos errores para los distintos
métodos, en varios de los puntos de integracion. Los tamanos de paso

considerados, se han ido variando a partir del paso inicial h = 0.4, dividiéndolo
2t’

. . P . . .- 0.4
por sucesivas potencias de 2, segln la siguiente expresion: h = para

=3

valoresde i=1,2,..,7.
Tabla 5.3. Errores en las soluciones numéricas de los distintos métodos (h

0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00

0.00e+00
-2.32e-05

1.42e-14
-9.28e-05

2.0 0.00e+00 0.00e+00

2.4 -4.05e-01 -9.65e-02 -2.39e-02 -5.95e-03 -1.49e-03 -3.71e-04

2.8 -4.20e-01 -1.01e-01 -2.49e-02 -6.22e-03 -1.55e-03 -3.88e-04 -9.71e-05 -2.43e-05

-3.07e-01  -7.39e-02 -1.83e-02 -4.57e-03 -1.14e-03 -2.85e-04 -7.13e-05 -1.78e-05
-5.82e-04 -1.45e-04 -3.63e-05 -9.09e-06

3.2
-2.33e-03
7.81e-15

3.6/ -1.56e-01 -3.76e-02 -9.33e-03
-1.07e-14  7.99e-15 9.77e-15 1.44e-14 1.11e-16 3.89e-15 2.78e-16

4.0
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ERRORES CON EL METODO ‘spline3pc2’

2.0 0.00e+00 1.42e-14 1.42e-14  -1.42e-14 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 -1.42e-14

2.4 -4.05e-01 -9.65e-02 -2.39e-02 -5.95e-03 -1.49e-03 -3.71le-04 -9.28e-05 -2.32e-05

2.8 -4.20e-01 -1.01e-01 -2.49e-02 -6.22e-03 -1.55e-03 -3.88e-04 -9.71e-05 -2.43e-05

3.2| -3.07e-01 -7.39e-02 -1.83e-02 -4.57e-03 -1.14e-03 -2.85e-04 -7.13e-05 -1.78e-05

3.6 -1.56e-01 -3.76e-02 -9.33e-03 -2.33e-03 -5.82e-04 -1.45e-04 -3.63e-05 -9.09e-06

4.0 -1.07e-14 -5.33e-15 -2.22e-15  4.88e-15 2.44e-15  -4.88e-15 -2.44e-15  4.88e-15

ERRORES CON EL METODO ‘splinedpc’

2.0 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00

2.4 3.98e-03 2.51e-04 1.58e-05 9.85e-07 6.16e-08 3.85e-09 2.41e-10 1.50e-11

2.8 3.77e-03 2.38e-04 1.49e-05 9.33e-07 5.83e-08 3.64e-09 2.28e-10 1.42e-11

3.2| 2.58e-03 1.63e-04 1.02e-05 6.37e-07 3.98e-08 2.49e-09 1.56e-10 9.70e-12

3.6 1.24e-03 7.85e-05 4.92¢-06 3.08e-07 1.92e-08 1.20e-09 7.51e-11 4.67e-12

4.0 1.78e-15 -6.22e-15 -1.24e-14  2.22e-16 1.11e-16  4.33e-15 -6.19e-15 -1.50e-14

ERRORES CON EL METODO ‘spline4pc2’

2.0 0.00e+00 0.00e+00 1.42e-14 -1.42e-14 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00

2.4 3.98e-03 2.51e-04 1.58e-05 9.85e-07 6.16e-08 3.85e-09 2.38e-10  -3.25e-12

2.8 3.77e-03 2.38e-04 1.49e-05 9.33e-07 5.83e-08 3.64e-09 2.25e-10  -1.99e-11

3.2| 2.58e-03 1.63e-04 1.02e-05 6.37e-07 3.98e-08 2.49e-09 1.54e-10 -1.83e-11

3.6 1.24e-03 7.85e-05 4.92¢-06 3.08e-07 1.92e-08 1.20e-09 7.56e-11  -7.02e-12

4.0 1.78e-15 -4.44e-15 -2.66e-15 4.22e-15 2.55e-15  -5.05e-15 -2.47e-15  4.90e-15
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En las tablas observamos de nuevo que, prescindiendo de pequenos
errores de redondeo, los resultados obtenidos con las funciones spline3pc y
spline3pc2 son virtualmente idénticos. Lo mismo ocurre con los resultados
obtenidos al aplicar las funciones splinedpc y spline4pc2. En este Ultimo caso,
para los tamanos de paso de integracion mas pequenos considerados, las
diferencias son mas apreciables (como cabia esperar).

El orden de convergencia efectivo de cada método aplicado a este
problema, puede deducirse de las tablas anteriores, observando como
disminuye el error al reducir el tamano del paso considerado. También puede
determinarse a partir de las graficas de las aproximaciones a la solucién,
representando en doble escala logaritmica el error frente al paso h, y midiendo
la pendiente de las graficas resultantes.

Para determinar, del modo descrito, el orden efectivo de los métodos,
hemos considerado uno de los puntos mas cercanos a aquellos en los que se
hace maximo el error de los métodos basados en Splines Cubicos y en Pseudo-
Splines Cuarticos, concretamente x = 2.8.

Error para los splines cubicos en x=2.8
T T T T T T T T/ T T T

err31
err32

log(error)
N
[4)]
T
1

35} -

1 1 1 ) 1 1 1 1 1 1 1
-4 -35 -3 -25 -2 -1.5 -1 -05 0 0.5 1
log(h)

Figura 5.4. Grafica en doble escala logaritmica de los errores para Splines Cubicos en el punto x = 2.8,
para los distintos pasos
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Como puede observarse, la curva representada en la grafica es casi una
-0.4—(—4.6)
-0.4—(-2.5)
Splines Cubicos convergen a la solucion de este problema con orden 2.

recta de pendiente: m = = 2, por lo que los métodos basados en

Error para los pseudo splines cuarticos en x=2.8

T T T T T T ] T T T T
-3r errd1|
/ errd2
_4 - —
_5 - -
_6 = -
S
8
8 -7+ 1
_8 - —~
_9 - -~
10} / .
1 | | | | | | 1 | 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
log(h)

Figura 5.5. Grafica en doble escala logaritmica de los errores para Pseudo-Splines Cuarticos en el punto
x = 2.8, para los distintos pasos

Para los Pseudo-Splines Cuarticos, la pendiente de la grafica es mayor:

= __2(;2__(—(__120;;? = 4, de modo que este tipo de métodos, aplicados a este

problema, muestran un orden efectivo de convergencia 4.

A la luz de los resultados anteriores, se observa claramente que los
métodos basados en Pseudo-Splines Cuarticos son mucho mejores que los
basados en Splines Cubicos, puesto que con menos del doble puntos de
colocacion (evaluaciéon del funcional lineal que define el problema) consigue
errores mucho menores. Por ejemplo, de las graficas anteriores se deduce que
los segundos, con el tamano de paso mas pequeno considerado en las graficas
hacen uso de una evaluacion (del funcional lineal que define la ecuacién) mas
que los primeros con tamano de paso doble, en tanto que obtienen en torno
cinco digitos menos de precision en la solucion.
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5.3. Ejemplo 2

5.3.1. Planteamiento del problema

Consideremos el siguiente P.V.F., que corresponde a un caso real:

u" () + (3 cotg(S) +2tg($)) u'(S) +0,7u(S) =0
u(30) =0 , S €[30,60] (5.3)
u(60) =5

El problema anterior surge al considerar la distribucion de tensiones en una
membrana esférica sometida a cargas normales y tangenciales.

El autor del articulo, que corresponde a las publicaciones de la referencia
[28]y [29] de la Bibliografia, del cual hemos extraido este problema, menciona
que para su aplicacion fisica se requiere una buena aproximacion de u'(S).
Asimismo, menciona que algunos intentos de resolverlo mediante un Método
del Disparo han resultado poco satisfactorios.

Aunque el problema admite una solucion Unica, ésta presenta rapidas
variaciones y no se dispone de una solucion exacta del mismo, lo que hace este
problema especialmente interesante para probar la validez de los métodos que
se han presentado en este proyecto.

Otro aspecto que hay que tener en cuenta es que, al evaluar las funciones
trigonométricas, la variable independiente S viene dada en grados
sexagesimales.

5.3.2. Resolucion

Como podemos ver este problema, al igual que el del ejemplo 1, es un
P.V.F. con condiciones de contorno simples en los extremos del intervalo, por
lo que de nuevo vamos a recurrir a su resolucion mediante los métodos
implementados en las siguientes funciones spline3pc, spline3pc2, splinedpcy
splinedpc2.

Aunque se trate del mismo tipo de problema, su analisis nos va a permitir
extraer conclusiones diferentes. En el apartado 7.3.2 del Anexo, puede
encontrarse el codigo del programa mediante el cual se obtienen los resultados
que se presentan a continuacion.
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5.3.3. Resultados

Comenzamos presentando la tabla que recoge las aproximaciones a la
solucion que han sido obtenidas mediante los métodos numéricos: spline3pc:
y31(x), spline3pc2: y32(x), splinedpc: y41(x), y splinedpc2:
y42(x), evaluadas en diferentes puntos de x = S, dentro del intervalo [30, 60]
para el que esta definido el problema.

Para estas aproximaciones se ha fijado el tamano de paso fijo en la
integracion h = 0.6. Por razones idénticas a las mencionadas al estudiar el
problema anterior, los resultados (salvo errores de redondeo) de los dos
métodos basados en Splines Cubicos coinciden, y lo mismo ocurre para los dos
basados en Pseudo-Splines Cuarticos.

Tabla 5.4. Valores de las soluciones numéricas (h = 0.6)

35.01 1.713850e+02 1.713850e+02 1.714374e+02 1.714374e+02
40.01 8.894574e+01 8.894574e+01 8.894925e+01 8.894925e+01
45.01 4.405628e+01 4.405628e+01 4.405783e+01 4.405783e+01
50.01 2.123613e+01 2.123613e+01 2.123670e+01 2.123670e+01
55.01 1.018986e+01 1.018986e+01 1.019001e+01 1.019001e+01

Aunque no se dispone de la solucion exacta de este problema, hemos
comparado nuestros resultados con los que recoge el autor de uno de los
articulos que lo mencionan, y que incluye una tabla similar (evaluando sus
aproximaciones en los mismos puntos).

Los seis primeros digitos (que son los Unicos que muestra su tabla) de cada
aproximacion en cada punto, coinciden con los que proporcionan nuestros
métodos basados en Pseudo-Splines Cuarticos, por lo que podemos darlos por
buenos. Eso si, la soluciéon de referencia que utiliza el autor se obtiene
mediante un método en diferencias centradas basada en una red de 3000
puntos, en tanto que nuestros métodos soélo utilizan 50 intervalos (el tamano
de paso fijo que hemos utilizado es h = 0.6).

Raquel Puente Taboada » Pagina 107



ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

Pasamos a representar graficamente estas soluciones:

Soluciones numéricas con h=0.6
800 T T T T T

y31(x)
600 | — y32(x) |
[l — vA(x)
I — y42%)

400

200

y(x)
o

-200f .
-400 .

-600 - -

_800 1 1 1 1 1
30 35 40 45 50 55 60

Figura 5.6. Representacion gréafica de las soluciones (h = 0.6)

Zoom de las soluciones numéricas con h=0.6
52 T T T T T T T T T

y(x)

38 1 | 1 1 |

1 I 1 I
44 442 444 446 448 45 452 454 456 458 46
X

Figura 5.7. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas y exactas (h = 0.6)
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En las dos graficas anteriores, podemos observar que los dos métodos
basados en Pseudo-Splines Cuarticos reproducen fielmente la solucion, en
tanto que los basados en Splines Cubicos, para este tamano de paso, sélo lo
hacen tras un periodo inicial de fuertes fluctuaciones. Veremos mas adelante
que estas fluctuaciones iniciales desaparecen completamente al considerar
tamanos de paso mas pequenos.

Estamos interesados en estudiar el comportamiento del error frente al
tamano de paso utilizado, con vistas a deducir el orden de convergencia
efectivo que presentan nuestros métodos al ser aplicados al problema que nos
ocupa. Para ello, vamos a ir variando el nimero de subintervalos n de acuerdo
a la expresién: n=50-2¢ i =0,1,2,3,4, o lo que es lo mismo, iremos
tomando tamanos de paso fijo h = 0.6,0.3,0.15,0.075 y 0.0375. Tras los

experimentos numéricos, obtenemos las siguientes tablas:

0

Tabla 5.5. Soluciones numéricas de los distintos métodos (h = 2—,6 ,i=0,1, 7)

i=1

i=2

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pc’

i=3

30 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
35 1.716006e+02 1.716509e+02 1.716522e+02 1.716526e+02 1.716527e+02
40 8.906718e+01 8.906981e+01 8.907047e+01 8.907064e+01 8.907068e+01
45 4.411973e+01 4.412089e+01 4.412119e+01 4.412126e+01 4.412128e+01
50 2.126742e+01 2.126784e+01 2.126795e+01 2.126798e+01 2.126798e+01
55 1.020471e+01 1.020482e+01 1.020485e+01 1.020486e+01 1.020486e+01
60 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pc2’

30 4.547474e-13 0.000000e+00 7.105427e-15 0.000000e+00 4.440892e-16
35 1.716006e+02 1.716509e+02 1.716522e+02 1.716526e+02 1.716527e+02
40 8.906718e+01 8.906981e+01 8.907047e+01 8.907064e+01 8.907068e+01
45 4.411973e+01 4.412089e+01 4.412119e+01 4.412126e+01 4.412128e+01
50 2.126742e+01 2.126784e+01 2.126795e+01 2.126798e+01 2.126798e+01
55 1.020471e+01 1.020482e+01 1.020485e+01 1.020486e+01 1.020486e+01
60 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00

Raquel Puente Taboada

» Pagina 109



@ ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pc’

30 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
35 1.716527e+02 1.716527e+02 1.716527e+02 1.716527e+02 1.716527e+02
40 8.907069e+01 8.907069e+01 8.907069e+01 8.907069e+01 8.907069e+01
45 4.412129e+01 4.412128e+01 4.412128e+01 4.412128e+01 4.412128e+01
50 2.126799e+01 2.126798e+01 2.126798e+01 2.126798e+01 2.126798e+01
55 1.020486e+01 1.020486e+01 1.020486e+01 1.020486e+01 1.020486e+01
60 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pc2’

30 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
35 1.716527e+02 1.716527e+02 1.716527e+02 1.716527e+02 1.716527e+02
40 8.907069e+01 8.907069e+01 8.907069e+01 8.907069e+01 8.907069e+01
45 4.412129e+01 4.412128e+01 4.412128e+01 4.412128e+01 4.412128e+01
50 2.126799e+01 2.126798e+01 2.126798e+01 2.126798e+01 2.126798e+01
55 1.020486e+01 1.020486e+01 1.020486e+01 1.020486e+01 1.020486e+01
60 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00 5.000000e+00

A medida que disminuimos el tamano de paso, las soluciones numéricas
obtenidas con los distintos métodos difieren cada vez menos entre si.

Es mas, a partir de tamanos de paso menores que h = 0.6, los métodos
basados en Pseudo-Splines Cuarticos proporcionan los mismos resultados
(para el namero de cifras mostrado en la tabla, pues en realidad seguirian
mejorando en precision al disminuir el paso).

De hecho, si representamos las distintas soluciones para el tamano de
paso mas pequeno considerado (h = 0.0375), vemos que la grafica que se
obtiene es practicamente idéntica para los cuatro métodos.
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Soluciones numeéricas con h=0.0375
300 T T T T T

250

200

150

y(x)

100

50

Figura 5.8. Graficas de las soluciones numéricas (h = 0.0375)

5.4. Ejemplo3

5.4.1. Planteamiento del problema

En este ejemplo consideremos el P.V.F. lineal:

cu' () —2-S»Huls) =-1
u(-1)=u(1)=0
Este problema de perturbaciéon viene dado, a modo de ilustracion, en un

articulo de ‘Geophysical Dynamics’, es decir, de Dinamica Geofisica,
concretamente en la referencia [28] de la Bibliografia.

La Geodinamica es el subcampo de la Geofisica que se ocupa de la
dinamica de la Tierra, estudia aspectos como la tectdonica de placas,
fendmenos geologicos como la propagacion del fondo marino, la construccion
de montanas, volcanes, terremotos, fallas, etc. También trata de sondear la
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actividad interna midiendo los campos magnéticos, la gravedad y las ondas
sismicas, asi como la mineralogia de las rocas y su composicion isotopica.
Métodos de geodinamica también se aplican a la exploracion de otros planetas.
Este campo es de gran relevancia tanto en Ingenieria Geofisica, como en
Ingenieria Civil y Aeronautica.

El problema (5.4) considerado, admite una Unica solucion que es simétrica
respecto de 0 y tiene una ‘capa limite’ en 1 de anchura 0(\/5) Esta simetria
nos permite reescribir el problema, como hace uno de los autores de los
articulos mencionados, restringiendo su estudio al intervalo [0,1] vy
considerando las nuevas condiciones frontera: u'(0) = u(1) =0. Asi lo
haremos en lo que sigue.

En el otro articulo mencionado se establece que una solucion asintética al
problema viene dada por:

(s) 1 < 1+S) ( 1—5) (55)
u(s) ~———exp|— —expl|— .
2-52 P Ve P Ve

5.4.2. Resolucion

Para resolver el problema anterior, vamos a tomar inicialmente el valor de
£ =10"* (Ejemplo 3.a), y después consideraremos el caso de ¢ =108
(Ejemplo 3.b), ambos incluidos en los Anexos en su apartado 7.3.3.

Como puede verse, se trata de un Problema de Valores de Frontera, con
condiciones de contorno generales. No obstante, este caso no puede
resolverse mediante los métodos spline3pc2 y splinedpc2, utilizando un
numero pequeno de subintervalos equiespaciados, debido a que las rapidas
variaciones en el comportamiento de la solucion, especialmente cuando nos
aproximamos a la ‘capa limite’, no permiten obtener soluciones numéricas
suficientemente precisas.

Eso si, conviene comentar en este punto que, tomando tamanos de paso
suficientemente pequenos (cuanto menor sea € mas pequeno ha de tomarse
h), con nodos equiespaciados, los métodos que hemos descartado
funcionarian correctamente. Debido a lo anterior, vamos a resolverlo a partir
de los métodos spline3pc y splinedpc basados en el Método del Disparo y que
permiten utilizar una red de nodos no equiespaciados.
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Es en este punto precisamente donde reside la principal dificultad de este
problema, y la razén por la que se ha elegido estudiarlo, pues estamos
buscando soluciones no demasiado precisas; pero que se obtengan con un
coste computacional asociado muy bajo.

5.4.3. Resultados
a) Ejemplo 3.a

Tomamos para este caso, como ya hemos mencionado, un valor del
parametro £ = 10~*. Si seleccionamos un nimero de subintervalos n =5y
seleccionamos los nodos: x = 0, 0.4, 0.85,0.96,0.99, 1, en linea con lo que el
autor hace en su articulo, las soluciones obtenidas mediante los métodos
spline3pc: y31(x) y splinedpc: y41(x), y la solucion asintética y(x) se recogen
en la siguiente tabla:

Tabla 5.6. Valores de las soluciones numéricas y asintéticaconn =5y e = 10™*

y31(x) y41(x) y(x)

0.0 4.999395e-01 5.000157e-01 5.000000e-01
0.2 4.933164e-01 5.102377e-01 5.102041e-01
0.4 5.436989e-01 5.434788e-01 5.434783e-01
0.6 7.012256e-01 6.077200e-01 6.097561e-01
0.8 7.950783e-01 7.464503e-01 7.352941e-01
1.0 -2.045031e-13 8.667511e-13 0.000000e+00

A continuacion, pasaremos a representar graficamente las soluciones
numéricas obtenidas.

En la grafica que se muestra en la Figura 5.9 de la siguiente pagina,
podemos comprobar que el método spline3pc, basado en Splines Cubicos,
presenta oscilaciones amplias entorno a la soluciéon asintética, especialmente
a medida que se acerca a la ‘capa limite’. Un fendmeno similar se observa para
alguno de los métodos considerados en uno de los articulos que hemos
mencionado.

Sin embargo, el método splinedpc, que recurre a Pseudo-Splines
Cuarticos, sigue con mayor exactitud dicha solucion a lo largo de todo el
intervalo.
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Soluciones numéricas con 5 intervalos
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Figura 5.9. Graficas de las soluciones numéricas y asintética tomando 6 puntos (¢ = 10™%)

Ampliando la grafica anterior en su tramo final obtenemos:

Zoom de las soluciones numeéricas con 5 intervalos
T T T T
— y31(x)
— y4(x)
= X
0sk yx) | ]
06 B
3‘; 041 b
02F B
0 - -
-02 1 | 1 1
0.98 0.985 0.99 0.995 1
X

1.005

Figura 5.10. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas y exactas con 6 puntos
(e=10"%
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En la Figura anterior podemos observar que el error es mayor en el método
basado en Splines Clbicos como comentamos. Ademas, podemos ver como las
tres soluciones tienden rapidamente a 0 en el extremo del intervalo en el que

esta definido el problema.

Si ahora representamos graficamente el comportamiento de los errores
cometidos con cada método en la aproximacion a la solucion, tomando 8
puntos (concretamente los mismos que el autor de uno de los articulos
menciona): x = 0,0.3,0.6,0.85,0.95 0.97,0.99,1 y 7 subintervalos, resulta la

siguiente figura:

Grafica del error para 7 puntos
0.05 T T T T T T T T T |

err31
errd1

0.04

0.03F

0.02f ‘

y(x)

0.01F

-0.01 L L
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Figura 5.11. Gréafica de los errores en la aproximacion a la solucién tomando 8 puntos (¢ = 107%)

Es sencillo deducir de la anterior grafica, que los errores cometidos por el
método spline3pc que recurre a Splines Clbicos son mayores que los del
método splined4pc que hace uso de los Pseudo-Splines Cuarticos.

También se aprecia con facilidad, lo que ya hemos comentado, que cuanto
mas se aproximan las soluciones a la ‘capa limite’ que se encuentra al final del
intervalo, mayores son los errores.
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b) Ejemplo 3.b

Ahora vamos a estudiar el comportamiento de las soluciones para el valor
del parametro e = 108 y n = 12 subintervalos. Los nodos considerados son:
x =0,04,0.8,0.950.98,0.992,0.997,0.999, 0.9995, 0.9999, 0.99993, 0.99996, 1.

La tabla de las soluciones obtenidas, aplicando los métodos spline3pc:
y31(x) y splinedpc: y41(x), y con la solucion asintética y(x), en este caso es:

Tabla 5.7. Valores de las soluciones numéricas y asintética conn = 12y e = 1078

x y31(x) y41(x) y(x)
0.0 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01
0.2 5.293047e-01 5.102041e-01 5.102041e-01
0.4 5.434782¢-01 5.434783e-01 5.434783e-01
0.6 5.133230e-01 6.097561e-01 6.097561e-01
0.8 7.352942¢-01 7.352942¢-01 7.352941e-01
1.0 7.385650e-09 1.625149e-05 0.000000e+00

Observamos como, en los puntos considerados, la solucion numeérica que
proporciona splinedpc es practicamente la misma que proporciona nuestra
solucion asintética de referencia. No ocurre asi con la solucion obtenida a partir
de spline3pc (por las fluctuaciones que presenta y que ya hemos comentado
con anterioridad).

Las graficas que resultan al representar graficamente el comportamiento
de las soluciones numéricas frente a la asintdtica ponen esto alin mas de
manifiesto.

Como venimos haciendo en los ejemplos anteriores mostramos en la
siguiente pagina la grafica de las soluciones, Figura 5.12, y una segunda que
amplia su tramo final, Figura 5.13.
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Soluciones numéricas con 12 intervalos

14 T T T T T T T T T
— y3(x)
— y#(x)
2r yix) i

y(x)

02r- 1

0 I 1 1 | L 1 I I L
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura 5.12. Graficas de las soluciones numéricas y asintética tomando 12 subintervalos (¢ = 107%)

Zoom de las soluciones numéricas con 12 intervalos
14 T T T T

— y31(x)
—— y41(x)
yix)

08r T

y(x)

04f .

02r- ]

0
0.98 0.985 0.99 0.995 1 1.005

Figura 5.13. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas y asintética con 12
subintervalos (¢ = 107%)
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Como resulta légico, variando el valor del parametro también se modifican
las aproximaciones a la solucion obtenidas mediante los métodos.

Al disminuir el valor de &, puede apreciarse que aumentan las dificultades
de integracion y hay que tener especial cuidado con el crecimiento de los
errores de redondeo. Esto se debe a que, en este problema tan dificil, aparecen
coeficientes de tamanos muy dispares y es bien sabido que la suma de
magnitudes de tamano muy diferente da lugar a pérdidas de cifras
significativas.

Esto se suma ademas a las dificultades inherentes ya de por si al Método
del Disparo, que presenta problemas de redondeo en situaciones como ésta en
la que la solucion varia bruscamente. Procede por tanto recurrir a
implementaciones de los métodos que tengan esto en cuenta; pero no lo
haremos en esta memoria.

El método spline4dpc fundamentado en el Método del Disparo y en los
Pseudo-Splines Cuarticos, proporciona una aproximacion razonable a la
solucion con un coste computacional asociado muy bajo. Es mas, este método
que hemos utilizado, obtiene mejores aproximaciones en general que los que
se proponen en los articulos de las referencias.

5.5. Ejemplo 4

5.5.1. Planteamiento del problema

Consideremos el P.V.F. lineal:

u'(x)+2cxu'(x)+2culx)=0

u(0) =1 (5.6)
u(l) =e™ ¢

s . . _ 2
Cuya solucion exacta es conocida y viene dada por: u(x) = e %",
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5.5.2. Resolucion

Para resolver este Problema de Valores de Frontera Lineal, recurrimos a
los métodos que venimos considerando en ejemplos anteriores, es decir los
que se corresponden con las funciones implementadas en Matlab como:
spline3pc, spline3pc2, splinedpc y splinedpc2.

El script que hemos utilizado para resolver este problema se puede
encontrar en los Anexos en su apartado 7.3.4. Es necesario previamente definir
el valor del parametro ¢ que vamos a tomar como ¢ = 20 para nuestros
experimentos.

5.5.3. Resultados

Si consideramos nuestro problema en el intervalo x € [0,1] y lo dividimos
en 5 subintervalos para su resolucion, seleccionando un tamano de paso fijo
h = 0.2, los resultados de las aproximaciones numéricas obtenidos con los
cuatro métodos considerados, asi como la solucion exacta evaluada en los
diferentes puntos del intervalo proporcionan la siguiente tabla:

Tabla 5.8. Valores de las soluciones numéricas y exacta (h = 0.2)

y32(x) y41(x)

y42(x)

0.0 1.000000e+00 1.000000e+00 1.000000e+00 1.000000e+00 1.000000e+00

0.2 4.972331e-01 4.972331e-01 4.591046e-01  4.591046e-01  4.493290e-01
0.4 2.397672e-02 2.397672e-02 3.859763e-02  3.859763e-02  4.076220e-02
0.6 -1.059661e-04 -1.059661e-04 1.027771e-03  1.027771e-03  7.465858e-04
0.8 -7.386089e-03 -7.386089e-03 5.380593e-05  5.380593e-05 2.760773e-06
1.0 2.061154e-09 2.061154e-09 2.061154e-09 2.061154e-09  2.061154e-09
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O bien, si representamos graficamente las soluciones anteriores:

Soluciones numéricas y exacta con h=0.2

12 T T T T T T T T T
y31(x)
— y32(x)
y41(x)
1 — y42(x)| ]
—yix)
08F .
06F _
=
=
041 .
02+ .
o+ R — — —
02 | | ! ! | ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 0.8 09

Figura 5.14. Gréafica de las soluciones numéricas y exactas (h = 0.2)

Podemos observar que las soluciones proporcionadas por los métodos
basados en Splines Cubicos dan lugar a aproximaciones indistinguibles entre
si, pero claramente distinguibles (para el tamano de paso considerado) de la
solucion exacta, en tanto que los métodos basados en Pseudo-Splines
Cuarticos son indistinguibles de la solucion exacta ya para este tamano de
paso.

Para apreciar esto mejor, reproducimos a continuacion otra grafica
centrada en un pequeno intervalo final. Notese que los errores aparecen
escalados con un factor 10™%.
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x 107 Zoom de las soluciones numéricas (h=0.2) y exacta
2 T T T T

y(x)
P
T
1

-6 / y31(x)|
— y32(x)
ya1(x)
-7 — y42(x)
—y(x)

\

0.98 0.985 0.99 0.995 1 1.005

Figura 5.15. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas y exactas (h = 0.2)

Con vistas a percibir el error cometido por los métodos en cada punto del
intervalo de integracion, recogemos a continuacion dos graficas para los
errores absolutos (hemos respetado el signo) de los métodos basados en
Splines Cubicos y en Pseudo-Splines Cuarticos respectivamente.

Obsérvese que los errores aparecen escalados con un factor 1072 en la
segunda de las graficas.

Asimismo, es claro que los mayores errores se producen en el tramo inicial
del intervalo de integracion (que es cuando la solucién adn no ha decrecido a
casi cero).
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Error para los splines cubicos (h=0.2)
0.06 T T T T T T T T T

0.05

0.04

0.03

0.02

error

0.01

-0.01

-0.02

-0.03
0

Figura 5.16. Errores en las aproximaciones obtenidas mediante Splines Cubicos (h = 0.2)

x 1072 Error para los pseudo splines ctarticos (h=0.2)
14 T T T T T T T T T

error

Figura 5.17. Errores en las aproximaciones obtenidas con el Pseudo Splines Cuarticos (h = 0.2)
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Se aprecia claramente sin mas que observar las escalas, que el error
cometido utilizando Pseudo-Splines Cuarticos es notablemente menor que el
correspondiente a los Splines Cubicos.

Ademas, puede distinguirse que sea cual sea el método empleado, con
todos se produce un pico del error cerca del punto x = 0.2. Por ello, vamos a
determinar experimentalmente, del mismo modo que hicimos en el Ejemplo 1,
el orden de los métodos en este punto.

Las graficas en doble escala logaritmica del error resultantes son:

Error para los splines cubicos en x=0.2

T T T T T T T 7 T T T
_'] 5 - // -
’ / err31
err32
_2 - -
_25 - -
~ 3f .
S
8
g
- =35 ]
_4 - -
_45 - -
_5 - -
] ] 1 1 1 ] 1 1 ] 1
-4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 05
log(h)

Figura 5.18. Grafica en doble escala logaritmica de los errores para Splines Cubicos en el punto x = 0.2,
para los distintos pasos

La pendiente de esta grafica marca el orden de los métodos spline3pc y
spline3pc2, que hacen uso de Splines Cubicos, de modo que dichos métodos
convergeran con orden 2 (para este problema), pues m = %(__255) = 2.

Conviene observar que, por razones obvias, hemos descartado el dato
correspondiente al tamano de paso h= 0.2 en nuestros calculos.
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Error para los pseudo splines cuarticos en x=0.2
T
errd1
errd2

Universidad deValladolid

log(error)
|

|
-3 -2
log(h)

para los distintos pasos

Figura 5.19. Grafica en doble escala logaritmica de los errores para Splines Cubicos en el punto x = 0.2,
= 4.1, luego los métodos

-2—-(-10.6)
—0.7—(-2.8)

La pendiente en este caso es: m =
splinedpc y splinedpc2 basados en Pseudo-Splines Cuarticos muestran un
orden de convergencia efectivo 4 (para este problema).

Ambos resultados coinciden con los que ya obtuvimos en el Ejemplo 1.
Finalmente, presentamos en la tabla 5.9 de la siguiente pagina los errores
gue se producen en las aproximaciones a la solucion exacta, obtenidos con los
diferentes métodos en funcion del tamano de paso utilizado.

. . . .. 0.2
El paso se ha ido variando atendiendo a la expresion: h = —7 bara valores

dei=0,1,..,7.
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0.0/ 0.00e+00

0.2 4.79e-02
0.4 -1.68e-02
0.6 -8.53e-04
0.8 -7.39e-03

1.0 -1.39e-18

0.00e+00

2.34e-02

-9.54e-04

-6.43e-04

-2.48e-06

-9.55e-23

0.00e+00

6.41e-03

-2.25e-04

-1.82e-04

-2.05e-06

0.00e+00

0.00e+00

1.64e-03

-5.49e-05

-4.67e-05

-6.64e-07

-4.14e-25

0.00e+00

4.11e-04

-1.36e-05

-1.17e-05

-1.76e-07

4.14e-25

0.00e+00

1.03e-04

-3.40e-06

-2.94e-06

-4.48e-08

0.00e+00

0.00e+00

2.57e-05

-8.49e-07

-7.35e-07

-1.12e-08

0.00e+00

0.00e+00

6.44e-06

-2.12e-07

-1.84e-07

-2.81e-09

-4.14e-25

ERRORES CON EL METODO ‘spline3pc2’

0.0 0.00e+00
0.2 4.79e-02
0.4 -1.68e-02
0.6 -8.53e-04

0.8 -7.39¢-03

1.0 2.94e-18

ERRORES CON EL METODO ‘splinedpc’

0.00e+00

2.34e-02

-9.54e-04

-6.43e-04

-2.48e-06

-6.91e-23

0.00e+00

6.41e-03

-2.25e-04

-1.82e-04

-2.05e-06

0.00e+00

0.00e+00

1.64e-03

-5.49e-05

-4.67e-05

-6.64e-07

-1.24e-24

0.00e+00

4.11e-04

-1.36e-05

-1.17e-05

-1.76e-07

3.31e-24

0.00e+00

1.03e-04

-3.40e-06

-2.94e-06

-4.48e-08

2.07e-24

0.00e+00

2.57e-05

-8.49e-07

-7.35e-07

-1.12e-08

-3.72e-24

0.00e+00

6.44e-06

-2.12e-07

-1.84e-07

-2.81e-09

-1.65e-24

0.0 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00
0.2 9.78¢-03  4.58e-04 2.63e-05 1.60e-06 9.97e-08  6.22e-09  3.89e-10  2.43e-11
0.4 -2.16e-03 -1.03e-04 -5.82e-06 -3.54e-07 -2.20e-08 -1.37e-09 -8.56e-11 -5.35e-12
0.6 2.81e-04 2.19e-05 1.32e-06 8.14e-08 5.07e-09 3.17e-10  1.98e-11  1.24e-12
0.8 5.10e-05 1.40e-06 6.32e-08 3.68e-09 2.26e-10 1.4le-11  8.78e-13  5.48e-14
1.0 895e-20 1.16e-22  4.14e-25  4.14e-25 0.00e+00 0.00e+00 4.14e-25  4.14e-25
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ERRORES CON EL METODO ‘spline4pc2’

0.0 -2.22e-16 -2.22e-16 0.00e+00 -2.22e-16 0.00e+00 -2.22e-16 0.00e+00 -2.22e-16

0.2 9.78e-03  4.58e-04  2.63e-05 1.60e-06  9.97e-08  6.22e-09  3.89e-10  2.43e-11

0.4 -2.16e-03 -1.03e-04 -5.82e-06 -3.54e-07 -2.20e-08 -1.37e-09 -8.56e-11 -5.38e-12

0.6 2.81e-04 2.19e-05 1.32e-06  8.14e-08 5.07e-09  3.17e-10 1.98e-11 1.24e-12

0.8 5.10e-05 1.40e-06  6.32e-08  3.68e-09  2.26e-10 1.41e-11  8.78e-13  5.48e-14

1.0 3.74e-19  3.68e-23 -1.12e-23 4.14e-25  2.07e-24  4.14e-25  4.14e-24  4.14e-25

De las tablas anteriores se pueden extraer los datos que nos han permitido
deducir los 6rdenes de convergencia de nuestros métodos aplicados a este
problema.

5.6. Ejemplo5

5.6.1. Planteamiento del problema

En los siguientes dos ejemplos vamos a centrarnos en estudiar problemas
qgue describen la evoluciéon en tiempo de osciladores no lineales. Existen
muchas situaciones en las que el movimiento oscilatorio esta presente en
nuestra vida cotidiana, y por ello este tipo de movimiento es ampliamente
estudiado en Ciencias e Ingenieria. Desde una masa suspendida en un muelle
elastico, al reloj de péndulo, un circuito eléctrico, o a las oscilaciones en las
cuerdas de una guitarra. Las oscilaciones son mas comunes de lo que
intuitivamente estamos acostumbrados a pensar. Por ejemplo, en la naturaleza
forman parte de algunos procesos biolégicos tales como la respiracion, las
palpitaciones del corazon o las vibraciones de las moléculas.

En este Ejemplo 5, vamos a estudiar concretamente el oscilador de Duffing
u oscilador de doble pozo, que es un ejemplo de oscilador no lineal referenciado
con frecuencia en la literatura cientifica dedicada al estudio del caos,
soluciones no periddicas, atractores extranos, etc.
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Algunas de sus soluciones asemejan un sistema cadtico, sensible a
pequenas perturbaciones externas, pese a estar definido por ecuaciones
deterministas. Concretamente, el oscilador de doble pozo puede describirse en
términos de la ecuacion de Duffing:

y'@®)+gy'@®) —y@) +y3(t) = Fcos(wt) (5.7)

Esta ecuacion carece de solucion exacta conocida. De hecho, su estudio
ha planteado serias dificultades y continGa siendo ampliamente investigado.
No obstante, en el trabajo [33] de la Bibliografia, se presentan una serie de
graficas donde se muestra su comportamiento tipico. Usaremos estas graficas
como referencia para comparar nuestros resultados.

5.6.2. Resolucion

Como puede observarse, la ecuacion (5.7) es No Lineal, de modo que para
resolver este problema emplearemos las funciones spline3pnl y spline4pnl,
que aproximan soluciones de P.V.l. no lineales mediante Splines Cubicos y
Pseudo-Splines Cuarticos respectivamente. El cédigo de Matlab que
implementa la resolucion de este problema puede consultarse en los Anexos,
en su apartado 7.3.5.

Vamos a realizar tres experimentos numéricos diferentes con este
problema, de modo que iremos variando el valor de sus parametros, asi como

el intervalo en que consideramos el problema. No obstante, para todos ellos

.. . rad
fijaremos el valor de la frecuencia comow =1 -~

5.6.3. Resultados
a) Ejemplo b.a

Para el primer experimento se han seleccionado los siguientes valores de
los parametros: g = 0.25y F = 0.22. Ademas, se ha tomado: x € [0,100],y las
condiciones iniciales:

z; =1, z, =0 (5.8)

Dividiendo el problema en n = 250 subintervalos, es decir tomando un

.. 100 . . ..
paso fijo h = 750 = 0.4, las aproximaciones a la solucion que obtenemos con

los métodos spline3pnl y splinedpnl, al ser representadas graficamente,
muestran trayectorias que, tras una pequena etapa transitoria, tienden a una
grafica periddica.
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Soluciones numéricas con h=0.4
14 T T T T T

13F |
12f ‘\

1AH Hi ’

y(x)

-
—

— y41(x)

05 1 1 1 I 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.20. Gréafica de las soluciones numéricas (h = 0.4)

Esto es, inicialmente puede apreciarse un periodo transitorio en las
soluciones, que a partir de valores de x = 30, comienza a desaparecer en favor
de un periodo estacionario.

Otro aspecto a destacar, es que en la grafica obtenida a partir del método
spline3pnl pueden distinguirse pequenos sobrepicos respecto al método
splinedpnl. Como cabe conjeturar a partir de los experimentos previos
realizados, la solucién proporcionada por el método splinedpcnl es mucho mas
precisa (como veremos posteriormente).

Presentamos a continuacion los valores de las aproximaciones a la
solucion en su tramo final, esto es, se muestran solamente los valores que
pertenecen al final del intervalo, es decir x = [99,99.8]. Notese que los valores
proporcionados por cada método son similares entre si.
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Tabla 5.10. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] (h = 0.4)

x y31(x) y41(x)

99.0 8.547070e-01 8.601515e-01
99.2 8.992977e-01 9.033694e-01
99.4 9.501786e-01 9.529193e-01
99.6 1.005343e+00 1.007030e+00
99.8 1.062210e+00 1.062961e+00

De hecho, si ampliamos la grafica presentada en la Figura 5.21 para
apreciar mejor las diferencias entre ambos métodos, observamos que dichas
diferencias son relativamente pequenas.

Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4

12 T T T T I I I I I
115k _
| /
| |
<
=
1_ 4
: F —
| = _
—y31(x)
)
0.85 | I I I I I l I I
99 99.1 99.2 993 994 995 99.6 997 998 99.9 100

X

Figura 5.21. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas (h = 0.4)
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Ahora vamos a analizar como evolucionan las soluciones obtenidas al ir

dividiendo el paso por 2 sucesivamente: h =

presentan las siguientes tablas:

0.4

2t”’

Tabla 5.11. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] (h = %,i =0,1, 4)

i=20,1,..4. Con este fin, se

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pn/’

99.6

99.8

99.0

99.2

99.4

99.6

99.8

8.547070e-01

8.992977e-01

9.501786e-01

1.005343e+00

1.062210e+00

8.601515e-01

9.033694e-01

9.529193e-01

1.007030e+00

1.062961e+00

8.589277e-01

9.024801e-01

9.523315e-01

1.006689e+00

1.062816e+00

8.601593e-01

9.033670e-01

9.529099e-01

1.007014e+00

1.062948e+00

8.598599¢e-01

9.031529e-01

9.031529e-01

1.006937e+00

1.062918e+00

8.601598e-01

9.033669e-01

9.529093e-01

1.007013e+00

1.062947e+00

8.600854e-01

9.033138e-01

9.528753e-01

1.006994e+00

1.062940e+00

8.601599e-01

9.033669e-01

9.529092e-01

1.007013e+00

1.062947e+00

8.601413e-01

9.033536e-01

9.529008e-01

1.007008e+00

1.062945e+00

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pn/’

8.601599e-01

9.033669e-01

9.529092e-01

1.007013e+00

1.062947e+00

De hecho, si representamos la solucion que se obtiene para el paso mas
pequeno considerado: h = 0.0125, las diferencias entre las soluciones
obtenidas con cada método son practicamente inapreciables.
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Soluciones numéricas con h=0.0125
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Figura 5.22. Gréafica de las soluciones numéricas (h = 0.125)
b) Ejemplo 5.b
Si modificamos ahora el valor de los limites y parametros elegidos,
tomando: g = 0.25 y F = 0.25, y ampliamos el intervalo considerado para el

estudio a x € [0,200], tomando como condiciones iniciales:

los valores d

z, =02, z, =0.1, (5.9)

e las soluciones obtenidas también se modifican, como es légico.

Tomando n = 1000, es decir para un paso h = 0.2, la grafica que

determina el
mostrada en

comportamiento de las soluciones toma la forma de la Figura 5.23
la pagina siguiente.

Raquel Puen

te Taboada » Pagina 131



ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

Universidad deValladolid

Soluciones numéricas con h=0.2
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Figura 5.23. Gréafica de las soluciones numéricas (h = 0.2)

Destaca el hecho de que, inicialmente, la grafica obtenida a partir de la
funcion spline3pnl, es decir aquella correspondiente al método basado en
Splines Cubicos, se ‘desfasa’ o pierde respecto a la correspondiente a la del
método splinedpnl (que es ya bastante precisa para este tamano de paso), en
un pequeno intervalo, aunque después recupera su comportamiento al
acercarse a la fase periodica.

Ademas, se aprecia que el periodo transitorio en este caso, es mucho mas
largo y "complicado", llegando hasta valores de x = 140.

Tanto en este caso como en el anterior, las graficas que hemos obtenido
son similares a las proporcionadas en la referencia bibliografica, para los
mismos valores de los parametros, lo que nos indica que los métodos
reproducen bien las soluciones de este tipo de problemas.

En el tramo final del intervalo, ambas soluciones se comportan de modo
muy similar, como puede apreciarse en la grafica y en la tabla que se muestran
a continuacion.
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Zoom de las soluciones numéricas con h=0.2
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Figura 5.24. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas (h = 0.2)

Tabla 5.12. Valores de las soluciones numéricas en x = [199,199.8] (h = 0.2):

x y31(x) y41(x)
199.0 7.084074e-01 7.141733e-01
199.2 7.338354e-01 7.391891e-01
199.4 7.683941e-01 7.732497e-01
199.6 8.125706e-01 8.168505e-01
199.8 8.662801e-01 8.699178e-01

Si variamos el tamano de paso en este caso, al igual que ocurria en el
anterior, las soluciones que se obtienen con ambos métodos cada vez son mas
parecidas, como puede apreciarse en las siguientes tablas.
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Tabla 5.13. Valores de las soluciones numéricas en x = [199,199.8] (h =

0.2

2t

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pn/’

i=1

i=2

i =3

l

[ =0,1,..,4)

199.0  7.084074e-01 -1.130471e+00 -7.873925e-01 7.141135e-01 7.141609e-01
199.2  7.338354e-01 -1.066647e+00 -9.367663e-01 7.391349e-01 7.391782e-01
199.4 | 7.683941e-01 -1.002896e+00 -1.085640e+00 7.732017e-01 7.732403e-01
199.6 8.125706e-01 -9.427963e-01 -1.220172e+00 8.168092e-01 8.168426e-01
199.8 | 8.662801e-01 -8.885507e-01 -1.323748e+00 8.698834e-01 8.699114e-01

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pn/’

i=1

i=2

i =3

199.0 | 7.141733e-01 7.141944e-01 7.141961e-01 7.141962e-01 7.141963e-01
199.2 | 7.391891e-01 7.392104e-01 7.392121e-01 7.392122e-01 7.392122e-01
199.4 | 7.732497e-01 7.732706e-01 7.732721e-01 7.732722e-01 7.732721e-01
199.6 8.168505e-01 8.168704e-01 8.168716e-01 8.168717e-01 8.168717e-01
199.8 | 8.699178e-01 8.699360e-01 8.699370e-01 8.699370e-01 8.699370e-01

De hecho, para un paso h = 0.0625 las diferencias graficas son casi
inapreciables, salvo en algunos "picos":

Soluciones numéricas con h=0.00625
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Figura 5.25. Gréafica de las soluciones numéricas (h = 0.0625)
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c) Ejemplo 5.c

Por ultimo, vamos a considerar el caso en que aumenta alin mas la fuerza:
g = 0.25,F = 0.4, manteniendo las restantes condiciones consideradas en un
apartado anterior, esto es: z; = 0.2, z, = 0.1, en el intervalo x € [0, 100].

En vista de los resultados que se han obtenido anteriormente, vamos a
tomar un tamano de paso inicial mas pequeno que en los otros ejemplos,
concretamente h = 0.1. Asi obtenemos:

Tabla 5.14. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] (h = 0.1)

x y31(x) y41(x)
99.0 -2.919108e-01 -9.146368e-01
99.2 -4.002074e-01 -8.424019e-01
99.4 -5.125312e-01 -7.794289¢-01
99.6 -6.273381e-01 -7.247614e-01
99.8 -7.418978e-01 -6.768416e-01

Vemos que, en este caso, las soluciones que proporciona cada método
varian significativamente. Esto se aprecia mejor graficamente:

Soluciones numéricas con h=0.1
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Figura 5.26. Grafica de las soluciones numéricas (h = 0.1)
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Observamos que en el primer tramo del intervalo ambos métodos
proporcionan soluciones similares; pero, a partir de valores de x = 28, las
soluciones se distancian progresivamente.

Zoom de las soluciones numeéricas con h=0.1
-0.2 T T T T T T T T T

— y31(x)
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-1 | | 1 | 1 | | | |
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X

Figura 5.27. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas (h = 0.1)

Incluso disminuyendo alin mas el tamano de paso hasta uno bastante mas
pequeno, para valores tan altos de la fuerza F las soluciones que se obtienen,
aunque son casi coincidentes en un intervalo cada vez mas amplio de valores,
siguen diferenciandose a partir de cierto valor.

Por ejemplo, para un tamano de paso h = 0.003125, las soluciones
tienden a distanciarse a partir de x = 60, como se aprecia en la siguiente
grafica.
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Soluciones numéricas con h=0.003125
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Figura 5.28. Gréfica de las soluciones numéricas (h = 0.003125)

Esto también es evidente a la vista de las siguientes tablas de las
soluciones numéricas para ambos métodos:

Tabla 5.15. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] (h = %,i =0,1,..,4)

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pn/’

-2.919108e-01  -2.106520e-01 -9.052675e-01 7.668309e-01 6.018780e-01

-4.002074e-01  -3.045591e-01 -1.086681e+00 7.189870e-01 5.369897e-01
-5.125312e-01  -4.009204e-01 -1.247330e+00 6.906817e-01 4.938603e-01

- -6.273381e-01  -4.990097e-01 -1.366384e+00 6.844494e-01 4.740469e-01

-7.418978e-01  -5.975456e-01 -1.424748e+00 7.019797e-01 4.788611e-01
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SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pn/’

i=1

i=2

i =3

99.0 -9.146368e-01 9.883682e-01 8.289623e-01 8.140529e-01 8.130979e-01
99.2  -8.424019e-01 1.036928e+00 8.984318e-01 8.840782e-01 8.831530e-01
99.4  -7.794289e-01  1.083733e+00 9.748365e-01 9.617844e-01 9.609360e-01
99.6 -7.247614e-01  1.127475e+00 1.055868e+00 1.044971e+00 1.044253e+00
99.8 -6.768416e-01  1.166437e+00 1.137341e+00 1.129461e+00 1.128931e+00

Las dos udltimas columnas de la tabla de soluciones numéricas para el
método spline4pnl muestran variaciones menores que una milésima en los
puntos considerados, lo que nos permite conjeturar que la Ultima aproximacion
obtenida a la solucion es ya bastante buena. De hecho, nuevos experimentos
con pasos aln mas pequenos y comparaciones con resultados obtenidos con
otros métodos, permiten confirmar nuestras sospechas.

5.7. Ejemplo 6

5.7.1. Planteamiento del problema

En este ejemplo vamos a considerar otro tipo de oscilador No Lineal,
concretamente el Oscilador de Van del Pol, que describe un sistema dinamico
que incluye retroalimentacion positiva y un elemento resistivo no lineal.

En su aplicacion original, el oscilador eléctrico con un elemento no lineal
se utilizd como precusor de las primeras radios comerciales, pues un circuito
de este tipo favorece las oscilaciones pequenas y amortigua las grandes.

En el ambito de los sistemas dinamicos, el oscilador de Van der Pol es un
ejemplo de oscilador con amortiguamiento no lineal cuya evolucion temporal
viene dada en términos de la siguiente ecuacion:

y' @) —p(1-y*@®))y'®) +y@) =0 (5.10)

De este tipo de oscilador tampoco se conoce su solucion exacta, de modo
que, de nuevo, tomaremos como referencia las graficas del trabajo [33]
incluido en la Bibliografia.
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5.7.2. Resolucion

De nuevo, este Problema de Valores Iniciales viene dado por un oscilador
de tipo No Lineal, por lo que volveremos a hacer uso de los métodos
implementados como spline3pnl y splinedpnl, basados en Splines Cubicos y
Pseudo-Splines Cuarticos respectivamente. El codigo correspondiente a este
ejemplo puede encontrarse en el apartado 7.3.6 del Anexo.

Vamos a hacer experimentos variando el valor que toma el parametro pu.
Para todos ellos consideraremos el intervalo en el que se define el problema
como x € [0,100] y las condiciones iniciales dadas por:

z; = 0.1, Z, =0 (5.11)

5.7.3. Resultados
a) Ejemplo 6.a

Comenzamos eligiendo un valor pequeno para el parametro pu,
concretamente u = 0.2 y un tamano de paso relativamente grande, h = 0.4. En
este supuesto, la grafica que identifica el comportamiento de las soluciones
toma la siguiente forma:

Soluciones numéricas con h=0.4
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— y31(x)
2 | —— y41(x) " i i M N n f\ i I

y(x)
o
P
>
<

25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.29. Grafica de las soluciones numéricas para u = 0.2 (h = 0.4)
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De nuevo, se aprecia un pequeno transitorio inicial, que desaparece dando
paso a un régimen estacionario periddico a partir de valores de x = 50.

También se detecta que progresivamente las soluciones que proporciona
cada método se desacoplan, de modo que, aunque tienen la misma forma, la

correspondiente a la aproximacion mediante Splines Clbicos parece retrasarse
ligeramente.

Estas diferencias se aprecian mejor en la siguiente figura centrada en el
daltimo tramo del intervalo de integracion:

Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4
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— y3x)
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Figura 5.30. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas, u = 0.2 (h = 0.4)

El valor numérico de dichas soluciones en el tramo final del intervalo
considerado se muestra a continuacion en la tabla 5.16.

» Pagina 140 Raquel Puente Taboada



ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

Tabla 5.16. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] parau = 0.2 (h = 0.4)

Universidad deValladolid

x y31(x) y41(x)
99.0 -1.284664e+00 -2.388149e-01
99.2 -9.846712e-01 1.602786e-01
99.4 -6.453568e-01 5.681623e-01
99.6 -2.735474e-01 9.639289e-01
99.8 1.218064e-01 1.322204e+00

Si estudiamos la evolucion de las soluciones al disminuir el tamano de
paso del modo que venimos haciendo habitualmente, en este mismo intervalo
obtenemos la tabla que se expone a continuacion:

Tabla 5.17. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] parau = 0.2 (h = 02;?,1‘ =01, 4)

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pn/’

99.0 -1.284664e+00 -5.340753e-01  -3.138233e-01 -2.570237e-01 -2.427222e-01
99.2 -9.846712e-01 -1.528526e-01 8.146217e-02 1.411652e-01 1.561493e-01
99.4 -6.453568e-01 2.488955e-01 4.888766e-01 5.490479e-01 5.640835e-01
99.6 -2.735474e-01 6.549336e-01 8.885838e-01 9.458873e-01 9.601204e-01
99.8 1.218064e-01 1.043329e+00 1.255926e+00 1.306509e+00 1.318970e+00

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pn/’

99.0 -2.388149e-01 -2.380042e-01  -2.379499e-01 -2.379464e-01 -2.379462e-01
99.2 1.602786e-01 1.610896e-01 1.611451e-01 1.611486e-01 1.611489e-01
99.4 5.681623e-01 5.690336e-01 5.690905e-01 5.690941e-01 5.690943e-01
99.6 9.639289¢-01 9.647935e-01 9.648520e-01 9.648558e-01 9.648560e-01
99.8 1.322204e+00 1.323045e+00 1.323103e+00 1.323107e+00 1.323107e+00

Los resultados que proporciona cada método, a medida que disminuye el
tamano de paso, toman valores cada vez mas parecidos.
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Las dos ultimas columnas de la tabla de soluciones numéricas para el
método spline4pnl muestran variaciones menores que tres diezmillonésimas
en los puntos considerados, lo que nos permite aventurar que la Ultima
aproximacion obtenida a la solucion es ya muy precisa.

De hecho, para el tamano de paso mas pequeno considerado, esto es, para
h = 0.0125, las graficas de ambas soluciones apenas se diferencian entre si:

Soluciones numéricas con h=0.0125
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Figura 5.31. Grafica de las soluciones numéricas para u = 0.2 (h = 0.0125)

b) Ejemplo 6.b

Vamos a analizar ahora el caso en el que el parametro u es mas elevado.
Concretamente, tomaremos u = 1. El resto de los valores: las condiciones
iniciales y el paso, los mantenemos.

Las soluciones proporcionadas por los métodos spline3pnl y splinedpnl
muestran como ha afectado a las soluciones esta variacion del parametro.

En la siguiente grafica representamos las soluciones numéricas obtenidas
en el intervalo habitual:
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Soluciones numéricas con h=0.4
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Figura 5.32. Grafica de las soluciones numéricas para u = 1 (h = 0.04)

El comportamiento de las soluciones varia ligeramente respecto al caso en
qgque u = 0.2. Se observa ahora que el periodo transitorio es notablemente
menor en este caso, y que las aproximaciones difieren menos entre si, incluso

al final del intervalo

Aun asi, si hacemos zoom en el trozo final de nuestro intervalo de

integracion, si se aprecian ligeras diferencias.

en la siguiente grafica:

Veamoslo en la siguiente tabla y

Tabla 5.18. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] parau =1 (h = 0.4)

1.996112e+00

1.921785e+00

1.815690e+00

1.687959e+00

1.542025e+00

2.008445e+00

1.965199e+00

1.880564e+00

1.770236e+00

1.640281e+00
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Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4
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Figura 5.33. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas, p = 1 (h = 0.4)

Al disminuir el tamano del paso para los diferentes métodos, de nuevo

observamos que, como cabe esperar, mejoran las aproximaciones a la solucion
obtenidas.

La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos en nuestros

experimentos numéricos:

Tabla 5.19. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] parau = 1 (h = %,

i=0,1,..4)

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pn/’

99.0 1.996112e+00 2.010427e+00 2.009123e+00 2.008736e+00 2.008633e+00
99.2 1.921785e+00 1.976432e+00 1.975409e+00 1.974454e+00 1.974171e+00
99.4 1.815690e+00 1.895958e+00 1.896007e+00 1.894951e+00 1.894620e+00
99.6 1.687959e+00 1.787830e+00  1.789036e+00 1.788019e+00 1.787682e+00
99.8 1.542025e+00 1.659505e+00 1.661776e+00 1.660814e+00 1.660479e+00
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99.0

99.2

99.4

99.6

99.8

2.008445e+00

1.965199e+00

1.880564e+00

1.770236e+00

1.640281e+00

i=1

2.008613e+00

1.973630e+00

1.893802e+00

1.786693e+00

1.659351e+00

i=2

2.008599e+00

1.974047e+00

1.894463e+00

1.787511e+00

1.660299e+00

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pn/’

i =3

2.008598e+00

1.974072e+00

1.894502e+00

1.787560e+00

1.660355e+00

2.008598e+00

1.974073e+00

1.894504e+00

1.787563e+00

1.660359e+00

Las dos ultimas columnas de la tabla de soluciones numéricas para el
método splined4pnl, ponen de manifiesto que las variaciones son menores que
cuatro millonésimas en los puntos considerados, esto es, que la Ultima
aproximacion obtenida a la solucion es ya bastante precisa. Ademas,
comparando los resultados de las Gltimas columnas obtenidas a partir de
ambos métodos, observamos que las discrepancias se producen ya en las
diezmilésimas.

Si representamos el comportamiento de las soluciones para el tamano de
paso h = 0.0125, también puede apreciarse como las diferencias entre las
soluciones tienden a desaparecer. Veamoslo en la siguiente grafica:

Soluciones numéricas con h=0.0125
25 T T T T T T T T T

—y31(x)
— v

y(x)

100

Figura 5.34. Grafica de las soluciones numéricas para u = 1 (h = 0.0125)
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c) Ejemplo 6.c

Por Gltimo, repetiremos nuestros experimentos aumentando de nuevo el
valor del parametro u, hasta un valor u = 5.

Estamos interesados en ver de qué modo afecta la variacion de este
parametro tanto a la forma de las soluciones como a las dificultades de la
integracion del problema.

La representacion de las soluciones numéricas obtenidas con cada
método, para un tamano de paso h = 0.4, se recogen a continuacion en la
siguiente grafica:

Soluciones numéricas con h=0.4
500 T T T T T T T T T

— y31(x)
400 | —— v41) l | | '

ool W“Il ‘HM

||l\ HU\ ’
IIH\H' | ’
100 m.mruwl\\ !H‘ }’ ‘ |
""‘I<'IH||\IH|H||\’ H! HHH Il }
: wwwl”l'l’”!”’“ HH H H
'wa »M, | | }
“'H “HHHI\ |
||HH|;H il

III\ 'HH

200

y(x)
o
I

-100

T

-200

T

-300

T

-400

1

-500 I 1 I 1 I 1 1 I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

X

Figura 5.35. Grafica de las soluciones numéricas parayu =5 (h = 0.4)

En este caso se aprecian notables diferencias entre los resultados que se
obtienen con los dos métodos.

La soluciéon que proporciona la funcion spline3pnl se comporta de modo
inestable, como se puede observar, para el tamano de paso considerado.
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El comportamiento de la solucidbn correspondiente al método
implementado a partir de la funcién splinedpnl, apenas se distingue en la
grafica anterior, por lo que la vamos a representarla por separado para poder
observarla mas en detalle:

Graficas del pseudo spline cuartico con h=0.4

25 T T T T T T T T T
— )

2 - -
15+ -
1 - -
05 -
g o ]
—05F i
_1 - -
15k a
2k _

25 1 ! I ! L ! L ! L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.36. Solucién numérica obtenida mediante Pseudo-Splines Cuérticos parau =5 (h = 0.4)

La forma que presenta la solucidbn numérica anterior nos hace sospechar
la causa de las inestabilidades que presenta el método basado en Splines
Cubicos. Observamos "picos" y rapidisimas variaciones (algunos trozos de la
grafica son casi verticales) de los que el método no puede dar cuenta con un
paso tan grande.

El método basado en Pseudo-Splines Cuarticos es mucho mas preciso
(orden 4 frente a 2) y ademas utiliza casi el doble de puntos de colocacion para
un mismo tamano de paso, por lo que se comporta mejor, si bien, como
veremos posteriormente al reducir el tamano de paso, no proporciona aln una
solucion numérica precisa.
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Las diferencias entre ambos métodos para este valor del parametro u son
claras. De hecho, si se amplia el intervalo final de x de la Figura 5.36, las
graficas que se distinguen en la representacion son totalmente dispares:
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Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4
500 T T T T T

e—— T T T
400 b .
300} |
200 .

100 ' N\

y(x)

-100} )

-200 i

-300}-, y3ed)
/ — y41(x)

-400 ! I I 1 I I I 1 I
99 99.1 99.2 993 99.4 99.5 99.6 99.7 99.8 99.9
X

100

Figura 5.37. Detalle de la grafica 5.36: zoom de las soluciones numéricas, u = 5 (h = 0.4)

Al disminuir el tamano de paso, se puede percibir una gran mejora en las
soluciones numeéricas proporcionadas por ambos métodos, pero muy
especialmente en la del método spline3pnl. A medida que disminuye el paso,
cada vez se asemejan mas las soluciones de ambos métodos. Veamosio:

Tabla 5.20. Valores de las soluciones numéricas en x = [99,99.8] parau = 5 (h = %,

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pn/’

i=0,1,..4)

99.0 -3.340929e+02  1.147167¢+00 1.876527e+00  1.919262e+00  1.924975e+00
99.2| 9.964614e-01  1.047317e+00 1.846662e+00  1.890555e+00  1.896415e+00
99.4| 3.377855e+02  9.133571e-01  1.815927e+00  1.861082e+00  1.867102e+00
99.6| 4.913358e+02  7.043931e-01  1.784234e+00  1.830774e+00  1.836969e+00
99.8| 3.375382e+02  2.668194e-01  1.751485e+00  1.799551e+00  1.805938e+00
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SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pn/’

i=1 i=2 i =3

99.0 -1.427466e+00 1.864198e+00 1.923882e+00 1.926342e+00 1.926452e+00
99.2 -1.374210e+00 1.833980e+00 1.895294e+00 1.897817e+00 1.897930e+00
99.4 -1.315473e+00 1.802858e+00 1.865950e+00 1.868542e+00 1.868658e+00
99.6 -1.249336e+00 1.770739e+00  1.835784e+00 1.838450e+00 1.838569e+00

99.8 -1.172760e+00 1.737516e+00 1.804717e+00 1.807465e+00 1.807588e+00

Ahora las dos ultimas columnas de la tabla de soluciones numéricas para
el método spline4pnl, difieren en poco mas de una diezmilésima en los puntos
considerados. Ademas, comparando los resultados de las Ultimas columnas
obtenidas a partir de ambos métodos, observamos que las discrepancias son
de menos de dos milésimas.

Para un paso h = 0.0125, la representacion de las distintas soluciones ya
es muy similar entre si, y resultan muy dificiles de distinguir:

Soluciones numéricas con h=0.0125
25 T T T T T T T T T

\ \l'. \ '

0.5

y(x)
o
T

| !
o5l | | | } ||

25 1 I 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.38. Grafica de las soluciones numéricas para u = 5 (h = 0.0125)
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5.8. Ejemplo7

5.8.1. Planteamiento del problema

Consideremos en este ejemplo un problema interesante tanto desde el
punto de vista cientifico como desde el tedrico.

El P.V.F. no lineal dado en términos de la ecuacion del tipo Bratu:

{ u""(S) = —e*®
u(0)=u(1)=0

(5.12)

Esta ecuacion es muy mencionada en la literatura cientifica, como ejemplo
de ecuacion No lineal. Ademas, la ecuacion de Bratu es una ecuacion
diferencial ampliamente utilizada para el diseno de reactores quimicos, de
modo que es de gran interés en Ingenieria, especialmente en Ingenieria
Quimica.

El problema (5.12) admite dos soluciones, ambas positivas y simétricas
respecto del punto medio del intervalo 0.5, siendo una de ellas notablemente
mayor que la otra.

Las soluciones, en este caso, son conocidas y vienen dadas por la
expresion:
cosh(,u (S - 0.5))
K
cosh(z)

(5.13)

u(S) =-2In

donde ha de tomarse u como una de las dos soluciones positivas de la ecuacion
no lineal: 2 u*> = cosh? (%).

Concretamente, se obtienen los valores: p; = 0.758582299525377 y u, =
5.469351386061054, respectivamente, para cada una de las dos posibles
soluciones.

5.8.2. Resolucion

Este Problema de Valores de Frontera es No lineal, de modo que para su
resolucion vamos a utilizar los métodos fundamentados en el Método del
Disparo que recurren a Splines Culbicos y Pseudo-Splines Cuarticos, es decir,
los métodos spline3pcnly splinedpcnl.
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El problema esta definido para valores de S = x € [0,1], y en nuestros
experimentos vamos a aproximar la solucion del problema que se obtiene al
tomar u = pu; = 0.758582299525377, esto es, la mas pequena de las dos que
admite nuestro problema.

El cédigo de Matlab que nos permite realizar los experimentos se
encuentra recogido en los Anexos, en su apartado 7.3.7.

5.8.3. Resultados

Para nuestros experimentos numéricos, hemos comenzado tomando un
ndamero pequeno de subintervalos n = 5, es decir, hemos tomado un tamano
de paso fijo h = 0.2.

Si  representamos graficamente las soluciones numéricas que
proporcionan los métodos, junto a la solucién exacta evaluada en los diferentes
puntos considerados, se obtiene la siguiente grafica, que muestra soluciones
numeéricas dificilmente distinguibles de la solucidon exacta de nuestro problema
y simétricas respecto del punto medio del intervalo:

Soluciones numéricas con h=0.2

0.16 T T T T T T T T T

— y31(x)
— y#(x)

0.14

0.12

0.1

0.08

y(x)

0.06

0.04

0.02

-0.02 I 1 I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Figura 5.39. Gréafica de las soluciones numéricas y exactas (h = 0.2)
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Zoom de las soluciones numéricas con h=0.2
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0.1399 L L

1
0.499 0.4995 05 0.5005 0.5015

X

Figura 5.40. Detalle de la gréafica anterior: zoom de las soluciones numéricas y exacta (h = 0.2)

En la Gltima grafica se aprecia que, pese al zoom realizado, la soluciéon
numérica que proporciona splinedpcnl es practicamente indistinguible de la
solucion exacta, mientras que las diferencias entre éstas y la solucion
proporcionada por spline3pcnl son mucho mayores: No obstante, notese que,
en vista de la escala de la grafica, los valores de dichas diferencias no son
grandes como pudieran parecer.

Vamos a recoger a continuacion, en una tabla, los valores de las soluciones
numéricas y exactas en varios puntos del intervalo de integracion. Los puntos
se han tomado en la mitad final del intervalo, pues, como ya vimos en la Figura
5.40, estas soluciones son simétricas respecto al punto x = 0.5.

Tabla 5.21. Valores de las soluciones numéricas en x = [0.5,1] (h = 0.2)

x y31(x) y41(x) y(x)
0.5 1.399715e-01 1.405381e-01 1.405392e-01
0.6 1.342531e-01 1.347891e-01 1.347903e-01
0.7 1.171402e-01 1.176082e-01 1.176091e-01

0.8 8.884431e-02 8.918923e-02 8.918993e-02

0.9 4.965443e-02 4.984644e-02 4.984679¢-02

1.0 9.714451e-17 -1.526557e-16 -0.000000e+00
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Observamos errores por debajo de una diezmilésima para el método
splinedpcnly menores de cuatro centésimas para el método spline3pcnl.

Si ahora analizamos la evoluciéon de dichas soluciones numéricas cuando
. - .. 0.2 .
se modifica el tamano de paso de acuerdo a la relacion: h = i L= 01,..,6,

obtenemos la siguiente tabla para los errores, al comparar con la solucion
exacta de la que se dispone en este caso:

Tabla 5.22. Errores en las soluciones numéricas de los métodos en x = [0.5, 1] (h = OZ;iz,i =0,1, 6)

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline3pcn/’

0.5 -5.68e-04  -1.42e-04 -3.55e-05 -8.8%9e-06  -2.22e-06 -5.56e-07 -1.39e-07

0.6 -5.37e-04  -1.36e-04 -3.40e-05 -8.50e-06 -2.12e-06 -5.31e-07 -1.33e-07

0.7 -4.69e-04  -1.17e-04 -2.93e-05 -7.34e-06  -1.83e-06 -4.59e-07 -1.15e-07

0.8 -3.46e-04  -8.72e-05 -2.18e-05 -5.47e-06 -1.37e-06 -3.42e-07 -8.54e-08

0.9 -1.92e-04  -4.76e-05 -1.19e-05 -2.98e-06 -7.45e-07 -1.86e-07 -4.66e-08

1.0 9.71e-17 -6.94e-18 -3.47e-17 2.26e-17 6.85e-17 3.12e-17 9.54e-18

. z 222
SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO ‘spline4pcn/’

0.5 -1.13e-06  -7.39e-08 -4.61e-09 -2.88e-10  -1.80e-11 -1.12e-12 -3.83e-14
0.6 -1.14e-06  -7.04e-08 -4.39e-09 -2.74e-10 -1.71e-11 -1.07e-12 -3.83e-14
0.7 -9.16e-07  -6.00e-08 -3.74e-09 -2.34e-10 -1.46e-11 -9.03e-13 -3.60e-14
0.8 -7.06e-07  -4.37e-08 -2.73e-09 -1.70e-10  -1.06e-11 -6.52e-13 -2.83e-14

0.9 -3.50e-07  -2.32e-08 -1.44e-09 -9.03e-11  -5.64e-12 -3.35e-13 -1.69e-14

1.0 -1.53e-16  0.00e+00 -4.16e-17 1.73e-17 9.80e-17 2.18e-14 -2.83e-15

Se observa claramente como para el primero de los métodos tiende a
dividirse por cuatro el error cuando se divide por dos el paso, en tanto que, para
el segundo de los métodos el error se viene a dividir por dieciséis. Dicho de otro
modo, los métodos muestran un orden de convergencia dos y cuatro
respectivamente, para este problema.
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Si representamos los errores cometidos por los dos métodos que hemos
considerado para un tamano de paso pequeno como es h = 0.03125, se
obtiene la grafica:

x 107¢ Errores para las soluciones numéricas con h=0.003125
2 T T T T T T T T T

-12+ / i
AN err31

errd1

—14 ! ! ! e ! ! L L

Figura 5.41. Gréafica de los errores en la aproximacion a la solucion (h = 0.003125)

Como vemos, el error al utilizar Pseudo-Splines Cuarticos es practicamente
nulo (roza la precision maxima que se puede obtener en doble precision),
mientras que para el caso de Splines Culbicos, es mayor y sigue un
comportamiento parabdlico, alcanzando su maximo en el punto medio del
intervalo x = 0.5. No obstante, puede observarse en la escala de la grafica
anterior (- 1078), que sus valores son pequefos, en cualquier caso.

Si representamos en doble escala logaritmica los errores de cada método
en dicho punto medio, frente al tamano de paso, podemos determinar el orden
de los métodos spline3pcnly splinedpcnl experimentalmente.
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Error para el spline cubico en x=0.5
T T T T T T T T T

35} / ]

log(error)

I I Y 1 1 1 1 I I
-35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5
log(h)

Figura 5.42. Grafica en doble escala logaritmica del error para Splines Cubicos en el punto x = 0.5.

Error para el pseudo spline cuartico en x=0.5
-B6F T T T T T LI T T T ™

log(error)

log(h)

Figura 5.43. Grafica en doble escala logaritmica del error para Pseudo-Splines Cuarticos en x = 0.5.
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La pendiente de la grafica para el método spline3pcnl, proporciona el
orden efectivo para este problema, que como ya adelantamos a partir de la
-3.2-(-6.8) 2
—07-(-25)

tabla de errores es m =

Por otra parte, para el método splinedpcnl, se observa en la grafica
-6—(—13.3)
0.7—(-2.5)
convergencia para este problema de orden 4.

anterior, una pendiente dada por m = = 4, lo que determina una

5.9. Ejemplo 8

5.9.1. Planteamiento del problema

La distribucion de temperaturas de una aleta de radiacion de perfil
trapezoidal, viene determinada por el siguiente P.V.F. no lineal:

w1 tga , By*()

Y (r)-( r+p+(1—r)tga+9)y(r)+(1—r)tga+9

(0) = 1 (5.14)
y' (1) =0

5.9.2. Resolucion

En vista de las condiciones del Problema de Valores de Frontera (5.14), por
estar la condicion en el punto final dada en términos de una derivada, vamos
a proceder a su resolucion mediante los métodos spline3pcni2 y splinedpcni2.

Para su resolucion, hemos elegido los siguientes valores de los
parametros: a = 6°, p = 0.5,0 = 0.05, = 0.1.

Consideraremos grados sexagesimales en las evaluaciones de las
funciones trigonométricas.

El codigo que implementa este problema, aparece incluido en el apartado
7.3.8 de los Anexos.
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5.9.3. Resultados

Seleccionando un tamano de paso h = 0.125, hemos recogido en la
siguiente tabla los valores de las aproximaciones numéricas a la solucion en
varios puntos del intervalo en el que esta definido nuestro problema, esto es,
x € [0,1]. Se tiene:

Tabla 5.23. Valores de las soluciones numéricas (h = 0.125)

X y31(x) y41(x)
0.0 1.000000e+00 1.000000e+00
0.2 9.034501e-01 9.044018e-01
0.4 8.386996e-01 8.400033e-01
0.6 7.941344e-01 7.956722e-01
0.8 7.656932e-01 7.674569e-01
1.0 7.546521e-01 7.565531e-01

Notese que son similares entre si y que, de hecho, difieren en menos de
dos centésimas. Esto se aprecia en la siguiente grafica que muestra las
aproximaciones obtenidas a la distribucion de temperaturas:

Soluciones numéricas con h=0.125

K T T T T T T T T T
\
\ —y31x)
— y41(x)
0951 -
09 1
=
=
0.85F AN =
08 =
0.75 | L L ! ! ! I | i
0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1

X

Figura 5.44. Gréafica de las soluciones numéricas (h = 0.125)
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0.757

Zoom de las soluciones numeéricas con h=0.125

0.7565

0.756

y(x)

0.7555

0.755

0.7545

— y31(x)
— y41(x)

0.98

1.005

Figura 5.45. Detalle de la gréafica anterior: zoom de las soluciones numéricas (h = 0.125)

Al ir disminuyendo el tamano del paso, como ocurria con otros métodos
evaluados en ejemplos anteriores, las soluciones son cada vez mas parecidas,
como puede apreciarse en las siguientes tablas:

0.0 1.00000e+00

1.00000e+00

1.00000e+00

1.00000e+00

1.00000e+00

1.00000e+00

0.2 9.034501e-01 9.041667e-01  9.043400e-01  9.043830e-01  9.043938e-01  9.043964e-01
0.4 8386996e-01 8396788e-01 8.399195e-01 8.399793e-01  8.399943e-01  8.399980e-01
0.6 7.941344e-01 7.952889e-01  7.955743e-01  7.956454e-01  7.956632e-01  7.956676e-01
0.8 7.656932e-01 7.670176e-01  7.673461e-01  7.674281e-01  7.674486e-01  7.674538e-01
1.00 7.546521e-01 7.560789e-01  7.564369e-01  7.565265e-01  7.565489e-01  7.565545e-01
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SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO “spline4pcni2’

i=1

i=2

i=3

0.0 1.00000e+00  1.00000e+00  1.00000e+00  1.00000e+00  1.00000e+00  1.00000e+00
0.2 9.044018e-01  9.043976e-01  9.043974e-01  9.043973e-01  9.043973e-01  9.043973e-01
0.4 8.400033e-01 8.399995e-01  8.399993e-01  8.399993e-01  8.399993e-01  8.399993e-01
0.6 7.956722e-01 7.956693e-01 7.956691e-01  7.956691e-01  7.956691e-01  7.956691e-01
0.8| 7.674569e-01 7.674556e-01  7.674555e-01  7.674555e-01  7.674555e-01  7.674555e-01
1.0 7.565531e-01 7.565561e-01  7.565563e-01  7.565563e-01  7.565563e-01  7.565563e-01

Las tres dltimas columnas de la tabla de soluciones numéricas para el
método splinedpcnl2 son idénticas en los puntos considerados (para el nimero
de cifras mostrado). Ademas, comparando los resultados de las Ultimas
columnas obtenidas a partir de ambos métodos, observamos que las
discrepancias son de menos de dos millonésimas.

De hecho, si representamos las soluciones numéricas obtenidas con
ambos métodos, para el tamano de paso mas pequeno considerado en nuestro
experimento, observamos que son indistinguibles:

Soluciones numéricas con h=0.00390625
1R T T T T T T T T T

\
— y3(x)
— y41(x)
0.95F .
0.9} -
3
=
0.85F -
0.8} -
\\.
~_
~__
075 | 1 | 1 | 1 | 1 Iii?ii -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Figura 5.46. Gréafica de las soluciones numéricas (h = 0.00390625)
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5.10. Ejemplo 9

5.10.1. Planteamiento del problema

La deflexion de una viga en voladizo sometida a una carga concentrada se
puede obtener resolviendo el P.V.F. siguiente:

y'(x)+Ax cos(y(x)) =0
y'(0)=0 (5.15)

y(1) =0

Este problema surge a menudo en el Calculo de Estructuras y la
Resistencia de Materiales, campos muy destacados en varias ramas de la
Ingenieria Industrial tales como: Ingenieria Civil, Ingenieria de Edificacion e
Ingenieria Mecanica.

5.10.2. Resolucion

Este Problema de Valores de Frontera tiene condiciones especiales, ya que
la condicion de contorno en el punto inicial del intervalo x € [0,1], en que esta
definido el problema, viene dada en términos de una derivada. Es por ello que
utilizaremos los métodos spline3pcni3 y splinedpcni3 en su estudio.

Para nuestros experimentos hemos elegido un valor del parametro 1 = 8.

5.10.3. Resultados

Tomando un nimero de subintervalos n = 8, que determina un tamano de
paso h = 0.125, se obtienen las aproximaciones numéricas a la solucion del
problema (5.15) que se presentan en la Tabla 5.25 de la siguiente pagina.
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Tabla 5.25. Valores de las soluciones numéricas (h = 0.125)

9.424559e-01 9.401299e-01

- 9.361630e-01 9.338299e-01
- 8.914288e-01 8.891204e-01
- 7.644683e-01 7.624775e-01
- 4.955586e-01 4.945404e-01
- 2.220446e-15 1.887379e-15

La representacion de estas soluciones proporciona las graficas:

Soluciones numéricas con h=0.125
1 T T T T T T T T T

T —— y31(x)
091 —— 1) ]

08

02

Figura 5.47. Grafica de las soluciones numéricas (h = 0.125)
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Zoom de las soluciones numéricas con h=0.125
0.07 T T T T
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Figura 5.48. Detalle de la grafica anterior: zoom de las soluciones numéricas (h = 0.125)

Como vemos, a pesar de haber ampliado la grafica de las soluciones,
ambos métodos proporcionan soluciones muy parecidas, lo que indica que
estos métodos resuelven con precision este tipo de problema.

El resultado anterior puede mejorarse alin mas disminuyendo el tamano
de paso. Es por ello que repetimos nuestro experimento con sucesivas
reducciones del tamano del paso y recogemos los resultados en las siguientes
tablas:

. P 0.125 .
Tabla 5.26. Valores de las soluciones numéricas (h = = 0,1, ..

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO “spline3pcni3’

0.0 9.424559e-01 9.407096e-01  9.402688e-01  9.401584e-01  9.401307e-01  9.401238e-01
0.2 9.361630e-01  9.344110e-01  9.339686e-01  9.338577e-01  9.338299e-01  9.338230e-01
0.4 8.914288e-01 8.896952e-01 8.892561e-01  8.891460e-01 8.891184e-01 8.891115e-01
0.6| 7.644683e-01 7.629729e-01  7.625900e-01  7.624938e-01  7.624697e-01  7.624637e-01
0.8 4.955586e-01 4.947930e-01  4.945913e-01  4.945402e-01  4.945274e-01  4.945242e-01
1.0 2.220446e-15 1.526557e-15  1.720846e-15  2.456368e-15  1.800643e-15  1.153591e-15
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0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

9.401299e-01

9.338299e-01

8.891204e-01

7.624775e-01

4.945404e-01

1.887379e-15

SOLUCIONES NUMERICAS CON EL METODO “spline4pcni3’

9.401221e-01

9.338213e-01

8.891100e-01

7.624627e-01

4.945242e-01

1.332268e-15

9.401216e-01

9.338207e-01

8.891093e-01

7.624618e-01

4.945232e-01

3.941292e-15

9.401215e-01

9.338207e-01

8.891092e-01

7.624617e-01

4.945231e-01

1.318390e-15

9.401215e-01

9.338207e-0

8.891092e-01

7.624617e-01

4.945231e-01

4.510281e-16

9.401215e-01

9.338207e-01

8.891092e-01

7.624617e-01

4.945231e-01

1.283695e-15

Las tres dltimas columnas de la tabla de soluciones numéricas para el
método splinedpcnl2 son idénticas en los puntos considerados (para el nimero
de cifras mostrado), salvo por errores de redondeo en el nodo final. Ademas,
comparando los resultados de las Gltimas columnas obtenidas a partir de
ambos métodos, observamos que las discrepancias son de menos de tres
millonésimas.

En la siguiente grafica incluimos las soluciones numéricas que
proporcionan ambos métodos para el tamano de paso mas pequeno
considerado. Como se observa, son indistinguibles a esta escala y reproducen
fielmente la solucion exacta de nuestro problema.

Soluciones numéricas con h=0.00390625
1 T T T T T T T T T

—_— — y31(x)

09 — y41(x)

08
0.7
06 B

Zosf .

02F S

01F \

0 L 1 L 1 1 I 1 1 I \
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7
X

Figura 5.49. Gréfica de las soluciones numéricas (h = 0.00390625)
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6. CONCLUSIONES

6.1. Resultados obtenidos

Tras el extenso analisis que se ha realizado en el capitulo anterior,
podemos concluir que los objetivos planteados en un principio se han cumplido
sobradamente.

Hemos comprobado que los métodos propuestos en este Trabajo de Fin de
Grado permiten aproximar mediante funciones polinomiales a trozos de clase
C?, con precision y coste computacional asociado bajo, las soluciones a
problemas de valores iniciales y de contorno, tanto lineales como no lineales,
gue involucran Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden, como
se pretendia inicialmente.

En general, todos los métodos considerados proporcionan soluciones
numeéricas precisas cuando se utiliza un tamano de paso adecuado al
problema. Eso si, son especialmente destacables los resultados que se
obtienen al aplicar nuestros métodos de colocacion basados en Pseudo-Splines
Cuarticos. Hasta donde hemos podido comprobar, consultando una extensa
bibliografia del tema, no han sido implementados previamente en ningln
articulo cientifico.

Los métodos de colocacion basados en Splines Cubicos, sin ser originales,
han sido implementado de manera eficiente y original para varios problemas,
reduciendo el coste computacional asociado a su aplicacion.

Hemos mostrado experimentalmente que los métodos basados en Splines
Cubicos tienen un orden de convergencia cuadratica, en tanto que los nuevos
métodos propuestos, basados en Pseudo-Splines Cuarticos, convergen con
orden cuatro.

Es especialmente resenable que las aproximaciones numeéricas que
proporcionan nuestros métodos vienen dadas en términos de funciones muy
sencillas de evaluar (son polinomiales a trozos) y de derivar. Ademas, el ser de
clase C? las hace especialmente indicadas para aplicaciones a la Industria y
la Ingenieria. Por ejemplo, si los movimientos de una maquina industrial vienen
descritos por la solucién de un problema del tipo considerado en esta memoria,
es en general importante que tanto la posicion, como la velocidad y aceleracion
se comporten de manera continua. Nuestras soluciones numéricas cumplirian
con estos requerimientos.
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6.2. Conclusiones

Los analisis realizados a través de numerosos experimentos numeéricos,
que como ya hemos mencionado muestran el cumplimiento de los objetivos
perseguidos en este proyecto, nos permiten, a mayores, extraer las siguientes
conclusiones:

= En este trabajo se ha analizado, con éxito, la gran importancia de
problemas formulados en términos de Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden en muchos ambitos, especialmente el de Ingenieria,
mediante diversos ejemplos que se han proporcionado.

= Se han ampliado nuestros conocimientos relativos a la resolucion
de Problemas de Valores Iniciales y en la Frontera, dados en
términos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo
Orden, introduciendo para ello, brevemente, los métodos clasicos
utilizados para tal fin, y presentando nuevos métodos innovadores.

= Se halogrado implementar con éxito en Matlab los nuevos métodos,
resultando programas sencillos, precisos y de bajo coste
computacional asociado.

= Los resultados que se obtienen al aplicar nuestros métodos
implementados en Matlab a problemas reales del ambito de la
Ingenieria y de la Clencia son incluso mejores de lo que cabia
esperar inicialmente.

= Se ha cumplido con el caracter formativo inherente a este tipo de
proyectos. De hecho, este trabajo nos ha permitido experimentar en
primera persona el ambito de la Investigacion, relacionada en este
caso con el Analisis Numérico.

Ademas, el analisis realizado nos permite identificar algunas propiedades
y caracteristicas destacables de los métodos propuestos, que en algunos
aspectos mejoran a otros clasicos. Principalmente:

= Son muy precisos (especialmente los de orden 4).
= Son sencillos de implementar.
= El coste computacional asociado a su aplicacion es bajo.

= Las soluciones que proporcionan son de clase C?2.
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6.3.

Pueden aplicarse con éxito a un gran nimero de problemas de
interés.

Permiten resolver algunos problemas "dificiles", para los que
muchos métodos clasicos no proporcionan una solucién precisa a
un coste computacional razonable.

Lineas de continuacion

Se proponen las siguientes lineas futuras para continuar con este trabajo:

Estudiar una posible generalizacion de los nuevos métodos
propuestos, que sea aplicable a problemas que involucren otros
tipos de ecuaciones diferenciales, por ejemplo, ecuaciones con
ordenes diferentes al considerado: Ecuaciones Diferenciales de
Primer Orden, Tercer Orden, etc.

Buscar una extension de nuestros métodos que los haga aplicables
a la resolucion de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Estudiar la obtencion de métodos basados en Splines y Pseudo-
Splines, pero utilizando otro tipo de técnicas distintas a la de
colocacion, como, por ejemplo: la de minimos cuadrados, la de
Rayleigh-Ritz, etc.

Implementar los métodos de modo que se vean afectados en menor
medida por los errores de redondeo en problemas "dificiles" y
especialmente sensibles a la acumulacion de los mismos.
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7. ANEXOS: CODIGO DE MATLAB

En este anexo se presenta el codigo de los diferentes programas y
funciones de Matlab en los que se han implementado los métodos numéricos
de resolucion que se han explicado a lo largo del proyecto.

También se incluyen los programas que corresponden a los ejemplos de
experimentacion numérica que se han utilizado para el analisis de dichos
métodos.

7.1. Métodos de resolucion basados en Splines

Comenzamos mostrando los codigos de Matlab de los métodos cuyo
fundamento es la Teoria de Splines y que fueron explicados en el Capitulo 3.

7.1.1. Funciones para resolver Problemas de Valores Iniciales Lineales

A. Método de resolucion basado en Splines Cubicos para P.V.l. lineales

function [c] = spline3p(a,b,n,x,p,q,r,zl,2z2)

La funcidén spline3p resuelve EDOs de 2%orden lineales con
condiciones iniciales mediante aproximaciones obtenidas con.

splines cubicos.

spline3p es una funcidn que calcula los coeficientes de un
spline clbico S en el intervalo [a,b], basado en los n+l nodos
distintos y ordenados en forma creciente, contenidos en el

vector x=(x_1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un
polinomio S _k de grado <=3 definido por:
S k(x)=c(k,4)+c(k,3)*(x-x_k)+c(k,2)* (x-x_k)"2+c(k,1)*(x-x_k)"3

para cada k=1, 2,..., n

INPUT:

a = extremo inicial del intervalo

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particidén del intervalo [a,Db]
x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma

o° o° o oA o° o A A° A° O A A o° O A o o° O o° o o° o°

creciente y con x l=a y x n+l=b
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p,d,r = coeficientes (definidos como funciones de la variable
independiente) de la EDO de 2° orden: y''=p*y'+tg*y+r

cuya solucidén tratamos de aproximar con el spline S

z1,z2 = valores de las condiciones iniciales de la EDO de 2°
orden: y(a)=z1l, y'(a)=z2

OUTPUT:

c = matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n coeficientes que

determinan de manera uUnica el spline cubico. La fila k-ésima
de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I k,
en la base: [(x-x k)*3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1] (orden
decreciente de potencias, esto es:

S _k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"3+c(k,2)*(x-x_k)"2+c(k,3)* (x-x_k)
c(k,4).

0 o0 0 A0 A O A I O A I O A d° ° o° o°

Queremos que nos muestre bastantes decimales:
format long

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden

o0 o° o°

decreciente de potencias

c=zeros(n,4);

oo oe

la componente k-ésima de h almacenara h k=x k+l-x k
h=zeros(n,1);
for i=l:n
h(i)=x(i+1)-x(i);
end

Los vectores P, Q y R almacenaradn respectivamente los valores de
los coeficientes de la ecuacidn: y''=p*ry'+g*ryt+r

Los valores en los nodos x _k se almacenaran en las componentes

o° d° o o° o°

k-ésimas para k=1, 2, ..., n+l
P=zeros (n+1,1);
Q=zeros (n+1l,1);
R=zeros (n+1,1);

for i=1:n+1

P(i)=p(x(1));

Q(i)=g(x(1));

R(i)=r(x(1));
end

Calculamos los coeficientes de S en el primer intervalo a partir
de las dos condiciones iniciales y de imponer que se satisfaga

o0 o oo e

la EDO en los dos nodos x 1 y x 2 (condiciones de colocacién):

c(1,2)=0.5*(P(1)*c(1,3)+Q(1)*c(1,4)+R(1));
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c(1l,1)=(R(2)+Q(2) *c(1,4)+(P(2)+0(2)*h (1)) *c(1,3)+(-2+h (1) ...
*(2*%P(2)+Q(2) *h(1))) *c(1,2))/ (h (1) *(6-h (1) *(3*P(2)+Q(2) *h(1))));
c(1,1)=(Q(2) *c(1,3)+(2*P(2)+Q(2) *h (1)) *c (1, 2) +
((P(2) P(1))*c(1,3)+(Q(2)-Q(1))*c(1,4)+
(R(2)-R(1)))/(h(1)))/(6-h(1)*(3*P(2)+Q(2) *h(1)))

Calculamos los coeficientes de S en los restantes intervalos de

o0 o° o0 o oo o

forma recursiva:
for i=2:n
c(i,4)=c(i-1,4)+h(i-1)*(c(i-1,3)+h(i-1)*(c(i-1,2)+
c(i-1,1)*h(i-1)));
c(i,3)=c(i-1,3)+h(1i-1)*(2*c(i-1,2)+3*c(i-1,1)*h(i-1));
c(i,2)=c(i-1,2)+3*c(i-1,1)*h(i-1);
c(i,1)=(R(1i+1)+Q(i+1)*c(i,4)+(P(i+1)+Q(i+1)*h (1)) *c(i,3)+
(=2+h (1) * (2*P (1+1)+Q (i+1)*h (1)) ) *c(1,2))/ (h(i)* (6-...
h(i)*(3*P(i+1)+Q(i+1)*h(i))))
c(i,1)=(Q(i+1)*c(i,3)+(2*P(1+1)+Q(i+1)*h(i))*c(i,2)...
+((P(i4+1)-P (1)) *c(1,3)+(Q(i+1)-Q (1)) *c(i,4)+(R(i+1)-R(1))) ...
/(h(i)))/ (6-h(i)*(3*P(i+1)+Q(i+1)*h(i)))

o° oo oo

end

end

B. Método de resolucion basado en Pseudo-Splines Cuarticos para P.V.I.

lineales

function [c] = splinedp(a,b,n,x,p,q9,r,zl,2z2)

La funcidén splinedp resuelve EDOs de 22 orden lineales con
condiciones iniciales mediante aproximaciones obtenidas con
pseudo splines cuarticos.

splinedp es una funcidén que calcula los coeficientes de un
pseudo spline cuartico S en el intervalo [a,b], basado en los
n+l nodos distintos y ordenados en forma creciente, contenidos
en el vector: x=(x 1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

polinomio S _k de grado <=4 definido por:

S _k(x)=c(k,5)+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,3)*(x-x_k)"2+c(k,2)*(x-x_k)"3
c(k,1)*(x-x_k)"4

para cada k=1, 2,..., n

INPUT:

0 0 0 O A A O A O A I A N d° O o°
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o

% a = extremo inicial del intervalo

% b = extremo final del intervalo

% n = nUmero de subintervalos de la particidén del intervalo [a,Db]
% x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma

% creciente y con x l=a y x n+l=b

% p,9,r = coeficientes (definidos como funciones de la variable
% independiente) de la EDO de 2° orden: y''=p*y'+tg*y+r

% cuya solucidén tratamos de aproximar con el spline S

% z1,z2 = valores de las condiciones iniciales de la EDO de 2°

% orden: y(a)=z1l, y'(a)=z2

% OUTPUT:

% ¢ = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que

o°

determinan de manera uUnica el pseudo spline cuartico. La

o°

fila k-ésima de c contiene los coeficientes de S k en el

o°

intervalo I _k, en la base:

[(x-x_k)"4, (x-x_k)"*3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1]

(orden decreciente de potencias), esto es:

S _k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"4+c(k,2)*(x-x_k)"3+c(k,3)* (x-x_k)"2
+c(k,4) * (x-x_k)+c(k,5).

0 o° o o° oo o°

o

Queremos que nos muestre bastantes decimales:
format long;

%

o)

% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S _k en orden
o)

% decreciente de potencias
c=zeros (n,5);

o

o)

% la componente k-ésima de h almacenarda h k=x k+l-x k
h=zeros(n,1);

for i=1:n
h(i)=x(i+1)-x(1);
end

o°

o

Los vectores P, Q y R almacenaran respectivamente los valores de

o°

los coeficientes de la ecuacidn: y''=p*ry'+g*y+r

o

o

Los valores en los nodos x _k se almacenaran en las componentes
2*k-1 para k=1, 2, ..., n+l

o° oo

o

Los valores en los puntos medios de los intervalos:

o

(x_k+x k+1)/2 se almacenaran en las componentes 2*k para
k=1, 2, ..., n

o

P=zeros (2*n+1,1);
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Q=zeros (2*n+1,1);
R=zeros (2*n+1,1) ;

for i=1:n+1
(2*i-1)=p(x(i));
2*i-1)=q(x(1i));

P
Q
R(2*1i-1)=r(x(1));

(
(

end

P(2*1)=p(0.5* (x(1)+x(1i+1)))

Q(2*1)=q(0.5* (x (1) +x(i+1)))

R(2*1)=r(0.5* (x(i)+x(i+1)))
end

Calculamos los coeficientes de S en el primer intervalo a partir
de las dos condiciones iniciales y de imponer que se satisfaga

o° o o° o°

la EDO en los dos nodos x 1, x 2 y en el punto medio:

c(1,3)=0.5*(P(1)*c(1,4)+Q(1)*c(1,5)+R(1));

all=6-h (1) *(3*P(3)+Q(3)*h (1)) ;
al2=12-h (1) *(4*P(3)+0Q0(3)*h (1))
a21=3-h (1) *(0.75*P (2)+0.125*Q(2)*h (1)) ;
a22=3-h(1)*(0.5*P(2)+0.0625*Q(2)*h (1)) ;

aa=all*a22-al2*a2l;

b1l=R(3)+0(3)*c (1,5)+ (P (3)+Q(3)*h (1)) *c(1l,4)+(-2+h(1)* (2*P(3) ...
+Q(3)*h(1))) *c(1,3);

b2=R(2)+Q (2) *c (1,5)+ (P (2)+0.5*Q(2) *h (1)) *c(1,4)+ (-2+h (1) *(P(2) ...
+0.25*%Q(2)*h(1))) *c(1,3);

(1,2)=(a22*bl-al2*b2)/(h (1) *aa);
(1,1)=(-a21*bl+all*b2)/ (h (1) "2*aa);

Q Q

Calculamos los coeficientes de S en los restantes intervalos de

o° o° o°

forma recursiva:

for i=2:n

c(i,5)=c(i-1,5)+h(i-1)*(c(i-1,4)+h(i-1)*(c(i-1,3)+
h(i-1)*(c(i-1,2)+c(i-1,1)*h(i-1))));

c(i,4)=c(i-1,4)+h(i-1)*(2*c(i-1,3)+h(i-1)*(3*c(i-1,2)+
4*c(1-1,1)*h(i-1)));

c(i,3)=c(i-1,3)+h(i-1)*(3*c(i-1,2)+6*c(i-1,1)*h(i-1));

all=6-h(1)* (3*P(2*i+1)+Q(2*i+1)*h (1)) ;
al2=12-h (i) * (4*P(2*i+1)+Q(2*l+1) h(i));
a2l=3-h(1i)* (0. 75*P( 1)+0.125*Q(2*1)*h(i));
a22=3-h(1)*(0.5*P(2*1)+0.0625*Q(2*1)*h (1))

aa=all*a22-al2*a2l;
P1=R(2*1+1)+Q(2*1+1)*c(i,5)+ (P (2*i+1)+Q(2*i+1)*h(i))*c(i,4) ...
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+(=24+h (1) *(2*P(2*1+1)+Q (2*i+1) *h (1)) ) *c (i, 3);
b2=R(2*1)+Q(2*1i)*c(1i,5)+(P(2*1)+0.5*Q(2*1)*h (1)) *c(i,4)...
+(-24+h (1) *(P(2*1)+0.25*Q(2*1) *h (1)) ) *c(i,3);

c(i,2)=(a22*bl-al2*b2)/(aa*h(i));
c(i,l)=(-a2l*bl+all*b2)/ (aa*h(i)"2);
end
end

7.1.2. Funciones para resolver Problemas con Valores en la Frontera

Lineales

A. Método de resolucion basado en Splines Culbicos para P.V.F. lineales

con condiciones de contorno generales

function [c] = spline3pc2 (AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1l,z2)

o

o©

La funcidén spline3pc2 resuelve EDOs de 22 orden lineales con
condiciones de contorno bastante generales.

o°  oe

o

spline3pc2 es una funcidén que calcula los coeficientes de un

o

spline cuUbico S en el intervalo [a,b], basado en n+l nodos,

o

distintos equiespaciados y ordenados en forma creciente:
x_k=a+(k-1)h, con h=(b-a)/n, para: k=1, 2,..., n+tl, contenidos

o°  o°

en el vector x=(x_1,x 2,...,x n+l).

Por tanto: x l=a y x n+l=b.

o°  o°

o

En cada intervalo I k=[x k, x k+1] el spline S viene dado por un

o

polinomio S k de grado <=3 definido por:

S k(x)=(1/h)*[M k+1* (x-x_ k)" 3+M k* (x_k+1-x)"3
N k+1% (x-x_k)+N_k* (x_k+1-x) ]

para cada k=1, 2,..., n.

o°  oe

o° oo

o

Es féacil comprobar que con la descripcién anterior de S, tanto S
como S'' son continuas en [a,b] independientemente de los de los

o°  oe

valores parametros M k y N k que tomemos (k=1, 2,..., n+l).

o

% Por tanto, para determinar S, bastard imponer la continuidad de

o

S' en los n-1 nodos interiores, las n+l condiciones de

colocacidébn consistentea en imponer que S satisfaga la EDO de 2°

o°  oe

orden en los n+l nodos y las dos condiciones de contorno y/o
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iniciales que garantizan que la EDO de 2° orden posee una unica

o°  o°

solucidn.

o°

o°

La continuidad de S' y las dos condiciones de contorno y/o

o°

iniciales permiten expresar los M k en términos de los N k.

o°

Basta pues resolver un sistema lineal tridiagonal de dimensioén

o°

n+l en las incégnitas N _k, lo que haremos con la ayuda del

o°

algoritmo de Thomas (implementado en la funcidén AlgThomas) por

o°

su bajo coste computacional.

o

o°

% INPUT:

% AlgThomas = funcién gque implementa el algoritmo de Thomas

% a = extremo inicial del intervalo

% b = extremo final del intervalo

% n = nUmero de subintervalos de la particidén del intervalo [a,Db]
% p,9,r = coeficientes (definidos como funciones de la variable

% independiente) de la EDO de 2° orden: y''=p*y'+tg*y+r

% cuya solucidén tratamos de aproximar con el spline S

% z1,z2 = valores de las condiciones iniciales y/o de contorno de
% la EDO de 2° orden descritas en forma de lista en la

% forma:

% En x=a, zl=[al,bl,dl] -> denota: al*y(a)+bl*y' (a)=dl

% En x=b, z2=[a2,b2,d2] -> denota: az2*y(b)+b2*y' (b)=d2

% OUTPUT:

% ¢ = matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n coeficientes que

o°

determinan de manera uUnica el spline cubico. La fila k-ésima

o

de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I k,

en la base: [(x-x k)*3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1] (orden

decreciente de potencias), esto es:

S k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"3+c(k,2)*(x-x_k)"2+...
c(k,3)*(x-x_k)+c(k,4).

o° oo

o

%
%

o)

% Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long

o)

% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en la

o)

% base: [(x-x k)*3, (x-x_k)"2, (x-x k), 1] (orden decreciente de
% potencias)
c=zeros(n,4);

%
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o

Los n+l nodos equiespaciados se almacenaran en x
h=(b-a) /n;

x=zeros (n+1,1);
x(1l)=a;
x(n+1l)=b;

for i=2:n
x(i)=a+(i-1) *h;
end

o)
°

% Los vectores P, Q y R almacenaran respectivamente los valores de

o

los coeficientes de la ecuacidén: y''=p*y'+g*y+r, en los nodos

o©

o

Los valores en los nodos x _k se almacenaran en las componentes

o©

k-ésimas para k=1, 2, ..., n+l

P=zeros (n+1,1);
Q=zeros (n+1l,1);

R=zeros (n+1,1);

for i=1l:n+1
P(i)=p(x(1));
Q(1)=a(x(1));
R(i)=r(x(1));
end

o)
°

o©

M y N contendréan los coeficientes de S en la base original.

o

T es una matriz de dimensidén 4* (n+l) que contendréd los

o

coeficientes no nulos del sistema lineal tridiagonal que hay que

o

resolver para obtener los n+l coeficientes N k. Concretamente:

o©

Las tres primeras filas de T contienen los elementos de las

o©

diagonales (de la mas baja a la mas alta) de la matriz

o

tridiagonal de dimensién n+l gque deseamos resolver:

$ T(1,:)=[0, a 2,..., a n+l]

5 T(2,:)=[b 1,..., b n+l]

s T(3,:)=[c_1,...,c_n, O]

s T(4,:)=[d 1,..., d nt+tl] contiene el vector de términos
% independientes

M=zeros (n+1,1);
N=zeros (n+1,1) ;

T=zeros (4,n+1);

T(1,1)=0;

T(2,1)=2*(3+Q (1) *h"2)*z1(2)-2*(3+P (1) *h) *z1 (1) *h;
T(3,1)=-((6-Q(1)*h"2)*z1(2)+P(1)*z1(1)*h"2);
T(4,1)=-(6+h*(3*P(1)-0Q(1)*h))*z1(3)*h+R(1)*(-3*z1(2)+z1(1)*h)*h"2;
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T(1,n+1)=(6-Q(n+1) *h"2) *z2 (2) +P (n+1) *z2 (1) *h"2;

T (2,n+1)=-2% (3+Q (n+1) *h"2) *z2 (2) +2* (=3+P (n+1) *h) *z2 (1) *h;
T(3,n+1)=0;

T (4,n+1)=

(=6+h* (3*P (n+1) +Q (n+1) *h) ) *22 (3) *h+R (n+1) * (3*z2 (2) +22 (1) *h) *h"2;

for i=2:n
T(1,1i)=6+h*(3*P(1i)-0Q(i)*h);
T(2,1)=-4*(3+Q (1) *h"2);
T(3,1)=6-h*(3*P(1)+Q (1) *h);
T(4,1)=6*R(1)*h"2;

end

% Resolvemos el sistema tridiagonal mediante el algoritmo de

o)

% Thomas

N=AlgThomas (T(1,:),T(2,:),T(3,:),T(4,:));

o
°
o)

% Obtenemos los M k a partir de los N k (utilizando las n-1

o)

% condiciones obtenidas al imponer que S' es continua y las 2

o)

% condiciones iniciales y/o de contorno contenidas en zl, z2

M(1)=(-2z1(2)*N(2)+(z1(2)=-2z1(1)*h)*N(1)+z1(3)*h)/((-
3*z1(2)+z1(1)*h)*h"2);

M(n+1)=(z2(2)*N(n) -
(22 (2)+22 (1) *h) *N(n+1)+2z2(3) *h) / ((3*2z2(2)+2z2 (1) *h) *h"2) ;
for i1i=2:n

M(1i)=(N(i+1)=-2*N(1i)+N(i-1))/(6*h"2);

end

o

o©°

Calculamos los coeficientes de S k en el intervalo I k, en la

o

base: [(x-x_k)"3, (x-x k)"2, (x-x k), 1] (orden decreciente de

o

potencias),a partir de los coeficientes M k y N k de la base

o

original

for i=1l:n
c(i,l)=(M(i+1)-M(1)) /h;
c(i,2)=3*M(1);
c(i,3)==-3*M(1)*h+(N(i+1)-N(1))/h;
c(i,4)=N(i)+M(i)*h"2;

end

end
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B. Método de resolucion basado en Pseudo-Splines Cuarticos para P.V.F.

lineales con condiciones de contorno generales

function [c] = splinedpc2 (AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1l,2z2)

0 o° o o° o°

0 o0 0 o° o0 o o° o°

o°  oe

o

o°  oe

o0 o° o°

o

o°

0 0 A0 O O A O O O ° 0 o° O o° o°

o0 o° o°

La funcidén splinedpc2 resuelve EDOs de 22 orden lineales con
condiciones de contorno bastante generales.

splinedpc2 es una funcidén que calcula los coeficientes de un
pseudo spline cuartico S en el intervalo [a,b], basado en n+l
nodos distintos, equiespaciados y ordenados en forma creciente:
x_k=a+(k-1)h, con h=(b-a)/n, para: k=1, 2,..., n+tl, contenidos

en el vector x=(x_1,x 2,...,x n+l).

Por tanto: x l=a y x n+l=b.

En cada intervalo I k=[x k, x k+1] el spline S viene dado por un
polinomio S k de grado <=4 definido por:
S k(x)=(1/h"4)*[A k+1*(x-x_ k)" 4+A k*(x_k+l-x)"4]

+(1/h"3) *[B_k+1* (x-x_k)"3+B_k*(x_k+l-x)"3]

+(1/h"2) *W_k* (x-x_k)*(x_k+1-x)*[1+(1/h"2)* (x-x_k)*(x_k+tl-x)]

para cada k=1, 2,..., n.

En la salida del programa, los coeficientes del pseudo spline
cuartico se daran, sin embargo, en cada intervalo [x k, x k+1]

en la base:

S_k(x)=c(k,5)+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,3) * (x-x_k) "2+c (k,2) * (x-x_k) "3
+c(k, 1) * (x-x_k) ~4

para cada k=1, 2,..., n

Es féacil comprobar que con la descripcién original de S, tanto S

como S'' son continuas en [a,b] independientemente de los
valores de los parametros A k, B k (k=1, 2,..., n+l) y
W k (k=1, 2,..., n) que tomemos.

Por tanto, para determinar S, bastard imponer la continuidad de
S' en los n-1 nodos interiores, las 2*n+l condiciones de
colocacidén consistentes en imponer que S satisfaga la EDO de 2°
orden en los n+l nodos y en los puntos medios de los intervalos
v las dos condiciones de contorno y/o iniciales que garantizan
que la EDO de 2° orden posee una Unica soluciédn.

A partir de las n-1 condiciones de continuidad de S', las 2
condiciones de contorno y las n+l condiciones de colocacidn en
los n+l nodos, conseguimos despejar los A k y los B k

(k=1, 2,..., ntl) en términos de los W k.
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o

Llevando las expresiones obtenidas a las n ecuaciones
correspondientes a las condiciones de colocacidn impuestas en
los puntos medios de los n intervalos, obtenemos finalmente un
sistema lineal tridiagonal en las n incdégnitas W _k(k=1,2,..., n)
que resolveremos con la ayuda del algoritmo de Thomas
(implementado en la funcidén AlgThomas) por su bajo coste

computacional.

INPUT:

AlgThomas = funcién gque implementa el algoritmo de Thomas

a = extremo inicial del intervalo

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]

p,d,r = coeficientes (definidos como funciones de la variable
independiente) de la EDO de 2° orden: y''=p*y'+g*y+r

cuya solucidédn tratamos de aproximar con el spline S

zl,2z2 valores de las condiciones iniciales y/o de contorno de
la EDO de 2°orden descritas en forma de lista en la forma:
En x=a, zl1l=[z1l1,2z12,z13] -> denota: zll*y(a)+zl2*y'(a)=z13

En x=b, z2=[z21,222,2z23] -> denota: z21*y(b)+z22*y' (b)=2z23
OUTPUT:
c = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que
determinan de manera Unica el spline cubico en la base

considerada para la salida.

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;

%

%

%

%

c=

%

o

h=

xX=

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en la
base: [(x-x_k)"™4, (x-x k)"3, (x-x k)*2, (x-x_ k), 1] (orden
decreciente de potencias)

zeros (n,b5);

Los n+l nodos equiespaciados se almacenaran en x
(b-a) /n;

zeros (n+l,1);

x (1) =a;
x (n+1l)=b;

for i=2:n

x(i)=a+(i-1) *h;

end

%
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o

Los vectores P, Q y R almacenaran respectivamente los valores de

o°

los coeficientes de la ecuacidn: y''=p*y'+g*ryt+r

o

o°

Los valores en los nodos x _k se almacenaran en las componentes
2*k-1 para k=1, 2, ..., n+l

o°  oe

o°

Los valores en los puntos medios de los intervalos:

o

(x_k+x k+1)/2 se almacenaran en las componentes 2*k para
k=1, 2, ..., n

oo oe

o

Noétese que en ambos casos hemos escalado convenientemente con

o°

potencias de h o h”2 los valores para evitar posteriores

o

multiplicaciones.

P=zeros (2*n+1,1);

Q=zeros (2*n+1,1);

R=zeros (2*n+1,1);

for i=l:n+l
P(2%i-1)=h*p (x(i));
Q(2*i-1)=h"2*g(x (1)) ;
R(2*i-1)=h"2*r (x (i)

end

i

i

for i=l:n
P(2*1)=h*p(0.5*% (x (1) +x(i+1)));
Q(2*1)=h"2*q(0.5* (x (1) +x(1i+1)))
R(2*1)=h"2*r(0.5* (x (1) +x(1i+1)))

end

’
’

o

o

o

o

% A, B y W contendrédn los coeficientes de S en la base original.
% T es una matriz de dimensidén 4*n que contendrd los coeficientes
% no nulos del sistema lineal tridiagonal que hay que resolver

% para obtener los n coeficientes W _k. Concretamente:

% Las tres primeras filas de T contienen los elementos de las
% diagonales (de la mas baja a la mas alta) de la matriz

% tridiagonal de dimensidén n que deseamos resolver:

$ T(l1,:)=[0, a 2,..., a n]

s T(2,:)=[b_1,..., b n]

s T(3,:)=[c_1,...,c n-1, 0]

s T(4,:)=[d 1,..., d n] contiene el vector de términos
independientes

A=zeros (n+l1,1);
B=zeros (n+1,1);

(
(
W=zeros (
(
(

n,1);
T=zeros (4,n);
s=zeros (3);
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s (1)
s (2)
s (3)

(48-24*P (2)-5*Q(2))/(24+2*Q(3)) ;

(144+436*P(2)-6*0Q(2))/(2z1(1)-3*z1(2)/h);

(P(1)*z1(1)+(6-0(1))*z1(2)/h) /...
((6+P (1)) *z1(1)-(124+0(1))*z1(2)/h);

T(1,1)=0;
T(2,1)

(6+3*P(3)-0(3)) *s(1)+(3*(-4*P(2)+Q(2))+...
(2)*2z1(2) /h) *s (3) = (120+6*P (2)+16*Q(2))-s(2)*z1(2) /h;

0]

T(3,1)=(6-3*P(3)-Q(3))*s(1)+(24-6*P(2)-Q(2));
T(4,1)=48*R(2)-s5(2)*z1(3)+6*s(1)*R(3)+...
(3% (=4*P(2)+Q(2))+s(2)*2z1(2) /h)*...
((6+3*P(1)-0Q(1))*z1(3)=(z1(1)-3*z1(2)/h)*R(1))/...
((6+P (1)) *z1(1)-(124+0(1))*z1(2)/h);

s (1)
s (2)
s (3)

(48+24*P(2*n) -5*Q(2*n) )/ (24+2*Q(2*n-1)) ;

(144-36*P(2*n)-6*Q(2*n)) /(22 (1)+3*2z2(2) /h);

(=P (2*n+1)*z2(1)-(6-Q(2*n+1))*z2(2)/h) /...
((6=P(2*n+1))*z2(1)+(12+Q(2*n+1)) *z2(2) /h);

T(1l,n)=(6+3*P(2*n-1)-Q(2*n-1)) *s(1l)+(24+6*P(2*n)-Q(2*n)) ;
T(2,n)=(6-3*P(2*n-1)-Q(2*n-1))*s(1l)+...
(3* (4*P (2*n)+Q(2*n))-s(2)*z2(2) /h) *s (3)—-...
(120-6*P (2*n)+16*Q(2*n) ) +s(2) *z2(2) /h;
T(3,n)=0;
T(4,n)=48*R(2*n)-s(2)*z2(3)+6*s (1) *R(2*n-1)—-...
(3* (4*P (2*n)+Q(2*n))-s (2)*z2(2) /h) *...
((=64+3*P(2*n+1)+Q(2*n+1) ) *z2 (3)+ (22 (1)+3*z2(2) /h) *R(2*n+1)) /...
((6-P(2*n+1))*z2 (1)+(124Q(2*n+1)) *z2(2) /h) ;

for i=2:n-1

S(1)=(48+24*P(2*1)=-5*Q(2*1))/ (24+2*Q(2*1i-1));

S(2)=(48-24*P(2*1)=5*Q(2*1))/ (24+2*Q(2*1i+1));

T(1,1)=(2446*P(2*1)-Q(2*1) )+ (6+3*P(2*1i-1)-0Q(2*1i-1))*s(1);

T(2,1)=(-96-17*Q(2*1) )+ (6-3*P(2*i-1)-0(2*1i-1))*s(1)+...
(6+3*P (2*i+1)-Q(2*1i+1)) *s(2);

T(3,1)=(24-6*P(2*1)-Q(2*1) )+ (6-3*P(2*1i+1)-Q(2*1i+1)) *s(2);

T(4,1i)=48*R(2*1i)+6* (R(2*i-1)*s (1)+R(2*i+1)*s(2));
end

Resolvemos el sistema tridiagonal mediante el algoritmo de

o° oo o°

Thomas

W=AlgThomas (T(1,:),T(2,:),T(3,:),T(4,:));

o
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Obtenemos los A k y B k a partir de los W _k (utilizando las n-1

condiciones de continuidad de S', las 2 condiciones de contorno

o°  o°  o°

y las n+l condiciones de colocacidén en los n+l nodos)
1

b=

(1)=((z1(1)=-3*21(2)/h)*(R(1L)+P (1) *W (1)) +(6+3*P(1)-Q(1))*...

(z1(2)*W (1) /h=-21(3)))/ ((6+P (1)) *z1(1)-(12+Q(1))*z1(2)/h);

B(l)=((-z1(1)+4*21(2)/h)*A(1)-2z1(2)*W(1l)/h+z1(3))/
(z1(1)=-3*z1(2)/h);

A(n+l)=((z2(1)+3*22(2) /h)* (R(2*n+1)-P(2*n+1) *W(n) ) -
(6=-3*P(2*n+1)-Q(2*n+1))*(z2(2) *W(n) /h+z2(3))) /...
((6=-P(2*n+1))*z2(1)+(12+Q(2*n+1))*z2(2) /h);

B(n+l)=((-22(1)-4*%2z2(2)/h) *A(n+1)+22(2) *W(n) /h+z2(3)) /...
(z2(1)+3*z2(2) /h);

for i=2:n
A(1)=(6*R(2*1-1)-(6+3*P(2*i-1)-Q(2*1i-1))*W(i-1)-...
(6=-3*P(2*1-1)-Q(2*1-1))*W(i))/ (24+2*Q(2*i-1));

B(i)=(-8*A(1)+W(i-1)+W(i))/6;

end

o©°

o©°

Calculamos los coeficientes de S k en el intervalo I k, en la
base: [(x-x_k)"™4, (x-x k)"3, (x-x k)*2, (x-x_ k), 1] (orden

decreciente de potencias), a partir de los A k, B k y W k de la

o° o°  o°

base original

for i=1:n

c(i,l)=(A(i+1)+A(1)+W (1)) /h"4;
c(i,2)=(-4*A(1)+B(i+1)-B(i)-2*W (1)) /h"3;

c(i,3)

(6*A(1)+3*B(i))/h"2;
c(i,4)=(-4*A(1i)-3*B(i)+W(i)) /h;
c(i,5)=A(i)+B(1);

end

end
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C. Algoritmo de Thomas

En los dos métodos que acabamos de presentar en este apartado, se
recurre, como ya se ha indicado, al algoritmo de Thomas para resolver el
sistema lineal tridiagonal resultante, cuya solucion permite definir el spline.

Se ha elegido este algoritmo por su bajo coste computacional, por su
sencillez y su facil implementacion.

Es por ello que presentamos a continuacion la funcion ‘AlgThomas’
mediante la cual implementamos dicho algoritmo y a la que hacemos llamada
en los métodos de resolucion anteriores.

function x = AlgThomas (a,b,c,d)

s a, b, c contienen los elementos de las diagonales de la matriz
% tridiagonal que deseamos resolver:

a=[0, a2,..., an], b=[bl,..., bn], c=[cl,...,c n-1, 0]

o\

o\

d=[dl, ..., dn] contiene el vector de términos independientes

o\

N contiene la dimensién del sistema lineal a resolver

N = length(d);

% Supuesto que bl no es O:
c(l)=c(1l)/b(1);
d(1l)=d(1)/b(1);

for n=2:1:N
temp=Db (n)-a(n)*c(n-1);
if (n<N)
c(n)=c(n)/temp;
end
d(n)=(d(n)-a(n)*d(n-1))/temp;

end

% Now back substitute.
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7.1.3. Funciones para resolver Problemas de Valores Iniciales No

Lineales

A. Método de resolucion basado en Splines Cubicos para P.V.l. No lineales

function [c] = spline3pnl(a,b,n,x,f,zl,z2)

o)
°
o)

°

o)
°

0 0 0 A A N O O O O A O A A A A N O O O A A O A A O A A A A o o o o o°

o

La funcidén spline3pnl resuelve EDOs de 22 orden no lineales con
condiciones iniciales mediante aproximaciones obtenidas con

splines cubicos.

spline3pnl es una funcidén que calcula los coeficientes de un
spline clbico S en el intervalo [a,b], basado en los n+l nodos y
distintos ordenados en forma creciente, contenidos en el vector

x=(x 1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un
polinomio S k de grado <=3 definido por:

S k(x)=c(k,4)+c(k,3)* (x-x_k)+c(k,2)* (x-x_k)"2+c(k,1)*(x-x_k)"3
para cada k=1, 2,..., n

INPUT:

a = extremo inicial del intervalo

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,Db]
x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma

creciente y con x l=a y x n+l=b

f = funcién que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,vy') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S

z1,z2 = valores de las condiciones iniciales de la EDO de 2°

orden: y(a)=z1l, y'(a)=z2

OUTPUT :

c = matriz de dimensién n*4 gque contiene los 4n coeficientes que
determinan de manera uUnica el spline cubico. La fila k-ésima
de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I Kk,
en la base: [(x-x k)*3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1] (orden
decreciente de potencias),esto es:

S k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"3+c(k,2)*(x-x_k)"2+...
c(k,3)* (x-x_k)+c(k,4).
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o)

% Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long

o)

% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden

o)

% decreciente de potencias
c=zeros (n,4);

o

o

o)

% la componente k-ésima de h almacenarda h k=x k+l-x k
h=zeros(n,1);
for i=l:n
h(i)=x(i+1l)-x(1);
end

o)

% Calculamos los coeficientes de S en el primer intervalo a partir

o)

% de las dos condiciones iniciales y de imponer que se satisfaga
% la EDO en los dos nodos x 1 y x 2 (condiciones de colocacidn):
c(l,4)=z1;

c(l,3)=z2;

c(1l,2)=0.5*f(x(1),z1l,z22);

o)
°

o

Resolvemos la ecuacidén (posiblemente no lineal) respecto de la
% Unica incégnita c(l,1) utilizando el comando fsolve de Matlab
F=@(z) -f£(x(2),c(l,4)+h(1)*(c(1,3)+h(1)*(c(1,2)+h(1)*z)),...
c(l,3)+h(1)*(2*c(1,2)+3*h (1) *z))+2*c(1,2)+6*h (1) *z;

c(l,l)=fsolve(F,0,0ptimset ('Display', 'off', 'TolFun',
le-15, '"TolX',1le-15));
% Calculamos los coeficientes de S en los restantes intervalos de
% forma recursiva:
for i=2:n
c(i,4)=c(i-1,4)+h(i-1)*(c(1i-1,3)+h(i-1)*(c(i-1,2)+
c(i-1,1)*h(i-1)));
c(i,3)=c(i-1,3)+h(i-1)*(2*c(i-1,2)+3*c(i-1,1)*h(i-1));
c(i,2)=c(i-1,2)+3*c(1i-1,1)*h(i-1);

o)
°

o

Resolvemos la ecuacidén (posiblemente no lineal) respecto de

o

la Gnica incégnita c(i,1l) utilizando el comando fsolve de
s Matlab

F=@(z) -f(x(i+1l),c(i,4)+h(1i)*(c(i,3)+h(1)*(c(i,2)+h(1)*z)),
c(i,3)+h(i)*(2*c(i,2)+3*h (1) *z))+2*c(i,2)+6*h (1) *z;

\o

c(i,l)=fsolve(F,c(i-1,1),optimset ('Display', 'off', 'TolFun',
le-15, '"TolX',1le-15));

end

end
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B. Método de resolucion basado en Pseudo-Splines Cuarticos para P.V.I.

no lineales

function [c] = splinedpnl(a,b,n,x,£f,z1l,z2)

% La funcidén splinedpnl resuelve EDOs de 2% orden no lineales con
% condiciones iniciales mediante aproximaciones obtenidas con

% pseudo splines cuarticos.

% splinedpnl es una funcidén que calcula los coeficientes de un

% pseudo spline cuadrtico S en el intervalo [a,b], basado en los
% nt+l nodos distintos y ordenados en forma creciente, contenidos
% en el vector: x=(x _1,x 2,...,x n+tl), con x l=a y x n+l=b

% En cada intervalo [x k, x k+1] el spline S viene dado por un

% polinomio S _k de grado <=4 definido por:

% S _k(x)=c(k,5)+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,3)*(x-x_k)"2+c(k,2)*(x-x_k)"3
% +c(k, 1) *(x-x_k) ™4

% para cada k=1, 2,..., n

%

%

% INPUT:

%

% a = extremo inicial del intervalo

% b = extremo final del intervalo

% n = nUlmero de subintervalos de la particidén del intervalo [a,Db]
% x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma

% creciente y con x l=a y x n+l=b

% £ = funcidén que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:

% y''=f(x,y,y"') cuya solucidédn tratamos de aproximar con el

% spline S

% z1,z2 = valores de las condiciones iniciales de la EDO de 2°

% orden: y(a)=z1l, y'(a)=z2

%

% OUTPUT:

%

% ¢ = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que

o

determinan de manera uUnica el pseudo spline cuartico. La

o

fila k-ésima de c contiene los coeficientes de S k en el

o

intervalo I k,en la base:

[(x-x_k)"4, (x-x k)3, (x-x k)*2, (x-x k), 1] (orden

decreciente de potencias), esto es:

S _k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"4+c(k,2)*(x-x_k)"3+c(k,3)* (x-x_k) "2
+c(k,4) * (x-x_k)+c(k,5).

o0 o oo oo o°

o
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o)

% Queremos que nos muestre bastantes decimales:
format long;
% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden
% decreciente de potencias
c=zeros (n,5);
% la componente k-ésima de h almacenara h k=x k+l-x k
h=zeros(n,1);
for i=l:n
h(i)=x(i+1)-x(1);
end

o)
°

o©

Calculamos los coeficientes de S en el primer intervalo a partir

o

de las dos condiciones iniciales y de imponer que se satisfaga

o©

la EDO en los dos nodos x 1, x 2 y en el punto medio:
c(l,5)=z1;

c(l,4)=z2;

c(1l,3)=0.5*f(x(1),z1l,z22);

o©

o©

Resolvemos el sistema de dos ecuaciones (posiblemente no

o

lineales) que surgen de imponer las condiciones de colocacién en

o

los puntos medio y final del intervalo, respecto de las

o

incégnita c(1l,1) y c(1l,2) utilizando el comando fsolve de Matlab
sol=zeros (2,1);
X=zeros(2,1);

H=0.5*h(1);

F=Q@(X) [-f(x(1)+H,c(1,5)+H* (c(1,4)+H* (c(1,3)+H* (X (2)+X(1)*H))), ...
c(l,4)+H* (2*c(1,3)+H* (3*X(2)+4*X(1)*H)))+2*c(1,3)+...
H* (6*X (2)+12*X (1) *H); -f(x(2),c(1,5)+h(1)*(c(1,4)+h(1)*
(c(1,3)+ h(1l)*(X(2)+X(1)*h(1)))),c(1l,4)+h(1)*(2*c(1,3)+h(1)*...
(3*X(2)+ 4*X(1)*h(1))))+2*c(1,3)+h (1) *(6*X(2)+12*X(1)*h(1))]1;

sol=fsolve (F, [0;0],optimset ('Display', 'off', 'TolFun',le-15 ,
'TolX'",1le-15));

c(l,1)=s0l(1);

c(l,2)=s01(2);

o

o

Calculamos los coeficientes de S en los restantes intervalos de

o

forma recursiva:
for i=2:n

c(i,5)=c(i-1,5)+h(i-1)*(c(i-1,4)+h(i-1)*(c(i-1,3)+h(i-1)*...
(c(i-1,2)+c(i-1,1)*h(i-1))));
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c(i,4)=c(i-1,4)+h(i-1)*(2*c(i-1,3)+h(i-1)*(3*c(i-1,2)+...
4*c(i-1,1)*h(i-1)));

c(i,3)=c(i-1,3)+h(i-1)*(3*c(i-1,2)+6*c(i-1,1)*h(i-1));

% Resolvemos el sistema de dos ecuaciones (posiblemente no

% lineales) que surgen de imponer las condiciones de colocacién

o\©

en los puntos medio y final del intervalo, respecto de las

o\©

incégnita c(i,1l) y c(i,2) utilizando el comando fsolve de
% Matlab

H=0.5*h(1);

F=Q@(X) [-f(x(i)+H, c(i,5)+H*(c(i,4)+H*(c(i,3)+H*(X(2)+...
X(1)*H))), c(i,4)+H*(2*c(1i,3)+H* (3*X(2)+4*X (1) *H)))+
2*c(1,3)+ H*(6*X(2)+12*X (1) *H) ;
-f(x(i+1l),c(i,5)+h(i)*(c(i,4)+h (1) *(c(i,3)+ h(i)*...
(X(2)+X(1)*h(i)))),c(i,4)+h (1) *(2*c(1i,3)+h (1) *(3*X(2)+...
4*X (1) *h(1))))+2*c(i,3)+h (1) *(6*X(2)+12*X (1) *h (1)) ],

sol=fsolve(F, [c(i-1,1); c(i-1,2)],optimset('Display', 'off’,

'"TolFun', le-15, '"TolX',1le-15));
c(i,1)=s0l(1);
c(i,2)=s0l(2);

end

end
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7.2. Métodos de resolucion basados en el Método del

Disparo

Para resolver el Unico caso de problemas que aln no hemos explicado, es
decir, Problemas de Valores de Frontera No Lineales, debido a su complejidad,
nos apoyaremos en el Método del Disparo no Lineal.

Pero antes, comenzaremos resolviendo Problemas de Valores de Frontera
Lineales, por un procedimiento diferente al ya visto en los cddigos anteriores,
que se basa en la utilizacion del Método del Disparo (Lineal). Esto facilitara la
posterior compresion del caso No Lineal.

7.2.1. Funciones para resolver Problemas con Valores de Frontera

Lineales con condiciones generales

En los dos ejemplos que se muestran en este apartado, para la resolucion
del P.V.F., se resuelven previamente 3 Problemas de Valores Iniciales, para lo
cual recurrimos al uso de los métodos de resolucion basados en Splines que
hemos explicado anteriormente.

A. Método del Disparo para P.V.F. lineales, con condiciones de contorno

generales, utilizando Splines Cubicos
function [c] = spline3pc(spline3dp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22)

La funcién spline3pc resuelve EDOs de 2% orden lineales con
condiciones de contorno bastante generales mediante la técnica
del disparo lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante

splines cubicos.

spline3pc es una funcidén que calcula los coeficientes de un
spline clbico S en el intervalo [a,b], basado en los n+l nodos
distintos y ordenados en forma creciente, contenidos en el

vector: x=(x_1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

o° o° o o o° o° o° o° o o° o° o° oP°

polinomio S _k de grado <=3 definido por:

o\

S _k(x)=c(k,4)+c(k,3)*(x-x_k)+c(k,2)* (x-x_k)"2+c(k,1)*(x-x_k)"3

para cada k=1, 2,..., n

o° o oP°

Raquel Puente Taboada P Pagina 201



ESCUELA DE INGENIERIAS
B INDUSTRIALES
Universidad deValladolid
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o°

o0 o° P

o°

o0 oo oP

0 0 0 O O o A O O O o° O o°

o° oo oP

o0 o° oo o°

o

INPUT:

spline3p = funcidén gque calcula los coeficientes del spline
cubico para problemas de valores iniciales

a = extremo inicial del intervalo

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]

x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b
p,d,r = coeficientes (definidos como funciones de la variable
independiente) de la EDO de 2° orden: y''=p*y'+tg*y+r

cuya solucidédn tratamos de aproximar con el spline S

z1,22 = valores de las condiciones iniciales y/o de contorno de
la EDO de 2°orden descritas en forma de lista en la forma:
En x=a, zl1l=[z1l1,z12,z13] -> denota: zll*y(a)+zl2*y'(a)=z13
En x=b, z2=[z21,222,2z23] -> denota: z21*y(b)+z22*y' (b)=223

OUTPUT :

c = matriz de dimensién n*4 gque contiene los 4n coeficientes que
determinan de manera uUnica el spline cubico. La fila k-ésima
de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I k,
en la base: [(x-x k)*3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1] (orden
decreciente de potencias), esto es:
S k(x)=c(k,1)* (x-x_k)"3+c(k,2)* (x-x_k)"2+...
c(k,3)* (x-x_k)+c(k,4).

La funcidén spline3pc resuelve EDOs de 22 orden lineales con
condiciones de contorno generales utilizando 3 llamadas a la
funcidén spline3p para resolver 3 problemas de valores iniciales
con la misma EDO de 2° orden y utilizando los mismos nodos y la
misma base. A partir de una combinacidén de estas tres soluciones

se obtiene la solucién del problema original.

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;

o°  o°

o

c=

o

o

%

%

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden
decreciente de potencias
zeros (n,4);

La fila k-ésima de ck almacenara los coeficientes de S k, en
orden decreciente de potencias, tras la k-ésima llamada a la
funcidén spline3p

cl=zeros(n,4);
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c2=zeros(n,4);

c3=zeros(n,4);

o

o

% Resolvemos los tres problemas de valores iniciales y almacenamos
% las matrices ck gue contienen sus coeficientes en la base

% considerada:

cl=spline3p(a,b,n,x,p,q9,r,0,0);
c2=spline3p(a,b,n,x,p,q,@(x) 0,0,1);
c3=spline3p(a,b,n,x,p,q,@(x) 0,1,0);
Calculamos los valores de los splines y de su 1% derivada en el
punto final b

vkl almacena el valor del k-ésimo spline en b

o o° d° o° o°

vk2 almacena el valor de la 1% derivada del k-ésimo spline en b

h=x(n+1l) -x(n) ;

yll=cl (n,4)+h*(cl(n,3)+h*(cl(n,2)+h*cl(n,1)));

yl2=cl(n,3)+ *(2*cl( 2)+h*3*cl(n,1));

y21=c2(n,4)+h* (c2 (n )+h*(02(n,2)+h*c2(n,1)));

y22=c2(n,3)+ *(2*c2( 2)+h*3*c2(n,1));

y31=c3(n,4)+h* (c3 (n )+h*(c3(n,2)+h*c3(n,l)));

y32=c3(n, 3) h*(2*c3( 2)+h*3*c3(n,1));

% Obtenemos la matriz de dimensiédn n*4 que contiene los 4n

% coeficientes que determinan de manera Unica el spline cubico en
% la base considerada:

d=z1(2)*(z2 (1) *y3142z2(2) *y32)-z1 (1) *(z2 (1) *y21+z2(2)*y22);

d2=(z1(3)*(z2 (1) *y31+z2(2) *y32)-z1 (1) *
(z2(3)=(z2(1)*yll+z2(2)*yl2)))/d;

d3=(-z1(3)*(z2 (1) *y21+4z2(2) *y22)+z1(2)*
(z2(3)=(z2(1)*yll+z2(2)*yl2)))/d;

c=cl+d2*c2+d3*c3;

end

B. Método del Disparo para P.V.F. lineales, con condiciones de contorno

generales, utilizando Pseudo-Splines Cuarticos

function [c] = splinedpc(splinedp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22)

% La funcidén splinedpc resuelve EDOs de 22 orden lineales con

% condiciones de contorno bastante generales mediante la técnica
% del disparo lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante
% pseudo splines cuarticos.

% splinedpc es una funcidén que calcula los coeficientes de un
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o0 o°  d° oo o°

o0 o° o°
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pseudo spline cuartico S en el intervalo [a,b], basado en los
n+l nodos distintos y ordenados en forma creciente, contenidos
en el vector: x=(x 1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

polinomio S k de grado <=4 definido por:

S _k(x)=c(k,5)+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,3)*(x-x_k)"2+c(k,2)*(x-x_k)"3
+c(k,1) *(x-x_k)"4

para cada k=1, 2,..., n
INPUT:
splined4p = funcidén gque calcula los coeficientes del pseudo

spline cuédrtico para problemas de valores iniciales

a = extremo inicial del intervalo
b = extremo final del intervalo
n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]

x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b
p,d,r = coeficientes (definidos como funciones de la variable
independiente) de la EDO de 2° orden: y''=p*y'+tg*y+r

cuya solucidén tratamos de aproximar con el spline S

z1,2z2 = valores de las condiciones iniciales y/o de contorno de
la EDO de 2°orden descritas en forma de lista en la forma:
En x=a, zl1=[z1l1,2z12,z13] -> denota: zll*y(a)+zl2*y'(a)=z13
En x=b, z2=[z21,222,2z23] -> denota: z21*y(b)+z22*y' (b)=223

OUTPUT :

c = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que
determinan de manera uUnica el pseudo spline clartico. La
fila k-ésima de c contiene los coeficientes de S k en el
intervalo I k,en la base:

[ (x-x_k)"4, (x-x k)3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1]

(orden decreciente de potencias), esto es:

S _k(x)=c(k,1)*(x-x_k) " 4+c(k,2)*(x-x_k)"3+c(k,3)* (x-x_k)"2
+c(k,4) * (x-x_k)+c(k,5).

La funcidén splinedpc resuelve EDOs de 22 orden lineales con

de contorno generales utilizando 3 llamadas a la funcién
condiciones splinedp para resolver 3 problemas de valores
iniciales con la misma EDO de 2° orden y utilizando los mismos
nodos y la misma base. A partir de una combinacién de estas tres
soluciones se obtiene la solucidén del problema original

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;
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% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S _k en orden
% decreciente de potencias

c=zeros(n,5);

o

o

% La fila k-ésima de ck almacenara los coeficientes de S k, en

o)

% orden decreciente de potencias, tras la k-ésima llamada a la
% funcidén splinedp

cl=zeros(n,5);

c2=zeros (n,5);

c3=zeros(n,5);

o)
°

o

Resolvemos los tres problemas de valores iniciales y almacenamos

o

las matrices ck que contienen sus coeficientes en la base

o©

considerada:
cl=splinedp(a,b,n,x,p,q9,r,0,0);
c2=splinedp(a,b,n,x,p,q,@(x) 0,0,1);
c3=splinedp(a,b,n,x,p,q,@(x) 0,1,0);

o)
°

o

Calculamos los valores de los splines y de su 1% derivada en el

o©

punto final b

o©

vkl almacena el valor del k-ésimo spline en b

o

vk2 almacena el valor de la 1% derivada del k-ésimo spline en b

h=x(n+l)-x(n);

y1ll=cl (n,5)+h* (cl(n,4)+h*(cl(n,3)+h*(cl(n,2)+h*cl(n,1))));
y1l2=cl (n,4)+ *(2*cl(n 3)+h* (3*cl(n,2)+h*4*cl(n,1)));
y21=c2(n,5)+h* (c2(n,4) +h* (c2(n,3)+h*(c2 (n,2)+h*c2(n,1))));
y22=c2(n,4)+ *(2*02(n 3)+h* (3*c2(n,2)+h*4*c2(n,1))):
y31=c3(n,5)+h* (c3(n,4)+h* (c3(n,3)+h*(c3(n,2)+h*c3(n,1))));
y32=c3(n,4)+h*(2*c3(n 3)+h* (3*c3(n,2)+h*4*c3(n,1)));

o)
°

o

Obtenemos la matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n

o

coeficientes que determinan de manera Unica el spline cubico en

o

la base considerada:

d=z1(2)*(z2 (1) *y314+2z2(2) *y32)-z1 (1) *(z2 (1) *y21+z2(2)*y22);

d2=(z1(3) * (22 (1) *y31+2z2(2) *y32) -z1 (1) *
(z2(3) = (22 (1) *yl1l+z2(2) *y12))) /d;

d3=(-z1(3)*(z2 (1) *y21+4z2(2) *y22)+z1(2)*
(z2(3)=(z2(1)*yll+z2(2)*yl2)))/d;

c=cl+d2*c2+d3*c3;

end
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7.2.2. Funciones para resolver Problemas con Valores de Frontera No

Lineales con condiciones de contorno simples

A. Método del Disparo No Lineal para P.V.F. no lineales, con condiciones

de contorno simples, utilizando Splines Cubicos

function[c] =

0 0 0 0 O O o O ° A o° o° od°

o©

0 o0 A d° o° o° o°

o° o° oo

o° o° oo o0 o°  d° oo P

o°  oe

o° oo

o

spline3pcnl (spline3p, spline3pnl,a,b,n,x,£f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

La funcidén spline3pcnl resuelve EDOs de 22 orden no lineales con
condiciones de contorno sencillas mediante la técnica del
disparo no lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante
splines cubicos.

spline3pcnl es una funcidén que calcula los coeficientes de un
spline clbico S en el intervalo [a,b], basado en los n+l nodos
distintos y ordenados en forma creciente, contenidos en el
vector: x=(x_1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un
polinomio S k de grado <=3 definido por:

S _k(x)=c(k,4)+c(k,3)*(x-x_k)+c(k,2)* (x-x_k)"2+c(k,1)*(x-x_k)"3

para cada k=1, 2,..., n
INPUT:
spline3p = funcidén gque calcula los coeficientes del spline

clbico para problemas de valores iniciales lineal

spline3pnl = funcidén que calcula los coeficientes del spline
clibico para problemas de valores iniciales no
lineales

a = extremo inicial del intervalo

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]

x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b

f = funcién que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,vy') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S

fl = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y:

df/dy. Concretamente: fl(x,y,y')= df/dy(x,y,y")

f2 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y':

df/dy'. Concretamente: f2(x,y,y")= df/dy'(x,y,y")

z1,z2 = valores de las condiciones de contorno sencillas de la
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EDO de 2° orden:
En x=a, y(a)=zl
En x=b, y(b)=z2

o°  o°

o

% nmax = numero madximo de iteraciones con el método de Newton
o
o
% OUTPUT:
o
o
c = matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n coeficientes que

o°  o°

determinan de manera uUnica el spline cubico. La fila k-ésima

o°

de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I k,
en la base: [(x-x k)*3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1] (orden

decreciente de potencias), esto es:

o°  o°

S k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"3+c(k,2)*(x-x_k)"2+
c(k,3)*(x-x_k)+c(k,4).

o°  o°

o°  o°

La funcidén spline3pcnl resuelve EDOs de 22 orden no lineales con

o

condiciones de contorno sencillas utilizando el método del

o°

disparo no lineal implementado a partir del método de Newton.

o°

Las aproximaciones a la solucién en cada iteracidn se obtienen a

partir de los métodos basados en splines cUbicos: spline3p y

o°  o°

spline3pnl que se aplican para resolver los dos problemas de

valores iniciales (lineal y no lineal respectivamente)

o°  o°

utilizando los mismos nodos y la misma base.

o

o°  o°

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;

o°  o°

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden

o

decreciente de potencias

c=zeros(n,4);

o

La fila k-ésima de cm almacenara los coeficientes de S k, en

o°  o°

orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la funcidn:

o°

spline3pnl en cl y spline3p en c2

o

La fila k-ésima de dl almacenara los coeficientes de S' k (el de
% cl), en orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la

% funcidn.

cl=zeros(n,4);

c2=zeros(n,4);

dl=zeros(n,3);

%
%

Comienza la iteracidén por el método de Newton:

o

o)

% Inicializamos el &angulo de disparo:
t=(z2-2z1)/ (b-a);

%
%

En cada iteracidén del método de Newton resolvemos los dos
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o° o

o©

o)
°

problemas de valores iniciales asociados y almacenamos las
matrices cm gque contienen sus coeficientes en la base

considerada:

for j=l:nmax

o)
°

o)

% Para el PVI no lineal aplicamos la funcidén spline3pnl:
cl=spline3pnl(a,b,n,x,f,z1l,t);
% dl almacena los coeficientes de S' k calculados a partir de

o)

% los de S k (almacenados en cl)
for i=1:3

dl(:,i)=(4-1i)*cl(:,1);
end

% Obtenemos las funciones que proporcionan los coeficientes del
% PVI lineal:

ppl = mkpp(x,cl);
pl=Q(z) ppval (ppl,z);

pp2 = mkpp(x,dl);

p2=€(z) ppval (pp2,z);
Fl=Q@(z) fl(z,pl(z),p2(z));
F2=Q@(z) £f2(z,pl(z),p2(z));

o)

% Para el PVI lineal aplicamos la funcidén spline3p:
c2=spline3p(a,b,n,x,F2,Fl,Q(x) 0,0,1);

% Calculamos los valores de los splines en el punto final Db.

o)

% vk almacena el valor del k-ésimo spline en b
h=x(n+1)-x(n) ;

yl=cl(n,4)+h*(cl(n,3)+h*(cl(n,2)+h*cl(n,1)));
y2=c2(n,4)+h* (c2(n,3)+h* (c2(n,2)+h*c2(n,1)));

o)
°

o)

% Iteracidén del método de Newton para actualizar el angulo de

% disparo:
t=t-(yl-z2)/y2;

end

o

o

o°  oe

c=

Obtenemos la matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n
coeficientes que determinan de manera Unica el spline cubico en
la base considerada:

cl;

end
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B. Método del Disparo No Lineal para P.V.F. no lineales con condiciones de

contorno simples, utilizando Pseudo-Splines Cuarticos

function [c] =

o0 o° oo o° oo oo o° oo o°  o° o° o0 o° oo 0 0 d° O O d° oJ° o° o° oo 0 0 A A O 0 A O A O o O oo o°

o

splinedpcnl (splinedp, splinedpnl,a,b,n,x,£f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

La funcidén splinedpcnl resuelve EDOs de 22 orden no lineales con
condiciones de contorno sencillas mediante la técnica del
disparo no lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante
pseudo splines cuarticos.

splinedpcnl es una funcidén que calcula los coeficientes de un
pseudo spline cuéartico S en el intervalo [a,b], basado en los
n+l nodos distintos y ordenados en forma creciente, contenidos

en el vector: x=(x 1,x 2,...,x ntl), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

polinomio S k de grado <=4 definido por:

S _k(x)=c(k,5)+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,3)*(x-x_k)"2+c(k,2)*(x-x_k)"3
+c(k, 1) *(x-x_k)"4

para cada k=1, 2,..., n
INPUT:
splined4p = funcidén que calcula los coeficientes del pseudo

spline cuédrtico para problemas de valores iniciales

lineal

splinedpnl = funcidén gque calcula los coeficientes del pseudo
spline cuédrtico para problemas de valores iniciales
no lineales

a = extremo inicial del intervalo

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]
x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma

creciente y con x l=a y x n+l=b

f = funcidén que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,vy') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S

f1l = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y:

df/dy. Concretamente: fl(x,y,y')= df/dy(x,y,y")

f2 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y':

df/dy'. Concretamente: f2(x,y,y")=df/dy' (x,y,y")
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o0 oo oP

o° o°  d°

o0 oo oP

o°

o° o oP

o

0 0 0 A d° O o N d° O o° o°

o

z1,z2 = valores de las condiciones de contorno sencillas de la
EDO de 2° orden:
En x=a, y(a)=zl
En x=b, y(b)=z2

nmax = numero maximo de iteraciones con el método de Newton
OUTPUT:
c = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que

determinan de manera uUnica el pseudo spline cuartico. La

fila k-ésima de c contiene los coeficientes de S k en el

intervalo I k,en la base:

[ (x-x_k)"4, (x-x k)3, (x-x_k)"2, (x-x_ k), 1]

(orden decreciente de potencias), esto es:

S k(x)=c(k,1)*(x-x_k) " 4+c(k,2)*(x-x_k)"3+c(k,3)* (x-x_k)"2
+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,5).

La funcidén splinedpcnl resuelve EDOs de 22 orden no lineales con
condiciones de contorno sencillas utilizando el método del
disparo no lineal implementado a partir del método de Newton.

Las aproximaciones a la solucién en cada iteracidn se obtienen a
partir de los métodos basados en pseudo splines cuarticos:
splinedp y splinedpnl gque se aplican para resolver los dos
problemas de valores iniciales (lineal y no lineal

respectivamente) utilizando los mismos nodos y la misma base.

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;

o°  o°

o

c=

o°  o°

%

%

%

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden
decreciente de potencias

zeros(n,5);

La fila k-ésima de cm almacenara los coeficientes de S k, en
orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la funcidn:
splinedpnl en cl y splinedp en c2

La fila k-ésima de dl almacenara los coeficientes de S' k (el de

cl), en orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la
funcioén.

cl=zeros(n,5);

c2=zeros(n,5);

dl=zeros(n,4);

%

o

o°  o°

t=

o

Comienza la iteracidén por el método de Newton:

Inicializamos el angulo de disparo:
(z2-2z1)/ (b-a) ;
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o° oo

o©

o°  oe

En cada iteracidén del método de Newton resolvemos los dos
problemas de valores iniciales asociados y almacenamos las
matrices cm gque contienen sus coeficientes en la base

considerada:

for j=l:nmax

o

% Para el PVI no lineal aplicamos la funcidén splinedpnl:
cl=splinedpnl(a,b,n,x,£f,z1,t);

o

o

dl almacena los coeficientes de S' k calculados a partir de

o)

% los de S k (almacenados en cl)
for i=1:4

dl(:,i)=(5-1i)*cl(:,1);
end

o

% Obtenemos las funciones que proporcionan los coeficientes del
% PVI lineal:

ppl = mkpp(x,cl);

pl=@(z) ppval (ppl,z);

pp2 = mkpp(x,dl);

p2=@(z) ppval (pp2,z);

Fl=Q@(z) fl(z,pl(z),p2(z));

F2=Q@(z) £f2(z,pl(z),p2(z));

% Para el PVI lineal aplicamos la funcidén splinedp:
c2=splinedp(a,b,n,x,F2,Fl,Q(x) 0,0,1);

% Calculamos los valores de los pseudo-splines en el punto

% final b yk almacena el valor del k-ésimo pseudo spline en b

h=x(n+l)-x(n);

yl=cl(n,5)+h* (cl( 3)+h*(cl(n,2)+h*cl(n,1))));
y2=c2(n,5)+h* (c2(n,4)+h* (c2(n,3)+h*(c2(n,2)+h*c2(n,1))));

=}
~
1N
+
j=p
>*
~

°

o)

% Iteracidén del método de Newton para actualizar el angulo de

o)

% disparo:
t=t-(yl-z2)/y2;

end

o

o

o°  oe

c=

Obtenemos la matriz de dimensidén n*5 que contiene los 4n
coeficientes que determinan de manera Unica el pseudo spline

ciartico en la base considerada:

cl;

end
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C. Método del Disparo No Lineal para P.V.F. no lineales, con condiciones

de contorno especiales, utilizando Splines Cubicos

Presentamos en este apartado dos variantes del método spline3pcnl que
acabamos de presentar. Estas variantes consideran los casos en los que las
condiciones de contorno, en lugar de venir dadas por el valor de la funcién en
cada extremo del intervalo: y(a) = z;, y(b) = z,, vienen definidas en uno de los
dos extremos por su derivada.

El caso en el que ambos extremos estuvieran definidos a partir de
derivadas de la funcién en los puntos extremos del intervalo, también seria
sencillo de implementar modificando ligeramente cualquiera de los codigos
gue aqui presentamos, de modo que no vamos a incluirlo.

Comenzamos presentando el método spline3pcni2 que resuelve el caso en
el cual la condicion en el extremo final es la que esta expresada mediante una
derivada, es decir, el caso en que el problema tenga condiciones de contorno

del tipo: y(a) = z,, y'(b) = z,.

function [c] =

spline3pcnl2 (spline3p, spline3pnl,a,b,n,x,£f,£f1,£2,2z1,2z2,nmax)

La funcién spline3pcnl2 resuelve EDOs de 22 orden no lineales
con condiciones de contorno sencillas mediante la técnica del
disparo no lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante

splines cubicos.

spline3pcnl2 es una funcidédn que calcula los coeficientes de un
spline clbico S en el intervalo [a,b], basado en los n+l nodos
distintos y ordenados en forma creciente, contenidos en el

vector: x=(x_1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un
polinomio S _k de grado <=3 definido por:

S k(x)=c(k,4)+c(k,3)* (x-x_k)+c(k,2)* (x-x_k)"2+c(k,1)*(x-x_k)"3
para cada k=1, 2,..., n

INPUT:

spline3p = funcidén que calcula los coeficientes del spline

o° o° o o°® o o A° o° A° o A o A° o° A° O° o° o° o° o°

clbico para problemas de valores iniciales lineal

spline3pnl = funcidédn que calcula los coeficientes del spline

o°  o©

problemas de valores iniciales no lineal

o\

a = extremo cUbico para inicial del intervalo
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0 O o o° o° o° o o0 0 o o° o° o° 0 O 0 o0 O O o0 d° P o0 o° oo o° o°  oe o°  oP o° oo e o0 o° o° o°

o

b = extremo final del intervalo

n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]

x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b

f = funcidén que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,vy') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S

f1 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y:

df/dy. Concretamente: fl(x,y,y')= df/dy(x,y,y")

f2 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y':

df/dy'. Concretamente: f2(x,y,y")=df/dy' (x,y,y")
z1,z2 = valores de las condiciones de contorno sencillas de la
EDO de 2° orden:
En x=a, y(a)=zl
En x=b, y'(b)=2z2

nmax = numero maximo de iteraciones con el método de Newton
OUTPUT:
c = matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n coeficientes que

determinan de manera unica el spline cubico. La fila k-ésima

de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I k,

en la base: [(x-x k)*3, (x-x_ k)"2, (x-x_ k), 1] (orden

decreciente de potencias),esto es:

S k(x)=c(k,1)* (x-x_k)"3+c(k,2)* (x-x_k) 2+
c(k,3)*(x-x_k)+c(k,4).

La funcidén spline3pcnl2 resuelve EDOs de 2° orden no lineales
con condiciones de contorno sencillas utilizando el método del
disparo no lineal implementado a partir del método de Newton.

Las aproximaciones a la solucién en cada iteracidén se obtienen a
partir de los métodos basados en splines cuUbicos: spline3p y
spline3pnl que se aplican para resolver los dos problemas de
valores iniciales (lineal y no lineal respectivamente)

utilizando los mismos nodos y la misma base.

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;

%

%

%

c=

%

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden
decreciente de potencias

zeros (n,4);
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La fila k-ésima de cm almacenara los coeficientes de S k, en

o° oo

orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la funcidn:

o

spline3pnl en cl y spline3p en c2

o

La fila k-ésima de dl almacenara los coeficientes de S' k (el de
% cl), en orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la

% funcidn.

cl=zeros(n,4);

c2=zeros(n,4);

dl=zeros(n,3);

o)
°

Comienza la iteracidén por el método de Newton:

o° oo

o©

Inicializamos el angulo de disparo:

o° ¢t

o

En cada iteracidén del método de Newton resolvemos los dos
problemas de valores iniciales asociados y almacenamos las

o
o
% matrices cm que contienen sus coeficientes en la base

o)

% considerada:
for j=1:nmax
o

o

% Para el PVI no lineal aplicamos la funcidén spline3pnl:
cl=spline3pnl(a,b,n,x,f,z1l,t);

o

dl almacena los coeficientes de S' k calculados a partir de

o° oo

los de S _k (almacenados en cl)
for i=1:3

dl(:,i)=(4-1i)*cl(:,1);
end

o

Obtenemos las funciones que proporcionan los coeficientes del
PVI lineal:

o° oo

ppl = mkpp(x,cl);

pl=Q(z) ppval(ppl,z);

pp2 = mkpp(x,dl);

p2=Q(z) ppval(pp2,z);
Fl=@(z) fl(z,pl(z),p2(z));
F2=@(z) f2(z,pl(z),p2(z));

o)
°

% Para el PVI lineal aplicamos la funcidén spline3p:
c2=spline3p(a,b,n,x,F2,Fl,Q(x) 0,0,1);

o)
°

Calculamos los valores de la derivada primera de los splines

o° oo

en el punto final b.

o

vk almacena el valor de la derivada primera del k-ésimo

o

spline en b
h=x(n+1l)-x(n);

yl=cl(n,3)+h*(2*cl(n,2)+h*3*cl(n,1));

P Pagina 214 Raquel Puente Taboada



RSy ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

y2=c2(n,3)+h*(2*c2 (n,2)+h*3*c2(n,1));

o)
°

o)

% Iteracidén del método de Newton para actualizar el angulo de
% disparo:
t=t-(yl-z2)/y2;

end

o)
°

o©

Obtenemos la matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n

o©

coeficientes que determinan de manera Unica el spline cubico en

o

la base considerada:

c=cl;

end

Si en lugar de en el punto final, la condicién que esta dada mediante una
derivada de la funcion es la correspondiente al punto inicial: y'(a) = z;, y(b) =
Z,, recurririamos al método: spline3pcni3.

function [c] =
spline3pcnl3 (spline3p, spline3pnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,2z1,2z2,nmax)
% La funcidén spline3pcnl3 resuelve EDOs de 2% orden no lineales

% con condiciones de contorno sencillas mediante la técnica del

o©

disparo no lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante

o©

splines cubicos.

o

o©

spline3pcnl3 es una funcidén que calcula los coeficientes de un

o

spline clbico S en el intervalo [a,b], basado en los n+l nodos

o

distintos y ordenados en forma creciente, contenidos en el

o©

vector: x=(x_1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

o

o©

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

o

polinomio S k de grado <=3 definido por:
S _k(x)=c(k,4)+c(k,3)*(x-x_k)+c(k,2)* (x-x_k)"2+c(k,1)*(x-x_k)"3

para cada k=1, 2,..., n

o°  o°  d°

o

% INPUT:

% spline3p = funcidén que calcula los coeficientes del spline

% clbico para problemas de valores iniciales lineal
% spline3pnl = funcidén que calcula los coeficientes del spline

o

clibico para problemas de valores iniciales no

o

lineal
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a = extremo inicial del intervalo
b = extremo final del intervalo
n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]
x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b
f = funcidén que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,y') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S
f1 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y:
df/dy. Concretamente: fl(x,y,y"')= df/dy(x,y,y")
f2 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y':
df/dy'. Concretamente: f2(x,y,y")=df/dy' (x,y,y")
z1,z2 = valores de las condiciones de contorno sencillas de la
EDO de 2° orden:
En x=a, y'(a)=zl
En x=b, y(b)=z2
nmax = numero maximo de iteraciones con el método de Newton
OUTPUT:
c = matriz de dimensidén n*4 que contiene los 4n coeficientes que

determinan de manera unica el spline cubico. La fila k-ésima
de c contiene los coeficientes de S k en el intervalo I k,
en la base: [(x-x k)*3, (x-x_ k)"2, (x-x_ k), 1] (orden
decreciente de potencias), esto es:

S k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"3+c(k,2)*(x-x_k)" 2+
c(k,3)*(x-x_k)+c(k,4).

La funcidén spline3pcnl3 resuelve EDOs de 2° orden no lineales
con condiciones de contorno sencillas utilizando el método del
disparo no lineal implementado a partir del método de Newton.
Las aproximaciones a la solucién en cada iteracidén se obtienen a
partir de los métodos basados en splines cuUbicos: spline3p y
spline3pnl que se aplican para resolver los dos problemas de
valores iniciales (lineal y no lineal respectivamente)
utilizando los mismos nodos y la misma base.

0 0 O A A O A A A AN I A AN I A N A A N A A N A A N A N A N N N A A A A o O o° o°

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

h
O
R
3
w
ot
—
O
3

«Q

La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden

o0 o° o°

decreciente de potencias
(n,4);

Q

Il
N
0}
=
O
0]

La fila k-ésima de cm almacenara los coeficientes de S k, en
orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la funcidn:
spline3pnl en cl y spline3p en c2

o0 o° 0 OO o°

La fila k-ésima de dl almacenara los coeficientes de S' k (el de
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cl), en orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la

o° oo

funcién.

cl=zeros(n,4);
c2=zeros(n,4);
dl=zeros(n,3);

Comienza la iteracidn por el método de Newton:

o° oo

o©

Inicializamos el angulo de disparo:

o° ¢t

o©

En cada iteracidén del método de Newton resolvemos los dos
problemas de valores iniciales asociados y almacenamos las

o)
°
o)
°

matrices cm gque contienen sus coeficientes en la base

o)

% considerada:
for j=l:nmax

o

% Para el PVI no lineal aplicamos la funcidén spline3pnl:
cl=spline3pnl(a,b,n,x,f,t,zl);

o

dl almacena los coeficientes de S' k calculados a partir de

o° oo

los de S _k (almacenados en cl)
for i=1:3
dl(:,1)=(4-1)*cl(:,1);
end
% Obtenemos las funciones que proporcionan los coeficientes del
PVI lineal:
ppl = mkpp(x,cl);
pl=@(z) ppval (ppl,z);
pp2 = mkpp(x,dl);
p2=@(z) ppval (pp2,z);
F1=Q@(z) fl(z,pl(z),p2(z));
F2=Q@(z) f2(z,pl(z),p2(z));

o

o)
°
o)
°

Para el PVI lineal aplicamos la funcidén spline3p:
c2=spline3p(a,b,n,x,F2,Fl,Q(x) 0,1,0);

o)
°
o)
°

Calculamos los valores de los splines en el punto final b.

o

vk almacena el valor del k-ésimo spline en Db
h=x(n+1l) -x(n) ;
yl=cl(n,4)+h*(cl(n,3)+h*(cl(n,2)+h*cl(n,1)));
y2=c2(n,4)+h* (c2(n,3)+h* (c2(n,2)+h*c2(n,1)));

o)

% Iteracidén del método de Newton para actualizar el angulo de

disparo:
t=t-(yl-z2)/y2;
end

o
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% Obtenemos la matriz de dimensidédn n*4 que contiene los 4n
% coeficientes que determinan de manera Unica el spline culbico en
la base considerada:

c=cl;

end

D. Método del Disparo (No Lineal) para P.V.F. no lineales, con condiciones

de contorno especiales, utilizando Pseudo- Splines Cuarticos

Del mismo modo ya explicado en el apartado anterior, introducimos las dos
variantes del método splin4dpcnl para abordar aquellos casos en que las
condiciones de contorno vienen definidas en uno de los dos extremos por su
derivada en vez de por el valor de la funcion. La diferencia con lo anterior es
qgue, en este caso, el Método del Disparo No lineal se implementa recurriendo
a Pseudo-Splines Cuarticos en lugar de a Splines Cubicos.

Si las condiciones son del tipo: y(a) = z,, y'(b) = z,, con la condicién en
el punto final dada por la derivada de la funcién en dicho punto, vamos a utilizar
el método splinedpcni2:

function [c] =

splinedpcnl?2 (splinedp, splinedpnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

La funcién splinedpcnl2 resuelve EDOs de 22 orden no lineales
con condiciones de contorno sencillas mediante la técnica del
disparo no lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante

pseudo splines cuarticos.

splinedpcnl?2 es una funcidédn que calcula los coeficientes de un
pseudo spline cuartico S en el intervalo [a,b], basado en los
n+l nodos distintos y ordenados en forma creciente, contenidos

en el vector: x=(x_1,x 2,...,x nt+l), con x l=a y x n+l=b

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

polinomio S _k de grado <=4 definido por:

S k(x)=c(k,5)+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,3)*(x-x_k)"2+c(k,2)*(x-x_k)"3
tc(k,1) * (x-x_k) "4

para cada k=1, 2,..., n

INPUT:

o0 o0 o0 A O O O A A A N A AN A O O A o o° o°
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0 0 0 A0 O O A d° od° o° o°

o0 d° o o° o°

o°  oe

0 0 0 A O O A A O A I I A A I A I o o° o°

o

0 o 0 o o° o°

%

splined4p = funcidén que calcula los coeficientes del pseudo
spline cuadrtico para problemas de valores iniciales
lineal

splinedpnl = funcidén que calcula los coeficientes del pseudo

spline cuédrtico para problemas de valores iniciales

no lineal

a = extremo inicial del intervalo
b = extremo final del intervalo
n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]
x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b
f = funcidén que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,vy"') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S
f1 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y:
df/dy. Concretamente: fl(x,y,y')= df/dy(x,y,y")
f2 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y':
df/dy'.Concretamente: f2(x,y,y")= df/dy'(x,y,vy")
z1,z2 = valores de las condiciones de contorno sencillas de la
EDO de 2° orden:
En x=a, y(a)=zl
En x=b, y(b)=z2
nmax = numero maximo de iteraciones con el método de Newton
OUTPUT:
c = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que

determinan de manera uUnica el pseudo spline culartico. La

fila k-ésima de c contiene los coeficientes de S k en el

intervalo I k, en la base:

[(x-x_k)"4, (x-x k)*3, (x-x k)2, (x-x k), 1] (orden

decreciente de potencias), esto es:

S k(x)=c(k,1)*(x-x_k)"4+c(k,2)*(x-x_k)"3+c(k,3)* (x-x_k)"2
+c(k,4) * (x-x_k)+c(k,5).

La funcidén splinedpcnl2 resuelve EDOs de 2° orden no lineales
con condiciones de contorno sencillas utilizando el método del
disparo no lineal implementado a partir del método de Newton.

Las aproximaciones a la solucién en cada iteracidén se obtienen a
partir de los métodos basados en pseudo splines cuarticos:
splinedp y splinedpnl que se aplican para resolver los dos
problemas de valores iniciales (lineal y no lineal
respectivamente) utilizando los mismos nodos y la misma base.

Queremos que nos muestre bastantes decimales:

format long;
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% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S k en orden
)

% decreciente de potencias
c=zeros(n,5);

% La fila k-ésima de cm almacenara los coeficientes de S k, en
% orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la funcidn:
% splinedpnl en cl y splinedp en c2

% La fila k-ésima de dl almacenara los coeficientes de S' k (el de
cl),en orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la

o° o

funcién.

cl=zeros(n,5);
c2=zeros(n,5);
dl=zeros(n,4);

o)

% Comienza la iteracidn por el método de Newton:

o©

% Inicializamos el angulo de disparo:

t

o©

En cada iteracidén del método de Newton resolvemos los dos

o° oo

problemas de valores iniciales asociados y almacenamos las

o

matrices cm que contienen sus coeficientes en la base

o

considerada:

o)
°

for j=l:nmax

o° oo

Para el PVI no lineal aplicamos la funcidén splinedpnl:
cl=splinedpnl(a,b,n,x,f,z1,t);

o

o

dl almacena los coeficientes de S' k calculados a partir de
% los de S k (almacenados en cl)
for i=1:4
dl(:,i)=(5-1)*cl(:,1);
end

o

o

Obtenemos las funciones que proporcionan los coeficientes del
% PVI lineal:

ppl = mkpp(x,cl);

pl=€(z) ppval (ppl,z);

pp2 = mkpp(x,dl);

p2=€(z) ppval (pp2,z);

Fl=@(z) fl(z,pl(z),p2(z));

F2=@(z) f2(z,pl(z),p2(z));

% Para el PVI lineal aplicamos la funcidén splinedp:
c2=splinedp(a,b,n,x,F2,Fl,@(x) 0,0,1);

o
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o

Calculamos los valores de la derivada primera de los pseudo

o

splines en el punto final b.

o

vk almacena el valor de la derivada primera del k-ésimo

o

pseudo spline en b
h=x(n+l)-x(n);

yl=cl(n,4)+h*(2*cl(n,3)+h*(3*cl(n,2)+h*4*cl(n,1)));
y2=c2(n,4)+h*(2*c2 (n,3)+h*(3*c2(n,2) +h*4*c2(n,1)));

o)
°

o)

% Iteracidén del método de Newton para actualizar el angulo de
% disparo:
t=t-(yl-z2)/y2;

end

o)
°

o

Obtenemos la matriz de dimensidén n*5 que contiene los 4n

o

coeficientes que determinan de manera Unica el pseudo spline

% clartico en la base considerada:

c=cl;

end

Mientras que si la condicion que aparece expresada a partir de una
derivada es la que corresponde al punto inicial: y'(a) =z, y(b) = z,,
utilizaremos el método: splinedpcni3:

function [c] =
splined4pcnl3 (splinedp, splinedpnl,a,b,n,x,£,£f1,£2,2z1,2z2,nmax)
% La funcidén splinedpcnl3 resuelve EDOs de 2% orden no lineales

% con condiciones de contorno sencillas mediante la técnica del

o

disparo no lineal basada en aproximaciones obtenidas mediante

o©

pseudo splines cuarticos.

o©

o

splinedpcnl3 es una funcidén que calcula los coeficientes de un

o

pseudo spline cuartico S en el intervalo [a,b], basado en los

o

n+l nodos distintos y ordenados en forma creciente, contenidos

o

en el vector: x=(x 1,x 2,...,x n+l), con x l=a y x n+l=b

o

o

En cada intervalo [x k, x k+1l] el spline S viene dado por un

o

polinomio S k de grado <=4 definido por:
S_k(x)=c(k,5)+c(k, 4)* (x-x_k)+c (k, 3) * (x-x_k) “2+c(k,2)* (x-x_k) "3
+c(k,1) *(x-x_k) ™4

para cada k=1, 2,..., n

o°  o° oo

o
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INPUT:

splined4p = funcidén que calcula los coeficientes del pseudo
spline cuadrtico para problemas de valores iniciales
lineal

splinedpnl = funcidén que calcula los coeficientes del pseudo

spline cuédrtico para problemas de valores iniciales
no lineal

a = extremo inicial del intervalo
b = extremo final del intervalo
n = numero de subintervalos de la particién del intervalo [a,b]
x = array con los n+l nodos distintos, ordenados en forma
creciente y con x l=a y x n+l=b
f = funcidén que define el 2° miembro de la EDO de 2° orden:
y''=f(x,vy,vy') cuya solucidén tratamos de aproximar con el
spline S
f1l = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y:
df/dy. Concretamente: fl(x,y,y"')=df/dy (x,y,y")
f2 = funcidén que define la derivada parcial de f respecto de y':
df/dy'.Concretamente: f2(x,y,y")=df/dy' (x,y,vy")
z1,z2 = valores de las condiciones de contorno sencillas de la
EDO de 2° orden:
En x=a, y'(a)=zl
En x=b, y(b)=z2
nmax = numero maximo de iteraciones con el método de Newton
OUTPUT:
c = matriz de dimensidén n*5 que contiene los 5n coeficientes que

determinan de manera uUnica el pseudo spline culartico. La

fila k-ésima de c contiene los coeficientes de S k en el

intervalo I k,en la base: [(x-x k)"4, (x-x_ k)"3, (x-x k)"2,

(x-x k), 1] (orden decreciente de potencias), esto es:

S _k(x)=c(k,1)*(x-x_k) " 4+c(k,2)*(x-x_k)"3+c(k,3)* (x-x_k)"2
+c(k,4)* (x-x_k)+c(k,5).

La funcidén splinedpcnl3 resuelve EDOs de 2° orden no lineales
con condiciones de contorno sencillas utilizando el método del
disparo no lineal implementado a partir del método de Newton.

Las aproximaciones a la solucién en cada iteracidén se obtienen a
partir de los métodos basados en pseudo splines cuarticos:
splinedp y splinedpnl gque se aplican para resolver los dos
problemas de valores iniciales (lineal y no lineal

respectivamente) utilizando los mismos nodos y la misma base.

0 0 0 A0 A O A A O AN A A AN A A AN A A AN A A AN A A AN A A N A A N A A N AN A N A A N A A N A o O P

Queremos que nos muestre bastantes decimales:
format long;

o)

% La fila k-ésima de c almacenara los coeficientes de S _k en orden
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c=

o0 d° o0 o° o° oP

o©

decreciente de potencias
zeros (n,b5);

La fila k-ésima de cm almacenara los coeficientes de S k, en
orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la funcidn:
splinedpnl en cl y splinedp en c2

La fila k-ésima de dl almacenara los coeficientes de S' k (el de
cl),en orden decreciente de potencias, tras cada llamada a la

funcioén.

cl=zeros(n,5);
c2=zeros (n,5);
dl=zeros(n,4);

o° oo

0 0 o0 o d° (T oo o°

o

Comienza la iteracidén por el método de Newton:

Inicializamos el angulo de disparo:

0;

En cada iteracidén del método de Newton resolvemos los dos
problemas de valores iniciales asociados y almacenamos las

matrices cm que contienen sus coeficientes en la base
considerada:

for j=l:nmax

o)
°

% Para el PVI no lineal aplicamos la funcidén splinedpnl:
cl=splinedpnl(a,b,n,x,f,t,zl);

o

dl almacena los coeficientes de S' k calculados a partir de
los de S k
for i=1:4

dl(:,i)=(5-1)*cl(:,1);

o° oo

(almacenados en cl)

end

o

Obtenemos las funciones que proporcionan los coeficientes del
PVI lineal:

ppl = mkpp(x,cl);

pl=@(z) ppval (ppl,z);

pp2 = mkpp(x,dl);

o° oo

p2=@ (z) ppval(pp2,z);
F1=@(z) fl(z,pl(z),p2(z));
F2=@(z) f2(z,pl(z),p2(z));

o)
°
o)
°

Para el PVI lineal aplicamos la funcidén splinedp:

c2=splinedp(a,b,n,x,F2,Fl,Q(x) 0,1,0);

o° oo

Calculamos los valores de los pseudo splines en el punto
final b
vk almacena el valor del k-ésimo pseudo spline en b

o

o
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h=x(n+1l)-x(n);

yl=cl(n,5)+h* (cl(n,4)+h*(cl(n,3)+h*(cl(n,2)+h*cl(n,1))));
y2=c2(n,5)+h* (c2(n,4)+h* (c2(n,3)+h*(c2(n,2)+h*c2(n,1))));

o)

% Iteracidén del método de Newton para actualizar el angulo de
disparo:

t=t-(yl-z2)/y2;

end

o)
°

o

Obtenemos la matriz de dimensidén n*5 que contiene los 4n

o

coeficientes que determinan de manera Unica el pseudo spline

o©

ciartico en la base considerada:

c=cl;
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7.3. Programas utilizados en los Experimentos Numeéricos

Presentamos en este apartado los Scripts de Matlab que corresponden a
los experimentos numéricos expuestos en el Capitulo 5, que nos han permitido
analizar los nuevos métodos de resolucion propuestos en este proyecto.

7.3.1. Ejemplo 1

EJEMPLO 1.

Fijamos los parédmetros del problema:
v1=110;

R1=2;

R2=4;

°N
0
°N
0

Solucidédn exacta:
sol=Q@(z) (V1*R1.*(R2-z))./((R2-R1).*z);

Llamadas de funcidn:

c3l=spline3pc(@spline3dp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22);
c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1l,22);

’

’

)
)
c4l=splinedpc(@splinedp,a,b,n,x,p,q,r,zl,2z2)
)

’

c42=splinedpc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,z2
% Construccidén de los splines:

’

pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31l),z

( )
pp32 = @(z) ppval (mkpp(x,c32),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
pp42 = @(z) ppval (mkpp(x,cd42),2z);

Tabla de valores:

0.4):\n")

fprintf ('Por columnas: x, y31(x), y32(x), v4l(x), v42(x), y(x)\n")

fprintf('$ 2.1f $ 9.6e $ 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n'
[x;pp31(x);pp32(x);pp4l (x);pp42(x);sol(x)])

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas (h

o\
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% Grafica de las soluciones:

xl = a:0.005:b;

plot (x1,pp31(x1l), " 'y-',x1,pp32(x1), 'b-',x1,pp4l(x1),"'g-",
x1,pp42(x1),"'k-",x1,s0l(x1),'r=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas y exacta con h=0.4");

print -dpdf 'pl.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 2.5999:0.000001:2.6001;

plot (x2,pp31(x2), 'y-"',x2,pp32(x2), "'b-'",x2,pp4l (x2),"'g-",
xX2,pp42(x2),"'k-",x2,s01 (x2),'r=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas (h=0.4) y exacta');

print -dpdf 'p2.pdf';

% Grafica del error splines cuUbicos:

plot (x1,pp3l(x1l)-sol(x1l),'y-'",x1,pp32(x1l)-sol(xl), ' 'b-")

xlabel ('x");

ylabel ('error');

title('Error para los splines cubicos con h=0.4");

print -dpdf 'p3.pdf';

% Grafica del error pseudo splines cuarticos:

plot (x1,pp4l (x1)-sol(x1l),'g-",x1,pp42(x1l)-sol(x1l), "k-")

xlabel ('x");

ylabel ('error');

title('Error para los pseudo splines cuarticos con h=0.4");

print -dpdf 'pd.pdf';

Evolucién del error al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h=0.4, 0.2, 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125, 0.00625 y 0.003125
Utilizamos un bucle for:

o0 o oo od°

err3l=zeros (6,8

7
err32=zeros ;

’ ’

)
(6,8)
errdl=zeros (6,8);
(6,8);

’

err42=zeros (6,

for i=0:7
n=5*2"1;
w=[a:0.4/2"1:b];
c3l=spline3pc (@splineldp,a,b,n,w,p,q,r,zl,z2

’

)
c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,2z2);
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,w,p,q,r,zl,22);
c42=splinedpc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,z2);

Q

o

Q

% Construcciédn de las funciones de error para los splines:
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ppval (mkpp (w,c31l),z)-sol(z);
ppval (mkpp (w,c32),z)-sol(z);
ppval (mkpp (w,c4l) ,z)-sol(z);
ppval (mkpp (w,c42),z)-sol(z);

o
o
o
o

Almacenamos los errores en los puntos [a:0.2:b]
err31(:,i+1)=p31 (x)"'

err32(:,i+1)=p32(x)"';
errdl (:,i+1)=pd4l(x)"';
errd2 (:,i+1l)=pd42(x)"';

end

% Tablas de errores:

fprintf ('Errores en las soluciones numéricas (h=0.4/2"1,
i=0:7):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),

err31(:,4), err31(:,5), err31l(:,6), erxr31l(:,7),
err31(:,8)\n")
fprintf ('S 2.1f $ 5.2e % 5.2e

5.2¢ $ 5.2e % 5.2e % 5.2e %
1) ';err31(:,2)"';

1 5
5.2e 5.2e\n', [x;err31(:
err31( 5)'; zerr31l(:,6)"';
)

err31(:,3)';err31(:,4)";
(:,7)"'";err31(:,8) "]

fprintf (' Por columnas: x, err32(:,1), err32(:,2), err32(:,3),
err32(:,4), err32(:,5), err32(:,6), erxr32(:,7),
err32(:,8)\n")

fprintf ('s 2.1f $ 5.2e $ 5.2e % 5.2e % 5.2e § 5.2e % 5.2e
5.2e % 5.2e\n', [x;err32(:,1)"';err32(:,2) "';err32(:,3)"';
err32(:,4)"';err32(:,5)"';err32(:,6)"';err32(:,7)"';err32(:,8)"'1)

- o0

o)
°

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errd4l(:,2), errdl(:,3),
err4l1(:,4), errdl(:,5),errdl(:,6), errdl(:,7),errdl (:,8)\n'")
fprintf('$ 2.1f % 5.2¢ % 5.2e¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e % 5.2e\n'", [x;errd4l(:,1)"';errdl(:,2)"';errdl (:,3)"';
errdl(:,4)"';errdl (:,5)"';errdl (:,06)"';errdl (:,7)"';errdl (:,8)"'])

o)
°

fprintf (' Por columnas: x, errd42(:,1), errd2(:,2), errd2(:,3),
errd42(:,4),errd2(:,5),errd2(:,6), errd2(:,7), errd2(:,8)\n'")
fprintf('$ 2.1f % 5.2¢ % 5.2e¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e % 5.2e %
5.2e % 5.2e\n'", [x;errd2(:,1)"';errd2(:,2) "';errd2(:,3)"';

errd2(:,4)"';erxrd2(:,5)"';errd2(:,06)"';erxrd2(:,7)"';errd2(:,8)"'])

Gradfica en doble escala logaritmica de los errores en el punto

o° oo oo

medio del intervalo para los distintos pasos:
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plot(loglO(H), loglO(abs([err31(3,:)1)), 'v-");

hold on;

plot(loglO(H), loglO(abs([err32(3,:)1)), 'b-");

xlabel ('log(h) ") ;

ylabel ('log(error)');

title('Error para los splines cubicos en x=2.8");

axis equal; % Igual medida para las unidades en los dos ejes
hold off;

print -dpdf 'pS.pdf';

Muestran claramente pendiente 2 (por converger con orden 2)

o0 o oo od°

Pseudo splines cuarticos:

plot(loglO(H), loglO(abs([err4l(3,:)1)), 'g-");

hold on;

plot(loglO(H), loglO(abs([err42(3,:)1)), 'k=");

xlabel ('log(h) ") ;

ylabel ('log(error)');

title('Error para los pseudo splines cudrticos en x=2.8");
axis equal; % Igual medida para las unidades en los dos ejes
hold off;

print -dpdf 'p6.pdf';

o)

% Muestran claramente pendiente 4 (por converger con orden 4)

7.3.2. Ejemplo 2

EJEMPLO 2:
Fijamos los parametros del problema:

Solucidén exacta:

0 o° O o° oo o°

Inputs para las llamadas de funcién:
a=30;

p=0@(x) -3.*cotd(x)-2.*tand(x);

g=@(x) -0.7;
r=@(x) 0;

z1=[1,0,0];
z2=[1,0,5];

o

% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pc(@spline3dp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22);
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c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1l,22);
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22);
c42=splinedpc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1l,22);

o)
°
o)
°

Construccidén de los splines:

pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp32 = @(z) ppval (mkpp(x,c32),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
pp42 = @(z) ppval (mkpp (x,c42),z);

Tabla de valores:
x0=[35.01:5:55.01];
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas (h= 0.6):\n")
fprintf ('Por columnas: x, y31(x), y32(x), y4l(x), y42(x), y(x)\n")
fprintf ('$ 4.2f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n’,
[x0;pp31 (x0) ;pp32(x0) ;pp4l (x0) ;pp42 (x0) 1)
% Grafica de las soluciones con h=0.6:
x1l = a:0.1:b;
plot(x1l,pp31l(x1l),'y-',x1,pp32(x1l), 'b-'",x1,pp4l(x1),'g-",
x1,pp42 (x1), "'k-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Soluciones numéricas con h=0.6");
print -dpdf 'pl.pdf';
% Detalle de la grafica haciendo zoom:
x2 = 44.:0.01:46.;
plot (x2,pp3l(x2),'y-',x2,pp32(x2), 'b-",x2,pp4l(x2),"'g-",
x2,pp42 (x2), "'k-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.6");
print -dpdf 'p2.pdf';
% Grafica de los splines cubicos:
plot(x1l,pp31l(x1l),'y-',x1,pp32(x1l), 'b-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Gradficas de los splines cubicos con h=0.6");
print -dpdf 'p3.pdf';
% Grafica de los pseudo splines cuarticos:
plot(x1,pp4l(x1l),'g-",x1,pp42(x1), "'k=-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Gradficas de los pseudo splines cuarticos con h=0.6");
print -dpdf 'pd.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.6, 0.3, 0.15, 0.075 y 0.0375

o° o° oo
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err3l=zeros (7

5);
err32=zeros (7 5)
errdl=zeros(7,5);

(7,5):

err42=zeros (7,

5 Utilizamos un bucle for:

’

’

’

’

for i=0:4
n=50*2"1;
=[la:0.6/2"1i:b];
c3l=spline3pc(@spline3dp,a,b,n,w,p,q,r,z1l,22);
c32=spline3pc?2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1l,22);

c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,w,p,q,r,zl,2z2

12

)
)
)
c42=splinedpc?2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,z1,22);
% Construccidédn de las funciones splines:
p31 Q(z) ppval (mkpp (w,c31),z);
) ppval (mkpp ( ), 2);
) ppval (mkpp(w,cd4l),z);
) ppval (mkpp (w,c42),z)

W,
W,

rz)zs

Almacenamos los valores en los puntos [a:5:b]
x2=[a:5:b];
err31(:,i+1
1+l
1+l
141

p31
p3
p
=p

err32

errdl

( ) (x2)
( ) 2(x2)
( ) 41 (x2)
err4d?2 ( ) =p42 (x2)
end

o
°
o
°

Grafica de las soluciones h=0.0375:
a:0.1:b;

x1

plot(x1l,p31(x1),'y-',x1,p32(x1l), 'b-",x1,p41l(x1), "'g-"
x1,p42 (x1),"k=-")

xlabel ('x'");

ylabel ("y(x)"');

title('Soluciones numéricas con h=0.0375");

print -dpdf 'pS.pdf';

% Tablas de valores:

fprintf('Valores de las soluciones numéricas (h=0.6/2"1,
i=0:4):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31l(:, )\n‘)

fprintf ('$ 2.f % 9.6e % 9. % 9.6e % 9. $ 9.6e\n'

[x2;err31(:,1)";err31(:,2)" ,err3l( 3)',err31( ,4)";err31(:,5)"'])

fprintf (' Por columnas: x, err32(:,1), err32(:,2), err32(:,3),
err32(:,4), err32(:,5)\n")

fprintf('$ 2.f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n'
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[x2;err32(:,1)"';err32(:,2)"'";err32(:,3)"'";err32(:,4)"';err32(:,5)"'])
fprintf (' Por columnas: x, errd4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
errd4l(:,4), errdl(:,5)\n")
fprintf ('s 2.f 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n"',
[x2;errdl (:,1) (:,2)"'";errdl (:,3)"';errdl (:,4)"';errdl (:,5)"'])

- 0P

;errdl

o)

fprintf (' Por columnas: x, errd42(:,1), errd2(:,2), errd2(:,3),
errd2(:,4), errd2(:,5)\n")
fprintf ('s 2.f 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;errd2 (:,1) (:,2)";errd2(:,3)"';errd2(:,4)"';errd2(:,5)"'])

- o

;errd?2

o
°

7.3.3. Ejemplo 3

a) Ejemplo 3.a

EJEMPLO 3.a
Fijamos los parametros del problema:

o
°
o
°

format long;
ep=10"4;

Solucidén exacta:
sol=Q@(z) 1./(2-z.72)-exp(-sqgrt(ep).*(1+z))-exp(-sqgrt(ep).*(1-2));

Inputs para las llamadas de funcién:

a=0;

b=1;

n=5;

x=[0 0.4 0.85 0.96 0.99 11;
p=@(x) O;

g=0(x) ep.*(2-x."2);

r=Q@(x) -ep;

z1=10,1,01;

z2=[1,0,0]1;

o
°
o
°

Llamadas de funciédn:

c3l=spline3pc(@spline3dp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22);
%$c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,2z2);
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,x,p,q,r,z1,22);
%$cd42=splinedpc? (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,2z2);

o°  oe

Construccidén de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
spp32 = @(z) ppval (mkpp (x,c32),2);
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pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
Sppd2 = Q@(z) ppval (mkpp(x,c42),z);
% Tabla de valores:
x0=[a:0.2:11;
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas con n=5:\n")
fprintf (' Por columnas: x, y31l(x), y4l(x), y(x)\n")
fprintf ('$ 3.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n"',
[x0;pp31 (x0) ;pp4l (x0);s01(x0)1)
% Grafica de las soluciones con 7 puntos:
xl = a:0.005:b;
plot (x1,pp31l(x1l), 'b-",x1,pp4l(x1l), 'r-",x1,s0l(x1l),"k-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Soluciones numéricas con 5 intervalos');
print -dpdf 'p3al.pdf';
% Detalle de la grafica haciendo zoom:
x2 = 0.98:0.0001:1;
plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2), "'r-",x2,s01(x2),"k-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Zoom de las soluciones numéricas con 5 intervalos');
print -dpdf 'p3alZ.pdf';
% Grafica del spline cubico:
plot(x1l,pp31l(x1l), 'b-",x1,s0l(x1), "'k=-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Gradficas del spline cubico con 5 intervalos');
print -dpdf 'p3a3.pdf';
% Grafica de los pseudo splines cuarticos:
plot (x1,pp4l (x1), 'r-',x1,s01l(x1), "k-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Gradficas del pseudo spline cuartico con 5 intervalos');
print -dpdf 'p3a4d.pdf';

Soluciones tomando 8 y 15 puntos:

o0 o° oo

err3l=zeros(6,2);

errd4l=zeros (6,2);

n=>5;

w=[0 0.4 0.85 0.96 0.99 11;
c3l=spline3pc(@spline3p,a,b,n,w,p,q,r,z1l,22);
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,w,p,q,r,z1l,22);

o
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o)

% Construccidédn de las funciones de error para los splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),z)-sol(z);

p4l = @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z)-sol(z);

% Almacenamos los errores en los puntos:
x2=[0 0.4 0.85 0.96 0.99 11;
err31(:,1)=p31(x2)"';

errdl (:,1)=p4l(x2)"';

n=7;

w=[0 0.3 0.6 0.85 0.95 0.97 0.99 11;
c3l=spline3pc(@spline3dp,a,b,n,w,p,q,r,zl,22);
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,w,p,q,r,z1l,22);

% Construccidén de las funciones de error para los splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),z)-sol(z);

p4l = @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z)-sol(z);
% Almacenamos los valores en los puntos:
err31(:,2)=p31(x2)"';

errdl (:,2)=p4l(x2)"';

% Grafica de los errores:

xl = a:0.005:b;

plot(x1,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'z=-")
xlabel ('x");

ylabel ("y(x)');

title('Gradfica del error para 7 puntos');

print -dpdf 'p3ab.pdf';

% Tablas de errores:

fprintf ('Errores de las soluciones numéricas con n= 5 y 7:\n'")
fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2)\n")
fprintf ('$ 7.5f % 9.6e % 9.6e\n', [x2;err31(:,1)"';err31(:,2)"'])
fprintf (' Por columnas: x, errd4l(:,1), errdl(:,2)\n")

fprintf ('$ 7.5f % 9.6e % 9.6e\n', [x2;errdl (:,1)"';errdl (:,2)"'])

o
°
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b) Ejemplo 3.b

o)

% Fijamos los parametros del problema:
format long;

ep=10"8;

% Solucidén exacta:

sol=Q@(z) 1./(2-z.72)-exp(-sqrt(ep).*(1+z))-exp(-sqgrt(ep).*(1-2));
% Inputs para las llamadas de funcidn:

a=0;

b=1;

n=12;

x=[0 0.4 0.8 0.95 0.98 0.992 0.997 0.999 0.9995 0.9999 0.99993
0.99996 11;

o)
°
o)
°

Llamadas de funcién:

c3l=spline3pc(@spline3dp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22);
%$c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,2z2);
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,x,p,q,r,z1l,22);
%$cd42=splinedpc? (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,2z2);

o° oo

Construccidén de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
$pp32 = @(z) ppval (mkpp(x,c32),z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
Sppd2 = Q@(z) ppval (mkpp(x,c42),z);
% Tabla de valores:
x0=[a:0.2:11;
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas con n=12:\n")
fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x), y(x)\n")
fprintf('$ 3.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n"',

[x0;pp31 (x0) ;pp4l (x0);s01(x0)1)
% Grafica de las soluciones con 13 puntos:
xl = a:0.005:Db;
plot (x1,pp31(x1l), 'b-"',x1,pp4l (x1),'r-",x1l,s0l(x1l), "k=-")
xlabel ('x");
ylabel ('y(x)");
title('Soluciones numéricas con 12 intervalos');
print -dpdf 'p3bl.pdf';

o
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% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 0.98:0.0001:1;

plot (x2,pp31(x2), 'b-"',x2,pp4l (x2),'r-",x2,s501(x2), "k=-")
xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con 12 intervalos');
print -dpdf 'p3b2.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1,pp31l(x1l), 'b-",x1,s0l(x1), "'k=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline cubico con 12 intervalos');

print -dpdf 'p3b3.pdf';

% Grafica de los pseudo splines cuarticos:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-',x1,s01l(x1), "'k-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con 12 intervalos');
print -dpdf 'p3b4d.pdf';

o

7.3.4. Ejemplo 4

\

% EJEMPLO 4
% Fijamos los parametros del problema:
c=20;

o©

o

Solucidén exacta:

sol=Q@(z) exp(-c.*z."2);

o)
°
o)
°

Inputs para las llamadas de funcién:

a=0;

b=1;

n=5;

x=[a:0.2:b];
P=0(x) -2*c.*x;
g=@(x) -2*c;
r=Q@(x) 0;
z1=[1,0,11;
z2=[1,0,exp(-c)];

o
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% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pc (@splineldp,a,b,n,x,p,q,r,zl,2z2

c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,z2

’

c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,x,p,q,r,zl,2z2

I

)
)
)
c42=splinedpc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,z2)

’

Construccidén de los splines:

pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp32 = @(z) ppval (mkpp(x,c32),2z);
pp4l @(z) ppval (mkpp (x,c4l),z);
pp42 = @(z) ppval (mkpp(x,cd42),2z);

Tabla de valores:
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas (h= 0.2):\n")
fprintf ('Por columnas: x, y31(x), y32(x), y4l(x), y42(x), y(x)\n")
(' 2.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n"',
(x) (x)

[x;pp31(x) ;pp32 (x) ;pp4l (k) ;pp42 (k) ;sol(x)])

fprintf

o
°
o
°

Gradfica de las soluciones:

xl = a:0.005:b;

plot (x1l,pp31(x1l),'y',x1l,pp32(x1l), 'b-",x1,pp4l (x1), "'g-"'
x1,pp42(x1),"'k-",x1,s0l(x1),'r=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas y exacta con h=0.2");

print -dpdf 'p4l.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 0.98:0.0002:1;

plot (x2,pp3l(x2),'y',x2,pp32(x2), 'b-",x2,pp4l(x2), " 'g-"
xX2,pp42(x2),"'k-",x2,s01 (x2),'r=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas (h=0.2) y exacta');

print -dpdf 'p42.pdf';

% Grafica del error splines cuUbicos:

plot (x1,pp3l(x1l)-sol(x1l), 'b-",x1,pp32(x1l)-sol(xl),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('error');

title('Error para los splines cubicos (h=0.2)");

print -dpdf 'p43.pdf';

% Grafica del error pseudo splines clarticos:

plot (x1,pp4l (x1)-sol(x1l), 'b-",x1,pp42(x1l)-sol(x1l),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('error');

title('Error para los pseudo splines cuarticos (h=0.2)");

print -dpdf 'p44.pdf';

o
°
o
°

Evolucién del error al ir disminuyendo el paso:
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% Tomamos h= 0.4, 0.2, 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125, 0.00625 y
0.003125
% Utilizamos un bucle for:
err3l=zeros(6,8);
err32=zeros (6 8),
errd4l=zeros (6,8);
errd42=zeros (6,8);
for i=0:7
n=5*2"1i;
=[la:0.2/2"1i:b];
c3l=spline3pc(@splinedp,a,b,n,w,p,q,r,zl,z2

l4 ’

c32=spline3pc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,z2

12

)
)
c4l=splinedpc (@splinedp,a,b,n,w,p,q,r,z1,22);
)

c42=splinedpc2 (@AlgThomas,a,b,n,p,q,r,zl,z2

12

o
°
o
°

Construccidédn de las funciones de error para los splines:
p31

@ (z) ppval (mkpp (w,c31l),z)-sol(z);

(
p32 = @(z) ppval (mkpp(w,c32),z)-sol(z);
p4l = @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z)-sol(z);
p42 = @(z) ppval (mkpp(w,cd42),z)-sol(z);

o
°
o
°

Almacenamos los errores en los puntos [a:0.2:Db]

err31l(:,i+1)=p31(x)"'

err32(:,1i+1)=p32 (x)

errdl (:,i+1)=p4l(x)"';
( ) (x)

err42(:,i+1)=p42 (x)"';
end
% Tablas de errores:

fprintf ('Errores en las soluciones numéricas (h=0.2/2"1,
i=0:7):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5), err31(:,6), err31(:,7), err31(:,8)\n'")
fprintf('$ 2.1f % 5.2¢ % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e % 5.2¢ % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e\n', [x;err31(:,1) "';err31(:,2) "';err31(:,3) "';err31(:,4)";
err31(:,5)'";err31(:,06) ";err31(:,7)"';err31(:,8)"'])
fprintf (' Por columnas: x, err32(:,1), err32(:,2), err32(:,3),
err32(:,4), err32(:,5), err32(:,6), err32(:,7), err32(:,8)\n")
fprintf('$ 2.1f % 5.2¢ % 5.2e¢ % 5.2¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e\n'", [x;err32(:,1) ';err32(:,2) ';err32(:,3) "';err32(:,4)";
err32(:,5) '";err32(:,06) ";err32(:,7)"';err32(:,8)"'])
fprintf (' Por columnas: x, errd4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
err4l1(:,4), errd4l(:,5), errdl(:,6), errdl(:,7), errdl(:,8)\n'")
fprintf('$ 2.1f % 5.2¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e\n'", [x;errdl(:,1) ';errdl (:,2) ';errdl (:,3) "';errdl(:,4)";

errd4l(:,5)"';errdl(:,06) ";errdl(:,7) " ";errdl (:,8)"'])

o\©
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fprintf (' Por columnas: x, errd42(:,1), errd2(:,2), errd2(:,3),
errd42(:,4), errd2(:,5), errd2(:,6), errd2(:,7), errd2(:,8)\n'")
fprintf('s 2.1f % 5.2¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e\n'", [x;errd2(:,1) ';errd2(:,2) ';errd2(:,3) ';errd2(:,4)";

errd42(:,5) "';errd2(:,06) ";errd2(:,7) "';errd2(:,8)"'])

Gradfica en doble escala logaritmica de los errores en el punto

x=0.2 para los distintos pasos:
N=[0:7];
H=0

% Splines cubicos:

plot (loglO(H), loglO(abs([err31(2,:)1)), 'yv-');

hold on;

plot(loglO(H), loglO(abs([err32(2,:)1)), 'b=-");

xlabel ("log(h) ")

ylabel ('log(error)');

title('Error para los splines cubicos en x=0.2");

axis equal; % Igual medida para las unidades en los dos ejes
hold off;

print -dpdf 'p45.pdf';

% Muestran claramente pendiente 2 (por converger con orden 2)
o)
°

% Pseudo splines cuarticos:

plot (loglO(H), loglO(abs([errdl(2,:)]1)), 'g-');

hold on;

plot(loglO(H), loglO(abs([err42(2,:)1)), 'k=");

xlabel ("log(h) ")

ylabel ('log(error)');

title('Error para los pseudo splines cuadrticos en x=0.2");
axis equal; % Igual medida para las unidades en los dos ejes
hold off;

print -dpdf 'p46.pdf';

o)

% Muestran claramente pendiente 4 (por converger con orden 4)

7.3.5. Ejemplo 5

a) Ejemplo b5.a

% Solucidn exacta:
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Inputs para las llamadas de funcién:

a=0;

b=100;

n=250;

x=[a:0.4:b];

f=0@(x,v,2z) -g.*z+y-y."3+F.*cos (om. *x) ;
1=Q@(x,y,z) -om.*F.*sin (om.*x);

st
$f2=0(x,y,z) 1-3.*y."2;
sf£3=0@ (XIYI z) -9

o

% Llamadas de funcién:

c3l=spline3pnl(a,b,n,x,£f,z1,22);

c4l=splinedpnl(a,b,n,x,£f,z1,22);

% Construccidédn de los splines:

pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);

pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);

% Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4):\n")

x0=[99:0.2:0-0.2];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 4.1f ¢ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

% Grafica de las soluciones con h=0.4:

x1l = a:0.2:b;

plot (x1,pp31l(x1l), 'b-",x1,pp4l(x1l), 'r=-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.4");

print -dpdf 'pbal.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 99:0.005:b;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4");

print -dpdf 'pbalZ.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp3l(x1l), 'b-")

xlabel ('x'");

ylabel ("y(x)"');

title('Gradficas del spline cubico con h=0.4");

print -dpdf 'pba3.pdf';

o
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% Grafica del pseudo spline cuartico:
plot(x1l,pp4l(x1l),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline culartico con h=0.4");
print -dpdf 'pbad.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.4/2"1 para i=0:4, x=[0,100]
Utilizamos un bucle for:

o0 o o° oo

err3l=zeros(5,5);
err4l=zeros(5,5);
for i=0:4
n=250*2"1;
w=[a:0.4/2"1:b];
c3l=spline3pnl(a,b,n,w,f,zl,z2);
c4l=splinedpnl(a,b,n,w,f,z1l,22);
% Construccidédn de las funciones splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),2z);
= @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z);

T
S
=

Valores de las soluciones numéricas en los puntos
[99:0.2:99.81:

x2=[99:0.2:0-0.2];

err31(:,i+1)=p31(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l(x2)"';
end

e oo oe

o)
°
o)

°

Gradfica de las soluciones h=0.0125:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1l,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")
xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.0125");
print -dpdf 'pbSab.pdf';

Tabla de valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4/271, 1i=0:4):

o° o° od° o°

fprintf ('valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4/271, 1i=0:4):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5)\n")

fprintf('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;err31(:,1)"'";err31(:,2)"';err31(:,3)"';err31(:,4)"';err31(:,5)"'])

o)
°

fprintf (' Por columnas: x, errd4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
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errd4l(:,4), errd4l(:,5)\n
fprintf ('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
(: ! ) )

,1)'";errdl (:,2 ';errdl(:,4)"'";errdl (:,5)'])

~

[x2;errdl

o

b) Ejemplo 5.b
EJEMPLO 5.b

Fijamos los parametros del problema:
g=0.25;

Solucidén exacta:

o0 o° oo oP

Inputs para las llamadas de funcién:
a=0;

b=200;

n=1000;

x=[a:0.2:b];

f=0@(x,v,2z) -g.*z+y-y."3+F.*cos (om. *x) ;
$fl=@(x,y,z) -om.*F.*sin(om.*x);
$f2=0(x,y,z) 1-3.*y."2;

$f£3=Q@(x,v,2z) -g9;

z1=0.2;

z2=0.1;

o

©

% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
c4l=splinedpnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
% Construccidédn de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);

Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[199, 199.8]
(h= 0.2):\n")

x0=[b-1:0.2:b-0.2];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 4.1f ¢ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

% Grafica de las soluciones con h=0.2:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1l,pp31l(x1l), 'b-',x1,pp4l(x1l), 'r=-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.2");

print -dpdf 'pbSbbl.pdf';

o
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% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = b-1:0.005:b;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ("y(x)');

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.2");
print -dpdf 'pbSbb2.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp31l(x1l), 'b-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline cubico con h=0.2");
print -dpdf 'pbSbb3.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1l,pp4l(x1l), 'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.2");
print -dpdf 'pbSbb4.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.2/2"1 para i=0:4, x=[0,200]
Utilizamos un bucle for:

o0 o° oo oe

err3l=zeros(5,5);
err4l=zeros(5,5);
for i=0:4
n=1000*2"1;
w=[a:0.2/2"1:b];
c3l=spline3pnl(a,b,n,w,f,zl,z2);
c4l=splinedpnl(a,b,n,w,f,z1l,2z2);
% Construccidédn de las funciones splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),2z);
= @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z);

T
S
—

Valores de las soluciones numéricas en los puntos
[199:0.2:199.8]:

x2=[b-1:0.2:0-0.2];

err31(:,i+1)=p31(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l(x2)"';
end

o o° oo

o)
°
o)
°

Gradfica de las soluciones h=0.00625:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.00625");
print -dpdf 'pSbb5.pdf';
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Tabla de valores de las soluciones numéricas en x=[b-1, b-0.2]
h= 0.2/271, 1i=0:4):
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[199, 199.8] (h=
0.2/271i, i=0:4):\n")
fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5)\n")
fprintf('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;err31(:,1)"'";err31(:,2)"'";err31(:,3)"';err31(:,4)"';err31(:,5)"'])

o

o)
°
o)
°
o)
°

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
errd4l(:,4), errdl(:,5)\n")

fprintf ('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',

[x2;errdl(:,1)";errdl (:,2)";errdl(:,3)"';errdl (:,4)"'";errdl (:,5)"'])

o)
°

c) Ejemplo 5.c

EJEMPLO 5.c

Fijamos los parametros del problema:
g=0.25;

F=0.4;

om=1;

o)
°
o)

°

Solucidén exacta:

o° o° od° o°

Inputs para las llamadas de funcién:
a=0;

b=100;

n=1000;

x=[a:0.1:b];

f=0@(x,v,2z) -g.*z+y-y."3+F.*cos (om. *x) ;
$fl=@(x,y,z) -om.*F.*sin(om.*x);
$f2=0(x,y,z) 1-3.*y."2;

$f3=Q (x,v,2) -9g;

z1=0.2;

z2=0.1;

o

©

% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
c4l=splinedpnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
% Construccidédn de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
% Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
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(h= 0.1):\n")
x0=[99:0.2:b-0.21;

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 4.1f ¢ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])
% Grafica de las soluciones con h=0.1:
xl = a:0.2:b;

plot (x1,pp31l(x1l), 'b-",x1,pp4l(x1l), 'r=-")
xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.1");
print -dpdf 'pbcl.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:
x2 = 99:0.005:Db;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.1");
print -dpdf 'pbSc2.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp3l(x1l), 'b-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline culbico con h=0.1");
print -dpdf 'pbSc3.pdf';

o)
°
o)

°

Gradfica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.1");
print -dpdf 'pbSc4d.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.1/2"1 para i=0:4, x=[0,100]

Utilizamos un bucle for:

o° o° oo

err3l=zeros(5,5);
errdl=zeros(5,5);
for i=0:4
n=1000*2"1;
w=[a:0.1/2"1:Db];
c3l=spline3pnl(a,b,n,w,f,zl,z2);
c4l=splinedpnl(a,b,n,w,f,zl,z2);

o
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o)

% Construccidédn de las funciones splines:
p3l = @(z) ppval (mkpp (w,c31),z);
pr4l = @(z) ppval (mkpp(w,cdl),z);

Valores de las soluciones numéricas en los puntos
[99:0.2:99.81:

x2=[99:0.2:0-0.2];

err31(:,i+1)=p31(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l(x2)"';
end

o oo oo

o)
°
o)
°

Gradfica de las soluciones h=0.003125:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")

xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.003125");
print -dpdf 'pbScH.pdf';

Tabla de valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]

(h= 0.1/271, 1i=0:4):

fprintf ('valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.1/271, 1=0:4):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5)\n")

fprintf ('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',

[x2;err31(:,1)"'";err31(:,2)";err31(:,3)"';err31(

o0 o od° oP

o)
°

fprintf (' Por columnas: x, errd4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
errd4l(:,4), errdl(:,5)\n")
fprintf('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;errdl(:,1)";errdl (:,2)";errdl (:,3)";errdl (

o)
°

7.3.6. Ejemplo 6

a) Ejemplo 6.a

EJEMPLO 6.a
Fijamos los parametros del problema:

o)
°
o)
°

mu=0.2;

Solucidén exacta:

o0 o° oo oP

Inputs para las llamadas de funcién:
=0;
b=100;

[o)]
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n=250;

x=[a:0.4:b];

f=0@(x,vy,z) mu.*(l-y."2).*z-y;
$fl=Q (x,vy,z) 0;

$f2=0(x,y,z) -2.%mu.*y.*z-1;
$f3=0(x,vy,z) mu.*(l-y."2);
z1=0.1;

z2=0;

o

©

% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
c4l=splinedpnl(a,b,n,x,£,z1,22);

o° o

Construccidén de los splines:

pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);

pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);

% Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4):\n")

x0=[b-1:0.2:b-0.2];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 4.1f $ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

% Grafica de las soluciones con h=0.4:

x1l = a:0.2:b;

plot (x1l,pp31l(x1l), 'b-'",x1,pp4l(x1l), 'r=-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.4");

print -dpdf 'p6al.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = b-1:0.005:b;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4");

print -dpdf 'p6alZ.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp3l(x1l), 'b-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline clbico con h=0.4");

print -dpdf 'p6a3d.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

P Pagina 246 Raquel Puente Taboada



RSy ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

title('Gradficas del pseudo spline clartico con h=0.4");
print -dpdf 'p6ad.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.4/2"1 para i=0:4, x=[0,100]

Utilizamos un bucle for:

err3l=zeros(5,5);

o0 o° oo od°

errdl=zeros(5,5);

for i=0:4
n=250*2"1;
w=[a:0.4/2"1:b];
c3l=spline3pnl(a,b,n,w,f,zl,z2);
c4l=splinedpnl(a,b,n,w,f,z1l,2z2);
% Construccidédn de las funciones splines:

p3l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),2z);

pr4l = @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z);

Valores de las soluciones numéricas en los puntos
99:0.2:99.8]:

x2=[b-1:0.2:0-0.2];

err31(:,i+1)=p31(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l(x2)"';
end

o)
°
o)

°

o)
°
o)

°

Grafica de las soluciones h=0.0125:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")
xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.0125");
print -dpdf 'p6ab.pdf';

o° o° oo

Tabla de valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8] (h=
L4/271, 1i=0:4):
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4/271, 1=0:4):\n")
fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5)\n")
fprintf('s 4.1f % 9.6e % 9.6e
[x2;err31(:,1)"';err31(:,2)"';err31(:,3

o

o

o©
O
[e))
()
- oo
\\eJ
o
()
o\©
\\eJ
o
()
~
=}
~

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
errd4l(:,4), errdl(:,5)\n")
fprintf('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;errdl (:,1)";errdl (:,2)";errdl (:,3)" (:,4)"'";errdl (:,5)"'])

o)
°

;errdl
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b) Ejemplo 6.b

EJEMPLO 6.b
Fijamos los parametros del problema:
mu=1;

o)
°
o)

°

Solucidén exacta:

o0 o oo o°

Inputs para las llamadas de funcién:
a=0;

b=100;

n=250;

x=[a:0.4:b];

f=0@(x,y,z) mu.*(l-y."2).*z-y;
$fl=Q (x,vy,z) 0;

$f2=0(x,y,z) -2.%mu.*y.*z-1;
$f3=0(x,vy,z) mu.*(l-y."2);
z1=0.1;

z2=0;

o

©

% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
c4l=splinedpnl(a,b,n,x,£,z1,22);

o°  o°

Construccidén de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp4l @(z) ppval (mkpp (x,c4l),z);

o)
°
o)

°

Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4):\n")

x0=[b-1:0.2:b-0.2];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 4.1f ¢ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

Gradfica de las soluciones con h=0.4:
x1l = a:0.2:b;

plot(x1l,pp31l(x1l), 'b-',x1,pp4l(x1l), 'r=-")
xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.4");
print -dpdf 'poébl.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = b-1:0.005:b;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4");
print -dpdf 'p6b2.pdf';

o
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% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp31l(x1l), 'b-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline culbico con h=0.4");
print -dpdf 'p6b3.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.4");
print -dpdf 'po6b4d.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.4/2"1 para i=0:4, x=[0,100]

Utilizamos un bucle for:

err3l=zeros(5,5);

err4l=zeros(5,5);

for i=0:4

n=250*2"1;

w=[a:0.4/2"1:b];

c3l=spline3pnl(a,b,n,w,f,zl,z2);

o° o° od° oP

c4l=splinedpnl(a,b,n,w,f,z1l,2z2);
% Construccidédn de las funciones splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),2z);
p4l = @(z) ppval (mkpp (w,c4l),z);

Valores de las soluciones numéricas en los puntos
99:0.2:99.8]:

x2=[b-1:0.2:0-0.2];

err31(:,i+1)=p31(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l (x2)"';
end

o)
°
o)

°

o)
°
o)

°

Gradfica de las soluciones h=0.0125:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")
xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.0125");
print -dpdf 'p6bS5.pdf';

o° oo oP

Tabla de valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8] (h=
L4/271, 1i=0:4):
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]

(h= 0.4/271, 1=0:4):\n")
fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5)\n")

o
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fprintf('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;err31(:,1)"'";err31(:,2)"'";err31(:,3)"';err31(:,4)"';err31(:,5)"'])

o

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errd4l(:,2), errdl(:,3),
errd4l(:,4), errdl(:,5)\n")

fprintf ('S 4.1f $ 9.6e & 9.6e % 9.6e % 9.6e %

9.6e\n', [x2;errd4l(:,1)"'";errdl (:,2) " ';errdl(:,3)";errdl(:,4) " ';errdl

:,5)'1)

o)
°

c) Ejercicio 6.c

EJERCICIO 6.c
Fijamos los parametros del problema:

o°  oe

mu=5;

Solucidén exacta:

o0 o° o° P

Inputs para las llamadas de funcién:
a=0;

b=100;

n=250;

x=[a:0.4:b];

f=0@(x,y,z) mu.*(l-y."2).*z-y;
$fl=Q (x,vy,z) 0;

$f2=0(x,y,z) -2.%mu.*y.*z-1;
$f3=0(x,vy,z) mu.*(l-y."2);
z1=0.1;

z2=0;

o

©

% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
c4l=splinedpnl(a,b,n,x,£f,z1,22);
% Construccidédn de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);

Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4):\n")

x0=[b-1:0.2:b-0.2];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 4.1f $ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

% Grafica de las soluciones con h=0.4:

x1l = a:0.2:b;

plot(x1,pp31l(x1l), 'b-',x1,pp4l(x1l), 'r=-")
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xlabel ('x");

ylabel ("y(x)"');

title('Soluciones numéricas con h=0.4");
print -dpdf 'pé6cl.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = b-1:0.005:b;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.4");
print -dpdf 'p6c2.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp3l(x1l), 'b-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline cubico con h=0.4");
print -dpdf 'p6c3.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.4");
print -dpdf 'p6cd.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.4/2"1 para i=0:4, x=[0,100]
Utilizamos un bucle for:

o° o° oo oe

err3l=zeros(5,5);
err4l=zeros(5,5);

for i=0:4

n=250*2"1;

w=[a:0.4/2"1:b];
c3l=spline3pnl(a,b,n,w,f,zl,z2);
c4l=splinedpnl(a,b,n,w,f,zl,z2);
% Construccidédn de las funciones splines:
p3l = @(z) ppval (mkpp (w,c31),z);

p4l @(z) ppval (mkpp(w,c4l),z);

o)
°
o)

°

Valores de las soluciones numéricas en los puntos [99:0.2:99.8]:
x2=[b-1:0.2:b-0.2];

err31(:,i+1)=p31l(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l (x2)"';

end

% Grafica de las soluciones h=0.0125:
x1l = a:0.2:b;

plot(x1,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),"'r=-")
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xlabel ("x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.0125");
print -dpdf 'p6cS.pdf';

o° oo oo

Tabla de valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8] (h=
L4/271, 1i=0:4):
fprintf ('Valores de las soluciones numéricas en x=[99, 99.8]
(h= 0.4/271, 1=0:4):\n")
fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5)\n")
fprintf ('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;err31(:,1)"'";err31(:,2)"';err31(:,3)"';err31(:,4)"'";err31(:,5)"'])

o

o

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
errd4l(:,4), errdl(:,5)\n'")

fprintf('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',

[x2;errdl(:,1)";errdl (:,2)";errdl(:,3)"';errdl (:,4)"';errdl (:,5)"'])

o)
°

7.3.7. Ejemplo 7

o)

% Fijamos los parametros del problema:
mu=0.758582299525377;
$mu=5.469351386061054;

o0 O o

Solucidén exacta:
(z) -2.*log((cosh(mu.*(z-0.5)))./(cosh(mu./2)));

0]
O
—
@

o°  oe

Inputs para las llamadas de funcién:

a:0.2:b1;

(x,v,2) —expl(y);
1=@(x,y,z) -exp(y);
f2=Q(x,y,z) 0;

o)
°
o)
°

Llamadas de funcidn:
c31l=spline3pcnl (@spline3p,@splinel3pnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,21,22,nmax) ;
c4l=splinedpcnl (@splinedp,@splinedpnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,21,2z2,nmax);

o)
°
o)
°

Construccidén de los splines:
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@(z) ppval (mkpp(x,c31),z);

o
el
w
=
Il

@(z) ppval (mkpp (x,c4l),z);

ie]
o)
=
—
Il

Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas y exacta en
x=[0.5, 1] (h= 0.2):\n")

x0=[b-0.5:0.1:b];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y41l(x),sol(x)\n")

fprintf ('$ 4.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n"',

[x0;pp31 (x0) ;pp4l (x0);s01(x0)1)

o)
°
o)

°

xl = a:0.005:b;

plot (x1,pp31l(x1l), 'b-",x1,pp4l(x1l), 'r-",x1,s0l(x1l),"k-")
xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.2");

print -dpdf 'p7al.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 0.499:0.000005:0.501;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2), "'r-",x2,s01(x2),"k-")
xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.2");
print -dpdf 'p7aZ.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot(x1l,pp31l(x1l), 'b-",x1,s0l(x1), "k=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline cubico con h=0.2");
print -dpdf 'p7a3.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-',x1,s01l(x1), "'k-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.2");
print -dpdf 'p7a4d.pdf';

Tomamos h= 0.2/271 para i=0:6, x=[0,1]

o0 d° o° oo

Utilizamos un bucle for:
err3l=zeros(6,7);
errd4l=zeros(6,7);

for i=0:6

n=5*2"1i;

w=[a:0.2/2"i:b];

Gradfica de las soluciones numéricas y exacta con h=0.2:

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
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c31l=spline3pcnl (@spline3p,@splinel3pnl,a,b,n,w,f,£fl,£2,21,22,nmax) ;
c4l=splinedpcnl (@splinedp,@splinedpnl,a,b,n,w,f£,£f1,£2,21,2z2,nmax);
% Construccidédn de las funciones de error para los splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),z)-sol(z);
p4l = @(z) ppval (mkpp(w,cd4l),z)-sol(z);

Errores de las soluciones numéricas en los puntos [0.5:0.1:1]:
x2=[b-0.5:0.1:b];

err31(:,i+1)=p31l(x2)"';

errdl (:,i+1)=p4l (x2)"';

end

% Grafica de los errores para las soluciones h=0.003125:

xl = a:0.005:b;

plot(x1l,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Errores para las soluciones numéricas con h=0.003125");
print -dpdf 'p7a5.pdf';

% Tabla de errores en x=[0.5, 1] (h= 0.2/271, 1i=0:6):

fprintf ('"Errores de las soluciones numéricas en x=[0.5, 1]
(h= 0.2/271, 1=0:6):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5), err31(:,6) ,7)\n'")

fprintf('$ 4.1f % 5.2¢ % 5.2¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e\n', [x2;err31(:,1)'";err31(:,2)"';err31(:,3)"';err31(:,4)"';
err31(:,5) '";err31(:,06) "';err31(:,7)"'])

, err31(:

o)
°

fprintf (' Por columnas: x, errd4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),

errd4l1(:,4), errdl(:,5), errdl(:,6), errdl(:,7)\n")

fprintf('$ 4.1f % 5.2¢ % 5.2e¢ % 5.2e % 5.2e % 5.2e¢ % 5.2e %
5.2e\n', [x2;errd4l(:,1)";errdl(:,2)"';errdl (:,3) "';errdl (:,4)"';
errd4l(:,5) "';errdl(:,06) "';errdl(:,7)"'])

Gradfica en doble escala logaritmica de los errores en el punto

o° o° oo

medio del intervalo para los distintos pasos:
N=[0:6];

H=0.2./2."N;

% Spline cubico:

plot(loglO(H), loglO(abs([err31(1,:)1)), 'b-");

xlabel ('log(h) ") ;

ylabel ('log(error)');

title('Error para el spline cubico en x=0.5");

axis equal; % Igual medida para las unidades en los dos ejes
print -dpdf 'p7a6.pdf';

Muestran claramente pendiente 2 (por converger con orden 2)

o)
°
o)

°
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o)

% Pseudo spline cuartico:

plot(loglO(H), loglO(abs([err4l(1l,:)1)), 'r=-");

xlabel ('log(h)");

ylabel ('log(error)');

title('Error para el pseudo spline cuartico en x=0.5");

axis equal; % Igual medida para las unidades en los dos ejes
print -dpdf 'p7a7.pdf';

o)

% Muestran claramente pendiente 4 (por converger con orden 4)

7.3.8. Ejemplo 8

% EJEMPLO 8

% Fijamos los parametros del problema:
ap=6;

ro=0.5;

£i=0.05;

be=0.1;

Solucidén exacta:

o0 o° o° oP

Inputs para las llamadas de funcién:

a=0;

b=1;

n=8;

x=[a:0.125:b];

f=@(x,y,2z) (-1./(x+ro)+tand(ap)./((l-x).*tand(ap)+ti)).*z+...

(be.*y.”4) ./ ((1-x).*tand (ap) +ti) ;
fl=@(x,y,2z) (4*be.*y."3)./((1l-x).*tand(ap)+ti);
f2=@(x,y,z) -1./(x+ro)+tand(ap)./((1-x).*tand (ap)+ti);
z1=1;
z2=0;
nmax=6;
% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pcnl2 (@spline3p,@spline3pnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,2z1,2z2,nmax)

c4l=splinedpcnl2 (@splinedp,@splinedpnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

o oo “e

Construccidén de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
% Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas (h= 0.125):\n")
x0=[a:0.2:b];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")
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fprintf (' 3.1f $ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

Gradfica de las soluciones con h=0.125:
x1l = a:0.01:b;

plot(x1l,pp31l(x1l), 'b-',x1,pp4l(x1l), 'r=-")
xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.125");
print -dpdf 'p9l.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 0.98:0.0001:1;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.125");
print -dpdf 'p92.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1,pp31l(x1l), 'b-")

xlabel ('"x'");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline cubico con h=0.125");
print -dpdf 'p93.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.125");
print -dpdf 'p9%4.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.125/2"1 para i=0:5
Utilizamos un bucle for:

o0 o° oo oe

err3l=zeros (6, 0);
errdl=zeros(6,0);
for i=0:5
n=8*2"1i;
w=[a:0.125/2"1:b];
c31l=spline3pcnl?2 (@spline3p,@splinel3pnl,a,b,n,w,f,£f1,£2,21,22,
nmax) ;
c4l=splinedpcnl2 (@splinedp,@splinedpnl,a,b,n,w,f,£f1,£2,21,22,
nmax) ;
% Construccidédn de las funciones splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),2z);
p4l @ (z) ppval (mkpp (w,c4l),z);

o
°
o
°

Valores de las soluciones numéricas en los puntos [a:0.2:b]:
x2=[a:0.2:b];
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err31(:,i+1)=p31(x2)"';
errdl (:,i+1)=p4l(x2)"';
end
% Grafica de las soluciones h=0.00390625:
x1l = a:0.005:b;
plot(x1l,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")
xlabel ('x'");
ylabel ('y(x)");
title('Soluciones numéricas con h=0.00390625");
print -dpdf 'p95.pdf';

% Tabla de valores de las soluciones numéricas (h= 0.125/2"1,

i=0:5):

fprintf ('valores de las soluciones numéricas (h= 0.125/2"1,
i=0:5):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5), err31l(:,6)\n'")

fprintf('$ 3.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;err31(:,1)'";err31(:,2)";err31(:,3)";err31(
err31(:,5)"'";err31(:,06)"'])

o)
°

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errdl(:,2), errdl(:,3),
errd4l1(:,4), errd4l(:,5), errdl(:,6)\n")

fprintf('$ 3.1f $ 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;errdl(:,1)";errdl(:,2)";errdl(:,3)";errdl (
errd4l(:,5) "';errdl(:,06)"'])

o©

7.3.9. Ejemplo 9

% EJEMPLO 9

% Fijamos los parametros del problema:
c=8;

% Solucidén exacta:

% Inputs para las llamadas de funcidn:
a=0;

b=1;

n=8;

x=[a:0.125:b];

f=Q@(x,y,2z) -c.*x.*cos(y);

fl1=Q(x,y,2) c.*x.*sin(y);

f2=Q(x,y,z) 0;

z1=0;

z2=0;

Raquel Puente Taboada » Pagina 257



ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES
Universidad deValladolid

nmax=6;
% Llamadas de funcién:
c3l=spline3pcnl3 (@spline3p,@spline3pnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,2z1,2z2,nmax)

c4l=splinedpcnl3 (@splinedp,@splinedpnl,a,b,n,x,f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

o0 o© N

Construccidén de los splines:
pp3l = @(z) ppval (mkpp(x,c31),2z);
pp4l = @(z) ppval (mkpp(x,cd4l),z);
% Tabla de valores:

fprintf ('Valores de las soluciones numéricas (h= 0.125):\n")
x0=[a:0.2:b];

fprintf (' Por columnas: x, y31(x), y4l(x)\n'")

fprintf (' 3.1f $ 9.6e % 9.6e\n', [x0;pp31(x0);pp4l(x0)])

% Grafica de las soluciones con h=0.125:
x1l = a:0.01:b;

plot(x1l,pp31l(x1l), 'b-',x1,pp4l(x1l), 'r=-")
xlabel ('x");

ylabel ("y(x)"');

title('Soluciones numéricas con h=0.125");
print -dpdf 'plOl.pdf';

% Detalle de la grafica haciendo zoom:

x2 = 0.98:0.0001:1;

plot (x2,pp3l(x2), 'b-",x2,pp4l (x2),'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Zoom de las soluciones numéricas con h=0.125");
print -dpdf 'plO2.pdf';

% Grafica del spline cubico:

plot (x1l,pp3l(x1l), 'b-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del spline cubico con h=0.125");
print -dpdf 'pl03.pdf';

% Grafica del pseudo spline cuartico:

plot (x1,pp4l (x1), 'r-")

xlabel ('x");

ylabel ('y(x)");

title('Gradficas del pseudo spline cuartico con h=0.125");
print -dpdf 'plO4.pdf';

Evolucién de las soluciones al ir disminuyendo el paso:
Tomamos h= 0.125/2"1 para i=0:5

o0 o° oo oe

Utilizamos un bucle for:
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err3l=zeros (6, 0);

errdl=zeros(6,0);

for i=0:5

n=8*2"1i;

w=[a:0.125/2"1:b];

c3l=spline3pcnl3 (@spline3p,@spline3pnl,a,b,n,w,f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

c4l=splinedpcnl3 (@splinedp,@splinedpnl,a,b,n,w,f,£f1,£2,21,2z2,nmax)

Construccidén de las funciones splines:
p31l = @(z) ppval (mkpp(w,c31),z);
p4l = @(z) ppval (mkpp (w,c4l),z);

Valores de las soluciones numéricas en los puntos [a:0.2:b]:
x2=[a:0.2:b];

err31(:,i+1)=p31l(x2)"';

errd4l (:,1i+1)=p4l (x2)"';

end

% Grafica de las soluciones h=0.00390625:

x1l = a:0.005:b;

plot(x1l,p31(x1), 'b-",x1,p41 (x1),'r=-")

xlabel ('x'");

ylabel ('y(x)");

title('Soluciones numéricas con h=0.00390625");
print -dpdf 'plO05.pdf';

o° od° oo

Tabla de valores de las soluciones numéricas (h= 0.125/2"1,

i=0:5):

fprintf ('valores de las soluciones numéricas (h= 0.125/2"1,
i=0:5):\n")

fprintf (' Por columnas: x, err31(:,1), err31(:,2), err31l(:,3),
err31(:,4), err31(:,5), err31l(:,6)\n'")

fprintf('$ 3.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;err31(:,1)";err31(:,2)";err31(:,3)" (

err31(:,5)'";err31(:,06)"'])

o)

fprintf (' Por columnas: x, err4l(:,1), errd4l(:,2), errdl(:,3),
err4l1(:,4), errdl(:,5), errdl(:,6)\n'")

fprintf('$ 3.1f % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e % 9.6e\n',
[x2;errdl(:,1)'";errdl (:,2)"'";errdl (:,3) " ";errdl (:,4)";
errd4l(:,5)"'";errdl(:,6)"'])

o\©
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