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Introduccion

El concepto de base de Grébner fue introducido por Bruno Buchberger
en su tesis en 1965 (traducida por él mismo al inglés en [2]) y llamada asi
en honor a su director Wolfgang Grobner. Una base de Grobner de un ideal
I C k[xy, ..., x,] es un conjunto de generadores del ideal con ciertas “buenas”
propiedades que permiten resolver, de forma algoritmica, problemas cuya so-
lucién es conocida en una indeterminada, como el de pertenencia al ideal
I, o el calculo de las soluciones de un sistema polinomial de ecuaciones. Su
introduccién, junto con el desarrollo de la capacidad de célculo de los orde-
nadores, ha permitido afrontar de forma computacional muchos problemas
de Algebra Conmutativa, Geometria Algebraica o Investigacién Operativa
(el propio Buchberger lista muchos de ellos en [3]). De hecho son la base de
paquetes de software matematico enfocado al algebra de polinomios, como
SINGULAR, Macaulay 2 o CoCoA entre otros.

Previo a la definicién de base de Grobner estd la definicién de orden
monomial, que es un buen orden en los monomios de k[xy, ..., z,| compatible
con el producto, y que permite describir un algoritmo de division entre una
lista ordenada de polinomios. Para més de una variable hay infinitos 6rdenes
monomiales posibles. Sin embargo, tal como se prueba en el trabajo, para
un ideal I los ideales iniciales (ideales generados por los mayores monomios
de todos los polinomios de 1), respecto a todos ellos, resultan ser sélo una
cantidad finita. El abanico de Grobner del ideal, introducido por Mora y
Robbiano en [7], es un complejo poliedral formado por conos, que describe el
comportamiento de estos ideales iniciales. En particular, sus conos maximales
estan en biyeccion con dichos ideales.

Este trabajo esta enfocado en entender bien la estructura del abanico de
Grobner, y en comprobar que para los ideales homogéneos respecto de una
graduacion positiva, dicho abanico coincide con el abanico normal de un po-
litopo, conocido como el politopo de estados del ideal. Las dos referencias




bésicas seguidas son [9] y [5]. Se han anadido ademds dos capitulos comple-
mentarios, uno sobre bases de Grobner y otro sobre geometria poliedral, con
el fin de hacer el trabajo més autocontenido.

La estructura del trabajo es la siguiente:

En el primer capitulo se hace una introduccion a las bases de Grobner y
sus propiedades, que utilizaremos a lo largo todo el trabajo. Describiremos el
algoritmo de Buchberger para construir dichas bases, asi como el algoritmo
de division anteriormente mencionado.

En el segundo capitulo se estudian diferentes resultados acerca de los idea-
les iniciales, que estan intimamente relacionados con las bases de Grobner,
viendo que solo hay una cantidad finita de ellos. Definiremos, asociadas a
dichos ideales, unas clases de equivalencia que van a resultar ser conos poli-
edrales, C<(I), que recubren R%, y estudiaremos algunas de sus propiedades.

En el tercer capitulo, se dan unas nociones bésicas de geometria poli-
edral, necesarias para el tltimo capitulo. Definiremos el abanico normal de
un poliedro, que es un complejo poliedral formado por conos que estan en
biyeccién con las caras del poliedro.

El trabajo se cierra con el cuarto capitulo, definiendo el abanico de
Grobner y viendo que es efectivamente un abanico, es decir, un complejo
poliedral formado por conos. Se define el concepto de politopo de estados de
un ideal, que es un politopo cuyo abanico normal coincide con el abanico de
Grobner del ideal. Se prueba que dicho politopo existe en el caso particular
de un ideal homogéneo, y que de hecho, si el ideal es ademéas principal, su
politopo de Newton es un politopo de estados. Se termina el capitulo, y el
trabajo, con un comentario acerca del caso no homogéneo.




Capitulo 1

Ordenes monomiales y bases de
Grobner.

En este capitulo introduciremos algunas de las nociones sobre bases de
Grobner que necesitaremos para el posterior desarrollo del trabajo y cuyas
demostraciones no estan incluidas, ya que es materia que se ve en la asigna-
tura algebra conmutativa y computacional del grado. Se pueden encontrar,
por ejemplo, en [4].

Se trata de generalizar al anillo de polinomios en varias variables, algu-
nos de los resultados que conocemos en una variable. Por ejemplo, en una
variable, para ver si un polinomio pertenece a un ideal del anillo, es suficiente
comprobar que el resto de la division del polinomio entre un generador del
ideal es cero, y para realizar dicha divisién escribimos los polinomios en orden
decreciente de las potencias de .

Asi, en varias variables, se plantea un algoritmo de divisiéon basado en un
orden entre los monomios.

1.1. Ordenes monomiales.

Empecemos definiendo lo que entendemos por un orden en los monomios
de un polinomio de varias variables.

Sea k un cuerpo. Denotaremos k[z] = k[zy, ..., z,] y dado a = (ay, ..., )
€ 2%y, x* = x7" - - - xp~. Identificaremos de esta forma Z%, con los monomios
del anillo de polinomios. Un término de k[x] es un polinomio de la forma
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Capitulo 1. Ordenes monomiales y bases de Grobner.

Ax®, donde \ € k, con X # 0.

Definicién 1.1. Un orden monomial sobre klzy, ..., x,| es una relacion de
orden = sobre 7%, (equivalentemente, sobre los monomios de k[xy, ..., zy]),
cumpliendo:

1. = es un buen orden sobre Z%,, (es decir, todo subconjunto no vacio de
Z%, tiene un elemento minimo).

2. a =X B implica o+~ < B+~ para todo o, B,y € Z,. (En términos de

monomios, esto quiere decir que si x* = 2P entonces x°+7 < 28+7),
El siguiente resultado serd interesante mas adelante.

Proposicién 1.2. Sea = un orden total en Z%, tal que si « = B entonces

a+v = B+~ para todo o, B,y € Z%,. Entonces X es un buen orden si, y
solo si, 0 X « para todo o € Z5.

Notacion 1.3. Como es usual, a < 3 equivale a decir que o <X B y a # .
En lo que sigue, llamaremos también orden monomial a la relacion <.

A diferencia de lo que sucede en el anillo de polinomios en una varia-
ble (donde sélo hay un orden monomial), ahora podemos definir diferentes
6rdenes. Veamos algunos de los 6rdenes monomiales més conocidos.

Definicién 1.4 (Orden lexicogréfico). Dados «, € 2% escribiremos & <jeq

B si la primera coordenada no nula desde la izquierda del vector f — o € Z™
es positiva.

Definicién 1.5 (Orden lexicogrifico graduado). Dados o, 8 € Z%, escribi-
remos @ <griea 3 i || = 3y i < |8l =320 iy 0 ol = 1B y @ <iea B

Definicién 1.6 (Orden lexicografico graduado inverso). Dados o, 3 € Z%,
escribiremos & <greviex B St || < |B], o |a] = |B] y la primera coordenada
no nula desde la derecha del vector  — a € Z™ es negativa.

Obsérvese que para estos tres érdenes monomiales 1 <, z, <, T,_1 <,
- <k T1.

Para poder ordenar los términos de cualquier polinomio necesitamos in-
troducir algo mas de notacion.




Seccion 1.1. Ordenes monomiales.

Definicién 1.7. Sea < un orden monomial sobre klz| y consideramos un
polinomio f =) . cox® € klx] (T CZ%, finito) distinto de 0.

e El multigrado de f es multideg<(f) = max~{a € I'|c, # 0}.

o [l coeficiente dominante de f es LOL(f) = Cruttideg<(f)-

e El monomio dominante o inicial de f es inL(f) = gmuttides=(f)

El anillo de polinomios en una variable es un dominio de ideales principa-
les, pero en varias variables, dado un ideal I C k[z], gracias al teorema de la
base de Hilbert, que afirma que k[z] es un anillo Noetheriano, solo podemos
asegurar la existencia de fi, ..., fs € klz| tales que I = (fi, ..., fs). Por tanto,
es conveniente disponer de un algoritmo de divisién entre un nimero finito
de polinomios. El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo de division.

Fijado un orden monomial < en k[z] se considera el conjunto ordenado
F ={f1,..., fs}. En cada paso, se construyen polinomios as, ..., as,p y r tales
que f=a1f1 + -+ asfs+p+r. Se termina cuando p = 0.

e Inicializacion: Se partede p=f,r=0,a;=...=a, =0

e Iteracion: Se busca el primer ¢ = 1, ..., s tal que in<(f;) divide a in<(p)
. in LC in LC
y se sustituye a; por a; + % y p por p — m:(gz)Loj 1;) fi. Si

tal elemento no existe, se sustituye r por r + in<(p)LC<(p) y p por
p —in<(p)LCL(p).

El algoritmo termina cuando p = 0, lo que siempre acaba por ocurrir por
ser < un buen orden.

Veamos esto mejor con un ejemplo:
Consideremos el orden lexicogréfico en k[x,y] con y <., x. Sean f =

Py+ayt+y, =y —1ly fo=y*— 1L
ea;=a;=0,p=f,r=0

a120+%:x,a2:0
£E2
N
r=20




Capitulo 1. Ordenes monomiales y bases de Grobner.

o inx,,(f1) =y divide a in~,_(p) = 232
al:x—i_%:x‘i‘y» as =0
12
p=p—3-h=z+y+y
r=20

e Ningin in<lez (fl) divide a in<zer (p)
ay =T+ Y, G2 = 0
p :p - 7:rrL<lez<p) - y2 +y
r=0+ing, (p) =1

e in.,  (f2) =y divide a ing,_ (p) = y*

=14y a=0+%=1

y? Y
p:p_f'ﬁ:y—l—l
r=x

e Ningtin in<,_(f;) divide a ing,_(p).
p=p—ing,,(p) =1
r=x+ing,, (p)=z+y

e Ningtin in,, (f;) divide a in,,, (p).
ap=r+y, a=1
p=p—ing,,(p)=0
r=rtyting,(p)=rt+y+1

Por tanto, f = (x +y)fi + fo+ (z+y+1).

Como consecuencia del algoritmo se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.8. Sea < un orden monomial. Sea F = { f1, ..., fs} un conjun-
to ordenado de polinomios en k[z]. Para cada f € kl[z] existen aq, ..., as,7 €
k[x] cumpliendo:

P1) f=a1fi+ - +asfs+7.

P2) Sir # 0, ninguno de los monomios de r es divisible por ninguno de los
monomios in<(f1),...,in<(fs).
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Seccidon 1.2. Bases de Grobner.

En general no hay unicidad de ay, ..., a5, 7, cumpliendo las condiciones
P1y P2. Es claro que la salida del algoritmo puede depender, por ejemplo,
de la forma en que se ordenen fi,..., fs. Como consecuencia, puede darse el
caso de que un polinomio esté en un ideal y el resto de la divisién no sea cero.
Por ejemplo, consideremos k[x, y] con el orden lexicogréfico con y <., 2y f =
x(y*—1) € (y* =1, 2y+1), sin embargo f = y-(zy+1)+0-(y* —1)+(—z—y),
donde r = (—x — y) # 0. Mas ejemplos de estos casos pueden verse en [4].

Todo esto, hace conveniente buscar generadores de los ideales en varias
variables que tengan “buenas propiedades” relativas al algoritmo de division,
y este es precisamente el papel de las bases de Grobner.

A partir de ahora denotaremos por r = f¥ al polinomio r que propor-
ciona el algoritmo de divisién aplicado a (F, f). A este polinomio se le llama
resto de la division de f por el conjunto ordenado F' = {fi, ..., fs}.

1.2. Bases de Grobner.

En el algoritmo de divisién, nos fijamos en los monomios iniciales para ir
avanzando el cociente, por eso nos interesan estos términos y los ideales que
generan.

Para toda la seccién fijaremos un orden monomial <.

Definicién 1.9. Se dice que un ideal I de k[z] es monomial si tiene un con-

Jjunto de generadores formado por monomios, esto es, si existe un subconjunto
A C 7%, tal que I = ({z%|a € A}).

Observacion 1.10. z® € (z*,...,x%) <= Ti tal que x%|z* <~

<= i tal que a € a; + 7%

Un ejemplo de un ideal monomial viene dado por:
I = (a"?, 2%y 2%y’) C kla,y).
Los exponentes de los monomios en I forman el subconjunto de Z2203

((4,2) + Z2) U ((3,4) + Z%,) U ((2,5) + Z2,).
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Capitulo 1. Ordenes monomiales y bases de Grobner.

Definicién 1.11. Dado un ideal I C kx|, llamamos ideal inicial de I con
respecto a < al ideal monomial in<(I) = ({in<(f)|f € I\{0}}).

Dado un conjunto finito de generadores para I, I = (f1,..., fs), es cierto
que in<(f;) € in<(I) por definicién, lo cual implica que (in<(f1), ...,in<(fs))
C in<(I). Sin embargo, ambos ideales pueden ser distintos. Veamos esto con
un ejemplo:

Sea I = (f1, f2), donde f; = x® — 22y y fo = 2%y — 2y* + x. Usaremos
el orden lexicografico graduado en kf[z,y] con y <guer . Entonces x? =
x-fo—y- fi €1,y esto implica que z* = in_ . (2*) € ing,,  (I). Sin
embargo, z* no es divisible por in- . (fi) = «° ni por in. . (f2) = 2%y,
luego a? ¢ (in<gﬂez (fl)a in<grlez (fQ))

Intentaremos encontrar unos generadores del ideal donde se dé la igual-
dad. Esa es la definicion de las bases de Grobner.

Definicién 1.12. Se dice que un conjunto finito de polinomios de un ideal
I,G={g1,..,9:} C1I, es una base de Grébner de I para el orden monomial

=, Sl ZTL_<(I) = (in-<<gl)7 7ln-<(gr))

Equivalentemente, podemos decir que dado G = {g1,...,9,} C I, G es
una base de Grobner si, y sélo si, el término inicial de cualquier elemento de
I es divisible por uno de los in-(g;), i =1, ..., 7.

Proposicion 1.13. Si G es una base de Grobner del ideal I, entonces I =

(G).

En el dltimo ejemplo expuesto nos encontramos con que {fi, fo} no es
una base de Grobner para I respecto del orden lexicografico graduado, ya

que 22 € in(I) pero x? & (in<(f1),in<(f2)).

Una versiéon particular del teorema de la base de Hilbert, conocido como
lema de Dickson, permite deducir la existencia de bases de Grébner.

Teorema 1.14. Todo ideal no nulo admite una base de Grobner para el orden
monomial fijado.

Vamos a dar un criterio que permita determinar cuando una base de un
ideal I es una base de Grobner. Para ello necesitamos una definicién previa.
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Seccidon 1.2. Bases de Grobner.

Definicién 1.15. Dados dos polinomios f y g en kx|, se define el S-polino-
mio de fy g con respecto a < como:

" f z7 g

in<(f) LO<(f)  inz(g) LC(g)’

donde 7 = mem(in<(f),in<(g)).

S(f,g9) =

Por ejemplo, sean f = 23y? — 2%y3 +a , g = 32*y + y? dos polinomios en
R[z,y]; y usamos el orden lexicografico graduado con y <y, =. Entonces,
o7 =mem(aPy? | aly) = 2ty y

x4y2 x4y2
S p— . —_— .
(f,9) e f Saty Y
1 1
=z f-gyg=—ry ot — oy’

Observacién 1.16. Notemos que si in<(f) e in<(g) son primos entre si,
entonces

S(f,g) =1inz(g)- f—inz(f) g

Teorema 1.17 (Criterio de Buchberger). Sea I un ideal y sea G = {¢1, ..., g- }
un sistema de generadores de I. Entonces, G es una base de Grobner para el

-G
orden monomial < de dicho ideal si y sélo st S(gi, g;) =0, para cualesquiera
i,j€{1,...,r}.

Del criterio de Buchberger surge el algoritmo de Buchberger el cudl, a
partir de un conjunto de generadores de un ideal, encuentra una base de
Grobner. Para ello, la idea natural es intentar extender el conjunto de gene-
radores a una base de Grobner anadiendo polinomios de I, de tal forma que
cumplan el criterio.

Algoritmo de Buchberger.

Dado dicho conjunto de generadores F' = {fi, ..., fn}, calculamos los co-

rrespondientes S-polinomios S(f;, f;), para todo 4,j € {1,...,r}, y el resto
- F

de su divisién por F, S(f;, f;) . Si alguno de estos restos es un polinomio

distinto de cero, se anade al conjunto de generadores. Se repite dicho proce-

dimiento hasta que todos los restos de la divisién de todos los S-polinomios
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Capitulo 1. Ordenes monomiales y bases de Grobner.

de polinomios de F' entre I’ sean nulos, obteniendo asi un conjunto de ge-
neradores que ahora si es una base de Grobner. Tenemos asegurado que el
procedimiento acaba gracias al teorema de la base de Hilbert.

Vamos a ver un ejemplo de cémo funciona dicho algoritmo.

Ejemplo 1. Consideramos el orden monomial lexicogrdfico <. en klz,y]
con Yy <iex ¢ y sea I = (f1, fo) = (vy — y,x + 1) un ideal. Podemos afirmar
que { f1, f2} no es una base de Grébner pues

X T
S(fif) =0 =l h=-el

cuyo resto no es cero al dividir por { f1, fo}. St anadimos el resto fs = —2y €
I al conjunto de generadores, y llamamos G = {fi, f2, f3}, se tiene que

S(f1, fg)G = 0. Calculamos ahora los S-polinomios restantes:
——G
S<f17f3):_y7 — S(fl?f?») :O?

S(fofs) =y, = S(fa f5) =0.

Por lo que G es una base de Grobner de I.

Teorema 1.18. Si el conjunto F' = {f1, ..., fs} es un sistema de generadores
del ideal I C k[x], entonces el algoritmo de Buchberger aplicado al conjunto
F devuelve, en un nimero finito de pasos, una base de Grobner para el ideal
L

Es importante observar que el “mal comportamiento” del algoritmo de
division expuesto anteriormente no ocurre cuando dividimos por elementos
de una base de Grobner.

Proposicién 1.19. Sea < un orden monomial. Sea G = {¢1, ..., gs} una base
de Grobner de un ideal I C k[z] y sea f € k[z]. Entonces, existe un tnico
polinomio r € klx| con las siguientes propiedades:

1. Sir # 0, entonces ningun término de r es divisible por ninguno de los
términos in-(g1), ..., in<(gs)-

2. f—rel.
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Seccidon 1.2. Bases de Grobner.

En particular, r es el resto de la division de f por G (ordenado de cualquier
forma), esto es, r = f¢.

Definicién 1.20. Dados una base de Grébner G del ideal I C klz] y un
polinomio f de k[z], llamaremos forma normal de f médulo G al resto f¢ (el
cudl no depende de la forma en que se ordene G).

Como consecuencia, se resuelve el problema de pertenencia a un ideal:

Corolario 1.21. Sean < un orden monomial, G = {¢1, ..., gs} una base de
Grobner de un ideal I C klx] y f € k[z]. Entonces, f € I si, y sélo si, f¢ =
0.

Definicién 1.22. Se dice que una base de Grobner G es minimal cuando,
para todo g € G, se cumple que:

e LCL(g9)=1.
o ins(g) ¢ in<(G\{g}).

Para calcular una base de Grobner minimal primero calculariamos una
base de Grobner G con el algoritmo de Buchberger y eliminarfamos, de uno
en uno, los elementos g; tales que in<(g;) € in<(G\{g;}). Para terminar no
hay mas que dividir cada g; por LC<(g;).

En un ideal podemos tener muchas bases de Grobner minimales, sin em-
bargo hay solamente una que verifique la siguiente definicién:

Definicién 1.23. Se dice que una base de Gréobner G es reducida para el
orden monomial < cuando, para todo g € G, se cumple:

o LCL(g:) = 1.
e Ningin monomio de g estd en el ideal inL(G\{g}).
Teorema 1.24. Dados un orden monomial < y un ideal I, existe una unica

base de Grobner reducida de I para el orden < que denotaremos por G(I).

En [4] podemos encontrar la demostracién del teorema y ver que partiendo
de una base de Grobner minimal G de I y definiendo g = g“\M9}t | entonces
G ={g: g € G} es una base de Grobner reducida de 1.
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Capitulo 1. Ordenes monomiales y bases de Grobner.

El problema de la pertenencia a un ideal (que ya hemos comentado), el
problema de la pertenencia al radical, el problema del calculo de radical y el
problema de la igualdad de ideales son algunos de los resultados que, entre
muchos otros, pueden ser resueltos usando bases de Grobner.
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Capitulo 2

Ideales iniciales de un ideal.

En este capitulo comenzaremos el estudio de los ideales iniciales de un
ideal con respecto a érdenes monomiales, in- (), destacando que sélo hay
un numero finito de ellos. Introduciremos también los ideales iniciales de [
respecto de pesos w € R" y estudiaremos algunas de sus propiedades, que van
a ser un avance del estudio que se hara en el ultimo capitulo sobre el abanico
de Grobner, en el cual es fundamental entender la relacién in,,(I) = in<(1).
Finalizaremos con un ejemplo en el que calcularemos todos los ideales iniciales
citados, y veremos la estructura conjunta de todos ellos, que servira de idea
para el desarrollo del capitulo 4.

Para la elaboracion de este capitulo nos hemos basado fundamentalmente
en el libro [9].

2.1. Bases universales de Grobner.

Definicién 2.1. Dado un ideal I C k[x] y un orden monomial <, llama-
remos monomios estandar de I respecto de < a aquellos monomios que no
pertenezcan al ideal inicial in<(I). Denotaremos al conjunto de monomios
estandar por SM(I).

Proposicién 2.2. Sean I C J C k[z] ideales, y < un orden monomial tal
que ins(I) =in<(J). Entonces I = J.

Demostracion. Sea GG una base de Grobner de I respecto del orden <. Por
la definicién 1.12 y por la hipétesis de que in<(I) = in<(J) tenemos que
ing(J) = in(I) = (inz(g) : g € G). Como G C I C J, de nuevo por la

17



Capitulo 2. Ideales iniciales de un ideal.

definiciéon 1.12, G es una base de Groébner de J respecto de <. Del teorema
1.13 se deduce J = (G) = I, y por lo tanto la igualdad I = J.
m

Proposicion 2.3. Las imdgenes de los monomios estindar forman una base
del k-espacio vectorial para el anillo cociente k[z]/I.

Demostracion. Sea G una base de Grobner de I y sea 7 : k[x] — k[z]|/I el
paso al cociente. Veamos primero que m(SM< (1)) genera k[x]/I. Sea f € k[z],
y sea r = f¢. Por la proposicién 1.8 se tiene que ninguno de los monomios
de 7 es divisible por ninguno de los monomios in~(g) para todo g € G, es
decir, para todo monomio z® de r, z* € SM.(I). Ademés, r verifica que
7(f) = m(r), luego m(SM<(I)) genera k[x]/I.

Veamos ahora que los monomios estandar son k-linealmente independien-
tes médulo 1. Si se tiene f =) ..y cox® € 1 con M C SM_(I), entonces
f=f%=0, luego c, = 0, para todo a con z® € M.

O

De esta proposicion se deduce un resultado que usaremos con frecuencia
en posteriores demostraciones:

Corolario 2.4. Sean < y =<' dos ordenes monomiales conin(I) C in.(I).
Entonces dicha contencidn no puede ser estricta, es decir, in<(I) = in-/(I).

Teorema 2.5. Cada ideal I C k[x] tiene un nimero finito de ideales iniciales
distintos.

Demostracion. Vamos a hacer la demostracién por reducciéon al absurdo.
Supongamos que el ideal I tiene un conjunto ¥ infinito de ideales iniciales
distintos, ¥ = {in<(I) : < orden monomial}.

Tomamos un elemento no nulo del ideal, f;. Podemos escribir f; =
> wer, Ca® con I'y finito. Entonces, para cada elemento M = in_(I) de X
existe un monomio z% de f; tal que z* = in~(f) € M. Como X es infinito
y I'1 es finito, tiene que existir un monomio de fi, mq, tal que el conjunto

Y :={M € Xy :my € M} es infinito.

En particular, existe un ideal inicial de I que contiene estrictamente al
ideal (m;), y como consecuencia de la proposicién 2.3, los monomios que no
estan en (mq) son linealmente dependientes médulo 1. Es decir, existe otro
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Seccién 2.1. Bases universales de Grobner.

elemento no nulo del ideal, fo = > BeTs cgx”, cuyos monomios no pertenecen
ninguno a (my). De nuevo, como f, tiene un nimero finito de términos y ¥,
es infinito, por el mismo razonamiento, existe un monomio my de fy tal que
ms & (mq) y el conjunto

Yo :={M € 3y : my € M} es infinito.

En particular, (mq, my) esté estrictamente contenido en algin ideal inicial
de I, y por lo tanto, por la proposicion 2.3, los monomios que no pertenecen a
(mq, my) son linealmente dependientes modulo I, y se encuentra un monomio
ms & (my, mso), tal que (mq, mo, m3) estd estrictamente contenido en un ideal
inicial de I.

Repitiendo este procedimiento, obtenemos una cadena estrictamente cre-
ciente de ideales monomiales:

(m1) & (m1,ma) & (M1, ma,ms) & ...

Pero como k[z] es un anillo Noetheriano, hemos llegado a contradiccion
con la condicién de cadena ascendente de ideales de un anillo Noetheriano.

Por lo tanto, el conjunto ¥, es finito.
O

Definicién 2.6. Sea I un ideal yU un subconjunto finito de I. Se dice que U
es una base universal de Grobner si es una base de Grobner de I con respecto
a todos los ordenes monomiales < simultaneamente.

Corolario 2.7. Todo ideal I C k[x] posee una base universal de Grébner
finita.

Demostracion. El teorema 2.5 que acabamos de probar afirma que todo ideal
tiene un conjunto finito de ideales iniciales. Esto implica que existe también
un nimero finito de bases de Grobner reducidas para I. Si llamamos U a la
unién de dichas bases de Grobner, Y = G; U ... U G,,, esta union también es

finita y es una base universal de Grobner para I.
O

Ejemplo 2. Consideremos I = (f1, f2) con {f1, fo} = {x — 1,y — 1} y un
orden monomial < cualquiera. Tenemos las dos siguientes opciones:

e sxy— Sf)= (-1)-. (y-l)—a—yel
——F
= S(fi,f2) =0
= F={z—1,y—1}es base de Gribner.
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Capitulo 2. Ideales iniciales de un ideal.

o y <z Elrazonamiento es exactamente el mismo.
Por lo tanto en este caso también F' = {x — 1,y — 1} es base
de Grobner.

Por lo tanto, como para cualquier orden monomial que consideremos F
es una base de Grobner, estamos ante una base de Grébner universal.

Ejemplo 3 (Menores 2 x 2 en matrices 2 x m). Consideremos el anillo
de polinomios en 2m indeterminadas, que distribuimos en forma de matriz

2xXm:
11 T12 ... Tim
21 X922 ... Tom

Sea I el ideal generado por los (’;1) menores 2 X 2, D;; = x1;T9; —
T1jxe; para 1 <1< j < m.

Vamos a probar que el conjunto {D;; :i,j} es una base de Grobner uni-
versal. Para ello, vamos a considerar un orden monomial < cualquiera y
aplicaremos el criterio de Buchberger. Consideraremos primero el caso en

que m = 3.
T11 Ti2 T13
To1 T2z T23
Podemos distinguir facilmente ocho posibles casos de ordenacion:
(1) T11%22 = T12T21 , T11X23 = T13T21 Y T12X23 > T13T22

(2) T11T22 > T12T21 , T11T23 > T13T21 Y T12T23 = T13T22

-

(3) T11T92 > T12T21 , L11T23 < T13T21 Y T12T23 > T13T22
(4) T11T22 = T12%21 , T11T23 < T13T21 Y T12T23 < T13T22
(5) T11T22 = T12T21 , T11T23 = T13T21 Y L1223 >~ T13T22

(6) T11T22 < T12T21 , T11T23 > T13T21 Y T12T23 = T13T22

~-

(7) T11T92 < T12T21 , L11T23 < T13T21 Y T12T23 > T13T22

(8) T11T22 = T12%21 , T11T23 < T13T21 Y T12T23 < T13T22

Por permutacion de las columnas, podemos agrupar los ocho posibles casos
en dos orbitas distintas, {(1),(2),(4),(5),(7),(8)} vy {(3),(6)}. Por lo tanto,
es suficiente con que consideremos un caso de cada uno de los dos grupos.
Analizaremos los casos (1) y (3).
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Seccion 2.2. Ordenes monomiales pesados.

(3):

(1):

Multiplicamos los lados derechos e izquierdos de las tres desigualdades
que tenemos, obteniendo asi

(%11322)(33131321)(1?121323) > (I12$21)($11$23)($13SU22)

Haciendo cuentas a ambos lados de la desigualdad podemos darnos
cuenta de que ambos términos son iguales, lo cual es una contradic-
cion. Por lo tanto, no existe tal orden monomial.

Vamos a aplicar el criterio de Buchberger para verificar que el conjunto
{D12, D13, D3} = G es una base de Grobner.

S(Dm D13) = w93D19 — wop D13 =
= 9523(95113322 - 331291321) - 3322(915119523 - 913135521) =
= T13T21T22 — T12X21X23 = !E21(IE13$22 - $12$23) = —91 Do
—G
Por tanto S(D12, D13)
D13 y Dag,

= 0. Lo mismo pasa con el S-polinomio de

S(D137 D23) = x12D13 — 211 D23 = 213012,
lU@gO S(Dlg, D23)G

e
términos dominantes primos entre si, y por eso S(Dya, Dog) =0 (por
la observacion 1.16).

= 0. Finalmente, los menores Dyy y Do3 tienen

Esto completa la prueba de las propiedades de la base universal de Grobner
para los tres menores 2 X 2 de matrices 2 x 3.

Consideremos ahora el caso general en que m > 4 y fijemos un orden
monomial < cualquiera. Consideramos dos menores, D;; y Dy,.

e Si el conjunto {i,j, k,l} tiene cuatro elementos, entonces las variables

en D;; son disjuntas de las variables de Dy;. Por lo tanto, sus términos
dominantes son primos entre si, y el S-polinomio S(D;;, Dy) se reduce
a cero con respecto a {D;j, Dy} (por la observacion 1.16).

Si el conjunto {i,j, k,l} tiene tres o menos elementos, podemos con-
siderar una submatriz 2 X 3 que contenga las columnas i, 3, k, I; y ya
hemos visto que el S-polinomio S(D;;, Dyi) se reduce a cero con respecto
a los tres menores 2 X 2 que hemos analizado en el caso m = 3.
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Capitulo 2. Ideales iniciales de un ideal.

2.2. Ordenes monomiales pesados.
Fijemos w = (w1, ...,w,) € R™. Escribiremosw > 0 si w; > 0, Vi =1, ..., n.

Definicién 2.8. Sea w € R", llamamos forma inicial respecto de w de un
polinomio f =Y ¢;x™, y la denotamos porin,(f), a la suma de los términos
c;x tales que el producto w - oy es mdzimo. Diremos que § = max{w - o :

¢; # 0} es el w-grado de f.

Definicién 2.9. Sea I un ideal. Definimos el ideal inicial de I respecto de w
como el ideal generado por todas las formas iniciales respecto de w, es decir

ing(I) := (iny(f) : fel).

Notese que el ideal inicial no es necesariamente un ideal monomial, como
vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Sea I el ideal generado por f(xy,x5) = x3w3+xiry +xf+ 2325 +
1175+ 25+x9. Veremos ahora que para algunos valores de w, el ideal inicial no
es monomial. Mas adelante, volveremos a este ejemplo donde estudiaremos
los posibles ideales iniciales monomiales y no monomiales y el por qué de la
ezxistencia de los mismos.

o Paraw = (1,1) el ideal inicial in,(I) = (zixl) es monomial.

e Sin embargo, para w = (1,2) el ideal inicial in,(I) = ({2 + 2325 +25)
no es monomial.

Vamos a definir un nuevo orden monomial a partir de un orden monomial
<yw2>0.

Proposicién 2.10. Sea w > 0 y sea < un orden monomial cualquiera. De-
finimos <, de la siguiente manera: para a,b € Z%,

w-a<w-b

a<,b =40
w-a=w-b y a<b

Entonces <, es un orden monomial.
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Seccion 2.2. Ordenes monomiales pesados.

Demostracion. Veamos que es un orden monomial. Es facil verificar que =<,
cumple las propiedades de orden (total), por ser < un orden total. La segunda
propiedad de orden monomial también la verifica:

wa<w-f=w- - (a+y)<w-(B+7)
6
wa=w-fya<p=
= w-(a+y)=w-B+y)ya+y=<8+7,

Sia<, =

luego a + v <, B+ 1.
Por tltimo, para probar que es un buen orden, haremos uso de la propo-
sicién 1.2:

w-aFzl=w-a>0=0<, «

on

Para a € Z%, =
w-a=0=w-0y0<a= 0=, q,

luego 0 <, a.
O

Proposicién 2.11. Dado w > 0, y < un orden monomial, para cada ideal
I C k[z] se tiene
in<(ing,(I)) =in<(I).

Demostracion. Es claro que para cada polinomio f € k[x] se tiene la igualdad
in<(ing,(f)) = in<,(f). Esto implica que los ideales monomiales, in(in, (1))
e in~,([), contienen los mismos monomios, y por lo tanto son iguales.

O

Los dos siguientes resultados son consecuencias directas de esta propo-
sicion. El primero de ellos nos va a proporcionar un método para calcular
bases de Grobner de ideales iniciales del tipo in, (/) con w > 0, que no son
monomiales.

Corolario 2.12. Siw > 0, < es un orden monomial y G es una base de
Grobner de I respecto del orden <, entonces {in,(g) : g € G} es una base
de Grébner para in, (1) con respecto al orden monomial <.

Demostracion. Sea GG una base de Grobner de I respecto al orden monomial
<. Entonces una base del ideal inicial in- () = in<(in, (1)) es {in<,(g) :
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Capitulo 2. Ideales iniciales de un ideal.

g € G} = {in<(in,(g)) : g € G}, por lo que {in,(g) : g € G} es una base de
Grobner de in,(I) respecto al orden monomial <.
]

Corolario 2.13. Siw > 0, < es un orden monomial e in,(I) es un ideal
monomial, entonces in,(I) =in (I).

Demostracion. Dado que los ideales monomiales permanecen fijos por la ope-
racién de pasar al ideal inicial, entonces in,(I) = in<(iny,(I)) = in< (I).

]

Definicién 2.14. Fijado un ideal I C kx|, podemos definir la siguiente
relacion de equivalencia en R™:

Wvw = ing(I) =ing(I). (2.1)

Denotaremos por c,(I) la clase de equivalencia de w para la relacion
anterior y por C,(I) su adherencia en R™.

Ademas, dado un orden monomial < en I, denotaremos c<(/) = {w €
R :iny,(I) = in<(I)} y C<(I) = cx(I). Es obvio que dados < y <, o bien
ex(I) =cx(I) ocx(I)Nex(l) = 0.

La siguiente proposiciéon proporciona un criterio de calculo de ¢4 (1):
Proposicién 2.15. Dado < un orden monomial, para w € R™ se tiene,
ing(I) = ino(I) <= VgeG.(I),in(g) = ins(g).
Demostracion.

=—>| Sea g € G<(I). Por la definicién de base de Grébner reducida, de los
monomios de g s6lo in-(g) pertenece a in-(I). Por otro lado, tenemos
que in,(g) € iny(I) = in<(I), luego in,(g) = in<(g), ya que todo
monomio de in,(g) pertenece a in-(I) por ser monomial.

<] Queremos ver que in-(I) = iny,(I), donde in(I) = {inz(g) : g €

G<(1)}

< in<(I) = {in(g) : g € G=(1)} = {inu(g) : g € G(I)} C iny ().
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Seccion 2.2. Ordenes monomiales pesados.

2] Como iny,(I) = {in,(f) : f € I}, es suficiente con probar que
para todo f € I se tiene que in,(f) € in<(I).
Sea f € I. Ejecutamos para f el algoritmo de divisiéon respecto
al orden monomial < con la base de Grobner reducida GL(I).
Como resultado llegamos a una expresion f = Zg¢EG<( 1 @i, ¥
separando los términos de los cocientes a;, podemos reescribir f
de la forma

f=mug + ... +m,g;,

donde m; son términos y los g;;, para j = 1,...,7, son elementos
de la base de Grobner reducida (que pueden aparecer repetidos).
Vamos a analizar esta expresion revisando el algoritmo de division.
En cada paso, se tiene un polinomio p (inicialmente p = f) y una
expresion

[ =migiy + ... +msgi, +p,

(dado que en esta ocasion el resto es cero), y se cambia por

f=migi + ...+ megi, + Ms1Gi,, + 7,

% yp' = p—msi19i,,,- Escribamos in(p) =

z* e in<(gi,,,) = 2°. Cada monomio de ms41g;,,, afadido a la
expresion (y restado de p) es myy12” donde 27 < ing(g;,,,) =
in(gi,,) = 2%, luegoy < By w- (o — B+7) <w-a. Por tanto,
nunca se annade un monomio cuyo w-grado exceda el w-grado de f.

En particular, si .J es el conjunto de indices j tales que mjin,,(g;, )
tenga el mismo w-grado que f, se tiene

an(f) = ijlnw(gzj) = ijin'<(gij)’

jedJ jed

donde mgy; = A

donde la tltima igualdad se da por hipétesis. Por lo tanto, in,,(f) €
in<(l).

Corolario 2.16. Sea < un orden monomial y w € R™. Entonces,

we Ci(I) <= VgeG():ing(ing(g)) = in<(g).
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Capitulo 2. Ideales iniciales de un ideal.

Demostracion. Si g € G(I) es g = \a® + -+ + \x® con in(g) = z™,
entonces, para w € R",

iny(g) =in<(g) <= w-a; <w-ay, para todo j > 1.

Es decir, por la proposiciéon 2.15, se tiene que c<([) estd definida por
una cantidad finita de desigualdades estrictas del tipo anterior, obtenidas
a partir de los elementos de GL(I). Su adherencia, C([), estard entonces
definida por las mismas ecuaciones pero reemplazando en ellas desigualdades
estrictas por no estrictas. Ahora bien, w-a; < w - «a; para todo j = 2,...,7
y esto equivale a in-(in,(g)) = in<(g), con lo que se tiene demostrado el

resultado.
O]

Corolario 2.17.
R0 € U C<(I).
<

Demostracion. Sea w > 0. Para cualquier orden monomial < podemos con-
siderar el orden monomial <, y es claro que

inz, (iny(f)) = in<,(f),Vf € klz],

luego por el corolario 2.16, w € C_(I).
O

Observacion 2.18. Lo que sabemos hasta ahora de la coleccion {C<(I) :<
orden monomial} es que en ella hay un nimero finito de conjuntos (tantos
como ideales iniciales in.(I), ver teorema 2.5) y que recubren RZ.

Veremos a continuacién que CL(I)NRZ, # (), para cualquier orden mono-
mial <. Previamente, para su demostracién, usaremos un corolario del lema
de Farkas, cuya demostracion se puede ver en [8] (corolario 7.1.f, seccién 7.3,
capitulo 7):

Proposicién 2.19 (Lema de Farkas). Sea A una matrizn x m y b un vector
de Q™. Entonces el sistema Ax < b tiene solucion x > 0 si y solo si yb > 0
para cada vector fila y > 0 con yA > 0.

Proposicion 2.20. Para cualquier orden monomial < y cualquier ideal I C
k[z], existe un vector de miimeros enteros no negativos, w € Z%, tal que
ing,(I) = ins(I). Es decir, co(I) "R, #
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Demostracion. Sea G<(I) = {g1,...,9,} la base de Grobner reducida de [
respecto al orden monomial <. Escribiremos

gi = maio + Cﬂxail ‘I’ . _|_ Cijixaiji’
donde in~(g;) = x*°. Consideramos el conjunto

Cr<={we Q% :iny(g) =" parai=1,..,7}
={weQiy:w-ap>w-ay, parai=1,..,rl=1 .75}

={weQf:w-(ap—ay)>0parai=1,.,rl=1,..7j}

Empecemos por comprobar que el conjunto C7 < no es vacio. Para ello
supondremos lo contrario, que C7 4 = 0, esto es, el sistema x(a;0 — a;) > 0,
para 7 = 1,...,7yl = 1,..., 71, no tiene solucién en QZ%,. Si llamamos A
a la matriz cuyas filas son los vectores (a; — ay), de tamafio N x n, con
N =377, ji, entonces estamos suponiendo que el sistema —Az > 0 no tiene
solucién en Q% luego tampoco la tiene en Z2,. O lo que es lo mismo, —Ax >
—b = (1, ..., 1) no tiene solucién en Z2, es decir, el sistema Az < (—1,...,—1)
no tiene solucién en Q2 y podemos aplicar la proposicién 2.19. Existe asi un
vector y € Q]>Vo con yb_ < 0eyA > 0. Esto quiere decir que existen enteros
i, no todos nulos, tales que

zr: f: /\il(ail — aio) Z 0, cS decir, zr: i )\Z‘laio S zr: i )\ila,-l.

i=1 1=1 i=1 1=1 i=1 1=1
En términos de monomios, esto se traduce en
o Ji o Ji
T = T
i=1 =1 i=1 I=1

Pero por otro lado tenemos que, como in<(g;) = z%°, z%° > x%! para
cualquier [ =1, ..., 7;, y por lo tanto

r o Ji r o Ji
H H(xaio)&'z . H H(xail))‘il
i=1 (=1 =1 [=1

llegando asi a una contradiccién y concluyendo que Cj - no es un conjunto
vacio.
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Para probar que in,(I) = in<(I) basta con hacer uso de la proposicién
2.15, ya que tenemos que in(g;) = in,(g;) para todo ¢g; € G<(I). Se deduce
que Cp < = c<(1) N QY.

[

Ejemplo 5. Volvamos al ejemplo 4, donde f(xy,32) = 323 + xizy + 7 +
2225 + 1123 + 15 + x9. Si consideramos el orden lexicogrdfico con y <. T Y
w=(1,0),

ins,, (1) = (v1a3) = iny(I)

2.3. Region de Grobner: ejemplo.

En esta secciéon vamos a calcular en un ejemplo particular todos los con-
juntos C- y C,,, como motivacion para el estudio que haremos en el capitulo
4.

Recordemos que en el ejemplo 4 teniamos el ideal I generado por
flay, x) = 2303 + 2wy + ) + 2wy + 317 + @5 + .

Vamos a representar en el plano coordenado los 7 monomios que aparecen
en f(xq,x3), es decir, el conjunto de puntos

X ={(4,0),(52),(4,4),(2,5),(0,6),(0,1), (1,2)}.

Su envolvente convexa es un pentagono P de vértices
{a1 = (4,0),a2 = (5,2),a3 = (4,4),a4 = (0,6), a5 = (0,1)}.

Para w € R", denotamos M, = méx{w -« : « € X}. Es claro que in,(f)
es no monomial si, y sélo si, existen al menos dos puntos de X en la recta
w-a = M,. Ademas, todos los puntos de X deben estar en el semiplano
w-a < M,, por lo que w es un vector normal externo respecto de P a dicha
recta.

Asi, los w para los cuales in,(f) son no monomiales son, salvo producto
por constantes positivas, los siguientes:

o Siw

1 = (2,—1), correspondiendo a la recta Ly de direccién ag — vy =
(1,2).
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Figura 2.1: Poligono P

e Si wy = (2,1), correspondiendo a la recta Ly de direccién az — as =
(—1,2).
e Si w3z = (1,2), correspondiendo a la recta Lz de direccién ay — ag =

(—2,1).

e Siwy = (—1,0), correspondiendo a la recta L4 de direccién as — oy =
(0,—1).

e Siws = (—1,—4), correspondiendo a la recta L5 de direccién a; —as =
(4,-1).

Y los posibles ideales no monomiales son:

o in, (I)=

(Obviamente, in,, (1) = iny,(I) si A > 0).
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Figura 2.2: Vectores normales

Los vectores w; dividen R? en cinco conos:
Ri={weR":w- o <w-a;Vk}, parai=1,2,3,4,5,

de forma que in,(f) = =™ si, y s6lo si, w estd en el interior de R;. Asi, por
ejemplo,

3,—2), entonces iny (I) = (z1).
1,0), entonces in,, (I) = (x}23).
1,1), entonces inyy (I) = (z1x3).

) =

(5).

—2,—1), entonces in, (1) = (72).

[ ]

@
&

I

0, 1), entonces ing, (1

[ ]
w2
—
(S
w~
Il
—~ — —~ —~ —~

o Siuwl =

Para w), wj v wj, puesto que son no negativos, ya hemos visto que exis-
ten 6rdenes monomiales <3, <3 y <4 con ing, (I) = in,(I). Por ejem-
plO, <2=<jez CON T3 <jex L1, <3=<grlex CON T2 <grlexz T1 Y <4=~ez CON
T1 <ex T2. Por lo tanto, C< (I) = R;, para i = 2,3, 4.

Como se verifica que c(I)NRZ,, # 0, no pueden existir mds ideales inicia-
les (para érdenes monomiales) que estos, luego no pueden existir 6rdenes mo-
nomiales tales que in(I) = in,, (), para i = 1,2,3,4,5 o ins(I) = iny (I),
para i =1,5.
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Figura 2.3: Region de Grobner

Asi pues, la unién C-, UC<,UC<, (conocido como region de Gribner de

I) es

GR([) = {(wl,wz) < ]R2 Twe >0 , W1 + 2wy > 0}
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Capitulo 3

Nociones basicas de geometria
poliedral.

Este capitulo recoge algunas nociones de geometria poliedral necesarias
para el desarrollo posterior, con el fin de hacer el trabajo mas autocontenido.
Definimos en particular el concepto de abanico normal de un poliedro.

Para su desarrollo nos basamos principalmente en [8].

3.1. Teorema fundamental de inecuaciones li-
neales.

Teorema 3.1. Sean b,aq, ..., a,, vectores de R™. Entonces se da una y solo
una de estas dos opciones:

1. b es una combinacion lineal no negativa de un subconjunto de {ay, ..., a,}
de vectores linealmente independientes.

2. Eziste un hiperplano {z : ¢-x = 0}, conteniendo un subconjunto de
t-1 vectores linealmente independientes de {ay,...,an,} tal que ¢ -b <
Oyc-ay,..,c apn >0, dondet :=rg{ay,...,am,b}.

Demostracion. Si b ¢ L(ay,...,a,), cualquier hiperplano que contenga a
ai,...,a, y no a b verifica 2. Podemos por tanto suponer que L(ay, ..., ) =
R™, pues cualquier hiperplano H de L(ay,...,a,) se puede extender a un
hiperplano H' de R" tal que H' N L(ay, ...,a,,) = H.
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Capitulo 3. Teorema fundamental de inecuaciones lineales.

Las dos opciones son excluyentes, ya que si b = A\ja; + -+ - + A\pa,, con
Ay ooy A >0, ¢:b = Ac-ay+- -+ \pc-ay, > 0, para todo ¢ tal que c-a; > 0,
para cada i. Consideremos a;,, ..., a;, vectores linealmente independientes de
{a1,...;an} y sea D :={a;,,...,a;, }. Realicemos la siguiente iteracién:

(i) Escribimos b como combinacién lineal de a;,, .., a;,, b = A\ja;, + -+ +
i, @i, S Ay, ooy Ay, > 0 entonces hemos terminado porque nos encon-
tramos en el caso 1.

(ii) En caso contrario, sea h el menor de entre {1,...,n} con \;, < 0. Con-
sideramos el hiperplano {z : ¢-x = 0} generado por D\{a;, }. Podemos
normalizar ¢ para que c-a;, = 1y asi tenemos que c¢-b = J\;, <O0.

(iii) Sic-ay,...,c-ay, > 0, hemos terminado porque nos encontramos en el
caso 2.

(iv) En caso contrario, sea s el menor de entre {1,...,m} con c¢-as < 0.
Sustituimos D por (D\{a;, })U{as}, y empezamos de nuevo la iteracién.

Terminaremos la demostracion si comprobamos que este proceso termina.

Denotemos por Dy, al conjunto D que obtenemos en la iteracion k-ésima.
Si el proceso no termina, entonces Dy = D; para algun k& < [, puesto que
solamente hay un nimero finito de elecciones del conjunto D. Sea r el mayor
indice para el cual a, se ha quitado del conjunto D al final de una de las
iteraciones k,k + 1,...,1 — 1 y supongamos que esto sucede en la iteracién p.
Es decir, D,y1 = (D, \{a,}) U{a;}. Como Dy = D;, sabemos que a, ha sido
anadido al conjunto D en alguna iteracion ¢, con p < q < [. Entonces, por la
forma en que elegimos a,.,

Dy N A{ars1,-sam} = DgN{arir, ..., anm}-

Sea D, = {ai,,...,a;, }, b= Nja;, +--- N, a;, y ¢ el vector ¢ encontrado
en (ii) en la iteracién g-ésima. Entonces 0 > ¢’ - b por construccién de ¢, y

db=cN\yay, +-Npai,) =Ny ag, +o N a, (3.1)

Veamos que ;¢ - a;, +--- X\, ¢ - a;, > 0, con lo que llegamos a contra-
diccién.

e Sii; >r=c-a;; =0por (3.1), ya que a;; pertenecerd a ¢’ - x = 0.
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e Sii; =r entonces \;; < 0 porque a, es el elemento que hemos quitado
en la iteracion (p + 1)-ésima y ¢ - a;; < 0 porque a, es el elemento que
hemos anadido en la iteracion g-ésima.

e Sid; <1 entonces \;; > 0 por la eleccion de r en (ii) en el paso (p+ 1)
y ¢ - a;; > 0 por la eleccién de r en (iv) en el paso q.

]

3.2. Poliedros, conos y politopos.

A lo largo de esta seccién vamos a dar algunos conceptos basicos de
geometria poliedral y resultados que seran consecuencia del teorema 3.1.

Definicién 3.2. Un conjunto P de vectores en R™ se denomina poliedro
(convexo) si
P ={xeR": Az < b}, (3.2)

donde A € Myuxn y b €R™ (es decir, si P se puede ver como la interseccion
finita de semiespacios cerrados de R™). En este caso, decimos que Ax < b
define o determina P.

Definicién 3.3. Un conjunto C no wvacio de puntos en el espacio euclideo
se denomina cono (convero) si para xz,y € C y A\ pu > 0 se verifica que
x4+ py € C.

Un cono C' es poliedral si

C={zreR": Az <0}, (3.3)

para alguna matriz A € M,xn, (es decir, C es la interseccion de finitos
semiespacios lineales).

Notese que un cono poliedral es un poliedro.

Definicién 3.4. Decimos que un cono C' C R™ estd generado por xy, ..., x,, €
R™ si es el menor cono (convero) que contiene a xy,...,Z,. Denotaremos
C = cono{zy, ...,z }.

Lema 3.5. cono{xy,...,xn} ={Mx1+ - AnZm 1 A1y ooy Ay > 0}
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Capitulo 3. Teorema fundamental de inecuaciones lineales.

Demostracion. Veamos que C' = {\jx1 + -+ + ApZm @ A1, ooy Ay > 0} €5 €l
cono generado por Iy, ..., T,,, es decir, que es el menor cono que contiene a
L1y eeey Lym.

e Es evidente que z4,...,2,, € C.

e Veamos que C es un cono (convexo). Sean x,y € C'y A, > 0, entonces

x:Z)\iaji con \; >0

i=1

yzz,uimi con p; >0
i=1

Entonces A\ + puy = AD 70 Ny + 1y ooy i = Yoo (AN + ppi) s,
con A\; + pp; > 0. Entonces Az + py € C'y, por lo tanto, C' es un cono.

e Veamos que C' es el menor cono que contiene a q, ..., T,,. Supongamos
que C' es otro cono conteniendo a xy,...,x,, y veamos que C C (.
Para cada x € C, se tiene que

m
T = Z)‘ixi con \; >0
i=1
x; € C’

C" es un cono

— e (.

Luego C C C".
O

Se deduce del teorema 3.1 el siguiente resultado, que afirma que los con-
ceptos de “poliedral” y “finitamente generado” para conos son equivalentes.

Teorema 3.6. Un cono (convexo) es poliedral si, y sdlo si, estd finitamente
generado.

Demostracion.

<] Sean x1, ..., 2, vectores en R". Veremos que cono{xy, ..., Z,,} es polie-
dral. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que L(x1, ..., x,,) =
R".
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Vamos a considerar todos los semiespacios lineales H = {z : ¢ -
x > 0} tales que xq,...,x,, € Hy {x : ¢-x = 0} contiene a n — 1
vectores linealmente independientes. Sea H el conjunto (finito) de tales
semiespacios.

Veamos que cono(w1,...,Tm) = (\yeqy H, es interseccion finita de
semiespacios lineales, y por lo tanto, el cono es poliedral y habremos
acabado.

C| {x1,...,xmn} C H, para todo H € H, entonces cono{xy, ..., T} C
H, para todo H € H.

D| Sib ¢ cono{xy,...,xn}, entonces no se da la condicién 1 del teo-
rema 3.1, por lo tanto debe darse la segunda condicion, es decir,
existe H € H tal que b ¢ H.

Sea C' = {x:alz <0,...,alz <0} un cono poliedral, donde ay, ..., a,
son vectores columna. Vimos en la otra implicacién que todo cono fini-
tamente generado es poliedral, esto es, existen vectores columna by, ..., by
tales que

cono{ay, ...,am} = {x: b1z <0,.., bl z <0} (3.4)

Veremos que C' = cono{by, ..., b;}, lo cual implicard que C' esté fini-
tamente generado.
(34)
2| En efecto, cono{by,....,b;} C C, ya que a; € cono{ay,...,am} =
{r: 072z <0,Vj=1,..,t}, luego bja; < Oparai=1,..,m,j =
1,...,t. Por tanto b; € C, para todo j =1, ..., 1.

C| Veamos que C' esta contenido en cono{by, ...,b;}. Usando de nue-

vo que todo cono finitamente generado es poliedral, tendremos
conof{by,....b;} = {x :vfx <0,..,0Tz < 0}. Como b; € cono{by,
..., by} entonces v{ b; < 0 para todo k, j, por lo tanto, v, € cono{ay,
oy Gy } Para todo k =1,..., s, luego vy, = D> 1" Nika;.

Sea x € C, entonces al x < 0 para todo i = 1,...,m, luego,
vl = (000 Awai) e = 37 Aig(alz) < 0. Por lo tanto, z €
cono{by, ..., bs}.

]
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Capitulo 3. Teorema fundamental de inecuaciones lineales.

Definicién 3.7. Un politopo (convezo) @ es la envolvente convera de un
conjunto finito de puntos,

Q = conv{vy, ..., v} = {Z AiU; 2 A1y ooy A € Rso, Z)‘i = 1} :
i=1 i=1

Definicién 3.8. La suma de Minkowski de dos poliedros P, y P» es el polie-
dro
P+ Py:={pi+py:p1 € P1,py € P}

Es intuitivo que las definiciones de poliedro y politopo estan relacionadas.
Los dos siguientes corolarios del teorema 3.1 demuestran esta afirmacién:

Corolario 3.9 (Teorema de descomposicién de poliedros). Un conjunto P
de vectores es un poliedro si, y solo si, se puede escribir como la suma de un
politopo @ y un cono poliedral C, P =Q + C'.

Demostracion.

=] Sea P = {x : Az < b} un poliedro en R". Por el teorema 3.6, el cono
poliedral en R™*!

C={(z,\):z€R" AR X>0,A4z — \b < 0} (3.5)

estd generado por unos vectores (z1, A1), ..., (T, Ar).

Podemos suponer que el valor de cada A; es 0 6 1 y ordenar estos
elementos para que Ay = --- =\ =0y Ay =--- = A\, = 1. Llamare-
mos C' al cono generado por zy,...,2; y () a la envolvente convexa de
Tit1, ..., Tp. Entonces,

r€P < (r,1)eC
< (z,1) € conof{(x1,0), ..., (x,0), (x411,1), ..., (z,, 1)}

r

t
= (2,1) = e, 0) + > paas, 1) con pg; >0
=1 i=t+1

t r
T = Zﬂﬂi + Z WiZi,
i=1

— - i:t;rl .
L= i 04+ > pi-l=1=> p
=1 1=t+1 1=t+1
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Sea ¢ = Zﬁzl pix; € Cy q = Y0y gz (con Dor o = 1),
entonces g € (). Por lo tanto, z =c+q € C+ Q.

<| Sea P = @ + C, donde Q = conv{xy,...,xs} es un politopo y C' =
cono{yi, ...,y } es un cono poliedral. Entonces,

2o € P <= (20,1) € C = cono{(21,1), ..., (x5, 1), (y1,0), ..., (5, 0) }.

Por el teorema 3.6, C' es poliedral, es decir,
C = {(x,\) : Az + \b < 0}

para una matriz A y un vector b. Entonces zy € P <= (z,1) € C =
Axg+ b < 0. Luego P es el poliedro dado por Ax < —b.

[

Ejemplo 6. Vamos a ver un ejemplo del corolario 3.9 con la descomposicion
de un poliedro P en suma de un politopo @ y un cono C.

-2 =3 . —13
Sea el poliedro P = { (z,y) € R?: 3 =7 ( ) < 8 ,
-5
y consideremos el cono

-2 -3 . 0
C={(r,y) e R*: 3 -7 ( >< 0 =
-7 3 Y

femes (29)(2)=())

Sea Q) = conv{p1,p2} = {A(2,3)+ (1 —A)(5,1) con 0 <\ <1} un poli-
topo, donde p1 = (2,3) y p2 = (5,1) son los vértices de P.
Entonces P =Q + C.

Si P es de la forma
P = conv{xy,...,xs} + cono{yr, ..., s },

diremos que P estd generado por los puntos zi, ...,z y por las direcciones
Yiy ooy Yt
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! |p

; o~ W/

0 ol/

-1

(a) Poliedro P (b) Descomposicién en politopo Q y
cono C

Corolario 3.10 (Teorema de base finita para politopos). Un conjunto P es
un politopo si, y solo si, P es un poliedro acotado.

Demostracion.

=] Es claro.

<] Si P es un poliedro acotado, segun el corolario anterior, P = Q + C,
entonces C' = {0} y, por lo tanto, P = Q.

]

3.3. Caras de un poliedro.

Definicién 3.11. Sean P un poliedro de R" y w € R"™. Se llama cara de P
respecto a w al subconjunto de P definido por

face,(P):={u€P:w-u>w-v, Yv € P},

es decir, el subconjunto de P donde se mazrimiza w - v, para todo v de P, si
es que este maximo existe.

Observacion 3.12. Notemos que un poliedro P es una cara de si mismo,
pues para w = 0 tenemos que P = facey(P). Pero puede no ser el unico
valor, como se ve en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7. Consideremos en R? el poliedro P = {(z,y,2) : z = 0}. Enton-
ces, para w = (0,0,1) tenemos que

face,(P) = {(u1,u2,u3) € P :ug > v3,¥(v1,v9,v3) € P} = P.

Observacion 3.13. face,(P) puede ser vacia. Esto sucede cuando el polie-
dro no es acotado, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Consideremos el cono poliedral en R?
C={(x,y) eR*: 2 >0,z >y}
Entonces para w = (1,0), tenemos

face,(C) = {(u1,us) € P:uy > vy, V(vy,09) € C} = 0.

Proposicién 3.14. Sea P = {x : Az < b} un poliedroy F C P, F # (. F
es una cara de P si, y solo si, ' ={x € P: Az =V}, para un subsistema
Ar <V de Ax <b.

Demostracion.

=—>| Sea F' una cara no vacia de P. Entonces, existe un w no nulo con
F={reP w-z>w-yVye P} Sead=mix{w- -2 : 1z €
P} =méx{w- -z : Az < b} = min{y-b:y > 0,97 A = w}, donde
la ultima igualdad se da por el teorema de dualidad de programacion
lineal (ver [8], capitulo 7, seccién 7.4, corolario 7.1g). Como F' no es
vacfa, entonces min{y - b :y > 0,47 A = w} # 0. Sea entonces yy > 0
conyp-b =08 eylA=w. Sean iy, ..., i, aquellas componentes positivas y
no nulas de yo y sea A’z < ¥ el subsistema de Az < b que corresponde
a las filas iy, ...,7,. Sea x € P, se tiene que

w-r=0<=ypAr =y b= Az =V,

Esta ultima equivalencia es cierta porque las componentes iy, ..., 2,
de 1o son no negativas y, ademas, como = € P, entonces Ax < b, por
tanto, A’z < V.

Por lo tanto, FF ={z € P: A'z =V'}.
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| SeaF={x e P:Ax="Vb}+#0. Sean iy, ..., i, las filas de A que forman
A’. Sea w la suma de las filas de A’, esto es, w = Z;Zl a;;. Veamos que
F={x€P:w-x=0¢})donde d =méx{w-x:2 € P} =>"_,b

j=1Y%;-
Para todo v € P,w -2 =377 (a; -x) <377, by, y puesto que, para
cada ¢, j y para todo x € P se tiene a;, - ¥ < b;;, entonces

r
wx:Zblj <:>VZ,], CLZ‘jI:bij <:>ZUEF
7=1

]

Daremos ahora unos resultados que se deducen inmediatamente de la
proposicion previa:

Corolario 3.15. Cada poliedro P tiene un numero finito de caras.
Corolario 3.16. Cada cara no vacia es un poliedro.

Corolario 3.17. Si F es una cara de Py F' C F entonces; F' es una cara
de P si, y solo si, F' es una cara de F.

Lema 3.18. Sea V C R" finito. Sean w y ' € R". Sean A = max{w - « :
acVh Vi={aeV:iw-a=A}, B=mix{w' -a:acV'}, V'={ac
V' w' - a = B}. Entonces, V" = {a €V : (w+ e') - a es mdzimo} para
e > 0 suficientemente pequeno.

Demostracion. Para ver dénde se alcanza el méximo de (w + ew') - o =
w-«a+ e - a, tendremos que distinguir entre tres casos:

e SiaeV" w-at+e -a=A+¢eB, Ve
e SiacV\Vw-at+e - a=A+ea) - a<A+eB, Ve > 0.
e Siae V\V/ entonces w-a+ew - a < A+ ew - a. Sea €, definido por

B A—w- «

<o
—m SIW'OZ>B.

€a

Consideramos 0 < € < min{e, : W -a > B, w-a < A}. Entonces
(wHew) a< A+ eB.
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Por lo tanto, el maximo de (w+ ew’) - « se alcanza en el conjunto V" y se
tiene que V' ={a € V : (w+ ew') - a es maximo}.
]

Proposicion 3.19. Sea P un politopo, w, w' € R", para € > 0 suficiente-
mente pequeno, tenemos

face (face,(P)) = faceyew (P).

Demostracion. Sabemos que el conjunto de vértices de P, V| es finito. Se
tiene que face,(P) = conv(V') v face, (face,(P)) = conv(V") con las no-
taciones del lema anterior y, por lo tanto, face, (face,(P)) = face,iew (P).

[

Definicién 3.20. La dimension de la cara F' de un poliedro P es la dimension
del espacio afin que genera y su codimension viene dada por

codimp(F) := dim(P) — dim(F).

Definicién 3.21. Llamaremos caras maximales a las caras cuya codimension
es 1. O lo que es lo mismo, a las caras propias mazimales del poliedro.

Definicion 3.22. Llamamos vértices a aquellas caras cuya dimension es 0.
Las caras de dimension 1 se llaman aristas.

Definicién 3.23. Llamaremos caras minimales de P a aquellas caras que
no contienen a ninguna otra.

Ejemplo 9. Consideramos en R? el poliedro P = {(z,y,z) : z > 0,y > 0}.
Su cara minimal es {(z,y,2) 1y =z = 0}.

Observacién 3.24. Notemos que cada politopo es la envolvente convexa de
sus vértices, y cada cono es la envolvente positiva de sus aristas.

Ejemplo 10. En el caso del cubo en R3, tenemos 27 caras en total:
o Vértices: Ocho caras de dimension 0 y codimension 3.
o Aristas: Doce caras de dimension 1 y codimension 2.
e (Caras mazimales: Seis caras de dimension 2 y codimension 1.

e Una cara de dimension 3 y codimension 0, que seria el propio cubo.
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Observacion 3.25. De la definicion de suma de Minkowski se deduce la
siguiente igualdad:

face,(Py + Py) = face,(Py) + face,(Ps), (3.6)

donde Py y Py son dos poliedros.

Dado un vértice v de Py + P,, existe un unico vértice py de Py y un unico
vértice py de Py tales que p; + po = v. Sin embargo, no todas las sumas de
vértices dan un vértice de Py + P, a veces obtenemos puntos del interior.
Cabe senalar también que cada arista de Py + Py es la traslacion en paralelo
de las aristas de Py y de Ps.

Ejemplo 11. llustremos esto con un ejemplo, donde P es el poliedro definido
por los vértices P11 = (_17 2): P2 = (37 _1): b3 = (37 2); Ps = (07 5)7 () Q queda
delimitado por los vértices ¢ = (4,0), g2 = (6,0), g3 = (8,4), q1 = (4,4).

El poliedro R, que lo obtenemos con la suma de Minkowski de P y de @,
queda definido por los vértices:

m=p+q=3,2), ro=p2+q=(7,-1), rs=p+q¢=(09-1),

Ty =p2tqs= (1173>7 s =p3+qs = (1176>7 Te =Ps+q3 = (879>7
rr=pstq=(49) y rs=p +aq=(3,6).

El resto de combinaciones nos dan puntos que quedan en el interior de
R, estos son: p1 + ¢ = (5,2), pr + a3 = (7,6), p2+q1 = (7,3), ps+q =
(77 2)7 p3 + q2 = (972>7 Ps3 + q4 = (77 6)7 2 + q1 = (47 5) Y P4 + g2 = (67 5)

Podemos apreciar a simple vista (ver figura 3.1) también como las aristas
del poliedro R son traslaciones de las aristas de los poliedros P y Q).

3.4. Abanico normal de un poliedro.

Definiciéon 3.26. Un complejo poliedral A es una coleccion finita de poliedros
en R™ tal que:

1. Si P e A y F es una cara de P, entonces F € A.

2. 8i P, Py € A, entonces PL N Py es una cara de Py y de Ps.
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Figura 3.1: Suma de Minkowski

Definimos el soporte de un complejo poliedral A como |A| :=Jpep P-
Un complejo A que estd constituido sélo por conos se demomina abanico.
Ademds, si el abanico verifica que |A| = R™ se dice que es completo.

Definicién 3.27. Sea P € R™ un poliedro y F una cara de P. Se define el
cono normal de F en P como

Np(F) ={w € R": face,(P) = F}.

Observacién 3.28. FEstudiando las ecuaciones de P y F se puede deducir
(ver capitulo 2 de [9]):

1. dim(Np(F)) =n — dim(F).

2. Si Fy F' son caras de P, entonces F' es una cara de F si, y sdlo si,

Np(F) es una cara de Np(F").

Definicién 3.29. El conjunto de conos normales Np(F) para las caras F

de P es un abanico. Dicho abanico se denomina abanico normal de P y se
denota por N'(P).

Si Q es un politopo, entonces su abanico normal A (Q) es un abanico
completo.

Ejemplo 12. Sea P el poliedro del ejemplo 6. Vamos a calcular los conos
normales de todas las caras de P:
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Para Fy = P, entonces Np(Fy) = {(0,0)}.

Para el vértice Fy = {p1 = (2,3)}, entonces

Np(Fy) = {(z,y) €R?*: 32+ 7y < 0,3z — 2y <0} .

Para el vértice F5 = {ps = (5,1)}, entonces

Np(F3) = {(x,y) e R?: Tr+3y <0,-3x+2y < 0},

Para la arista Fy = {(z,y) € R*: =Tz + 3y = —5,x > 2}, entonces

Np(Fy) ={(z,y) eR*: 3z + Ty = 0,2 <0} .

Para la arista F5 = @), entonces

Np(F5) = {(z,y) € R*: 3z — 2y = 0,z < 0}.

Para la arista Fs = {(z,y) € R* : 3z + Ty = 8,z > 5}, entonces

Np(Fg) = {(x,y) €R2:7x+3y20,x20}.

Por lo tanto, el abanico normal de P es

N(P) = {Np(F1), Np(Fy), Np(F3), Np(Fy), Np(F5), Np(Fs) }-

Observacion 3.30. Si Q) es un politopo, la aplicacion que a cada cono C' de
Ng le hace corresponder face,(Q) (donde w es cualquier vector del interior
relativo de C') es inversa de la aplicacion que a cada cara de Q, F, le hace
corresponder el cono No(F). Entonces se tiene una biyeccion que cambia las
contenciones entre las caras de Q) y los conos de N.

Definicién 3.31. Decimos que dos politopos QQ y Q' son fuertemente iso-

morfos si N(Q) = N(Q').
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Seccion 3.4. Abanico normal de un poliedro.

Ejemplo 13. En el ejemplo podemos ver como los conos normales de los
dos politopos coinciden para uno de sus vértices, y andlogamente sucede para
cada cara.

)
o

Figura 3.2: Conos normales
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Capitulo 3. Teorema fundamental de inecuaciones lineales.
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Capitulo 4

Politopo de estados.

Este capitulo tiene dos partes bésicas: por un lado, la definiciéon de abanico
de Grobner de un ideal, con la comprobacion que de hecho es un abanico
(complejo poliedral formado por conos), y por otro, el problema de encontrar
lo que se conoce como politopo de estados de un ideal, que es un politopo cuyo
abanico normal coincide con el abanico de Grobner del ideal. Construiremos
en particular un politopo de estados en el caso de un ideal homogéneo.

Para el desarrollo del capitulo nos hemos basado en [5] y [9].

4.1. Abanico de Grobner.

Recordemos que habiamos definido C,, (1) y C<(I) como:

Ci(I)={w eR" :iny(I) =ins(I)} y
Col) ={w e R" 1 iny, (1) =in,(I)}.

Por el corolario 2.16, C<(I) es un cono poliedral convexo y ademas, la
proposicién 2.15 implica que su interior, c<(I), es también un cono (se dice
que es un cono poliedral abierto).

En particular, si w € RZ, C,(I) es también un cono poliedral convexo,
pero si no se cumple que w € RZ, entonces C,(I) no es necesariamente
convexo. Veamos un contraejemplo:

Ejemplo 14. Sea un ideal I = (x — 1,y — 1). Aplicando el algoritmo de
Buchberger, comprobamos que G = {x — 1,y — 1} es la base de Gribner
unwversal. El ideal I tiene cinco ideales iniciales:
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Capitulo 4. Politopo de estados.

e Paraw=(0,0) ,in,(I)=(z—1,y—1).

e Para w = (wy,ws), conw; >0 ywy =0, in,(I) = (z,y —1).

o Para w = (wy,ws), conw; =0 ywy >0, in,(I) = (x—1,y).

o Para w= (wy,ws), conw; >0 ywy >0, in,(I) = (x,y) = ing(I).
e Para w = (wy,ws), conw; <0 6 ws <0, in,(I) = (1).

En el caso particular en que w = (—1,3) y W' = (3,—1), se tiene que
iny(I) = iny(I) = (1). Sin embargo, in%(w+w,)(1) = (z,y) no pertenece a
la clase de equivalencia de w, y por lo tanto hemos comprobado que no es
conveza. (De hecho, C, = R"\{z > 0,y > 0} ).

Definicién 4.1. Definimos el abanico de Grébner de un ideal I C k[z] como
el complejo formado por todos los conos C<(I), con < orden monomial en I,
y sus caras propias. Denotaremos el abanico de Grobner por GF(I).

Nota 4.2. Recordemos que el conjunto de conos {C<(I)} coincide con el
congunto {C,(I) : ¢,(I) NRL, # O}. Por lo tanto, el soporte del abanico
de Grébner que acabamos de definir no es mds que la region de Grébner
que definimos en la seccion 2.3. Ademds, el numero de tales conos es finito,
luego el soporte del abanico de Grobner es union de un nimero finito de
conos, de los cuales los de dimension mdxima estdin en biyeccion con los
tdeales iniciales.

Ejemplo 15. En la seccion 2.3 calculamos el abanico de Grobner para el
ideal generado por f(x1,xs) = 23203 + ziws + v + 2305 + w123 + 25 + 20 y
vimos que los conos que forman dicho abanico son:

o O, = {(wy,wy) ER?*: —x — 2y < 0,2y —z <0},

o O, = {(w,wy) ER?: 0 — 2y <0,y — 22 < 0},

o C‘<4 = {(w1’w2) € R2 : 2[[‘—y S Oa -y S O};

Y SuS caras propias.
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Seccion 4.1. Abanico de Grobner.

El objetivo ahora es llegar a demostrar que el abanico de Grébner es un
abanico, es decir, un complejo poliedral formado sélo por conos. Para ello,
daremos una serie de resultados previos. Uno de los pasos mas importantes
hasta llegar a dicho teorema, serd el de demostrar que C,,(I) es un cono po-
liedral (proposicién 4.10). Este resultado también es una version general de
la proposicién 2.3 en [9], donde es posible que los vectores w,w’ tengan com-
ponentes negativas. Lo siguiente que haremos sera ver que el interior relativo
de cualquier cara del abanico de Grébner es una clase de equivalencia ¢, (1)
(proposicién 4.12) y finalmente probaremos que la interseccién de dos conos
de un abanico es una cara de ambos (proposicion 4.14).

Para los proximos teoremas, fijemos un ideal I C k[z].

Definicién 4.3. Sea f = > c,x® € k[z]. Se dice que f es homogéneo de
grado v respecto a la graduacion dada por deg(x;) = d; > 0,0 = 1,...,n si
Yor g aud; = v,Ya € 2%, tal que ¢, # 0. Un ideal I C k[z] se dice que es
homogéneo respecto a la graduacidn anterior si tiene un conjunto de genera-
dores formados por polinomios homogéneos.

Nota 4.4. Recordemos que si I C k[x] un ideal homogéneo y f un polinomio

que podemos escribir como suma de componentes homogéneas respecto de
d=(di,....dn), f =i, [i, entonces f € I si, y sdlo si, fi € [,Vi=1,..,r.

Lema 4.5. Un polinomio f € in,(I) se puede escribir de la forma f =
> iiny(c;), donde ¢; € I y todos los sumandos del sumatorio tienen diferentes
w-grados.

Demostracion. El ideal inicial in,(I) estd generado por polinomios homogé-
neos respecto a w. Podemos escribir f como suma de componentes homogé-
neas respecto a w, donde todas las componentes estan en in,(I) (por la nota
4.4) y cada una de ellas tiene grado distinto. Sea h una de esas componentes y
veamos que h es la forma inicial de un elemento de I respecto a w. Escribire-
mos h como h = ing(ay)+- - -+iny(as) para algunos polinomios ay, ..., as € I.
Dado que h es homogéneo respecto de w, se puede reescribir h como suma
de elementos con el mismo w-grado de la forma h =3 ;iny(a;), y tenemos
entonces que h = iny,(d_,c;(a;)) = inu(c), con¢; =3 ;a5 € I.

O

Lema 4.6. Sea < un orden monomial. Siw € C<(I), entonces

in<(ing, (1)) =in<(1).

o1



Capitulo 4. Politopo de estados.

Demostracion.

D] En el corolario 2.16 probamos que si w € C<([), para g € G<(I) se

N

tiene que in<(g) = in<(in,(g)), y por lo tanto, in-(I) = (in<(g) : g €
G-(1)) = (in<(inu(9)) : g € G(D)) C in(inu(1)).

Sabemos que in(in, (1)) estd generado por formas iniciales de elemen-
tos f € iny,(I1)\{0} respecto al orden monomial <. Bastard entonces
con demostrar que in-(f) € in(I). Como vimos en el lema 4.5, pode-
mos escribir f como la suma de componentes homogéneas respecto a w
de distintos grados, con ¢y, ..., cs € I, es decir,

f= Z ine(c;)-

Como in,(c;), para i = 1,.., s, son de distintos grados, sus términos
no se anulan. Si aplicamos entonces la forma inicial respecto a < a
ambos lados, in<(f) = ins(ing(c1) + -+ + iny(cs)) = in<(ing(cy)),
para algin j.

Queremos ver ahora que entonces in<(in,(c;)) € in<(I). Si aplica-
mos el algoritmo de divisiéon como lo hicimos en la demostracién de la
proposicion 2.15, podemos escribir ¢; como

Cj = MmiGi, + -+ MyGi,,

donde my, ..., m, son monomios y 10s ¢, ...,g;. € G<(I) pueden apa-
recer repetidos. Llamaremos M al grado méximo de ¢; respecto de w.
Un razonamiento similar al hecho en la demostracion de la proposicion
2.15, usando que, por el corolario 2.16, in~(g) tiene w-peso maximo en
g si g € GL(I), prueba que existe un conjunto K de forma que

ing(c;) = Z inw(Mrgi, )-
keK

El algoritmo de divisién garantiza que los exponentes de in-(m;g;,),
para j = 1,...,7, son distintos. Como w € CL(I), por el corolario 2.16,
in<(m;gi;) = in<(in,(m;g;;)), luego el monomio de grado maximo res-
pecto a < no puede cancelarse en la suma. Entonces, para algin k,

ins(ing(cj)) = ing(myg;,) € in<(I). O
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Seccion 4.1. Abanico de Grobner.

Un corolario de este lema es un método para construir bases de Grobner
para ideales iniciales. Se trata de un resultado que generaliza el corolario 2.12
visto anteriormente.

Corolario 4.7. Sea < un orden monomial. Si w € C<(I), entonces

G<(iny(I)) = {inu(g) : g € G<(I)}.

Demostracion. Como w € CL(I), por el corolario 2.16 se tiene que

(in<(inu(g)) : g € G<(I)) = (in<(g) : g € G<(I)) = in<(I),

y en el lema 4.6 probamos que in(I) = in4(in, (1)), por lo que

in<(iny,(I)) = (in<(inu(9)) : g € G(1)),

lo cual prueba que {in,(g) : ¢ € G(I)} es una base de Groébner de in,,(I) res-
pecto al orden monomial < por la definicion de base de Grobner. Y ademas,
es reducida ya que G<(I) lo es.

[

Lema 4.8. Sea f € klz]; w,w" € R™. Tenemos entonces que

an/(lnw<f)) = ianrew’(f)a
para € > 0 suficientemente pequeno.

Demostracion. Sea f = Y. ¢;x® con ¢; # 0 para todo ¢ = 1,...,7, P =
{a; :i=1,...,7} CR” finito. Sea A = max{w-«a; : i =1,...,7}, P ={a;:
w-a; =A} B=méx{w' ;s € P}y P' ={a; € P :w' -, = B} .
Tenemos entonces que ing,(f) = >, cp i € in (ing,(f)) = D, cpr TV
Estamos en condiciones de aplicar el lema 3.18 y, por lo tanto, P” = {o; €
P (w+ &) - a; es maximo} para € > 0 suficientemente pequeno, luego
iy (N (f)) = iNgrewr (f)-

]

Corolario 4.9. Sea I C k[x] y sea < un orden monomial. Sea w € C<(I),
w' € cx(I). Entonces, para € > 0 suficientemente pequeno,

i (ingy (1)) = ingyew (1).
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Capitulo 4. Politopo de estados.

Demostracion. Sea G<(I) una base de Grobner reducida de I para <. Ele-
gimos € suficientemente pequeno para que w + ew’ € c<(I) (recordemos que
C<(I) es un cono convexo cuyo interior es c<(1)), y para que in, (in,(g)) =
iNgyiew (9), para cada g € GL(I).

Se tiene:

e w e CL(I), entonces in~(in,(g)) = in<(g), para cada g € G(I) (por
el corolario 2.16).

o w+ e € cx(I), entonces in, v (g) = in<(g), para todo g € G(I)
(por la proposicién 2.15).

Luego
iy (inw(9)) = iNwter (9) = in<(g) = in<(inw(g)),
y por ser {in,(g) : g € G<(I)} base de Grébner reducida de in,(I) para <

(corolario 4.7), se deduce que w’ € c<(in,(I)) (por la definicién de c<(1)).
Por lo tanto,

ing (iny (1)) = in<(iny(I)) = ({in<(inu(9)) - g € G<(I)})
({in<(9) - g € G<(1)}) = in<(I) = ingper ().

]

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar uno de los pasos maés
importantes para llegar a probar el teorema que afirma que el abanico de
Grobner es un abanico:

Proposicién 4.10. Sea < un orden monomial y w € C<(I). Para W' € R"
se tiene que

ino(D) = inu(I) <= Vg€ G(I),inu(g) = inu(g).
Demostracion.

<=| Partimos de que in,(g) = in,(g) para cada g € G<(I). Aplicando
la forma inicial respecto a <, la igualdad se mantiene, por lo que
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Seccion 4.1. Abanico de Grobner.

in<(ing(g)) = in<(iny(g)) para todo g € G<(I). Como w € C<(I)
se tiene que

in<(g) “"="" in(in,(g)) = in<(inw(g)), ¥g € G<(I)
= in<(g) = in<(inw(g))

— O.),GC.<(I)

Luego, por el corolario 4.7, G<(iny(I)) = {in.(g9) : g € G<(I)} =
{inu(g9) : g € G(I)} = G<(iny,(I)), obteniendo la misma base de
Grobner para in,(I) y para in, (I), por lo tanto in, (I) = in,(I).

—>| Sea g € G<(I). Partiendo de que in, (I) = in,(I), tenemos que ver
que iny(g) = iny,(g). Como G4 (I) es una base de Grobner reducida,
sélo el monomio in<(g) de g, puede estar en in~(I). Probaremos que
dicho monomio es un monomio tanto de in,(g) como de in,(g). Por el
corolario 2.16, in-(in,(g)) = in<(g). También tenemos in-(in.(g)) €
in<(ingy (1)) = in<(ing,(I)) = in<(I) por el corolario 4.6. Como sdlo
un monomio de g estd en in-(/), tenemos que in-(g) = in<(iny(g)).
La diferencia in,(g) — in,(g), que pertenece a in, (1) = in,(I), tiene
que ser cero. De no serlo llegariamos a contradiccién puesto que dicha
diferencia, al anularse los in-(g), no contendria términos de in(I) =
in(in,(I)). Por lo tanto, in.(g) = in,(g).

]

Corolario 4.11. Siw € CL(I),
w' € Cu(I) == VgeG(I),iny(ing(g) = inu(g).
En particular, C,(I) es un cono poliedral convexo.

Demostracion. Sig € G<(I)es g = Maz® +---+ X 2% con iny(g) = \z® +
<o+ Nz, entonces, para w’ € R™, por la proposicién 4.10 se tiene

: . W' o =w-aj, paratodo j =1,...t
inu(g) = inu(9) { W' - a; <w'-aq, para todo j >t

Estas ecuaciones definen ¢, (1) y por lo tanto, su adherencia, C,(I), estaré
definida por las mismas ecuaciones pero reemplazando en ellas desigualdades
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estrictas por no estrictas y las ecuaciones restantes equivalen a decir que los
monomios de in,(g) se encuentran entre los monomios de in,(g), es decir,
ing(ingy (g)) = iny(g), con lo que se tiene demostrado el resultado.

]

Las ecuaciones que se derivan del corolario 4.11 y de la proposicion 4.10
muestran que ¢, (I) es el interior relativo de C,(I) (es decir, el interior to-
polégico en el subespacio generado por C,,(1)). Veamos un ejemplo:

Ejemplo 16. Sea [ = (z+y,x+y?) C Q[x,y] y sea < el orden lexicogrdfico
cony < x. La base de Grobner reducida viene dada por GL(I) = (z+vy, y* —
y). St w = (2,1), entonces se verifica que in<(I) = in,(I) = (x,y*) y, por
lo tanto, c,(I) = c<(I) = {w' € R? :iny(I) = in,(I)}. Por la proposicién
4.10, para W' = (w),w;) € R* se verifica iny (1) = in,(I) si, y sdlo si, se
satisfacen las siguientes ecuaciones:

ing(r+y) =z (<= w,>uw,) }
. 2 2 ! /
g (Y —y) =y (= 2w, > w,)

Haciendo desigualdades no estrictas e igualdades en el sistema de desigual-
dades estrictas, tenemos la descripcion de C<(I). El cono estd definido por
{wy > wy, 2w, > wy} y tiene por aristas a C1y(I) y Ca (1), y por vértice

a Cio0)(I). Vedmoslo (fig. 4.1):

Figura 4.1: Ejemplo 16
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Seccion 4.1. Abanico de Grobner.

w =W
g Ol,l (I>:{w/€R2an/(j):(x+y7y2)} :{ x y
o 2w;>w;
W > w!
o Clig)(I) = {&' € Rt in(I) = (2,4 — )} :{ > W,
Qw;—w;
. W =W
b C'(0,0)(1) = {w’ e R?: mw/(]) — (I—i—y,yz —y)} : { 2(5, _ (j,,
y y

Consideremos ahora un ejemplo en R?:

Ejemplo 17. Sea [ = (v +y + 2z, 2%z + x +y?) C Qlx, vy, 2| y sea < el orden
lexicogrdfico con x <y < z. Sea GL(I) = {y?* +x—23y—a*, z+y+x} la base
de Grobner reducida. Si tomamos w = (1,4,5), entonces, in,(I) =in<(I) =
(v%,2) y co(I) = cx(I) = {w € R? :iny(I) = iny(I)}. Por la proposicion
4.10, para W' = (w),,w,w,) € R® se verifica iny (I) = in,(I) si, y sélo si, se
satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

ing (Y’ + o -2y —at) =y (<= 2w > max{w), 3w, + ), 4w })
ing(z+y+z)=2 (= w,>mix{w,,w,})

Haciendo, en este sistema de desigualdades estrictas, desigualdades no
estrictas e igualdades tenemos la descripcion de C<(I). El cono estd definido
por {wl > w,wl > Wi, 2w, > Wi, 2w, > 3w, + wy, 2w, > 4wl }. Este sistema
equivale a {w > w, Qw 2 W, 2w > 3wl + w’} y es facil probar que el
conjunto de soluciones es el cono {(0 0,1), (1,3,3),( 2,—1,—-1)}, que tiene
por aristas a 0001 (1), 0133( ), Ci—a,—1,-1)(I) y por caras mazimales a
0(134)<]) —2,— 10( ) Y ( 1722( ) donde (1 3, ) (07171) (17373>7
(—=2,-1,0) = (O 0,1)+(=2,—-1,-1) y (-1,2,2) = (1,3,3) + (-2, —1,—1).

Vedmoslo:

o CoonI)={" R iny(I) = (P +z — 2’y —a',2)} :

/ !
Wy 2wy W =w =0
W =w = z Y
Yy T />O
w! = 3w’ Wi Z
y T

o Cusa(l) ={w eR’tiny(l) = (y° — 2%y, y + 2)} :

W, = Wy " — W = 3w
2w > W — Wa T Wy = O
Y wl, >0
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/ / ! /
oz B =
2c/uy > w? < wlz > Wy
Wy = 3w, w, >0

o Clo10()={ €eR3:iny,(I) = (y* +z,2)}:
w, > wl Wy, = 2w,
! / / /
2c/uy = wb}, < wlz > Wy
Wy > 3w, w, <0

r_
W, =w
/ /
2wy > w,
/ /
Wy, > 3w,

Veamos ahora, generalizando los ejemplos anteriores, que el interior re-
lativo de cada cono en el abanico de Grobner es una clase de equivalencia

co(I).

Proposicién 4.12. El interior relativo de un cono del abanico de Gréobner

es una clase de equivalencia c,(1).

Demostracion. Sea C un cono del abanico de Grobner de I. Entonces existe

un orden monomial < tal que C' es una cara de C<(I).

Por el corolario 2.16, C viene definido por las ecuaciones in~(in,(g;)) =
in<(g;), para cada i = 1,....n con GL(I) = {¢g1,..,gn}. En coordenadas, si
gi =% + 377 ax® y 2% =in(g;), lo anterior se traduce en el sistema

Wweo > w e oy, Vi, g
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Seccion 4.1. Abanico de Grobner.

Una cara C' de C. tendra por ecuaciones

W =w -, para (i,7) € J,

W Q; Zw'aijy para (%]) ¢ Ja

para algun J C {(i,5) : 1 <i < m,1 < j < r;}. Las ecuaciones del interior
relativo de C son

w- o =w- o, para (1, §) € J,

Wy > w-ay, para (i) & J,

y estas ecuaciones equivalen a in,(g;) = x“ + Z(i,j)e 7 @ijr®. Es decir, el
interior relativo de C' es ¢, (I) para w en dicho interior (por la proposicién
4.10).

[

Corolario 4.13. Sea C' un cono del abanico de Grobner. St w € C, entonces
para w' € R™ se tiene que

ing(I) =1in,(I) = w' eC.

Demostracion. El vector w pertenece al interior relativo de alguna cara de
C. Dicha cara esté en el abanico de Grobner, luego por la proposicion 4.12,
w' esta en el interior relativo de la misma cara, y por lo tanto, w' € C.

O

Proposiciéon 4.14. Sean C y Cy dos conos del abanico de Grobner de I
Entonces la interseccion C; N Cy es una cara de Cy y de Cs.

Demostracion. Vamos a probar que C;NC5 es una cara de C. Analogamente
se harfa para probar que también es cara de Cs.

Por el corolario 4.13, tanto C; como Cs son uniones de clases de equiva-
lencia ¢, (I). Ademsds, si w € C7 N Cy, de nuevo por el corolario 4.13, la clase
de equivalencia de w esta contenida tanto en C; como en Cy, y por lo tanto,
también esta contenida en la interseccién. Entonces C; NCy es también unién
de clases de equivalencia.

Sea w’ un vector perteneciente a F, una de las clases de equivalencia de
C1 N Cy. El vector W' pertenece al interior relativo de una cara de C, que,
por la proposicién 4.12, es exactamente la clase de equivalencia E. Por lo
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tanto, cada clase de equivalencia es el interior relativo de una cara de C; y
su clausura es dicha cara.

Consideremos ahora el R-espacio vectorial generado por cada clase de
equivalencia contenida en C; N C5. Dado que C} es un cono, los espacios
vectoriales para cada cara de C; deben ser diferentes. Veamos que solamente
puede haber un cono de dimensién maxima: de haber dos conos de dimensién
méaxima, su envolvente convexa estaria en C; N Cy, tendria al menos una
dimensiéon més y no podria ser recubierto por un nimero finito de clases de
equivalencia de dimensién menor. Llegamos asi a un absurdo, ya que C; N Cy
es union de clases de equivalencia y hay un nimero finito de éstas.

Sea F la clase de equivalencia de C; N Cy de dimensiéon maxima (que,
por lo dicho anteriormente, cumple que E es una cara de C}). Veamos que
E = C1NCy. Puesto que C1NCy es cerrado, es evidente que E C C;NC,. Para
probar la otra contencién, supongamos que existe w € (C;NCy)\E. Entonces
conv{E,w}\E estd contenido en C;NCy y su dimensién es, al menos, la de E.
Llegamos asf a contradiccién, ya que conv{E,w}\E no puede ser recubierto
por un numero finito de clases de equivalencia de dimensién menor. Por lo
tanto, concluimos asi que £ = C; N Csy, y por lo tanto C; N Cy es cara de Cf.

m

Teorema 4.15. El abanico de Grobner es un complejo poliedral de conos v,
por lo tanto, es un abanico.

Demostracion. Sabemos que el abanico de Grobner esta formado por conos
poliedrales (proposicién 4.10). En cuanto a que sea un complejo poliedral, la
primera condicién se tiene por la propia definicién y la segunda condicion se
verifica por la proposicién 4.14.

]

Proposicién 4.16. Supongamos que I C k[x] es un ideal homogéneo respecto
a una graduacion deg(z;) = d; > 0. Entonces GF(I) es completo.

Demostracion. Basta ver que para todo w € R™, existe un w’ > 0 tal que
ine(I) = iny (1), pues entonces w € ¢,/ (1) que es una de las caras de GF(I).

Sea w € R™ cualquiera. Elegimos A > 0 tal que el vector W' = w +
A(d, ..., d,) es positivo. Vamos a ver que in,(f) = iny(f), para todo f € I,
con lo que iny,(I) = in,(I). En el caso en que f = > cox® € I sea un
polinomio homogéneo respecto al grado deg(x;) = d;, esto es obvio.

Por lo tanto, consideremos un polinomio general f € I, el cual lo podemos
reescribir como f =), f; donde cada f; es homogéneo. Por ser I un ideal
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homogéneo, por la nota 4.4 f; € I, paratodo: = 1,...,7, luego se tiene

iny(fi) = inw (fi), para i. Puesto que in,(f) = iny(fi,) + - +inu(fi,) para
un subconjunto {iy, ..., s}, se deduce

ing(f) = ing(fiy) + - +ing(fi,) = inw (fi,) + -+ inw (fi,) = ing (f).

]

4.2. Politopo de Newton.

Definicién 4.17. A todo polinomio f =>"""  ¢;-x% en k[X] se le asocia el
politopo de Newton de f definido por

New(f) :=conv{a; :i=1,...,m} CR"

Antes de definir el siguiente lema referente a politopos de Newton, dare-
mos un resultado referente a formas iniciales respecto de w.

Proposicién 4.18. Para todo f,g € k[x], tenemos la igualdad

inu(fg) = inu(f) - inu(g).

Demostracion. Sean fy g delaforma f = coz®, g= > cgz” y llamamos
A al producto w -« y B al producto w - f que sean maximos, de forma que

ing(f) = Z Col® y ing,(g) = Z cga”

w-a=A w-B=B

Entonces, A+ B =miax{w - (a+ )}, y

inu(f) - inu(g) = ( ) cat®) - (Y csa”)

w-a=A w-B=B
= D> cacpr™ =} (cacs)a™ = inu(fg).
wo—g v

Lema 4.19. face,(New(f)) = New(in,(f)).
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Demostracion. Supongamos que f # 0y escribamos f = Y ", ¢;x® con

¢ # 0, para cada i = 1,...,m. Sea M,, = méx{w -«; : 1 <7 < m}, y
reordenamos f de forma que w-a; = M, si, y sélo si, 1 < i < r. Asi tenemos
que ing,(f) =>"1_, ¢z, y New(in,(f)) = conv{ay, ..., o, }.

Puesto que New(f) = {d>"1", hiag = >0, A = 1, A, > 0, Vi}, se tiene

m

W - (Z Aiq;) = ZAi(w cy) <

i=1 7

NE

A - M, = M, (4.1)

1

por lo tanto, max{w - a : @ € New(f)} = M, y face,(New(f)) = {a €
New(f):w-a= M,}. Es decir,

ozefacew(New(f))@a:Z/\i-ozi con w-a = M,, \ ZO,Z/\izl
i=1 i=1
41 .
ézlw-ai:Mw,Vz tal que A\; # 0
= {i: N#0}=A{1,..,r}
< a € conv{ay,...,a,.} = New(in,(f)).

Proposicién 4.20. New(f - g) = New(f) + New(g).

emostracion. icil ver qu resu veri n n qu
D t Es facil ve e este resultado se verifica en el caso e e
f=a%y g=2" yaquez® 28 = 2P En general, serd suficiente comprobar
que ambos politopos tienen las mismas caras.

faces(New(f -g)) = New(iny(f - 9)) "= New(iny(f) - inu(9))
= New(iny(f)) + New(in,(g))
= face,(New(f)) + face,(New(g))

36) face,(New(f)+ New(g)).

Hemos probado que los politopos New(f-g) y New(f)+New(g) tienen las

mismas caras y por lo tanto son iguales, obteniendo asi la igualdad deseada.
O
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4.3. Politopo de estados.

A partir de ahora vamos a considerar I C k[z] un ideal homogéneo res-
pecto a una graduacion deg(x;) = d; > 0.

Denotaremos por I; al espacio vectorial de polinomios homogéneos de
grado d en I. Sea M cualquier ideal monomial y denotamos por »_ M, a la
suma de todos los vectores o € N" tales que z* € M y z“ tiene grado d.
Definimos entonces

Statey(I) := conv {Zz’wu([)d : < orden monomial } (4.2)

Sea D el grado maximo de los elementos de una base de Grobner universal
minimal de I. Consideramos la suma de Minkowski

State(I) := Z Stateq(I) (4.3)

Observacion 4.21. Puesto que in (ins(I)) = in(I) si < y <" son drdenes
monomiales, es claro que Statey(in<(I)) es un punto, y por lo tanto también
State(in<(I)) es un punto.

El siguiente resultado es una generalizacion de la férmula que probamos
en el lema 4.19:

Proposicion 4.22. Para todo w € R", se verifica
face,(Stateq(I)) = Stateq(in,(I)).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que w € R™ es genérico, en el
sentido de que in, (/) es un ideal monomial y face,(Stateqs(I)) es un vértice
(recordemos que por ser I homogéneo, el abanico de Grébner es R™, por la
proposicién 4.16).

Sea [, el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado d en I,

sean ..., z%" todos los monomios de grado d y sea r := dim(l;) < m.
Sea < un orden monomial para el que in,(I) = in(/). Reordenando los
monomios, podemos suponer que z%,...,x% son exactamente aquellos que
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pertenecen a in~([) y, por lo tanto, pertenecen también a in([), por tener
grado d. Se tiene que

Stateq(in,(I)) : = conv {Z inz«(iny(l))q :=" cualquier orden monomial}

= {me(])} ={a1+---a.}.

Pasando al cociente k[x]y/I; segin vimos en la proposicién 2.3, los mo-
nomios estandar médulo Iy, {x%+! + I, ..., x%" + I4}, son una base de dicho
k-espacio vectorial. Entonces, se puede escribir cada x% + Iz, ¢ = 1,...,7,
como combinacién lineal de las clases de los monomios estandar:

m m
% + Id = E Cijilfaj + Id — f =% — E Cij.%aj S Id.
j=r+1 Jj=r+1

Como in<(I) = in,(I) y 2%, para 1 < i < r, son los monomios que
estdn en in(I), entonces in-(f) = in,(f) = x%, para ¢ = 1,...,r. Es decir,
siempre que ¢;; # 0,

w-a; >w-a; paracadat=1,.,ryparacadaj=r+1,...,m. (4.4)

Ahora, por ser face,(Stateys(I)) un vértice, para algin orden monomial
<,

face,(Stateq(1)) = face, {conv {Z iny(I)g:<" orden monomial}}
- {Zi”<’(1)d} ={a; +-+a;}
donde %1, ..., x%" son los monomios de grado d que pertenecen a in_:(I),.

Supongamos que el lema no es cierto, es decir,
face,(Stateq(1)) # Stateq(in, (1)),
luego a; + - -+ + a, ¢ face,(State, (1)), por lo que
w-la+---+a) <w-(aj, +---+aj) (4.5)

Tenemos B = {z%+' + I4,..,x% + I} y B ' ={a% + I : k # j1,...,jr}
que son dos bases de k[z]q/I4, y sea h = #(B N B’). Observemos que por
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44, w-a; >w-a; stz +1; € B\B, 2% + 1; € By ¢;; # 0. Siguiendo el
lema de reemplazamiento de Steinitz, vamos a pasar de B a B’ cambiando
en cada paso un elemento de B que no estda en B’ por uno de B’ con cierta
propiedad. Concretamente, vamos a construir de forma recursiva bases By,
k=nh,..,m—r, con B= B, B = B,,_, vy, si denotamos por Sy = w -
Zxaﬂngk a se cumpla para cada k:

1. BNnB ' Cc B,C BUB.

2. #(BxNB') =k.

3. Va®+ I, € B\BryVa# + I, € (B\B)N By, w-a>w-j.
4. Spi1 < S

Empecemos definiendo B, = B. Suponemos que tenemos construido By,
vamos a construir By (si k <m —r).

Como #(BrNB') =k <m —r = #B', entonces existe 2° + I; € B'\ By;
si existiesen varios, escogemos uno que tenga w - b minimo.

Dado que By, es base, entonces a? + I; = ZmaJrldeBk Cap(x® + 1;). Como
(Bx N B') U {xb + I} es libre, entonces existe 2% + I; € B\ B’ con ¢, # 0.

Se define Byy1 = (Bp\{x® + I;}) U {2’ + I}, verificando las tres primeras
condiciones. Veamos que se cumple la cuarta condicién: como x? + I; =
ZxaﬂdeBk Ca,b(xa + Id), entonces

b
g=1a"— g CopT™ — E Capt™ € Iy

ze+I1,€ BN (B'\B) xz*+I1,€BNB

Se tiene que in,(g) = in,(z° — > zos LeBun(B\B) Cap®™) ¥, por lo tanto,
por la condicién 3, el w-grado de in,(g) es b-w. Asi tenemos en particular
que w-b>w-a. Como Sgy1 = Sp —w-b+w-a, entonces tenemos la cuarta
condicién. Esto implica que S; > Ss, lo cual es contradictorio con (4.5).

Esto prueba que la igualdad que nos da el lema es cierta para casi todo
w € R". Para probarlo en general, comprobaremos que ambos politopos
tienen los mismos vértices, probando asi que son el mismo politopo. Por lo
tanto, sea w’ € R™ genérico como antes y w € R%, cualquiera. Entonces, para
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e > 0 suficientemente pequeno, de forma que w + ew’ sea genérico, se tiene

face, (face,(Stateq(1))) prop3.19 face, e (Stateq(I)) =

= Stated(inw+ew' (I)) =

Cori4'9 Stat@d(’inw’@nw(]))) =

= facey(Stateq(ing(1))).
O

Corolario 4.23. Sean <, <" dos drdenes monomiales distintos, entonces

ini(Ng=iny(I)g < Y ini(Iag=Y iny(I)a.
Demostracion.

—| Es trivial.

—>] Razonamos por reduccién al absurdo y supongamos que in-(I); #
in<(I)g. Sean {z®',...,z%} los monomios de grado d de in<(I) y
{z%1, ..., 2%} los monomios de grado d de in~/(I). Por la proposi-
cién 2.20, existe un w con in< () = in,(I). Por el procedimiento usado
en la demostracién del lema anterior, w-(oq+-- - o) < w-(aj, +- - ;).
Por lo tanto, > ins(I)g = (a1 +--- o) # (aj, + -, ) =D in< (L),
lo cual es absurdo.

]

Teorema 4.24. Sea I un ideal homogéneo en k[z|. Entonces el abanico nor-
mal N (State(I)) coincide con el abanico de Grobner de I.

Demostracion. Queremos ver que N(State(I)) = GF(I). Recordemos que,
como vimos en el teorema 4.15, el abanico de Grobner es un complejo po-
liedral, y todas las caras de un complejo poliedral vienen determinadas por
caras maximales. Es por ello que dos complejos poliedrales coinciden si, y
solo si, coinciden sus caras maximales. Por lo tanto, y teniendo en cuen-
ta que GF(I) es completo, serd suficiente probar que los conos (abiertos)
c<(I) del abanico de Grébner coinciden con los conos (abiertos) maximales de
N (State(I)). Puesto que los conos maximales de N (State(I)) se correspon-
den con los vértices de State(I), basta con demostrar que para dos vectores
w,w’ € R™ genéricos con w € c<(I), se tiene que

ing(I) =iny(I) < face,(State(l)) = face, (State(I)). (4.6)
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Por genéricos entendemos aqui que las caras que w y w’ seleccionan en
State(I) son vértices, y que w’ es tal que ¢,/ (I) = c</(I), para algin orden
monomial <'.

Dos ideales homogéneos son iguales si, y sélo si, coinciden en cada grado.
Sea D, definido en (4.3), el méximo de los grados de los generadores de una
base de Grobner universal. Como I es homogéneo, también lo son in,(I) e
ingy (1), luego

ing(I) =iny(I) < in,(I)g=1in,(I)g, Vd=1,...,D. (4.7)

Se tiene también, por (3.6),

D D
face,(State(I)) = facew(z Stateq (I Z (face,(Stateq(I))). (4.8)
d=1 d=1

Anéalogamente tenemos la misma igualdad para w’. Probemos la equiva-
lencia (4.6):

=>| Supongamos que in,(I) = in,(I), Usando el lema 4.22 se tiene

face,(State(I) Z face,(State(l Z Stateq(in, (1)) =

D
ZStated ing (1)) = Zfacew/(Stated(I)) = face,(State(1)).
d=1

d=1

<] Supongamos ahora que face,(State(I)) = face, (State(I)). Entonces,
por (4.8),

D D
Zfacew(Stated([)) = Zfacew/(Stated(I)).
d=1 d=1

Dado que face,(Stateq(I)) y face (Stateqs(I)) son vértices, se de-
duce que face,(Stateq(I)) = {v;} = face, (State(I)), para cada d =
1, ..., D, luego por la proposicion 4.22, State,(in, (1)) = Stateq(in (1)),
para todo d. Como in,(I) y in,s(I) son monomiales, podemos conside-
rar in, () = in<(I), iny (1) = in(I) y, por definicién de Statey(I),
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se tiene que

 ini(I)a=Y ins(I)g,¥d=1,..,D
LA i (1)g = ins(I)g, Vd =
= in,(I) =ins(l) =1
[
Definicién 4.25. Sea I C k[z] un ideal. Diremos que un politopo Q C R"

es un politopo de estados de I si N(Q) = GF(I).

El teorema 4.24 afirma que si I es homogéneo y () es un politopo de
estados de I, entonces N'(Q) = GF(I) = N (State(I)), luego el politopo de
estados de I y State(I) son fuertemente isomorfos.

Proposicién 4.26. Sea I un ideal homogéneo y sea < un orden monomial.
Sea G<(I) una base de Grobner reducida. Siw € c(I) entonces

c<(I) = int(No(faceu(Q))),
donde Q = New(]] g:) = > New(g;).
Demostracién. Queremos ver que
iny(I) = iny (1) <= face,(Q) = face, (Q).

Por el lema 4.19, tenemos que face,(New([]g:)) = New(in,([]¢)) vy
por la proposicién 4.18, in,([[ g:) = [[inw(g:), luego hay que probar que

ing(I) = iny(I) <= New(][inu(g:)) = New(] [ inw(g:))-

= | Siing(I) = iny(I), entonces por la proposicién 4.10, in,(g;) = in. (g;)
para todo g; € G<(I).

<=| Puesto que w € c<(I), in,(I) = in<(I) es monomial y por lo tanto,
New(][in.(g:)) es un vértice. Asi, New(]] in.(g;)) es el mismo vérti-
ce, y por definicién del politopo de Newton, se deduce que in,(g;) =
iny (g;) para todo i, luego in,(I) = iny (). =
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Corolario 4.27. Sea G una base de Grobner universal de I y G es una base
de Grobner reducida de I respecto a cualquier orden monomial. Entonces
> geq New(g) es un politopo de estados de I.

Ejemplo 18. Recordemos el ejemplo 3, donde teniamos que
G = {11722 — T12T21, T11T23 — T13T21, T12T23 — T13T22}

era una base universal de Grobner y reducida para cada orden monomial <.
Estamos en condiciones entonces de aplicar entonces el corolario 4.27.
Tenemos los tres politopos de Newton:

o P = New(x11299 — T12%21),
o Py = New(x11293 — T13%21),
o Py = New(x12T93 — T13T22).

Llamemos X1, X2, X3, X4, X5, X a las seis variables en RS, con x1, € X1,
Tog € Xo, X120 € X3, To1 € Xy, Tog3 € X5 y 113 € Xg. Los tres politopos de
Newton son segmentos (de dimension dos) en RS:

e P es el segmento (—1,—1,1,1,0,0) de extremos p1; = (1,1,0,0,0,0) y
P12 = (0, O, 1, 1, 0, 0)

o P es el segmento (—1,0,0,1,—1,1) de extremos po; = (1,0,0,0,1,0) y
D22 = (07 07 07 17 07 1)

o Py es el segmento (0,1,—1,0,—1,1) de extremos p3; = (0,0,1,0,1,0) y
P32 = (07 17 07 07 07 1)

St hacemos la suma de Minkowsi de los tres segmentos, obtenemos un
hexdagono reqular cuyos vértices vienen dados por:

® D11 +p21 +p31 = 27171a07270 )
0,0,2,2,1,1

® Dio+ P2+ P31 =

)

( )
® pio+po +pa = (1,0,2,1,2,0),

( )

( )

® pi2+pa+p32=1(0,1,1,2,0,2),
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® D11+ Pog + P32 = (172>07 1a072)7
® D11+ P21 + P32 = (27270707 17 1)7

y donde el segmento Py forma un dngulo de 5 con el segmento Py, un dngulo
de %” con el segmento Py y, entre ellos, forman un dngulo de %.

4.4. Caso general.

En la seccién anterior hemos trabajado con ideales homogéneos. Para
terminar, comentaremos brevemente en esta secciéon el caso general, sin de-
mostraciones.

Definicién 4.28. Sean F y F' dos abanicos en R™. Su refinamiento comuin
es el abanico definido por

F A F, = {O N C,}(C,C’)EFXF"

Definicién 4.29. Definimos el abanico de Grobner restringido de un ideal
I C k[z] como el refinamiento comin de RY, con sus caras propias y el
abanico de Grobner de I.

Como consecuencia del corolario 2.17, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 4.30. El soporte del abanico de Grobner restringido es RY,.

La pregunta ahora es: jel abanico de Grébner es siempre el abanico nor-
mal de un politopo? La respuesta es no, dado que el abanico de Grobner no
es siempre completo. Podemos, por lo tanto, preguntarnos: jel abanico res-
tringido de Grobner de un ideal es siempre el abanico normal de un poliedro?
Sabemos que la respuesta es afirmativa en estos casos:

e Si el ideal I es homogéneo, entonces el abanico de Grébner de [ es el
abanico normal de un politopo de estados de I (ver el teorema 4.24).

e En el caso de un ideal principal, I = (f), consideramos el poliedro
resultado de la la suma de Minkowski New(f)+RZ%,. Es casi inmediato
que su abanico normal es el abanico de Grébner restringido de I (véase
el ejemplo desarrollado en la seccién 2.3).
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Sin embargo, la respuesta en general es que no. Se puede ver un ejemplo
en [6], donde se prueba que el abanico de Grobner restringido del ideal

I = (zzt + 2%z — xy, ot? — z, 2t + 22) C klx,y, 2, ]

no es un abanico normal de un poliedro.
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