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1 Introduccion

1.1 Objeto, Contenido, y Estructura del TFM

El objeto de este TFM es el desarrollo de dos unidades didacticas del
cuarto curso de E.S.O. de matematicas académicas: Geometria analitica
en el plano y Semejanza. El desarrollo no se limita a una enumeracion de
contenidos y problemas, sino que se ha querido adoptar la éptica de un
profesor que decide elaborar sus propios recursos didacticos, por supuesto
sin presuncién de originalidad alguna en cuanto al contenido: no se va a
descubrir de nuevo el Teorema de Tales. Para la practica docente, esto
tiene la ventaja de que permite al profesor seleccionar y dar los contenidos
exactamente como él considere oportuno, por asi decirlo, los contenidos se
adaptan al profesor que los va a impartir, cosa que no puede hacerse con los
libros de texto a los que un profesor debe adaptarse.

Esto comporta algunas ventajas a la hora de impartir clase: la clase
fluird de una forma mucho m&s natural pues el profesor esta siguiendo su
propio hilo de pensamiento y no uno ajeno. En la mayoria de los casos, las
explicaciones y unidades tendran, valga la redundancia, mas unidad que la
que se consigue siguiendo un libro pues el profesor puede discrepar con los
autores y por ello omitir ciertos contenidos secundarios en el libro.

Pero ademds comporta otras ventajas para el profesor: la elaboracién
de unas notas o apuntes para un curso, en este caso evidentemente hay
que limitarse a dos unidades didacticas, comporta un ejercicio de reflexién
pedagdgica que no se consigue siguiendo un libro. Evidentemente, uno puede
usar varias fuentes para tener una idea més precisa de los contenidos minimos
que hay que incluir segin establece la ley, pero la estructura, los ejemplos, y
los matices ya corren por cuenta del profesor que elabora el material. A un
nivel mas pragmatico, la elaboracién de notas propias facilita enormemente
la labor de adaptacién del curriculo a posibles eventualidades externas como
cambios de ley, tan habituales en Espana, alumnos con dificultades cogni-
tivas, o alumnos con altas capacidades. Esto es debido a que el autor de
las notas tiene ms$ interiorizado el conjunto, y cémo se relacionan sus partes
que aquel profesor que se limita a seguir un libro, aunque finalmente acabe
por conocerlo hasta en los méds minimos detalles. En suma, todo material
de elaboracién propia es muchisimo més dindmico que cualquier libro, o ma-
terial ”acabado”: puede ser actualizado en algunos detalles cada ano, y en
funcién de sugerencias de alumnos, u observaciones acerca de su reaccion a
las clases y los contenidos, algo que es dificil de lograr con un libro de texto
mas estandar.

El contenido del TFM consistird en notas y recursos elaborados por el
autor, que en la préactica serian usados durante la clase y entregadas a los
alumnos. El libro de texto quedaria como fuente alternativa. En las no-
tas se incluyen los contenidos que se cubrirdn en la unidad didactica asi



como algunas aclaraciones que se espera clarifiquen conceptos a los alum-
nos. Asimismo, a medida que se avanza en los contenidos se van incluyendo
diversos ejemplos para que los alumnos vayan ejercitindose y asimilando los
conceptos antes de avanzar. Estos recursos bésicos se completan con activi-
dades de aprendizaje y enseianza que contienen una selecciéon de problemas
de dificultad variable y que servirdn para que los alumnos trabajen sobre los
contenidos, el profesor pueda evaluar el trabajo continuo, y monitorizar su
evolucién en los casos en los que sean entregables. Finalmente, se incluye
el ejercicio de evaluacién de la unidad didactica, completando asi todo el
proceso de ensenanza.

Por tanto, el contenido del TFM se enmarca dentro de las asignaturas de
disenio curricular, didactica, metodologia, y evaluacién. A fin de evitar que
el lector tenga que estar constantemente pasando de unas paginas a otras, los
comentarios, reflexiones, y andlisis relativos a la didactica y la metodologia
se han intercalado en el texto bajo los correspondientes epigrafes. Estan en
letra cursiva para distinguirlos claramente de los contenidos propiamente di-
chos que estan en letra normal, estos ltimos seran los que reciban los alum-
nos, quedando los comentarios e indicaciones metodoldgicas y didacticas
para el profesor.

El TFM consta de 5 capitulos. El primero, introductorio, contiene con-
sideraciones generales sobre objetivos del curso, atencién a la diversidad,
metodologia, didactica, y evaluacion. En el segundo y tercer capitulos se de-
sarrollan las unidades didacticas mencionadas al principio, esto constituye el
cuerpo central del trabajo. Cada unidad didédctica consta de su introduccién
contextual, objetivos y contenidos especificos, recursos a utilizar desarrolla-
dos, planificacién temporal, y evaluacién. El cuarto capitulo constituye un
cuestionario para el profesor que le puede servir de guia para la autoeva-
luacién y mejora de su labor. Algunas de estas preguntas o similares podrian
hacerse también a los alumnos para complementar el proceso de auto cri-
tica. El capitulo final contiene algunas reflexiones sobre el practicum y la
conclusién del trabajo.

1.2 Objetivos de Matematicas Académicas en 4 E.S.O.

Los Objetivos de Etapa Generales del cuarto curso de E.S.O. pueden en-
contrarse en el Real Decreto 1105/2014 del 26 de Diciembre y por brevedad
no los repetiremos aqui.

Los Objetivos Comunes correspondientes a la asignatura de Matematicas
para las Ensenanzas Académicas del cuarto curso de E.S.O. se encuentran
recogidos bajo los Criterios de Evaluacién en el Bloque 1 del apartado co-
rrespondiente del BOCyL (Orden de Educacién 362/2015). A continuacién
se enumeran algunos de especial relevancia para las unidades didacticas:

e Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de pro-



blemas, realizando los célculos necesarios y comprobando las solu-
ciones obtenidas.

e Profundizar en problemas resueltos planteando pequenas variaciones
en los datos, otras preguntas, otros contextos, etc.

e Expresar verbalmente, de forma razonada el proceso seguido en la
resolucién de un problema.

e Desarrollar procesos de matematizacién en contextos de la realidad
cotidiana (numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos o prob-
abilistas) a partir de la identificacién de problemas en situaciones
proBleméticas de la realidad.

e Valorar la modelizacién matemdética como un recurso para resolver
problemas de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones
de los modelos utilizados o construidos.

e Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer
matematico.

e Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucién de situaciones
desc¢onocidas.

e Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello para
situaciones similares futuras.

e Emplear las herramientas tecnolégicas adecuadas, de forma auténoma,
realizando cédlculos numéricos, algebraicos o estadisticos, haciendo re-
presentaciones graficas, recreando situaciones mateméticas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico situaciones diversas que
ayuden a la comprensiéon de conceptos matematicos o a la resolucién
de problemas.

En cada una de las unidades, se expondran y detallaran los contenidos
especificos correspondientes a ellas.

1.3 Objetivos Generales de las Unidades Didacticas de este
TFM

Los objetivos que recoge el BOCyL se especificardn mas en las unidades
a desarrollar. En particular se hara énfasis en el desarrollo del pensamiento
abstracto, orden lo mas légico y deductivo posible de los contenidos de
acuerdo al nivel del curso, y precision en el lenguaje matemdatico para evitar
vaguedades que generen confusion en los alumnos. Esto se detalla ain méas
en los parrafos que siguen. Cuando ello no suponga un aumento substancial
de materia, el objetivo serd generalizar lo médximo posible resultados con el



fin de ayudar a los alumnos a desarrollar capacidad de visién general y pen-
samiento abstracto. Por ejemplo, al determinar si 3 puntos estan alineados,
es inmediato generalizar para un nimero arbitrario de ellos y se presta a
ilustrar las propiedades de las relaciones de transitividad y reflexividad de
una propiedad matemética.

Ordenacién mas logica de algunos contenidos para que el flujo de los con-
tenidos y la explicacién sean mas deductivos. Un mayor uso de conceptos
ya conocidos y analogias para la construccién de otros nuevos. Por ejemplo,
el libro de [1] introduce las combinaciones lineales de vectores antes de ex-
plicar las ecuaciones de las rectas. Es un planteamiento posible ya que los
alumnos estan familiarizados con las funciones lineales del curso anterior.
Sin embargo, este no es el inico camino. Puede llegarse al mismo resultado
por medio de las operaciones bésicas entre vectores y puntos explicadas.
Una vez el alumno haya visto las distintas formas analiticas de expresar una
recta, o linea, puede introducirse de forma més natural la operacion de com-
binacion lineal de vectores. La analogia evidente entre esta operacién y la
forma general de la ecuacién de una recta ayudara ademads a la comprensién
de las transformaciones lineales de caricter mas general. Lo que permitira
enlazar con lo visto sobre funciones lineales en el curso anterior.

Precisién en los términos y el lenguaje. Los libros de texto, algunas veces,
tienden a ser poco precisos con el lenguaje matematico, quizd por evitar un
exceso de formalismo, lo cual es una buena razén, pero esto puede llevar a
que se produzca también una confusién entre conceptos. En estos casos, es
preferible introducir el formalismo y la terminologia necesarios para delinear
los conceptos con precisién y claridad. Un ejemplo bastante comin de esta
confusion es el que se da en las expresiones analiticas entre puntos y vectores,
puesto que ambos se escriben con expresiones de la forma: (a,b). Esto se
clarificard en la correspondiente seccién 2.5.1 de la unidad didactica.

1.4 Atencién a la Diversidad.

La Atencién a la Diversidad se trata en las secciones tercera y cuarta del
BOCyL (Orden de Educaciéon 362/2015). La Atencién a la Diversidad trata
de dar respuesta a las diferentes necesidades educativas y a veces perso-
nales del alumnado en la medida que los recursos disponibles en el centro lo
permitan.

Entre los alumnos que requieran de medidas de atencion a la diversidad,
pueden encontrarse alumnos con discapacidades fisicas o psiquicas, inmi-
grantes, o alumnos con altas capacidades entre otros. Cada caso debe ser
estudiado por separado y junto con el departamento de orientacion.

El plan general de actuacién se recoge, como se establece en el BOCyL
en el Plan de Atencién a la Diversidad que serd elaborado por el centro.
Algunas medidas de caracter general vienen recogidas en el Articulo 25 del
susodicho BOCyL:



e La accién tutorial.

e Actuaciones preventivas y de deteccién de dificultades de aprendizaje
dirigidas a todo el alumnado.

e Adaptaciones curriculares que afecten unicamente a la metodologia
didactica.

e Medidas de atencién personalizada dirigidas a aquel alumnado que,
habiéndose presentado a la evaluacion final de etapa, no la haya su-
perado.

Como se vera mas adelante, las unidades didécticas incluyen una evalu-
acién al final, lo cual servird tanto para facilitar a los alumnos el que lleven la
materia al dia, como para detectar posibles alumnos con retraso, o adelanto
significativo. Esto con el fin de poder tomar medidas apropiadas a cada
caso lo antes posible. Entre ellas, la senalada en el tercer punto citado ante-
riormente que so6lo afecta a la metodologia dejando los contenidos intactos
en la medida de lo posible.

En el Articulo 26 que va a continuacién se detallan algunas especificas y
extraordinarias:

e Las medidas especializadas y extraordinarias de atencién a la diversi-
dad pueden modificar los elementos curriculares y organizativos, siem-
pre que con ello se favorezca el desarrollo personal del alumnado, y se
le permita alcanzar con el maximo éxito su progresién de aprendizaje.

e Adaptaciones curriculares significativas de los elementos del curriculo
dirigidas al alumnado con necesidades educativas especiales. Se re-
alizaran buscando el maximo desarrollo posible de las competencias;
la evaluacion continua, y la promocién tomarian como referencia los
elementos fijados en ellas.

e Aceleracion y ampliacion parcial del curriculo que permita al alumnado
con altas capacidades la evaluacién con referencia a los elementos del
curriculo del curso superior al que este escolarizado.

e Flexibilizacién del periodo de permanencia en la etapa para el alum-
nado con altas capacidades intelectuales en los términos que determine
la normativa vigente.

Finalmente, el Articulo 27 se ocupa de las medidas dirigidas al refuerzo
educativo cuya aplicacion individual sera revisada periddicamente como se
establece en el punto 7, otras medidas de refuerzo podran ser propuestas por
el profesor y llevadas a la practica con la debida aprobacion del departamento
de orientacién y la direccién del centro.



1.5 Contribuciéon a Competencias Basicas.

Las competencias del curriculo se establecen en el articulo 2.2 del Real
Decreto 1105/2014 del 26 de Diciembre. Aqui nos limitaremos a detallar
como las unidades didacticas de este TFM contribuyen al desarrollo de cada
una de ellas.

e Matemadtica y Ciencia y Tecnologia: Al tratarse de la asignatura de
matematicas es evidente que esta serd una de las competencias cuyo
desarrollo serd mas potenciado.

e Lingiiistica: Sera desarrollada gracias a la necesidad por parte de los
alumnos de una correcta comprension de los enunciados, asi como de
las respuestas y explicaciones que habran de dar al realizar los distintos
problemas. Ademads, como se ha explicado en la seccién 1.2, es impor-
tante que los alumnos manejen con soltura la terminologia especifica,
y sean capaces de referirse a los conceptos e ideas de forma inequivoca
y clara. Esto potenciara su capacidad de expresién lingiiistica.

e Digital: Sera desarrollada durante la sesion en el aula de informatica.
En particular, el programa Geogebra se presta especialmente para la
realizacion de ejemplos y ejercicios sobre vectores en el plano.

e Aprender a Aprender: Las notas y la resolucién de los problemas
serviran para que el alumno se ejercite en el estudio auténomo. Se
pretende que las notas que aqui se detallan sean el material principal
usado por el alumno para el estudio. Estas podran ser complementadas
por él durante la clase, o en casa.

e Sociales y Civicas: El trabajo en clase con puestas en comtun de re-
sultados y discusién de problemas contribuird a crear en los alumnos
un héabito de debate civico, y a ser mas hébiles en las interacciones
sociales.

e Iniciativa y Espiritu Emprendedor: Los problemas entregables, y par-
cialmente evaluables, servirdan para fomentar la iniciativa personal de
los alumnos. Ademés, como se ha dicho en el apartado anterior, la par-
ticipacién activa en clase ayudara a desarrollar su espiritu de iniciativa
y emprendedor.

e Conciencia y Expresiones Culturales: los ejemplos mostrados durante
las clases de aplicaciones al arte, la técnica, y las ciencias naturales
servirdn para que el alumno tome conciencia de la presencia de las
matematicas en diversas expresiones artisticas y culturales, y asi de-
sarrollar su sensibilidad artistica.



También habria que tener en cuenta los elementos transversales tal y
como se especifican en el Real Decreto 1105/2014 del 26 de Diciembre.
Puesto que esta materia no estda en el foco de atencién de este TFM, se
remite al lector a la legislacién vigente ya referida.

1.6 Metodologia.

En este apartado se describe la manera en que se van a abordar los
contenidos de las unidades didacticas. Los pilares sobre los que descansara
la metodologia son:

e (Clases Magistrales: Durante las cuales se expondran y explicaran los
conceptos fundamentales a partir de las notas.

e (Clases de Resolucién de Problemas y Ejemplos: Estas se combinardn
con las Clases Magistrales de tal forma que los conceptos abstractos
sean clarificados y concretados con ejemplos y problemas sencillos que
permitan al alumno asimilar y afianzar los conceptos, asi como sus
diversas variantes, si las hubiere, antes de proceder con el siguiente
tema. En los ejemplos y problemas mas sencillos, se dejara a los alum-
nos algin tiempo para que puedan pensarlos, a continuacion ponerlos
en comun y comentarlos, antes de su resolucién por parte del profesor,
0 los mismos alumnos de forma voluntaria. Tanto los ejemplos como
los problemas ilustrativos estaran sacados, bien del libro, bien de las
notas correspondientes. Con el fin de mostrar a los alumnos las apli-
caciones de los conceptos y técnicas aplicables en la vida cotidiana,
algunos de estos problemas y ejemplos vendréan motivados por dichas
aplicaciones.

e Resolucion de Problemas Individual: Para cada unidad didactica, se
preparara una coleccién de problemas que se resolverdan por el alumno
de forma individual y serdan corregidos en clase y algunos de ellos eva-
luados. Esta coleccién serd entregada a los alumnos junto con las
notas. A medida que se vaya avanzando en los contenidos, se ird indi-
cando a los alumnos qué ejercicios han de realizar de forma individual,
en grupo, como tarea para casa, o bien para realizar y discutir en la
clase.

e Resolucion de Problemas en Grupos con Geogebra: Resolucion de
problemas mas avanzados durante la clase, en grupos, con la ayuda
del programa Geogebra y las notas.

1.7 DidActica.

A lo largo del TFM, en cada una de las unidades didacticas se van a
presentar diversos problemas y ejemplos, cuya finalidad es ayudar al alumno



a asimilar los conceptos y adquirir destreza matematica en los calculos.

El aprendizaje ha de ser gradual, comenzando por los conceptos mas sim-
ples que, una vez asimilados, permitan construir conceptos e interrelaciones
mas complejas. Con el fin de lograr esto, se puede establecer una jerarquia
de tipo cognitivo para las tareas que realizara el alumno. Esto constituira
una referencia constante a lo largo de todo el TFM, tanto en los ejemplos
y problemas propuestos, como a la hora de evaluar los conocimientos. Una
breve descripcién de los cuatro niveles de demanda cognitiva que se estable-
cen en [2] se d4 a continuacién:

e Nivel 1. Tareas y actividades de memorizacién: como su propio nom-
bre indica, son aquellas en las que el alumno debe memorizar una
definicién, o férmula.

e Nivel 2. Tareas y actividades de procedimientos sin conexién: se li-
mitan a un Unico concepto o procedimiento. Por ejemplo, el calculo
de la distancia entre dos puntos usando la formula correspondiente.
Destinadas a afianzar y asimilar conceptos, de forma aislada, asi como,
a desarrollar destrezas en el calculo matemaético.

e Nivel 3. Tareas y actividades de procedimientos con conexién: van un
paso mas alld con respecto a las anteriores, en la medida en que han de
relacionarse diversos conceptos conocidos, y debidamente asimilados
para la resolucién del problema. Una tarea de este tipo podria ser la
determinacion de la recta perpendicular a una dada que pase por un
punto. En esta tarea, el alumno debe primero dominar con soltura la
descripcién de puntos en el plano, las diversas formas de expresar una
recta, las condiciones de perpendicularidad, y cémo se aplican éstas a
las rectas dadas en el problema.

e Nivel 4. Tareas y actividades de "hacer matematicas”: las tareas mas
avanzadas requieren, no sélo relacionar conceptos, sino cierto grado
de originalidad y creatividad. El procedimiento de resolucién no es
inmediato, ni puede sistematizarse como muchos de los procedimientos
que engloba el nivel anterior. Un ejemplo de esta tarea se da en la
primera unidad didactica desarrollada en la que se pide al alumno
deducir la ecuacion del circunferencia en el plano.

En relacion con los objetivos generales de la seccién 1.2, otra parte fun-
damental de la didactica sera la explicacién del lenguaje y la simbologia
matematica como U, €, o <+. No se pretende que los alumnos la utilicen,
pero si que sean capaces de entender los rudimentos cuando vean defini-
ciones y deducciones realizadas en las notas. Es una parte fundamental en
el desarrollo del pensamiento abstracto y légico.

Finalmente, en los casos que sea posible, se intentard introducir los con-
ceptos de una forma lo més intuitiva posible haciendo uso de situaciones de
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la vida cotidiana con las que los alumnos estén familiarizados. Por ejemplo,
la introduccién de las coordenadas cartesianas en el plano. En este caso,
puede uno recurrir a juegos como el ajedrez, o hundir la flota que utilizan
un sistema similar para identificar las posiciones sobre el tablero de juego.
Esto ayudard a los alumnos a tener una idea intuitiva desde el principio, la
cual se formalizard durante la clase y con las explicaciones de las notas.

1.8 Evaluacién.

Para la evaluacién se tendran en cuenta los estandares de aprendizaje
evaluables que aparecen en la tercera columna del BOCyL (Orden de E-
ducacién 362/2015) basados en los criterios de evaluacién de la segunda
columna: Conocer y utilizar los conceptos y procedimientos bdsicos de la
geometria analitica plana para representar, describir, y analizar formas y
configuraciones geométricas sencillas.

Con el fin de que la evaluacion sea completa y equilibrada, los ejercicios
incluidos en ella abarcaran todos los grados de demanda cognitiva, teniendo
los de mayor demanda cognitiva (Nivel 4) un peso relativamente inferior
a los de media (Nivel 3), y bésica (Niveles 1 y 2) . Con ello se pretende
una evaluacién de los contenidos minimos solida y accesible a la mayoria del
alumnado (puesto que se trata de educacién obligatoria), y a la vez dar la
oportunidad a los alumnos mas capaces de desarrollar su potencial mas alla
de lo minimamente exigido.

2 Unidad Didactica: Geometria Analitica en el
Plano

2.1 Introduccién Contextual.
2.1.1 Contextualizado de la Unidad Didactica.

Esta Unidad Didéactica pertenece al Bloque 3 de Geometria del cuarto
curso de E.S.O. de ensenanzas académicas.

Comencemos por una breve recapitulaciéon de aquellos conocimientos que
se suponen sabidos por aquellos alumnos que hayan superado la asignatura
homéloga del tercer curso de E.S.O., y que guardan una relacién mas o
menos estrecha con los contenidos de la unidad didéctica a desarrollar.

Como puede verse en el BOCyL (Orden de Educacién 362/2015), més
concretamente, en el apartado correspondiente a la asignatura de Matematicas
para las Ensenanzas Académicas de tercero de la E.S.O., tanto el Bloque 3
de Geometria, como el Bloque 4 de Funciones guardan una relacién bastante
estrecha con los contenidos de las unidades didacticas aqui desarrolladas.

En el Bloque 3 de Geometria aparecen contenidos tales como: Geometria
del Plano, Transformaciones o Movimientos del Plano, y Calculo de Areas
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con sus correspondientes desarrollos de contenidos, criterios de evaluacién,
y estdndares de aprendizaje. El Bloque 4 de Funciones explicitamente men-
ciona entre sus contenidos: Utilizacién de modelos lineales y Expresiones de
la ecuacion de la recta.

Esto indica que los alumnos ya parten de una base y se les supondra fa-
miliarizados, tanto intuitivamente, como formalmente con los rudimentos de
las rectas en el plano, asi como de otros conocimientos béasicos de geometria
plana.

En el propio curso de cuarto de la E.S.O., la unidad didactica no cuenta
con ningun antecedente excepto en el propio bloque de Geometria, y sera
imprescindible para el Bloque 4 de Funciones, donde vuelven a estudiarse
las funciones lineales, asi como para la interpretacién grafica de funciones,
y construccién de recta secante a partir de funciones tabuladas.

2.1.2 Proyeccién hacia Bachillerato.

Dado que se trata de Matematicas para las Ensenanzas Académicas, se
espera que la gran mayoria de los alumnos contintie cursando el Bachillerato.
Asi, habra que tener en cuenta los contenidos que han de cursarse en el
futuro para asegurarse de que, tras superar el ultimo curso de secundaria,
los alumnos poseen una base conceptual sélida, y resuelven con un grado
minimo de soltura ciertos problemas, cuya comprension sera esencial para su
progreso futuro, tanto en el area de matematicas, como en otras relacionadas.

En particular, en el Bloque 3 de Anélisis se incluyen en los contenidos
las rectas tangente y normal a la grafica de una funcién, asi como su in-
terpretacion geométrica. En el siguiente Bloque 4 de Geometria, vuelve a
aparecer la Geometria Métrica Plana junto con los contenidos estudiados en
cuarto de E.S.O. en la presente unidad didéactica a desarrollar. Por lo tanto,
es de gran importancia asegurarse de que los conceptos basicos relativos a la
geometria plana estdn bien afianzados al terminar la secundaria para poder
profundizar en ellos en el Bachillerato.

2.2 Objetivos Didacticos.

Los Objetivos especificos de esta unidad didactica se detallan en la se-
gunda columna del Bloque 3 del BOCyL (Orden de Educacién 362/2015),
en este caso, se da un unico objetivo: Conocer y utilizar los conceptos y pro-
cedimientos bdsicos de la geometria analitica plana para representar, des-
cribir, y analizar formas y configuraciones geométricas sencillas. Este se
desglosa posteriormente en diversos estdndares de aprendizaje que se deta-
llan en la seccién 10 dénde se habla de la evaluacién.

Particularizando un poco més los contenidos de la unidad didactica, el
objetivo es que los alumnos comprendan y asimilen los siguientes conceptos:

e Lenguaje de coordenadas en R2.
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Diferencia entre un Punto y un Vector. Coordenadas ws. Compo-
nentes.

Expresiones analiticas de una recta en R2.

Con estos conocimientos se espera que sean capaces de resolver los siguientes
problemas de geometria plana:

2.3

Determinar si 3 o méas puntos estan alineados. Transitividad y Re-
flexividad.

Calcular el punto medio entre dos puntos dados. Divisiéon de un seg-
mento en n partes iguales.

Calcular distancias entre dos puntos dados.
Resolucién de problemas de incidencia y paralelismo de rectas.

Resolucién de problemas dependientes de un parametro.

Contenidos.

La descripcién general de los contenidos puede encontrarse en el BOCyL
(Orden de Educacién 362/2015). Aqui vamos a dar una descripcién més
pormenorizada de ellos.

Esta unidad didactica consta de los siguientes contenidos:

1.

Coordenadas Cartesianas en el Plano y Vectores: Puntos y Vectores:
Diferencias. Adicién de vectores. Producto de vectores por un escalar.
Relacion con las Transformaciones elementales del plano: traslacién,
y cambio de escala.

Distancia entre dos puntos. Mddulo de un Vector. Relaciones entre
ambas. Desigualdad Triangular.

La Recta y sus elementos: Definicién de Euclides. Definicién Axio-
matica: Recta por un par de puntos. Vectores Unitarios. Vector
Director de una Recta.

Ecuaciones de la Recta: Vectorial. Parametrica. Continua. General o
Implicita. Combinacion lineal de Vectores.

Incidencia y Paralelismo: Condiciones sobre las coordenadas y vectores
directores.

Aplicaciones en el Arte y las Ciencias Naturales: Frisos y Mosaicos.
Cristalografia.

Manejo de TIC adecuadas a los contenidos de esta unidad didactica.
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Los contenidos minimos de esta Unidad Didatica son los siguientes:

1.

2.

8.
9.

Puntos, Vectores. Elementos y Operaciones entre ellos.
Distancia entre dos puntos y Mdédulo de un vector.
Calculo de Punto Medio entre dos puntos.

Vector Normal y Director de una recta.

Reconocer e interpretar los distintos elementos en las diferentes expre-
siones de una recta.

Calculo de la ecuacién de una recta en funcién de los datos conocidos.
Condiciones de Paralelismo y Perpendicularidad.
Calculo del punto de corte entre dos rectas.

Rectas paralelas a los ejes coordenados.

En los diversos problemas y ejemplos, asi como en la prueba de evaluacién,
se hara alusion a éstos mediante el acronimo CM# junto con el nimero. o
numeros que correspondan.

2.4

Recursos.

Los recursos necesarios para esta unidad didactica son los siguientes:

1.

Notas desarrolladas en este TFM, proporcionadas por el profesor a los
alumnos, para facilitar el seguimiento de las clases por parte de estos.

Pizarra analdgica, o digital si la hubiere, lapiz, y papel.

Coleccién de Problemas con sus soluciones detalladas (algunas in-
cluidas en este TFM) proporcionadas por el profesor.

Problemas de Evaluacién.

Ordenador y programa Geogebra. Puesto que no puede asumirse que
todos los alumnos vayan a disponer de un ordenador personal, este
tipo de tareas se desarrollaran integramente en el centro docente, en
el aula destinada a tal efecto.

Libro de Texto.
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2.5 Geometria Analitica en el Plano:
Notas, ejemplos y problemas.

2.5.1 Coordenadas Cartesianas en el Plano y Vectores.

Un plano es una region infinita bidimensional. Por ejemplo, una mesa
es una region, o porcion de plano. Para hacer posible la descripcién de los
elementos geométricos planos introducimos en el plano un sistema de ejes
cartesianos coordenados de la forma siguiente:

1. Se toma arbitrariamente un punto del plano que sera el origen de
coordenadas y que denotaremos por O.

2. Tomamos dos rectas perpendiculares entre si cuyo punto de inter-
seccion sea el origen de coordenadas O. Estas rectas son los ejes de
coordenadas o ejes coordenados. Designaremos a una como el eje
de ordenadas, eje y o eje vertical; y a la otra como eje de abscisas,
eje x o eje horizontal.

Este sistema de ejes coordenados o de forma mas abreviada, sistema de
coordenadas, nos va a permitir describir puntos y otros elementos del plano
de una forma muy sencilla.

Puntos y Vectores. Diferencias. Para averiguar la expresién de un
punto arbitrario A del plano R? (se escribe A € R?) basta con trazar sendas
paralelas a los ejes coordenados a partir del punto y observar los puntos
de corte, x con el eje de abscisas, e y con el ordenadas. z e y serdn, por
lo general ntimeros reales arbitrarios determinados por la escala elegida en
cada eje y el punto A en cuestion.

Un punto A € R? se describe de forma tnica mediante un par de co-
ordenadas (z,y). De forma abreviada se escribe A = (x,y) (0 A(z,y) en
algunos libros). En particular tenemos O = (0,0) (o O(0,0) en algunos
libros). Ver figura 1.

De forma analoga a como con dos puntos distintos se determina una unica
linea r4p que pasa por ambos, con dos puntos A y B podemos definir dos
vectores: AB y BA. La razén de esta pequenia diferencia en la analogia es
que la nocién subyacente a la linea, o recta, es la de direccion determinada
por dos puntos A y B, mientras que la idea de vector es mas fina ya que
ademas incorpora la nocién de sentido en el que se recorre esa direccién.
Como una direcciéon puede recorrerse en dos sentidos opuestos, entonces,
dos puntos A y B determinan dos vectores, dos flechas.

Dos puntos A y B de R? definen dos vectores: AB y BA. EI punto A es
el origen del vector AB y el extremo del vector BA. Asimismo, el punto
B es el origen del vector BA y el extremo del vector AB.

Didactica. FEsta explicacion busca delinear las nociones de sentido y di-
reccion. Para facilitar su comprension, se ha evitado un lenguaje formal
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Fig. 1

de tal forma que los alumnos puedan, idealmente, leer y comprender esta
aclaracion tmportante por si mismos, por ejemplo, mientras estudian en
casa. FEsto desarrollard su competencia de aprender a aprender y les dard
confianza en sus propias capacidades haciéndoles mds autonomos. Las pa-
labras origen y extremo estdn intimamente ligadas a la nocion de sentido, y
por ello a la de vector, por esta razon se han resaltado.

Un vector ﬁ se describe mediante un par de componentes (z,y).
Estas componentes son las proyecciones del vector sobre cada uno de los ejes
coordenados. Se escribe AD = (x,y) o bien AB = (ﬁx, ﬁy)

Las componentes se determinan de la forma siguiente a partir de las
coordenadas de los puntos A = (az,ay) y B = (by,by):

AB = (AB,, ABy) = (b — a,), (b, — ay)) (1)

Cuidado: si consideramos el vector con origen en el punto origen de coor-
denadas O y extremo en el punto A = (z,y), segin la definicién anterior
04 = ((x —0),(y —0)) = (x,y), sin embargo OA # A

Ejemplo 2.1. (CM:1. Demanda Cognitiva Nivel Mdz. 2) Dados los puntos
A= (3,2) y B=(6,4) los dos vectores que determinan son:

AB = ((by —as), (by—ay)) = (6-3),(4-2) = (3.2) # 4 (2)
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BA = ((ay —bs) (ay — b)) = ((3-6),(2-4) = (-3,-2)  (3)

Pregunta 2.1. ;Son iguales dos vectores con las mismas componentes pero
diferentes origenes y extremos?

No. Pero esta circunstancia da lugar a una definicién mas abstracta de
vector conocida como vector libre, en el que no se hace referencia a ningun
origen ni extremo concretos: U = (g, uy).

En general, cuando trabajamos con vectores libres:

Vectores Libres Iguales: @ = 7 <= u, = v, Uy = Vy.

Intuitivamente, nos quedamos solamente con la flecha, la despegamos del
plano y la podemos recolocar dénde queramos. Esta abstraccion nos va
a permitir hacer algo interesante como sumar un vector libre a un punto
cualquiera y obtener otro punto del plano. Se hace de la forma siguiente:
Tenemos el punto A = (ay, ay) y el vector libre @ = (ug, uy). Si apoyamos,
o pegamos, el vector @ en A, la punta de la flecha % serd otro punto del
plano que podemos llamar B con coordenadas:

B=A+7 = (az + ug, ay + uy) (4)

Se dice que el punto B es una traslacién del punto A mediante el vector

.

Didactica. En este apartado se introduce la nocion de vector libre, que es el
paso que va a permitir una mayor abstraccion respecto a los vectores fijos con
origen y extremo introducidos anteriormente. Este concepto es importante
para que los alumnos piensen en un vector como un ente abstracto, y no como
una simple flecha pegada al plano. Otra forma de verlo es que identifiquen
un vector dado con la familia de vectores que se obtienen al colocar este
sobre todos los puntos del plano.

Ejemplo 2.2. (CM:1. Demanda Cognitiva Nivel Max. 2) Dado el punto
A = (3,2) del ejemplo anterior y el vector W = (3,2) el punto B determi-
nado por su suma es:

B:A+7:(a$+umvay+u9):(674) (5)

Fijarse en que W = AB. Por esto, el punto extremo es el mismo que en el
ejemplo anterior. Simplemente hemos despegado la flecha AB del plano y la
hemos vuelto a colocar en el mismo sitio. Se entiende que por el punto A,
queremos decir el vector cuyo extremo es el punto A:OA, esto es un abuso de
notacion pero resulta mds comodo siempre que uno tenga claro el significado
subyacente.

También podemos definir un vector nulo T = (0,0). Ademsés, a partir
de la definicién (1): VA € R? resulta AA=T.
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Metodologia. En clase se explicardn las formas de describir puntos y rectas
en el plano mediante las ilustraciones incluidas. Se pondrd especial énfasis
en la diferencia entre ellos cuando se trata de un punto y de un vector:
"puntos se describen con coordenadas y vectores se describen con compo-
nentes”. La notacion y el hecho de que la mayor parte de los libros usen
el término coordenada para referirse tanto a puntos como a vectores es una
fuente potencial de confusion para los alumnos. Por esta razon, se ha op-
tado por introducir el término componente. Ademds, dicho término tiene la
ventaja de poder ser captado de forma mas intuitiva al explicarse como la
proyeccion del vector sobre los ejes coordenados. La idea de vector se hard
intuitiva a los alumnos usando la idea de flecha que incluye las nociones de
direccion y sentido, en contraposicion a la simple linea que solo incluye la de
direccion. Esto se ilustrard en la pizarra mediante un grdfico similar al que
se incluye aqui. Asimismo, se ilustrard el cdlculo de las componentes de un
vector mediante el ejemplo 2.1, que ademds pondrd de relieve las diferencias
cualitativas entre coordenadas y componentes.

Trabajo Individual:Los Ejemplos 2.1 y 2.2 se resolverdn de forma in-
dividual.

Incluir casos especiales o potencialmente confusos como ejemplos, siem-
pre acompanados de ilustraciones en la pizarra.

Para incentivar la participacion de los alumnos y mantener su nivel de
atencion, se recurrird a preguntas como la 2.1, que dardn lugar a la expli-
cacion de resultados nuevos o conocidos, pero mas generales. Se les presen-
tard la forma mdas general de vector libre sin necesidad de hacer referencia a
un origen y un extremo lo cual nos permitird llegar a un nivel de abstraccion
superior que nos facilitard la labor de introducir las operaciones con vectores
y puntos en el plano afin.

En estos casos se empleard un lenguaje vacio de formalismos y lo mds
intuitivo posible con el fin de que las ideas lleguen a los alumnos lo mas
claramente posible.

Comentario. Aunque matematicamente es correcto usar el término coor-
denadas para referirse a vectores, esto se hace cuando dichos vectores se
consideran elementos de un espacio vectorial. En el caso que nos ocupa,
nuestros puntos no son vectores de un espacio vectorial sino puntos fisicos
en un espacio euclideo bidimensional cuyo espacio vectorial subyacente es, a
su vez, un espacio vectorial euclideo bidimensional. En suma, estamos tra-
bajando en un espacio afin euclideo de dimensién dos. Por esta razén, es
preferible, desde el punto de vista pedagdgico usar términos diferentes para
referirse a las descripciones de puntos y vectores de tal forma que ambos
conceptos queden delineados de la forma més clara posible.
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Adicién de Vectores. La suma de dos vectores ¥ = (ug,u,) y U =
(vg,vy) cualesquiera se define de la forma siguiente:

U+ T = (Ug + v, Uy + V) (6)
La suma es conmutativa a partir de la definicién anterior:

U+ =T+ (7)

Producto de vectores por un escalar. La multiplicacién de un escalar
A € R por un vector o = (ug, uy) cualquiera se define de la forma siguiente:

AT = Nug, uy) = (Aug, Muy) (8)
Por la definicién anterior se verifica:
AU = U\ (9)
También puede pensarse en esto como sumar @ ”\” veces.

Ejemplo 2.3. (CM:1. Demanda Cognitiva Nivel Mdx. 2) Dado el vector
AB = (3,2) del Ejemplo 6.1, el vector ¥ = (6,4) y los escalares \| = %,
Ao = —1 y A3 =0. Calculamos, usando las definiciones anteriores:

MNAB = (0,0) =0 (10
AsT = (0,0) = 0 (
NoAB = (M3, A22) = (—3,—2) = BA (
AB+ MAB = ((3-3),2-2)=T10 (
AB + MT A = ((3+MA6), 2+ MAd)) = (0,00 =0 (14
AD + 37 = AB + 0= 4B (
T+ A AB = ((6 — Mo3), (4— \2)) = (3,2) = AB — 7 = 248 (

A partir de la dltima ecuacidn, y como se podia anticipar de la definicion (8),
podemos ver que dos vectores pueden ser proporcionales pero que la division
de un vector entre otro carece de sentido.

Como se ha ilustrado en los ejemplos las consecuencias de estas defini-
ciones, y de las definiciones de la seccién anterior nos permiten obtener varias
identidades ttiles. Para cualquier vector %:

0% =w0=10 (17)
—U = (—Ug, —uy) es el vector opuesto de 7, en particular se cumple:

BA=_-4B (18)
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Para cualquier vector
T+ (-2)=10 (19)

Combinando la definicién de suma de vectores y de producto de vector por
un escalar podemos definir la resta de vectores:

T T =T+ (-1)T (20)

Ver figura 2.

Fig. 2

Metodologia. El concepto central de este apartado es el de suma de vec-
tores ya que el de multiplicacion por un escalar A puede verse como una
suma de A copias de un vector.

La suma se ilustrard en la pizarra usando:

o FEl vector suma se obtiene colocando el origen de un vector en el ex-
tremo del otro, y uniendo el origen del primero con el extremo libre
del segundo.

o Regla del paralelogramo, por la cual el vector suma es la diagonal del
paralelogramo formado por los vectores sumados con punto de origen
comain.

Para valores pequenos de A también se mostrard en la pizarra como la
multiplicacion coincide grdaficamente con la suma de \ copias del vector
sumado y se confirmara formalmente a partir de las definiciones.

A continuacion, se procederd a derivar algunas relaciones e identidades
utiles que involucrdn la suma de vectores y multiplicacion por escalares. Esto
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se hard mediante un ejemplo numérico que sirva de motivacion para después
dar la version mdas general y formal de dichas propiedades. Esto se muestra
en el Fjemplo 2.3, donde cada una de las cantidades pedidas ilustra alguna
propiedad o consecuencia importante. Asi, en las ecuaciones (10-11), el
alumno se familiarizard con la importante propiedad (17), en la ecuacion
(12), se introducird la idea de vector opuesto apoydndose en una ilustracion
en la pizarra, en las ecuaciones (13-15) se opera con el vector opuesto y el
vector nulo y finalmente la ecuacion (16) proporciona un caso sencillo de
igualdad entre vectores y proporciones. Cuyo fin es resaltar que dos vectores
pueden ser proporcionales pero que la operacion de division de vectores no
tiene ningun sentido.

Trabajo Cooperativo: El FEjemplo 2.3 serd resuelto en clase por los
alumnos en grupos de 8 o 4 con asistencia por parte del profesor. Se les
dardn 5 minutos tras los cuales el profesor mostrard las soluciones en la
pizarra, se comentardn posibles errores y se procederd a derivar las propiedades
en su forma general.

Para ir iniciando a los alumnos en el razonamiento deductivo y acostum-
brarles a deducir consecuencias inmediatas de las definiciones, se presentan
primero ejemplos prdcticos para conectar con la intuicion y después se pro-
cede con elaboraciones mds formales para llegar a los resultados generales
como se ha hecho a continuacion del Ejemplo 2.3 con las ecuaciones (17-20).

2.5.2 Distancia entre Puntos y Mdédulo de un Vector.

Distancia entre dos puntos. Dados dos puntos del plano A = (a,ay) y
B = (bs, by) la distancia entre los puntos A y B viene dada por la siguiente
expresion que se obtiene a partir del Teorema de Pitagoras:

d(A,B) = /(b — az)? + (by — a)? (21)

Ejemplo 2.4. (CM:1-2. Demanda Cognitiva Nivel Mdx. 3) Dados los
puntos del plano A = (3,2), B = (6,2) y C = (6,6) calculamos, a partir de
la formula lo siguiente:

d(A,A)=+/(3-3)2+(2-2)2=0 (22)
d(A,B) =+/(6—-3)2+(2-2)2=3 (23)
d(B,A) =+/(3—6)24(2—2)2= (24)
d(B,C) =+/(6—-6)2+ (6 —-2)2=4 (25)
d(A,C)=+/(6-3)2+(6—-22=/9+16=5 (26)

Podemos ver que, en este ejemplo concreto, las distancias entre los tres
puntos cumplen el Teorema de Pitagoras 2> = x2+y? tomando x = d(A, B),
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y = d(B,C) y z = d(A,C). Tres nimeros z,y,z € 7 que satisfacen el
Teorema de Pitdgoras se llaman terna pitagorica.
Ademds se comprueba de inmediato que se satisface la siguiente desigual-
dad:
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C) (27)

ya que obviamente 5 < 3+4 = 7. Este resultado es un caso particular de la
desigualdad triangular.

sPodéis deducir o conjeturar tres propiedades matemadticas de cardcter
general de la distancia a partir de los ejemplos numéricos anteriores?

Ejemplo 2.5. (CM: 3. Demanda Cognitiva Nivel Mdx. 2) Hallar las coor-
denadas del punto medio M = (mgy, my) entre dos puntos dados A = (az, ay)
y B = (bs, by) cualesquiera en funcion de las coordenadas de estos tltimos.

Solucién. Despejando las coordenadas mg, my en la igualdad AM = %1@

Propiedades de la Distancia entre dos puntos.

d(A,B)=0 < A=20B (28)
d(A,B) =d(B,A) VA,B cR? (29)
d(A,B) +d(B,C) > d(A,C) VA,B,C € R? (30)

La tdltima ecuacién es la conocida desigualdad triangular.

Metodologia. FEsta primera seccion es con la que los alumnos estdn mas
familiarizados intuitivamente. Una forma posible de introducir esta seccion
seria la siguiente:

El concepto de distancia entre dos puntos es conocido por todos: longitud
del segmento que los une. Como cualquier segmento podemos proyectarlo
sobre un par de ejes coordenados perpendiculares, siempre podemos obtener
un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es precisamente el segmento cuya
longitud deseamos calcular. Ahora no tenemos mds que usar el Teorema de
Pitdgoras para obtener la longitud deseada que es la distancia entre los dos
puntos.

Esta explicacion se acompanaria de la secuencia de dibujos esquemdticos
en la pizarra para facilitar que los alumnos sigan el procedimiento geométrico,
y entiendan de donde viene la definicion de distancia entre dos puntos que
se da en las notas. Ver figura 3.

Trabajo Cooperativo: El Ejemplo 2.4 serd resuelto en clase por los
alumnos en grupos de 8 o 4 con asistencia por parte del profesor. Se les
dardn 5 minutos tras los cuales el profesor mostrard las soluciones en la
pizarra, se comentardn posibles errores y se procederd a derivar las propiedades
en su forma general.
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vl
P=(p,, p,)

Qo =(Q19 qz)

q2— D2

Fig. 3

Una vez se haya dado la solucion del Ejemplo 2.4, el profesor deducird
las propiedades de la distancia en la pizarra. La desigualdad triangular
se demostrard grdficamente argumentando que la proyeccion de un segmento
tiene siempre una longitud igual o inferior a la longitud de dicho segmento.
Puesto que el Teorema del Coseno forma parte del curriculo del curso sigu-
iente no es posible utilizarlo en la deduccion de este resultado. Ver figura 4.
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El Ejemplo 2.5 forma parte de los contenidos minimos, y serd resuelto
por el profesor en la pizarra tras dejar a los alumnos 5 minutos para pensar
en el planteamiento de la solucion.

Médulo de un Vector. Dado un vector arbitrario @ = (ug,uy), el
médulo de & se define como:

|7 = u2+u2 >0 (31)

En particular, cuando el vector estd expresado en funcién de su origen y ex-
tremo AL = (AB,, ﬁy) = ((by — az), (by —ay)) se obtiene inmediatamente
de la definicién de médulo y distancia entre dos puntos:

|AB| = \JAB, + AB) = \/(bs — )2 + (b, — a,)? = d(A.B)  (32)

esto pone de relieve que el médulo de un vector es la longitud del segmento
que va desde el origen al extremo del vector. Para un vector libre % es la
longitud de la flecha que representa el vector en cuestion.

Ejemplo 2.6. (CM: 2. Demanda Cognitiva Nivel Mdz. 3) Dados los puntos
del plano A = (3,2), B=(6,2) y C = (6,6) se pide calcular lo siguiente:

1. @=4B, ?=BC y@ = AC
2. |AA|, |BC + CB|

3. ||

417l

5. |1

6. ;Puede establecerse alguna desigualdad que involucre: |||, |7 v
I #

7. |A\® + AT || para algiin X € R

8. ;Podeis deducir o conjeturar tres propiedades matemdticas de cardcter

general del mddulo a partir de los ejemplos numéricos anteriores?

Propiedades del Mdédulo de un Vector.

|7 =0 < @=70 (33)
AT = [Al[ @] VAeR (34)
2|+ 7> 7 +7| v, @ (35)

Cuando |A| < 1 hablamos de contraccién del vector @ por un factor de
escala |A|. Mientras que si |[A\| > 1 hablamos de dilatacién del vector &
por un factor de escala [A|. La ultima ecuacién es la conocida desigualdad
triangular.
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Didactica. Esta seccion es similar en estructura a la anterior. La in-
troduccion de la distancia anteriormente facilitard a los alumnos la com-
prension de lo que es el mddulo de un vector asi como de sus propiedades. Es
importante hacer énfasis en la conexion intuitiva y conceptual entre modulo
y distancia, una posible forma de hacerlo es la siguiente:

El de modulo es simplemente un nombre diferente para decir: longitud
de la flecha que representa el vector que coincide con la distancia entre los
puntos origen y extremo del vector.

La destgualdad triangular juega un papel tan importante porque se
usard en la seccion siguiente para dar una justificacion de que la distan-
cia mds corta entre dos puntos es una linea recta, puesto que la nocion de
derivada se estudia en cursos posteriores y, por lo tanto, no puede hacerse
uso de ella para plantear un problema de optimizacion.

Metodologia. Trabajo Cooperativo: El Ejemplo 2.5 serd resuelto en
clase por los alumnos en grupos de 3 o 4 con asistencia por parte del profesor.
Se les dardn 10 minutos tras los cuales el profesor mostrard las soluciones
en la pizarra, se comentaran posibles errores y se procederd a derivar las
propiedades en su forma general.

Una vez se haya dado la solucion del Ejemplo 2.5, el profesor deducird
las propiedades del modulo en la pizarra poniendo de relieve las analogias y
relaciones entre las correspondientes propiedades de la distancia.

En este punto, los alumnos disponen de suficiente bagaje como para re-
alizar dos tareas cuya demanda cognitiva sea de un nivel superior. FEstas
tareas se realizardn de forma individual en casa y serdn entregadas al pro-
fesor. Se registraran aquellos alumnos que las hayan resuelto o intentado y
aquellos que no la hayan entregado. Su fin es el de monitorizar el pro-
greso de los alumnos y el de afianzar conceptos y corregir errores antes de
sequir avanzando en materia

Tarea 2.1. (Demanda Cognitiva Nivel 4) Sean los puntos A = (az,ay) y
B = (b, by) cualesquiera. Hallar las coordenadas el punto T' = (ts,t,) que
se encuentra a una distancia de A igual a un tercio de la distancia entre A
y B en funcién de las coordenadas de estos ultimos. Proponer un método
general para dividir un segmento entre dos puntos dados A y B en n partes
iguales.

Solucién. Despejando las coordenadas my, my en la igualdad AM = %x@
Despejando las coordenadas t,,t, en la igualdad AT = %1@ Hacer ANy, =

%@ para k=1,...,(n—1).

Para completar el bloque sobre puntos, vectores y operaciones entre ellos
se propondrd a los alumnos un estudio de casos realizado en grupos de
5 — 6 alumnos en clase mediante el cual podrdn familiarizarse con algunas
transformaciones elementales en el plano: traslaciones y cambios de escala.
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El objetivo principal del estudio es que asocien las operaciones
vistas con puntos y vectores con dichas transformaciones en el
plano. Como objetivo secundario, se logrard ir introduciendo intuitivamente
las nociones de proporcionalidad y semejanza que serdn de utilidad para el
tema siguiente donde se desarrollardn en mayor profundidad.

La duracion total del estudio serd de 30 minutos, repartidos en 5 de
explicacion del profesor, 15 de trabajo de los alumnos, y 10 de puesta en
comun de resultados y comentario final.

Los panales de abejas tienen una estructura como la que se muestra en
([3]). Las celdas son hexdgonos (idealmente requlares) que cubren una region
plana del espacio. Cualquier vértice de una celda, asi como su punto central
pueden describirse por dos coordenadas cartesianas referidas a ejes coorde-
nados perpendiculares, como hemos hecho hasta ahora.

Un caso mds sencillo, pensad que las celdas fuesen cuadradas o rectangu-
lares. FEl sistema mds comodo que nos permitiria describir todos los vértices
y centros de las celdas cuadradas o rectangulares serian dos vectores perpen-
diculares 7 Y 7 cuyas longitudes serian la mitad de las longitudes de los
lados del cuadrado o rectdngulo ||7|| =iy ||7|| = 11, cuyas longitudes
serian la mitad de las longitudes de los lados del cuadrado o rectingulo.
Fijando un vértice cualquiera como origen O: ?Cual seria la ecuacion de
cualquier punto P = (x,y), vértice o centro, de la malla en funcién de los
vectores 1 y j ¢ La respuesta es: P = 27 + y?. Ver figura 5.

Fig. 5
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Para el caso real del panal hexagonal, podemos usar un sistema de refer-
encia mds sencillo que el cartesiano (perpendicular) usando exractamente
dos vectores (sPor que dos?), como hemos hecho arriba, y las operaciones
que involucran, puntos y vectores estudiadas. Para el panal hexagonal (real)
con origen en O se pide:

1. Proponer algin par de vectores W y U que sirvan como sistema de
referencia en este caso. (Pista: Dibujar en la pizarra algunas de las
posibles flechas que parten de O a otros puntos de la celda o el panal)

2. Ecuacion de cualquier punto P = (x,y) de la malla en términos de los
vectores W y U hallados anteriormente.

3. Si cambiamos el origen de O a O'. ;FEs necesario cambiar también los
vectores W y U ? ;Cambia la ecuacion del punto genérico P?

Fig. 6

En conclusion, podemos generar todo el panal mediante traslaciones del
origen con los vectores W y U. Debido a esta simetria, la ecuacion del
punto genérico P no cambia al trasladar el origen a otro punto mediante
dichos vectores, es decir: es invariante bajo traslaciones.

2.5.3 La Recta y sus elementos.

DidActica. En esta seccion se dardn las nociones intuitivas bdsicas sobre
la recta. Se dardn varias definiciones de distintos matemdticos que aportan
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diferentes puntos de vista. Se terminard introduciendo la nocion funda-
mental de vector director que serd las mas fructifera desde el punto de vista
prdctico, tanto en la seccion siguiente, como en otras dreas de la matemdtica,
la fisica y la técnica. Se comienza con la definicion de Fuclides por ser la
mas antigua, ademas carece de aplicacion practica. A continuacion se dan
tres axiomas debidos a Hilbert que resultaran wutiles en algunos razonamien-
tos, dan una fundamentacion tedrica a las definiciones posteriores como la
de vector director que se introduce en ultimo lugar.

Definicion de Euclides. Euclides fué un matematico griego que vivié en
torno a los anos 325 a.C. y 265 a.C. Su obra mas célebre son los ” Elementos”
dividida en 13 libros que abarcan los fundamentos de la geometria y la teoria
elemental de niimeros. La Recta o Linea juega un papel fundamental en
geometria, por ello, en su Libro I, la define como: ”Una linea es una
longitud sin anchura”.

Definicion Axiomatica: Recta por un par de puntos. Varios siglos
después, concretamente en el siglo XIX-XX, el matematico aleman David
Hilbert replanteé los fundamentos de la geometria desde un punto de vista
axiomatico en el cual no define puntos, rectas, y planos sino que se limita
a tomarlos como tres conjuntos distintos de cosas entre las cuales se dan
ciertas relaciones a priori. Estas relaciones, cuya verdad se admite sin de-
mostracién, se llaman axiomas. Su primer grupo de axiomas se refiere a
la conexién entre puntos, rectas y planos. De sus 8 axiomas sélo vamos a
mencionar los tres primeros que se refieren directamente a las rectas:

1. Para cualquier par de puntos A y B, siempre hay una recta r que los
una.

2. Para cualquier par de puntos A y B distintos, no hay més de una recta
r que los una.

3. Una recta cualquiera r siempre contiene al menos dos puntos A y B.
Hay al menos tres puntos A, B y C' que no estan sobre una recta r.

Axiomas del tipo 1 se conocen como axiomas o resultados de existencia y
los del tipo 2 de unicidad.

Vectores Normales o Unitarios. Un vector unitario o normal es
aquél cuyo modulo vale 1:

% UNITARIO o NORMAL = |u| =1 (36)

Cuando tenemos un vector cualquiera @ cuyo médulo || || # 1, es decir que
no es unitario, podemos normalizarlo, hacerlo unitario multiplicindolo
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por el inverso de su médulo:

_
il

Hemos usado la propiedad del médulo (34).

1 o
T o 170 = gl - =y @

7
il

Vector Director de una Recta. Dos puntos cualesquiera de una recta
dada, determinan un tnico vector. Por lo tanto, una recta determina tan-
tos vectores diferentes como parejas distintas de puntos sobre ella podamos
formar, es decir infinitos. Sin embargo vamos a ver que todos ellos son
proporcionales a un Unico vector normal o unitario que llamaremos vector
director de la recta.

Vamos a tomar dos pares de puntos de la recta r: Ay B con el que
formaremos el vector AB = ((by — az), (by —ay)) y C'y D con el que for-
maremos el vector OD = ((dg — ¢z), (dy — ¢y)). Como acabamos de explicar,
a partir de estos vectores podemos formar sendos vectores normales:

= AB = _ CD (38)
| AB| ICD|
Al estar los cuatro puntos sobre la misma recta, los dos triangulos que

forman sus proyecciones sobre los ejes coordenados son semejantes. Por lo
tanto, como los tridngulos son semejantes, obtenemos la siguiente igualdad:

(bs —ag)  (by—ay) K
(dz — ¢z) B (dy — cy) —r=0 (39)

A consecuencia de la cual se deduce que los vectores AB y CD son propor-

cionales:
AB = kCD (40)

Substituyendo esta expresién en la ecuacién (38) del vector normal d y
aplicando las propiedades del médulo obtenemos el resultado final:

qd=d (41)
El vector 7 recibe el nombre de vector director de la recta r, es nico y
normal o unitario H7H = 1. El propio nombre ya nos da una pista de lo que

indica este vector: la direccién de la recta r.

Ademsds, a partir del dibujo se ve que los vectores AB y C'—D> también
determinan la misma direccién, son proporcionales como se ve en la ecuacién
(40) y sus médulos son diferentes.

En conclusién, podemos decir que dos vectores 7 y ¥ son paralelos o
estan alineados cuando son proporcionales @ = A7 para algin A € R. A
nivel de cdlculos préacticos, esto es equivalente, en virtud de la definicién de
vector, a que sus componentes sean proporcionales dos a dos con la misma
constante de proporcionalidad A.
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Ejemplo 2.7. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel Mdz. 2) Normalizar los
siguientes vectores: W = (3,4), U = (%, %) y W = (5,2).

Ejemplo 2.8. (CM: j. Demanda Cognitiva Nivel Mdx. 3) Dados los tres
puntos siguientes A = (3,3), y B=(—1,5) y C = (—4,0) se pide:

1. Localizar los puntos sobre un plano de ejes coordenados.
2. ¢Cuantas rectas se pueden trazar que pasen por al menos dos puntos?

3. ¢Cuantos vectores directores diferentes podemos formar a partir de
estos tres puntos?

4. Calcularlos.

Ejemplo 2.9. (CM: j. Demanda Cognitiva Nivel Mdzx. 2) Dados los sigu-
ientes vectores W = (3,4), U = (%,2\/5) y W = (5,1). Determinar que
parejas de todas las posibles son proporcionales asi como la constante de
proporcionalidad en cada caso.

Ejemplo 2.10. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel Mdzx. 3) Tenemos
un vector arbitrario W = (ug,uy). Ahora consideramos el vector ¥ =
(aug, Puy) con a, f € R. ;Que relacion o relaciones tiene que haber entre
a y B para que los vectores W y T sean proporcionales?

Metodologia. Las primeras partes de la seccion, donde se exponen la definicion
de Fuclides y los axiomas de Hilbert se explicaran de viva voz en la pizarra
acompanandola de algunos dibujos sencillos. Puesto que los alumnos dispondrdn
de las notas, podran anadir ellos mismos esos dibujos, lo que contribuird a
un aprendizaje mas activo. Los axiomas de Hilbert serdn necesarios para la
realizacion del Ejemplo 2.9.

Los vectores normales no tienen una dificultad conceptual particular, sim-
plemente se les explicard la definicion apoydndola de un dibujo de un vector
de longitud la unidad, lo cual se comprobard mediante geometria elemental
usando el Teorema de Pitagoras. Se detallard en la pizarra como se realiza
el proceso de normalizacion que aparece en las notas, explicando cada paso
haciendo alusion a la propiedad correspondiente que ya se ha visto anteri-
ormente.

La definicion de vector normal y el proceso de normalizacion se afian-
zardn mediante la realizacion individual del sencillo Ejemplo 2.7 para el que
los alummnos dispondrdn de 4 minutos mdzximo.

Trabajo Cooperativo: El Ejemplo 2.8 serd resuelto en clase por los
alumnos en grupos de 3 o 4. Se les dardn 10 minutos tras los cuales el pro-
fesor mostrard las soluciones en la pizarra, se comentardn posibles errores
y se procederd a derivar las propiedades en su forma general.

El dltimo punto en este tema es el de vectores proporcionales, alineados
o paralelos. En este momento, gracias a los diversos dibujos que se hayan
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ido realizando en clase, o que hayan realizado los propios alumnos, es de
esperar que la gran mayoria de ellos ya se hayan dado cuenta de este hecho.
No obstante, se introducird formalmente y ilustrard en la pizarra a nivel
grafico dejando la parte de cdlculo para los dos ejemplos siguientes, 2.9 y
2.10, que se relizardn en clase de forma individual y para los que se dejardn
10 minutos.

Didactica. En la ultima parte de este apartado se introduce al alumno a la
conexion entre recta y vector. Lo fundamental serd explicar en la pizarra,
mediante el dibujo adjunto, el hecho de que una recta puede describirse con
un unico vector director. Para ello se les explicard que, si tomamos dos
parejas arbitrarias de puntos en la recta y mostramos que dan lugar a un
mismo vector unitarto, podemos concluir que este vector serd el mismo, y
por tanto, el unico, para cualquier otra pareja, ya que las parejas de partida
eran arbitrarias. Hay que enfatizar el hecho de que la conclusion es correcta
y general debido a que no se toman parejas concretas de puntos.

Usando la descomposicion de los vectores determinados por las dos pare-
jas de puntos en sus proyecciones en los ejes, los alumnos podrdn ver que
ambos triangulos son semejantes, de donde se obtiene el resultado de pro-
porcionalidad deseado. A continuacion, como se hizo en el proceso de nor-
malizacion de un vector, se detallardn los pasos en la pizarra que conducen
a la igualdad final buscada en la ecuacion (41). La nocion de vector director
y su relacion con la recta serd estudiada en el siguiente ejemplo.

2.5.4 Ecuaciones de la Recta.

En esta seccidon vamos a ver las cuatro formas distintas que hay de de-
scribir los puntos de una recta en un plano con ejes cartesianos. Al prin-
cipio del tema, vimos que podiamos sumar un vector a un punto Py
obteniamos el punto ). Este sera nuestro punto de partida. Ver figura 7.

Ecuacion Vectorial. A partir de lo anterior, si al punto P le sumamos
un vector proporcional a d, para cada valor diferente del pardmetro A (que
es nuestra constante de proporcionalidad), obtendremos un punto diferente
X (M) que estard alineado con el punto P.

Es decir, cuando A toma valores en R, X = (z,y) recorre todos los
puntos de la recta r que pasa por P. Recordando que un punto también
puede indicarse como el vector con origen en el origen de coordenadas O, y
extremo el punto en cuestién X tenemos: OX. La ecuacién vectorial de
la recta r con vector director d que pasa por el punto P es:

r: OX=P+Xd VAeR (42)

De nuevo hemos abusado de notacién al escribir P, en lugar de OP.
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Fig. 7

Ecuaciones Paramétricas. Teniendo en cuenta las coordenadas de P =
(P, py), y las componentes de los vectores OX = (z,y), y d = (dg, dy)
podemos reescribir la ecuacién vectorial (42) como:

ro o (@,y) = (Pespy) + Mda,dy) VAER (43)

Tgualando componente a componente obtenemos las ecuaciones paramétricas
de la recta r con vector director d que pasa por el punto P:

T =Py + Ady
T VAeR 44
{y:per/\dy (44)

Ecuacion en forma Continua. Si ahora despejamos A de ambas ecua-
ciones obtenemos la ecuacién en forma continua de la recta r con vector
director d que pasa por el punto P:

T — Px y— py

: = = 4
r i 4, A (45)

Ecuaciéon Punto-Pendiente. Si despejamos la coordenada y en funcién

de z en la ecuacién anterior sin agrupar términos, de tal forma que las com-

ponentes del vector director d y el punto P sean claramente distinguibles,

tenemos la ecuaciéon punto-pendiente de la recta r con vector director
y/o pendiente m que pasa por el punto P:

d
T y:py+f($—px) (46)
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o un forma equivalente:

Ty =py+m(T—pg) (47)

dénde m = d,/d, es la pendiente.

Ecuaciéon General o Explicita. Sidespejamos la coordenada y en funcién
de x en la ecuacion anterior y agrupamos los términos obtenemos la ecuacion
general o explicita de la recta r con vector director d y/o pendiente m
que pasa por el punto P o tiene ordenada en el origen n:

r: y=mx+n (48)
con m y n dados por:
d d
m= n=py = peg (49)

Combinacion lineal de Vectores. En la ecuacién general de una recta
o linea (48) vemos que y como funcién de x solo involucra dos operaciones:
producto y suma. Debido a esto, toda funciéon que solamente involucra
expresiones polinémicas de grado uno, recibe el nombre de funcion lineal,
por ejemplo z = Ax + py con A\, € R, asi que, z es una funcién lineal de z
ey.

Si substituimos e y por dos vectores 7 y ¥ tenemos como resultado
un nuevo vector:

W= \U +uv ApneR (50)
El vector @ se llama combinacién lineal de los vectores 7 y 7.

Ejemplo 2.11. (CM: 5 y 6. Demanda Cognitiva Nivel Mdz. 3) Dados el
punto P = (7,3) y el vector director d = (2,3) hallar todas las ecuaciones
de la recta r que determinan.

Ejemplo 2.12. (CM: 5y 6. Demanda Cognitiva Nivel Mdzx. 3) Hallar todas
las ecuaciones de la recta r que pasa por el punto P = (3,5) con pendiente
m = 5.

Ejemplo 2.13. (CM: 5 y 6. Demanda Cognitiva Nivel Mdx. 38) Dada la
pendiente m = % y la ordenada en el origen n = 6 hallar, por este orden, la
ecuacion de la recta en forma general, en forma punto pendiente, en forma
continua, las ecuaciones paramétricas y la ecuacion vectorial.

Metodologia. El orden de presentacion de los contenidos en esta seccion
deja poco lugar para maniobrar, siendo el elegido el que aparece en los libros
por ser el mds l6gico, pues parte de la expresion mds intuitiva de una recta
que es la ecuacion vectorial, y que facilmente se ilustrard con un dibujo en
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la pizarra, haciendo énfasis en como el punto X cambia cuando cambia el
pardmetro A.

A partir de esta ecuacion, mediante manipulaciones muy sencillas, que
los alummnos deberian dominar, se obtienen las demds expresiones. FEstas
manipulaciones se detallardn en la pizarra para que a los alumnos les sea
mas facil sequir las notas. Se explicard de donde viene el término ”ordenada
en el origen” para que los alumnos comprendan la idea intuitiva. De la
misma forma, se ilustrard en la pizarra la idea intuitiva de pendiente y
su relacion con el vector director de la recta usando Ay = mAzx y =
(Az, Ay).

(p————————— Q

Y2—

e

N

Fig. 8

Cada uno de los ejemplos tiene como objetivo desarrollar la capacidad
del alumno para obtener, a partir de unos datos determinados, las distintas
expresiones estudiadas de la recta, y ser capaz de pasar de unas a otras. En
particular, el Ejemplo 2.10 busca que los alumnos, cuando se les presente
un punto P, y un vector director d , inmediatamente recurran a la ecuacion
vectorial, que es la mds intuitiva, a partir de la cual pueden obtenerse el
resto.

Sin embargo partiendo de un punto P, y un vector director 7, también es
muy sencillo ir directamente a la ecuacion paramétrica o continua sin mds
que substituir coordenadas y componentes en la ecuacion correspondiente.
Esto se les mostrard al resolver el ejemplo. La unica desventaja puede ser que
se corra el riesgo de que el alumno aprenda las cosas sin razonar recurriendo
unicamente a la memoria. Por esta razdn se hard hincapié en que partan
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siempre que puedan de la ecuacion mads intuitiva que es la vectorial y de ella
deduzcan las demds. Cuando hayan asimilado los contenidos y desarrollado
suficiente destreza de cdlculo serdn capaces de escribir directamente a una
ecuacion determinada sin necesidad de pasar por la forma vectorial.

Todos los Ejemplos se resolverdn de forma individual por los alumnos en
clase. Se dejardn 8, 7 y 6 minutos respectivamente para la resolucion de
cada ejemplo. Tras lo cual se resolverdn en la pizarra. Haciendo énfasis en
cual es el camino mds directo para alguna ecuacion de la recta en funcion
de los datos dados. En resumen, se les dejard claro que:

1. Punto P y vector director 7 — Fcuacion Vectorial, Paramétrica,
Continua.

2. Punto P y pendiente m — FEcuacion Punto-Pendiente
3. Ordenada en el Origen n y pendiente m — Ecuacion General

Didactica. Dado que otra forma muy comun de presentar las rectas es
mediante un punto de las mismas y la pendiente, el Ejemplo 2.11 busca que
también se familiaricen con esta forma de expresar las rectas. En este caso
se busca que los alumnos identifiquen rdpidamente que son las ecuaciones
punto-pendiente, y general, las que se obtienen mds rdpidamente a partir
de la informacion dada en el problema. Después, usando las definiciones
de pendiente en funcion de las componentes del vector director etc. tendrdn
que hallar las ecuaciones vectorial, paramétrica y continua.

El ultimo Ejemplo 2.13, busca que el alumno también sea capaz de ir de
lo abstracto a lo mds concreto o intuitivo. Por eso se le pide que, partiendo
de la pendiente y ordenada en el origen, derive la forma general de una recta
y las demds expresiones en orden inverso al mostrado en clase. Esto tiene
gran utilidad a la hora de desarrollar su capacidad para aplicar conceptos
abstractos a problemas reales.

En este punto, en el que ya se ha introducido la recta, se propondrd a los
alumnos una tarea que podrdan realizar libremente, en grupos, o individual-
mente en su casa, cuyo objetivo es que intenten demostrar por ellos mismos
el hecho de que ’la distancia mds corta entre dos puntos es la linea recta”.
La solucion se les mostrard durante la clase siguiente.

Tarea 2.2. (Demanda Cognitiva Nivel 4) Dados dos puntos arbitrarios A y
B en el plano. Razdénese si el camino mds corto entre ambos es el segmento
de la linea recta que pasa por ellos o no.

Solucién. Considerar una linea quebrada entre ellos. Ver que cada seg-
mento de linea quebrada es de mayor longitud que la proyeccion sobre la
linea recta que une los puntos. Por lo tanto, la suma de los segmentos de
la linea quebrada es mayor que la suma de sus proyecciones sobre la linea
recta.
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2.5.5 Incidencia y Paralelismo

Segtn su posicion relativa en el plano, dos rectas r y s pueden ser: Coin-
cidentes, Paralelas, Perpendiculares, o Incidentes. Lo fundamental a la hora
de estudiar las relaciones entre dos rectas es el vector director d .

El problema que queremos resolver es: dadas dos rectas r y s en-
cualquiera de las formas anteriores, determinar cual de las cuatro
relaciones hay entre ellas.

Rectas Paralelas. Dos rectas son paralelas si tienen la misma direccion.
Es decir, r y s son paralelas, r || s, si sus vectores directores son propor-
cionales:

- =
ds

rls < dr=k (51)

Como hemos visto en la seccién anterior que la pendiente es m = d/d, la
condicion de arriba es equivalente a:

T H s & My =My (52)

Dos casos particulares de rectas paralelas que son ttiles en la préactica son
las rectas paralelas a los ejes coordenados.

Rectas Paralelas al eje x: Todos sus puntos tienen la misma coorde-
nada y, que coincide con el punto de corte de la recta con dicho eje. Su
ecuaciéon es y = k para alguna constante k € R. Por lo que la ecuacion del
eje coordenado x es: y = 0.

Rectas Paralelas al eje y: Todos sus puntos tienen la misma coorde-
nada x, que coincide con el punto de corte de la recta con dicho eje. Su
ecuacion es x = k para alguna constante k£ € R. Por lo que la ecuacion del
eje coordenado y es: x = 0.

Rectas Coincidentes. Como el propio término indica, dos rectas r y s
son coincidentes, r = s ,si coinciden, es decir, si son la misma recta r = s.
Las rectas coincidentes siempre son paralelas pero ademas tienen todos sus
puntos en comun. Por lo tanto, a las condiciénes de paralelismo anteriores
tendremos que anadir una condicién extra. Por suerte no hay que comprobar
que TODOS los puntos coinciden. Basta comprobar que hay UNO en comiin
ya que, como se ha visto en la seccién anterior, un punto y una direccién
determinan una Unica recta.
. = =

Para que r = s sus vectores directores d, y ds tienen que ser propor-
cionales, o bien sus pendientes m, = my, y tiene que haber un punto P que
esté en las dos rectas r y s.

- =
_ dr = Kkds
r=soe dPerns (53)
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Como hemos visto en la seccién anterior que la pendiente es m = dy/d, la
condicion de arriba es equivalente a:
my = Mg

r=s < dPerns (54)

IMPORTANTE: Si d_r> #* )\E; o m, # ms las rectas no pueden ser
coincidentes, r £ s. Por lo tanto, siempre comprobaremos en primer lugar
alguna de estas condiciones. Sélo depués comprobaremos la referente al
punto P.

Didactica. En este apartado se introducen todas las relaciones posibles en-
tre las rectas. Se han usado simbolos habituales en el lenguaje matemdtico
para expresar relaciones como €. Esto persigue acostumbrar al alumno a los
rudimentos del lenguaje matemdtico pero no se puede olvidar que ha de ser
capaz de ver como esto se materializa y se pone en practica. Con este fin
se incluye la siguiente explicacion mds detallada de como wverificar el par-
alelismo entre dos rectas, para cada una de las expresiones vistas hasta el
momento. Se espera que con ello, el alumno sea capaz de entender y aplicar
las indicaciones a la resolucion de problemas en cualquiera de las variantes
que se les pueda presentar.

Como se ha hecho anteriormente, se comenzard por la ecuacion vectorial
de la recta. Esta es la mds accesible intuitivamente puesto que unicamente
hace uso de las nociones de punto y flecha, a partir de las que se desarrolla
la ecuacion final. A partir de esta ecuacion, se obtienen las demds mediante
manipulaciones algebraicas sencillas. Se espera que los alumnos, también
desarrollen cierta soltura con dichas manipulaciones para que sean capaces
de pasar de una expresion a otra sin dificultad, y sin que les sea mecesario
comenzar siempre por la ecuacion vectorial.

Vamos a ver como se traduce esto a nivel practico para cada una de las
expresiones de la recta que hemos estudiado:

e Ecuacion Vectorial: Tras comprobar que d, y ds son proporcionales.

Escribimos la ecuacién de r (42) como en (43):
ri= (2,y) = (P, py) + Ade,dy) VAER (55)

Para comprobar que existe algun punto que pertenece a ambas rectas,
podemos tomar el punto @@ = (gz,qy) € s y comprobar si Q € r.
Para hacer esto, basta tomar z = ¢, e y = ¢, en la ecuacién (52).
Considerando las componentes por separado obtenemos dos ecuaciones
de las que podemos despejar dos valores A\; y Ay. Si Az = )\, entonces
@ € r ya que hay un dnico A tal que X = ). Como ademas @) € s,
concluimos que @ € rN's
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. ,o - -
e Ecuaciones Paramétricas:Tras comprobar que d, y ds son propor-
cionales. Se procede de forma andloga a la anterior y se llega otra
vez al par de ecuaciones:

Gz = Pz + Ady

56
Gy = py + Ady (56)

ecuaciones de las que podemos despejar dos valores Ay y Ay. Si Ay = Ay
entonces () € r ya que hay un unico A tal que X = ). Como ademas
Q € s, concluimos que Q € rN's

e Ecuacion Continua: Tras comprobar que Z y Z son proporcionales.
Comprobamos que la siguiente igualdad es cierta tomando z = ¢, e
Y = qy:
qr — Pz qy — Py
= 57
Esto es equivalente a comprobar que el punto @) satisface la ecuacién
de la recta r, es decir que @ € r y como ademas @) € s, concluimos
que Q € rNs.

. . = =
e Ecuacion Punto Pendiente: Tras comprobar que d, y ds son propor-
cionales o que m, = mg, comprobamos que la igualdad correspondiente
se cumpla segun sea el caso:

d
Qy = Py + dl(Qx - p:v) (58)

o un forma equivalente:
qy = py +m(gz — px) (59)

De nuevo, esto es equivalente a comprobar que el punto @ satisface
la ecuacion de la recta r, es decir que Q € r y como ademds @Q € s,
concluimos que @ € r N s.

e Ecuaciones Generales: Este es el caso mas sencillo, si m, = mg y
las rectas r y s tienen todos sus puntos en comun, en particular, su
ordenadas en el origen también seran iguales n, = ng. Por lo que

simplemente, ambas ecuaciones seran idénticas cuando r = s.

En resumen, las rectas coincidentes siempre son paralelas, pero dos rectas
paralelas no tienen porque ser coincidentes, en lenguaje matematico esto se
escribe asf:

(60)
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Rectas Perpendiculares. Dos rectas r y s son perpendiculares r | s
cuando forman un dngulo de 90 grados. Como los vectores directores de las
rectas tienen la misma direccion que las mismas, esto se traduce en que dos
rectas r y s son perpendiculares cuando sus vectores directores d, y ds son
perpendiculares.
s )
Si d, = (a,b):

rls o do=(bLld <« d =(ba) (61)

Rectas Incidentes. Cuando dos rectas r y s no satisfacen ninguna de las
condiciones vistas anteriormente, es decir, ni son coincidentes, ni paralelas
ni perpendiculares se dice que son incidentes, oblicuas o simplemente que se
cortan.

Vamos a ver que dos rectas cuyos vectores directores no son propor-
cionales ni perpendiculares se cortan en un tnico punto. Vamos a ver dos
métodos equivalentes pero que cada uno parte de distintos datos.

Método 1: Nos dan los vectores directores y puntos de la recta r, y s:
d, = (a,b) y A. Y para la recta s tenemos: z = (¢,d) y B. Con la formula
(49) planteamos el sistema de las dos ecuaciones generales:

{r:ay—bfﬂ:a”r} (62)

s:cy —dr =cng

Como los vectores d_; y Ez no son paralelos, sus componentes no son pro-
porcionales, luego las ecuaciones del sistema tampoco lo son (compatible
determinado) y tienen solucién (cg,c,) tnica. Esta solucién es el punto
de corte entre las rectas r y s.

Método 2: Si nos dan las ecuaciones de r y s en forma general directa-
mente, tenemos un sistema parecido al anterior:

{r:y—mrx:m} -

§:1Y — MsgT = Ng

Como hemos visto en (52), si las rectas no son paralelas, entonces m, # mg
y de nuevo las ecuaciones no son proporcionales por lo que habra una tnica
solucién (cg, ¢y), el punto de corte entre las rectas r y s.

Ejemplo 2.14. (CM: 7y 8. Demanda Cognitiva Nivel Mdz. 3) Determinar
de forma razonada la relacion entre los siguientes pares de rectas:

z—1 y—4

Lriy=7-3x;s: *= 5 -
2.r:y=6—1tx;s: W:(3,2)+A(—2,10).
3. r: x_5:y—_8;s:y:8+%m.

OX = (4,9) + A(3,10).

B
=
‘H
=~ |
—
Il
Nl
Vo)
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Calcular su punto de corte cuando proceda.

Ejemplo 2.15. (CM: 7 y 8. Demanda Cognitiva Nivel Max. 3) Hallar la
recta paralela ar :y=8— %x que pase por el origen de coordenadas. Hallar
la recta perpendicular a ambas que corte a r en su ordenada en el origen.

Ejemplo 2.16. (CM: 7 y 8. Demanda Cognitiva Nivel Mdzx. 3) Para la
recta s con vector director W = (\,12) y que pasa por el punto P = (2,5)
hallar el valor del pardmetro A para que sea perpendicular a la recta v :y =
%x. Calcular su punto de corte.

Metodologia. Se comenzard con lo mas sencillo que son las paralelas. En
el caso de las coincidentes se dan los detalles de como comprobarlos en los
diferentes casos que pueden presentarse

Los Ejemplos 2.14-16 se realizaran de forma individual por los alumnos
en clase. Para su resolucion dispondran de 6 minutos por ejemplo. Tras
ello, se procederd a su resolucion en la pizarra para que puedan contrastar
con sus soluciones y formular las preqguntas que se les ocurren.

En el caso de que tengamos dos rectas cuyas ecuaciones sean de tipo difer-
ente, podemos transformar una de ellas y proceder como arriba o extrayendo
la informacion necesaria para comprobar directamente las condiciones pedi-
das. FEsto se ilustra en el Ejemplo 2.14.

Tarea 2.3. (Demanda Cognitiva Nivel 4) Hallar la ecuacion de la circun-
ferencia de radio v con centro en el punto C = (cz, cy).

Solucién. Aplicando la definicion de circunferencia HCWH =r.

2.6 Actividades de Aprendizaje y Ensenanza.

Como se ha explicado en el apartado de Metodologia, la unidad didactica
se desarrollard a partir de una combinacion de clases magistrales donde se
explicaran los conceptos ayudandose de ejemplos y problemas ilustrativos
sencillos sacados, bien de las notas, bien del libro de texto de la asignatura.

Los diez problemas presentes en la coleccién que se detalla abajo tienen
como objetivo el afianzamiento de los conceptos, y la adquisicién de las
habilidades de célculo necesarias para los alumnos. Todos y cada uno de
ellos cubren alguno de los estdndares de aprendizaje que seran evaluados
después (ver la seccién Evaluacién para mas detalles).

Algunos, seréan resueltos en clase por alumnos voluntarios, otros seran
entregados al profesor para monitorizacion del progreso general, y evaluacién
del 10% de la nota final (ver la seccién Evaluacién para mas detalles). Los
problemas entregados serviran también para que el profesor pueda hacerse
una idea de que conceptos no han quedado lo suficientemente claros para
poder repasar éstos, y hacer las aclaraciones necesarias antes de la evaluacién
final de la unidad.
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Una vez que los alumnos cuenten con un bagaje suficiente de conocimien-
tos sobre el tema, hayan adquirido cierta destreza en el cdlculo y manejo de
las ecuaciones, y hayan trabajado individualmente sobre los problemas de
la coleccién, se procedera a realizar el 1iltimo problema de la coleccién en
el aula de informética con el programa Geogebra. Ademads, esta hora en el
aula de informatica servird para poder repasar e ilustrar aquellos conceptos
que no estén los suficientemente claros a la luz de los problemas entregados.

2.6.1 Coleccién de Problemas

Problema 2.1. (CM: 1. Demanda Cognitiva Nivel 2.) Dados los cuatro
pares de puntos de la tabla, hallar el vector unico que tiene como origen el
punto A y como extremo el punto B.

’ Par ‘ Punto A \ Punto B \ Vector Resultante ‘

I | A=(2,3) | B=(3,5) or=1(,)
II | A=(8,9) | B=(9,11) v =(, )
III | A=(2,3) | B=(0,4) vrir = ()
IV | A=(53) | B=(5.7) vy = ()

Didactica. Con este problema se pretende que los alumnos adquieran de-
streza en el cdlculo, se familiaricen con la notacion, y sean capaces de operar
con vectores y puntos sin confundirlos. Se incluye al principio porque serd
necesario manipular con soltura los vectores y puntos en todos los problemas
subsiguientes.

Problema 2.2. (CM: 1. Demanda Cognitiva Nivel 2.) Dados los vectores
Urr y Urrr del Problema 2.1. Se pide calcular:

1. La suma de ambos.

2. La suma de Uty y el opuesto de Uryy.

3. El producto de cada uno de los vectores con un nimero real .
4. La expresion para ot + BUrrr

Didactica. En este problema se tratan las operaciones bdsicas entre vectores
y escalares. Se persigue que los alummnos adquieran soltura con las opera-
ciones de adicion y multiplicacion de vectores. Este problema y el anterior
sentardn las bases en cuanto a destreza de cdlculo para los siguientes.

Problema 2.3. (CM: 2 y 3. Demanda Cognitiva Nivel 2.) Para cada uno
de los pares de puntos dados en el Problema 2.1 se pide calcular:

1. Distancia entre los puntos A y B.
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2. Punto Medio entre los puntos A y B.
3. Mddulo de cada uno de los vectores Uy, Urr, Urrr y Ury.
4. Distancia entre los puntos B y A.

A la vista de los resultados, spodria mostrarse o razonar que la distancia
entre dos puntos cualesquiera es siempre igual al modulo del unico vector
que determinan?

Didactica. De nuevo, el objetivo fundamental es que los alumnos se famil-
taricen y adquieran soltura con el cdlculo de distancias y mddulos que serdn
necesarios en etapas posteriores. En este problema, ademds se les plantean
algunas propiedades evidentes de la distancia, pero que pueden quedar ob-
scurecidas por el formalismo y la notacion. Ya que otro de los objetivos es
que sean capaces de relacionar conceptos, y resolver problemas que no se
limiten a una mera aplicacion de una formula determinada, se les plantea
una cuestion algo mas compleja en el apartado 2.

Problema 2.4. (CM: 2. Demanda Cognitiva Nivel 2.) Calcular el médulo
de cada uno de los vectores del Problema 2.2. Comentar con vuestras propias
palabras, pero de la forma mds precisa posible, la relacion con los modulos
Urr y Urrr. jAlguno de los resultados vistos en clase guarda relacion con este
problema? Si, si. scudl o cudles? Razdnese la respuesta.

Didactica. Problema mds sencillo que persigue hacer reflexionar a los alum-
nos sobre las propiedades del mddulo. Se ha elegido la comparacion ya que
es de esta forma, como ¢laramente se perciben las diferencias, en lugar de
una simple enumeracion mecdnica de las propiedades tal como aparecen en
las notas.

Problema 2.5. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel 2.) Hallar el vector
director correspondiente a la recta determinada por cada par de puntos dados
en el Problema 2.1.

Didactica. Problema cuyo objetivo es que el alumno sea capaz de calcular
uno de los elementos principales de la recta, dados dos puntos. Fundamental
para problemas de rectas posteriores.

Problema 2.6. (CM: 5 y 6. Demanda Cognitiva Nivel 3.) Para cada par
de puntos dado en el Problema 2.1 se pide hallar:

1. Ecuacion Vectorial de la recta que pasa por ellos.
2. Ecuaciones Paramétricas de la recta que pasa por ellos.
3. FEcuacion Continua de la recta que pasa por ellos.

4. FEcuacion General o Implicita de la recta que pasa por ellos.
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Didactica. Persigue desarrollar en el alumno la soltura en el calculo de
cada una de las diferentes expresiones para una recta, asi como inducirle a
reflexionar sobre su equivalencia subyacente: todas las expresiones describen
el mismo objeto matemdtico. La familiaridad con las formulas de una recta
es un paso imprescindible antes de poder resolver problemas de paralelismo
e incidencia. Estos problemas se verdn a continuacion.

Problema 2.7. (CM: 5y 6. Demanda Cognitiva Nivel 3.) Dados el vector

director 4 = % y el punto O=(2,3) hallar las cuatro expresiones de la recta
que determinan. Dada la recta y = 3+ 5x hallar sus ecuaciones vectoriales,

paramétricas y continuas.

Did&actica. A partir de la destreza adquirida en el problema anterior, en
este problema se les plantea el paso de una expresion a otra. FEsta con-
version puede ser conveniente o necesaria a la hora de replantear problemas
de paralelismo o similares, por eso se le dedica un problema especifico.

Problema 2.8. (CM: 7. Demanda Cognitiva Nivel 3.) En el Problema 2.6
habéis hallado las diversas ecuaciones de la unica recta que pasa por cada
par de puntos dados en el Problema 2.1. Considerando las relaciones de
incidencia y paralelismo de cada una de las cuatro rectas con las restantes
y con ella misma, se pide que completéis la tabla dada mas abajo usando
las abreviaturas siguientes: coincidentes (=), paralelas (||), incidentes (})
y perpendiculares(L). Cuando proceda calculad los puntos de interseccion.

| jrjojarfiv|

II
111
v

Didactica. En este problema se pretende que los alumnos utilicen las de-
strezas adquiridas a lo largo de la unidad diddctica para estudiar las rela-
ciones de incidencia y paralelismo, asi como para calcular los puntos de
corte. Se pretende que sean capaces de aplicar los procedimientos que se han
mostrado en clase para determinar la relacion de paralelismo entre rectas.
Ademds, gracias a la presentacion de los resultados en forma de tabla, se
busca inducirles a pensar en las propiedades de las distintas relaciones como
la reflexividad: si una recta es perpendicular a una sequnda, la sequnda lo es
a la dada. Esto se reflejard en que la tabla de resultados debe ser simétrica,
con coincidencia a lo largo de la diagonal.

Problema 2.9. (CM: 7. Demanda Cognitiva Nivel 4.) Dadas la rectas
r1:z2=bi+a1x yre:z=>by+ agx. Hallar la relacion que tiene que haber
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entre los parametros {ai, b1} dery y
{ag, by } de ro para que:

1. r1 =179
2. 11 || 7o
3. 11 Ko
4. 11 Lo

Como paso previo y para familiarizarse con las manipulaciones y proced-
imiento a sequir podeis partir de los siguientes valores a1 = 3 y by =5 y
hallar los correspondientes {az, ba } para que las condiciones de arriba sean
satisfechas.

Didactica. Este es el unico problema de un cardcter marcadamente difer-
ente a los anteriores puesto que pide razonar de una forma general y total-
mente abstracta. Por esta razon ocupa el ultimo lugar. Se espera que los
alumnos hayan desarrollado ya la suficiente intuicion para que sean capaces
de, por lo menos, plantear algunas ideas sobre su resolucion. Las herramien-
tas y desarrollos necesarios para su resolucion se habran mostrado en clase
y estdn en las notas, pero se espera que los alumnos intenten resolverlos por
su cuenta para ejercitarse en las manipulaciones mds abstractas.

Problema 2.10. EI ejercicio consistird en la repeticion de varios de los
Problemas anteriores o wvariantes similares con mumero que sean Menos
manejables para lo cual el uso del programa Geogebra es muy adecuado.

En la tabla siguiente se da una indicacién del tiempo que se espera que
los alumnos inviertan en la resolucién de cada problema de la coleccién. El

’ Problema ‘ Tiempo Estimado \ Resolucién Dificultad ‘
2.1 1/3 h. Individual Baja
2.2 1/3 h. Individual Baja
2.3 1/3-1/2h. Individual Baja
24 1/3 h. Individual Baja
2.5 1/3 h. Individual Baja
2.6 1/2-3/4 h. Individual con Entrega | Media
2.7 1/2-3/4 h. Individual con Entrega | Media
2.8 1/2 h. Individual con Entrega | Media
2.9 1 h. Individual con Entrega Alta
2.10 1/2 h. Grupo con Geogebra Media

tiempo total fuera del aula invertido por el alumno en la resolucién de los
problemas es de 4 horas y 50 minutos repartidas a lo largo de dos semanas
y media.
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2.7 Divisién en Tiempos y Espacios.

Para el cémputo del tiempo disponible en cada unidad didactica, vamos a
suponer un curso escolar de 36 semanas de duracién, con 4 horas semanales
de matematicas, lo cual da un total de 144 horas durante el curso. Estas ho-
ras habra que repartirlas entre las unidades didéacticas de que se componga
el curso, asi como dejar algunas horas libres para examenes y posibles ac-
tividades complementarias. Pongamos que 3 horas se dedicaran a cada uno
de los tres exdmenes de final de trimestre, y una hora se dejara libre para
alguna actividad complementaria a determinar por el profesor durante el
desarrollo del curso escolar. Esto deja un total de 140 horas disponibles.

Suponiendo que por cada bloque podamos elaborar tantas unidades didacticas
como puntos aparecen en la seccién de estandares evaluables obtenemos un
total de 15 unidades didacticas en cuarto de E.S.O. Teniendo en cuenta lo
anterior obtenemos una media de 9,3 horas por unidad didactica.

Evidentemente no todas las unidades didacticas son de la misma ex-
tension y dificultad, lo cual hace posible que el reparto de horas entre ellas
no sea homogéneo, pudiendo hacer hincapié en aquellas que se consideren
clave o mas dificiles. Como se ha visto en la contextualizacion, los con-
tenidos de la presente unidad didactica aparecen tanto en el curso anterior
como en el posterior, practicamente en su totalidad, y ademds son usados
en otros bloques dentro de la asignatura. Esto hace que la unidad didactica
revista cierta importancia dentro de la Programacién Didéactica por lo que
le asignaremos 10 horas.

En el cuadro que se presenta a continuacién se recoge la distribucion de
tareas entre las distintas horas asi como las particularidades relevantes si las
hubiere:

’ Clase ‘ Teoria ‘ Ejemplos ‘ Tareas ‘ Problemas
1 2.5.1 2.1-2 (87) 2.3 (5) 2.1y 2.2
2 2.5.2 2.4-5 (157) 2.3
3 2.5.2 2.6 (157 2.1 (107 2.4
4 2.5.3 2.7-8 (15) Est. Casos
5 2.5.3 2.9-10 (15") 2.5
6 2.5.4
7 2.5.4 2.11-12 (207) 2.6
8 2.5.4 2.13 (12) 2.2 (5) 2.7
9 2.5.5 2.14 (107)

10 2.5.5 2.15 (10”) 2.8
11 2.5.5 2.16 (10”) 2.3 (5) 2.9
12 Problemas

Table 1 Geometria Analitica: Organigrama Temporal.
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2.8 Planes Complementarios.

Se consideraran todas las exposiciones de relevancia e interés para los
alumnos relacionadas con los contenidos de la unidad didactica o alguna de
sus aplicaciones.

2.9 Evaluacidon.

Para la evaluacién se tendran en cuenta los estdndares de aprendizaje
evaluables que aparecen en la tercera columna del BOCyL (Orden de Ed-
ucacién 362/2015) basados en los criterios de evaluacién de la segunda
columna: Conocer y utilizar los conceptos y procedimientos bdsicos de la
geometria analitica plana para representar, describir, y analizar formas y
configuraciones geométricas sencillas.

Los esténdares de aprendizaje evaluables BOCyL (Orden de Educacién
362/2015) de estas unidades diddcticas son los siguientes:

1. Establece correspondencias analiticas entre las coordenadas de puntos
y vectores.

2. Calcula la distancia entre dos puntos y el médulo de un vector.

3. Conoce el significado de pendiente de una recta y diferentes formas de
calcularla.

4. Calcula la ecuacién de una recta de varias formas, en funcién de los
datos conocidos.

5. Reconoce distintas expresiones de la ecuacién de una recta y las utiliza
en el estudio analitico de las condiciones de incidencia, paralelismo y
perpendicularidad.

6. Utiliza recursos tecnoldgicos interactivos para crear figuras geométricas
y observar sus propiedades y caracteristicas.

La evaluacion se realizard mediante una prueba escrita que tendrd un peso
del 90%. El otro 10% se obtendra de forma voluntaria mediante la entrega
de los problemas marcados en la tabla de la seccién 2.6. Como se vera méas
abajo, ésta constard de una parte de minimos compuesta por cuestiones y
problemas cuya demanda cognitiva no superard el nivel 2. Con esta parte
de minimos sera posible obtener, por lo menos, los 5 puntos necesarios para
superar el examen. Los 5 puntos restantes se reparten en 3 ejercicios con
diversos apartados de mayor dificultad.

Por comodidad, reproducimos aqui otra vez los contenidos minimos de
esta unidad didatica:

1. Puntos, Vectores. Elementos y Operaciones entre ellos.
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2. Distancia entre dos puntos y Mdédulo de un vector.
3. Calculo de Punto Medio entre dos puntos.
4. Vector Normal y Director de una recta.

5. Reconocer e interpretar los distintos elementos en las diferentes expre-
siones de una recta.

6. Calculo de la ecuacién de una recta en funcion de los datos conocidos.
7. Condiciones de Paralelismo y Perpendicularidad.
8. Cdlculo del punto de corte entre dos rectas.

9. Rectas paralelas a los ejes coordenados.

2.9.1 Prueba de Evaluacion.

La prueba de evaluacién serd por escrito e involucrara tareas de todos
los niveles de demanda cognitiva de acuerdo al cuadro siguiente: A contin-

Puntos | Nivel de Demanda Descripcién
Puntos Cognitiva de la tarea
0-3 1-2 Definiciones y
Aplicaciones Algoritmicas de ellas
3-9 3 Aplicaciones Algoritmicas y
Actividades de Conexion
9-10 4 Actividades de Conexion
y Elaboracién Complejas

uacion, se presenta una prueba tipo junto con sus soluciones y el comentario
correspondiente a cada ejercicio en el que se detalla qué evalia el mismo y
la forma de correccién y puntuacién.

Durante las clases, se explicard a los alumnos la forma correcta de responder
que se espera de ellos mediante ejemplos de examenes de cursos anteriores.
La razén de hacer esto, es que tienen derecho a saber como se les va a eval-
uar para poder prepararse de forma adecuada. Esto se hace para evitar que,
por ejemplo, enuncien definiciones con vaguedades o de forma imprecisa.

Ademas de los problemas que se han mostrado arriba, con el paso de los

cursos, pueden anadirse las cuestiones de exdmenes anteiores a la coleccién
de problemas junto con ejemplos de respuestas correctas e incorrectas.
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La prueba estara dividida en tres partes y tendrd una duracion total de
60 minutos:

1. Parte I: 0-3 puntos. Demanda Cognitiva Nivel 1-2. 20 Minutos de
duracién. Cuestiones 2.1-2.6. Contenidos Minimos 1-5 y 7.

2. Parte II: 0-6 puntos. Demanda Cognitiva Nivel 3. 30 Minutos de
duracién. Cuestiones 2.7-2.10. Para aprobar es necesario realizar al
menos una de las cuestiones 2.10 y 2.9 completas correctamente, o
ambas cuestiones 2.7 y 2.8. Esto es asi para asegurarse de que el
alumno ha alcanzado los conocimientos minimos. Esto se les explicara
al comienzo de esta parte y cada alumno podrd elegir que cuestiones
contestar. Contenidos Minimos 6 y 8.

3. Parte III: 0-1 puntos. Demanda Cognitiva Nivel 2. 10 Minutos de
duracién. Cuestién 2.11.

Las cuestione son las siguientes. Junto a cada cuestion se indica con CM#
el contenido minimo o contenidos minimos que se estan evaluando.

Cuestién 2.1. Un punto A del plano se representa como (ag,ay). ;Como
se llaman los nimeros a, y ay, y que representan?. Dibujarlo.

Un vector u se representa como (ugz,uy). sComo se llaman los nimeros u,
Y uy y que representan?. Dibujarlo.

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Cada pregunta vale 0.25. Nivel de De-
manda Cognitiva 1. Serd imprescindible que las palabras en negrita aparez-
can en la respuesta y que, bien el dibujo esté bien hecho, bien lo expresen
con las palabras adecuadas resaltadas en negrita para que la respuesta se
considere correcta.

Solucién. (ay,ay) se llaman coordendas del punto y son los cortes con
los ejes coordenados de las rectas que pasan por A y son paralelas a los
ejes coordenados.

(uz,uy) se llaman componentes del vector y son las proyecciones del
vector sobre los ejes coordenados.

Cuestién 2.2. Definicion de d(A,B) para dos puntos arbitrarios A = (ay, ay)
y B = (bg,by). Dados los puntos A= (5,3), B=(2,1) y C = (3,5) calcular
las componentes de:

1. 144B>, B? yﬁ
2. d(A,B)

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Cada pregunta vale 0.25. Nivel de
Demanda Cognitiva 2. Debido a su bajo nivel de demanda cognitiva, para que
la cuestion se considere correcta, tanto el procedimiento como el resultado
final han de ser correctos.
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Solucién. AB — (—3,-2), BC = (1,4) y AC = (—
d(A,B)=/(2 52+ (132 = ¢<— )+ (- ) 5 = || AB|

Cuestion 2.3. Definicion de Vector Normal o Unitario.
Con los datos de la cuestion anterior, calcular:

1. |AB)
9. 4B + BC
_AC

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. La definicion y 1 valen 0.25. 2 y 3
valen los restantes 0.25. Nivel de Demanda Cognitiva 1-2. Debido a su bajo
nivel de demanda cognitiva, para que la cuestion se considere correcta, tanto
el procedimiento como el resultado final han de ser correctos.

Solucién. 1. Por la cuestion anterior y la definicion de Mddulo o bien
por cdlculo directo: ||1@>H =15

2. AB+ BC = 9) + (1,4) = (~2,2) = AC
~AC = (2,-2)

Cuestion 2.4. Calcular el punto medio del segmento entre los puntos A =

(5,3) y C = (3,5).

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Nivel de Demanda Cognitiva 2. Debido
a su bajo nivel de demanda cognitiva, para que la cuestion se considere
correcta, tanto el procedimiento (bien razonarlo desde el principio, bien citar
la formula correspondiente vista en el Ejemplo 2.5), como el resultado final
han de ser correctos.

az—i-cz _ aytcy

Solucién. Ejemplo 4.5. m; = Yy my = =5

Cuestion 2.5. Condiciones de Paralelismo entre dos rectasr y s.
Ecuaciones de rectas paralelas al eje x y eje y.

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. 0.25 por las condiciones de paralelismo
y 0.25 por las ecuaciones. Nivel de Demanda Cognitiva 1. No se pedird que
los alumnos usen simbolos matemdticos como <>, pero si serd imprescindible
que expresen ambas condiciones con ecuaciones como se muestra. Pueden
ademds expresarlo con palabras.

Solucién. r y s son paralelas cuando sus vectores directores son propor-
cionales d . =k d s o cuando sus pendientes son iguales m, = m.
Paralela al eje x: y=Fk con k € R.

Paralela al eje y: x = q con g € R.

Cuestion 2.6. Condiciones de Perpendicularidad entre dos rectas r y s.

49



Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Nivel de Demanda Cognitiva 1.

Solucién. r y s son perpendiculares cuando sus vectores directores satis-

facen 7r = (a,b) y 75 = (=b,a).

Cuestién 2.7. Dados los puntos A = (5,3), B = (2,4), C = (3,5) y
D = (3, 3)se pide:

1. Ecuacion vectorial y paramétrica de la recta v que pasa por A y C.

2. Ecuacion en forma continua y punto-pendiente de la recta s que pasa
por B y C.

Ecuacion en forma general de la recta t que pasa por B y D.
Razonar la relacion que hay entre las rectas v y s.

Razonar la relacion que hay entre las rectas r y t.

S v S

A partir de los dos resultados anteriores, razonar que relacion hay
entre las rectas s y t.

Evaluacion. Puntuacion total: 1.5. 1 wvale 0.5. 2 y 3 wvalen 0.5 y los
restantes 4-6 también 0.5 puntos. Nivel de Demanda Cognitiva 3. En esta
cuestion se podrd dar un apartado o ejercicio como correcto cuando tenga
fallos de cdlculo o errores de substitucion siempre y cuando no quede duda
de que el razonamiento se ha realizado de forma correcta y se detalle cada
paso apoydndose en los resultados tedricos pertinentes.

Solucién. 1. Ecuacion Vectorial: OT? =(5,3)+ /\(—1
. Y B N
parametricas x = 5 7 ey=3+ 7

). Ecuaciones

<

)

S

A

2. El vector director es 7 - B
| I

forma de la ecuacion continua tenemos:

= %(1,1). Substituyendo en la

E

r—2 y—4
1 T L
V2 V2

2
La ecuacion punto pendiente: y =4+ (x — 2)

(64)

3l

1
2

3. El vector director es 7 = ||B

(1,—1). La ecuacion en forma

S

=

general es y =6 — x.

4. Como los vectores directores satisfacen 77« = (a,b) y 75 = (=b,a),
las rectas r y s son perpendiculares.

5. Como los vectores directores satisfacen 7T = —7t, las rectas r y t
son paralelas.
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6. Como s es perpendicular a r, y r es paralela a t. Entonces s es per-
pendicular a t. Ademas puede comprobarse que sus vectores directores
satisfacen la condicion requerida.

Cuestion 2.8. Dadas las rectasr:y=2x+3 y s: OX = (0,6) +A(—2,1).
Encontrar el punto de corte entre ellas.

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Nivel de Demanda Cognitiva 3. Se
valorard sobretodo que el alumno sepa plantear el sistema de ecuaciones que
da lugar a la solucion. Puede haber varias formas de llegar a él, y si los
razonamientos son correctos, todas se considerardn correctas por igual.

Solucién. Planteamos primero las ecuaciones parameétricas de s: x = —2\
ey =64+ X\ y de aqui podemos obtener la ecuacion general despejando \:
y =6— 5. Tenemos un sistema de dos ecuaciones. Resolviendo el sistema
se obtiene el punto de corte: (g, %)

Cuestion 2.9. Dado el puntos A = (5,3) y el vector d = (—1,2) se pide:

1. Calcular todas las expresiones (vectorial, paramétrica, continua, punto
pendiente y general) de la recta r que pasa por A y tiene d como vector
director.

2. Hallar una expresion de la recta paralela a v que pase por el punto
P=(-1,2)

3. Dado el vector W = (2,)). ;Cudnto tiene que valer \ para que
una recta s con vector director W corte a la recta v en algin punto?
s Cudnto tiene que valer A para que s sea perpendicular a r? Hallar el
punto de corte cuando son perpendiculares.

Evaluacion. Puntuacion total: 2. Nivel de Demanda Cognitiva 3. Como
en los casos anteriores, se wvalorard especialmente la correcion del razon-
amiento, admitiéndose como correcto un problema correctamente planteado,
con todos los pasos detallados, y justificados pero en el que, un error de
cdlculo, omision de signo, o error de substitucion, den un resultado erroneo.

Solucién. 1. Empezando por la ecuacion vectorial, reproducir los cdlculos
que se han mostrado en clase y que estdan mds arriba en la seccion cor-
respondiente.

2. Lo mds fdacil es tomar el vector 7 dado y con el punto P = (—1,2)
plantear la ecuacion vectorial de la recta correspondiente. Como los
vectores directores de ambas son iguales, un caso particular de propor-
ctonalidad, son paralelas y la dltima pasa por P.
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3. Para que esto ocurra, las rectas no pueden ser paralelas. FEs decir,
sus vectores directores NO deben ser proporcionales: W # kd. Si
U = ﬁj, la constante de proporcionalidad entre las primeras com-
ponentes es kK — 2, por lo que el valor buscado es N\ # —4. Para ser
perpendiculares X = 1 y el punto de corte se halla como en la Cuestion
2.8.

Cuestion 2.10. Dadas las rectasr :y =3+2x y s: OX = (0,6)+A(—2,1).
1. Razonar cual es la posicion relativa entre las rectas r y s.
2. Calcular su punto de corte.
3. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r.

4. Hallar la ecuacion general de la recta s.

Evaluacion. Puntuacion total: 2. Nivel de Demanda Cognitiva 3. Igual
que en la cuestion anterior.

Solucién. 1. Basta usar la definicion de la pendiente m = Z—y = 2. Por

lo tanto 7 = (1,2) que satisface la condicion de perpendicularidad con
el vector director de s (—2,1). Por lo tanto, r y s son perpendiculares.

2. Esto ya se ha resulto en la Cuestion 2.8.
3. Esto se habrd mostrado en clase con un ejemplo. Basta tomar x = \.

4. Sequir los pasos mostrados en clase y en estas notas: obtener la ecuacion
en forma continua y de ella la forma general.

Cuestién 2.11. Dada la circunferencia S : (x — cz)> + (y — ¢y)> = R? de
centro C = (cz,¢y) y radio R. Calcular una ecuacion (la que se quiera) de
la recta tangente a S por un punto P € S cualquiera de la circunferencia.

Evaluacion. Puntuacion total: 1. Nivel de Demanda Cognitiva 4. El prob-
lema admite varias soluciones, tantas como formas diferentes hay de ex-
presar una recta, todas ellas igualmente correctas. Lo importante en este
problema es plantearlo correctamente: conocer la definicion de tangente a
una circunferencia en un punto P y su propiedad fundamental de ser siem-
pre perpendicular a la recta que una el centro con el punto de tangencia. A
partir de este punto, es sencillo usar vectores para calcular el vector director
de la recta tangente y usar la ecuacion vectorial con P que proporciona la
solucton inmediatamente.

Solucién. Calcular el vector (ﬁg que es perpendicular a la recta tangente en
P. La solucion mads directa es escribir la forma vectorial de la recta tangente
sin olvidarse de normalizar el vector director d = (—(py — ¢y), (Pz — Cz))

perpendicular a CT’ 04)3 =P+ )\%
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3 Unidad Didactica: Semejanza de figuras planas
y aplicaciones al calculo de longitudes areas y
voliimenes

3.1 Introduccién Contextual.
3.1.1 Contextualizacién de la Unidad Did&actica.

Esta Unidad Didéactica pertenece al Bloque 3 de Geometria del cuarto
curso de E.S.O. de ensenanzas académicas.

Como puede verse en el BOCyL (Orden de Educacién 362/2015) y en el
BOE (Real Decreto 1105/2014, 26 de Diciembre de 2014), en el curso ante-
rior los alumnos ya han sido expuestos al concepto intuitivo de semejanza
de triangulos, asi como al Teorema de Tales que seran el tema central de
esta unidad didactica.

Ademas, durante el presente curso, antes de la unidad didactica de Ge-
ometria Analitica se ha visto la unidad didéctica de trigonometria por lo
que podran hacerse referencias a este material libremente durante la pre-
sente unidad didéctica, o bien usar conceptos de aquella en ésta.

La colocacion de esta unidad didéactica dentro del programa no es fija.
Mientras que el BOE coloca la semejanza después de la unidad didactica de
Geometria Anaitica, en el BOCyL, y en algunos libros de texto aparece antes
de la unidad didéactica de Geometria Analitica. En este trabajo he decidido
situarla a continuacién de la unidad didédctica de Geometria Analitica por
doz razones:

e Una transformacién de semejanza general puede expresarse como una
traslacién por un vector, una dilatacién o contraccién (multiplicacién
por un escalar) y una rotacién. Por esta razon, la secuencia mas légica
de presentacién de los contenidos es la que se indica en el BOE como
el BOCyL. Este enfoque ademds presenta la ventaja de que podremos
usar en algunos casos lo que los alumnos han aprendido sobre ge-
ometria analitica plana para ciertos problemas y aplicaciones, de esta
manera se conseguird que afiancen todavia més los conceptos, y los
relacionen con problemas reales.

e El nivel de abstraccién requerido para esta unidad didactica es signi-
ficativamente menor que el de la anterior. Por esta razén creo que, si
es posible, es mejor no dejar lo mas arduo y duro para los alumnos
para el final cuando ya se encuentren méas cansados y saturados.

3.1.2 Proyeccion hacia Bachillerato.

Consideraciones analogas a las ya hechas en la unidad didactica anterior
se aplican a ésta.
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3.2 Objetivos Didacticos.

Los Objetivos de Etapa Generales del cuarto curso de ESO pueden en-
contrarse en el Real Decreto 1105/2014 del 26 de Diciembre y por brevedad
no los repetiremos aqui.

Los Objetivos Comunes correspondientes a la asignatura de Matematicas
para las Ensenazas Académicas del cuarto curso de E.S.O., se encuentran
recogidos bajo los Criterios de Evaluacion en el Bloque 1 del apartado cor-
respondiente del BOCyL (Orden de Educacién 362/2015). Estos ya fueron
detallados en la unidad didactica anterior y se omiten en esta.

Los Objetivos especificos de esta unidad didactica, se detallan también
en la segunda columna del Bloque 3, en este caso, se da un tnico obje-
tivo: Calcular magnitudes efectuando medidas directas e indirectas en situa-
ciones reales, empleando los instrumentos, técnicas o formulas mds ade-
cuadas y aplicando las unidades de medida. FEste Criterio de Evaluacion
es algo ambiguo y puede interpretarse como correspondiente a la unidad
didactica de Trigonometria que se da antes que esta y la anterior o también
aplicable a ésta.

Por esta razén vamos a particularizar ain mas los objetivos de la unidad
didactica, el objetivo es que los alumnos comprendan y asimilen los sigu-
ientes conceptos:

e Reconocer triangulos semejantes mediante los diferentes criterios asi
como saber aplicar el Teorema de Tales.

e Entender cémo se aplica esto al caso particular de tridngulos rectangulos,
Teoremas del Cateto y la Altura.

e Uso y aplicacién de las férmulas y razonamientos de semejanza para
el calculo de volimenes, dreas y longitudes.

3.3 Contenidos.

La descripcién general de los contenidos puede encontrarse en el BOCyL
(Orden de Educacién 362/2015). Aqui vamos a dar una descripcién més
pormenorizada de ellos.

Esta unidad didatica consta de los siguientes contenidos:

1. Figuras semejantes. Escalas. Relacién entre Areas y Volimenes.
2. Semejanza de Tridngulos: Nociones Generales y Teorema de Tales.

3. Semejanza de Triangulos: Tridngulos rectangulos y Teoremas del Cateto
y de la Altura.

4. Semejanza de Rectdngulos y la Proporcion Aurea.
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5. Coleccién de Problemas: Aplicaciones de la semejanza al Célculo de
longitudes, areas, y volimenes.

Los contenidos minimos de esta unidad didética son los siguientes:

1. Reconocimiento de figuras semejantes y obtencién de su razon de se-
mejanza.

2. Teorema de Tales y sus Aplicaciones.
3. Tres criterios de semejanza de tridngulos.

4. Tridngulos Rectangulos Semejantes. Teorema del Cateto y de la Al-
tura.

5. Calculo de longitudes, areas, y volimenes mediante tridangulos seme-
jantes.

En los diversos problemas y ejemplos, asi como en la prueba de evaluacién,
se hard alusién a éstos mediante el acrénimo CM# junto con el ntimero o
nimeros que correspondan.

3.4 Recursos

En este apartado se detallan los contenidos que se impartirdn en esta
unidad didéctica. Se incluyen ejemplos, asi como comentarios referentes
a la metodologia, demanda cognitiva de las actividades, y los contenidos
minimos (CM) que trabajan.

3.4.1 Figuras semejantes. Escalas. Relacion entre Areas
y Volimenes

En lenguaje coloquial, dos figuras son semejantes si su forma es igual
aunque su tamano pueda ser distinto. Para hacer el concepto de semejanza
matematicamente preciso no podemos hablar de ”forma” o ”tamano”, sino
que tenemos que usar términos que no dejen lugar a ambigiiedades y que,
preferiblemente, sean susceptibles de ser medidos.

Diremos que dos figuras poligonles son semejantes si:

1. Angulos correspondientes en las dos figuras son iguales.

2. Longitudes de segmentos correspondientes en las dos figuras son pro-
porcionales.

La razén de semejanza o escala es el cociente entre las longitudes de los
segmentos de una figura y las correspondientes longitudes de los segmentos
de la otra. Asi, dadas dos figuras 1 y 2, tomemos un segmento de longitud

95



L1 en la figura 1 y el segmento correspondiente de longitud Ls en la figura
2. La razén de semejanza k viene dada por:

"L

(65)
En el plano de nuestra casa por ejemplo: podriamos tomar como L; la
longitud de una pared determinada, y compararla con la longitud Lo que
aparece en el plano. Una propiedad fundamental de la razén de semejanza
o escala es que es adimensional al ser un cociente de dos longitudes que se
expresan en las mismas unidades.

A partir de la férmula (65) podemos deducir la relacién entre las dreas
A = L? y voltimenes V = L3 de figuras semejantes:

9 A

- == 66
W= g (66)
Lo mismo con los volumenes:
Va
3
= — 67
K= (67)

Ejemplo 3.1. (CM: 1. Demanda Cognitiva Nivel Max. 8) En la figura
tenéis un plano de nuestro instituto en el que se ha senalado nuestra clase.
También se incluye el dibujo a la misma escala de la seccion transversal
vertical de la clase (un corte). Se da la escala o razon de semejanza k y
se pide que halléis la longitud de la pared donde esta la pizarra en m, la

superficie del aula en m? y el volumen de la misma en m?>.

Didactica. En esta seccion introductoria se les recordard el concepto de
razon de semejanza haciendo especial hincapié en que es adimensional al
ser un cociente de dos longitudes. FEsta nocion sera fundamental en todos
los desarrollos posteriores y por ello se comienza por aqui. Obviamente,
éstas han de estar en las mismas unidades. Por comodidad, y puesto que
los cambios de unidades son mas propios de asignaturas como tecnologia o
fisica, se trabajard en la unidad de longitud del SI que es el metro.

Metodologia. Se les explica primero la nocion intuitiva de semejanza con
la que todos son familiares y despueés se da una definicion mds precisa
matemdticamente. Esto les proporcionard un ejemplo que les ayudard a
"matematizar” nociones intuitivas en otro casos similares.

Finalmente, se aplicardn las formulas a un caso prdctico en el que tendrdn
que calcular varias magnitudes relativas a la clase a partir de un trozo de
plano que se les proporcionard. Para la resolucion de este ejemplo se les
daran 8 minutos.

En la parte de problemas se les presenta un caso mds interesante obtenido
directamente de la pagina oficial [4] de recursos de investigacion de la Al-
hambra. Se trata del plano de la cipula del templete del Patio de los Leones
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que consta de una semicircunferencia apoyada en un cilindro del mismo
diametro. Se les pide que calculen, a partir del plano, el volumen total de la
misma.

3.4.2 Semejanza de Triangulos: Nociones Generales y Teorema
de Tales.

Teorema de Tales: Los segmentos determinados por un haz de rectas
paralelas a, b y ¢ sobre dos restas concurrentes r y s son proporcionales.
AB A'D AB BC OA OB

BC BC _AB BC OA _op " (68)

Segun se aprecia en la figura: Reciproco del Teorema de Tales: Si

Fig. 9

se cumple la primera igualdad de la ecuacién (68) y las rectas a y b son
paralelas. Entonces ¢ es paralela a ellas.

En el caso particular de que r y s sean paralelas, entonces
kappa = 1.

Dos tridngulos son semejantes si se cumplen las cinco condiciones
siguientes:

1. Lados correspondientes proporcionales.

JTy Tl (69)
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2. Angulos correspondientes iguales.

Dos tridngulos ABC' y A’B'C’ estén en posicién de Tales si:
1. El angulo A = A’ es comtin a ambos.

2. Lados opuestos a A son paralelos

Fig. 10

Criterios de semejanza entre triangulos: En algunas situaciones puede
no ser facil comprobar las condiciones de semejanza entre dos tridngulos
dadas en las ecuaciones (69) y (70).

Hay condiciones mas sencillas que son equivalentes a las anteriores, y que
si se verifican, puede concluirse que los tridngulos son semejantes. Ver figura
11:

1. Criterio de semejanza de los dngulos: ABC y A’B’C’ son seme-
jantes si:
A=A, B=H (71)
2. Criterio de semejanza de los lados: ABC y A’ B’C’ son semejantes
si:
=K (72)

A=A, 2=C—x (73)



Af

Fig. 11

Ejemplo 3.2. (CM: 2 y 3. Demanda Cognitiva Nivel 3) Sean ABC vy

A'B'C’ dos tridngulos en posicion de Tales. Responder de forma razonada
$1 son 0 no semejantes.

Ejemplo 3.3. (CM: 2 y 3. Demanda Cognitiva Nivel 2) Identifica los
Tridngulos en posicion de Tales y calcula la longitud del segmento DE:

Fig. 12
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Solucién. Los tridngulos en Posicion de Tales son el a, b y c¢. La longitud
del segmento DE se calcula en cada caso usando las razones de proporcional-
idad correspondientes. Los resultados, con sus unidades, son:

1. 492 m
2. 10.96 m
3. 21m

4. 8.82 m

En el dltimo caso, hay que tener en cuenta que el segmento x que nos piden
hallar se corresponde con el de 15 m. que estd sobre la misma linea. Tomar
la correspondencia con el otro segmento da como resultado un segmento
menor que 6 m. lo cual es errdneo como también puede comprobarse en el
dibugjo.

Metodologia. Se comenzard por enunciar el Teorema de Tales que es el
resultado mds importante de la seccion. Para ello nos serviremos de un
dibujo en la pizarra como el propuesto y les explicaremos la demostracion
del mismo a partir del Teorema de los Segmentos proporcionales (Haces
de paralelas cortan segmentos proporcionales) mediante prolongacion de los
lados del triangulo dado. Se hard especial hincapié en que vean las tres
posibilidades que surgen y como tarea se les pedird que completen dos de
las tres posibles demostraciones, que se detallan en la diddctica, una vez
hayan visto una. Para la resolucion de los ejemplos se les dejardan 2 y 8
minutos respectivamente. Mediante el primer ejemplo se espera que apliquen
el dltimo criterio de semejanza visto para llegar a la conclusion de que los
tridngulos en posicion de Tales son semejantes. Con el seqgundo ejemplo se
pretende que apliquen la teoria vista en la seccion asi como que desarrollen
destreza en el cdlculo de proporciones.

El Problema 3.2 y el 3.3 también son aplicaciones, una de ellas mds
prdctica de lo estudiado en esta seccion.

DidActica. Se les explicard lo que son tridngulos semejantes y la posicion
de Tales y se procederd a darles los tres criterios de semejanza pues esto
constituye la base de todas las aplicaciones geométricas de la semejanza para
obtener distancias accesibles o inaccesibles. Con el objetivo de acostumbrar
a los alummnos al razonamiento formal, se hardn las demostraciones de cada
uno de los tres criterios de forma constructiva y siempre ilustrando los pasos
en la pizarra. Los razonamientos a sequir se dan a continuacion:

1. Crriterio de semejanza de los dngulos: Partiamos de que A=A Y
B = B'. Como la suma de los dangulos de un triangulo suman 180
grados, esto implica que C = C'. Ahora tenemos que probar que los
lados correspondientes son proporcionales o bien construir un tridngulo

60



proporcional a DEF e igual a ABC. Si AB = DFE los tridngulos son
iguales ya que tienen dngulos iguales y un lado comin AB = DE.
St A—B # 1, tomamos un segmento DG = AB sobre DE y trazamos
por G una paralela o EF. Entonces DEF ~ DGH son semejantes y
DGH = ABC ya que tienen dngulos iguales y un lado comin DG =
AB. Por lo tanto, DEF ~ ABC y se cumple la proporcionalidad
entre lados correspondientes.

AB _ AC _ BC
2. Criterio de semejanza de los lados: Partiamos de que 5 = D = Fp-

Tomamos un segmento DG = AB sobre DE y trazamos por G una
paralela a EF. Entonces DEF ~ DGH son semejantes A partir de la
hipdtesis de proporcionalidad tenemos GI; = BE ,ZFCF lo que implica
GH = BC. También tenemos que W = gE lo que implica

DH = AC. Por lo tanto, ABC = DGH, lo que z’mpl@ca ABC ~ DEF

3. Cm'tem'o de semejanza mixto: Partimos de que A= A Y DE =
DF Tomamos un segmento DG = AB sobre DE y trazamos por G
una paralela o FF. FEntonces DEF ~ DGH son semejantes. Por
lo tanto se cumple g—g = % como DG = AB, teniendo en cuenta
la hipcotesis, se tiene % = % = % de donde DH = AC y los
tridngulos ABC = DGH serdn iguales por tener lados iguales y el
dngulo comprendido también igual. De aqui, y de la semejanza de los

otros dos triangulos se concluye que DEF ~ ABC .
Ver figura 13.

D A
6 B c
€ F
Fig. 13

Se ha decidido incluir estas demostraciones debido a que son ilustradas
facilmente mediante dibujos que ayuden al razonamiento.

3.4.3 Semejanza de Triangulos: Triangulos rectangulos y Teore-
mas del Cateto y de la Altura.

Cuando tenemos triangulos rectangulos, es mas facil determinar la seme-
janza ya que sabemos que uno de sus angulos es recto, es decir siempre tiene
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90 grados.

Criterios de semejanza entre triangulos rectangulos: Dos triangulos
rectangulos son semejantes si tienen uno de sus angulos agudos correspon-
dientes iguales. Esto puede verse como un caso particular del criterio de

4 35° B
B 35
Fig. 14

semejanza de los angulos ya visto. Tenemos dos consecuencias inmediatas
de este criterio:

Consecuencia 1: Todos los tridngulos obtenidos al trazar perpendicu-
lares a alguno de los lados de un angulo dado son semejantes.

62



Consecuencia 2: En un tridngulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa
determina dos triangulos semejantes al original.

A

o
C M B

Fig. 16

Ambas consecuencias se usan para demostrar los teoremas siguientes:
Teorema del Cateto: El cuadrado de un cateto es igual al producto de
la hipotenusa por la proyeccién de ese cateto sobre la hipotenusa.

b2 = am
2 (74)

c” =an

Como puede verse en la figura, a partir de la Consecuencia 2, los tridngulos
ABC y M AC son semejantes, de donde se deduce la primera igualdad. De
forma analoga se deduce la segunda.

Fig. 17
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Teorema de la Altura: El cuadrado de la altura sobre la hipotenusa
es igual al producto de los dos segmentos en que dicha altura divide a la
hipotenusa.

h? = mn (75)

Como puede verse en la figura, a partir de la Consecuencia 2, los triangulos
MAC y M BA son semejantes, de donde se deduce la igualdad.

C

Fig. 18

Ejemplo 3.4. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel 3) Calcula los valores que
faltan los tridngulos, rectdngulos en el vértice A. Ver figura 19:

Solucién. En cada caso combinaremos segun convenga los Teoremas vistos
del Cateto y la Altura.

1. Por el Teorema de Pitdgoras 26% + 15% = H? y hallamos H = m + n.
Con este dato, ahora podemos usar el Teorema del Cateto 26> = Hm
y 152 = Hn para hallar las proyecciones m = 22.52 m yn = 7.5 m
respectivamente. Finalmente, con el Teorema de la Altura h?> = mn
calculamos h = 13 m.

2. Por el Teorema del Cateto, 28> = 53n despejamosn. Como 53 = m+n
podemos hallar m. Aplicando el Teorema del cateto otra vez ¢ = 53m
calculamos c. Aplicando el Teorema de la Altura obtenemos h.

3. Por el Teorema de la Altura 62 = 8n podemos despejar n = 4.5 m.
Usando el Teorema del Cateto b*> = 8(8 +n) y ¢ = n(8 +n) podemos
hallar b =10 m y c = 7.5 m respectivamente.
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Fig. 19

Did&actica. En esta seccion, se les explicardan los resultados que se deducen
de los vistos en la anterior cuando se estudia el caso particular de tridngulos
rectdngulos. Se usard el método deductivo para que los alumnos vayan acos-
tumbrdndose a hacer este tipo de razonamientos y extraer las consecuencias
de los resultados que conozcan.

Para que desarrollen destreza aplicando estos teoremas y sus posibles com-
binaciones en situaciones diversas se les propondrd el Ejemplo 3.4 para re-
solver en clase durante 6 minutos que luego se corregird en la pizarra.

Ademas del ejemplo, se les mandard el Problema 3.4 para que resuelvan
en casa solos y sea entregado para poder monitorizar su progreso, y ver en
que medida se han asimilado los resultados y el nivel de destreza en el cdlculo
adquirido.

3.4.4 Semejanza de Rectangulos y la Proporcién Aurea.

La semejanza de rectdngulos es mucho maés sencialla que la de tridngulos:
Dos rectangulos son semejantes si tienen sus lados proporcionales.

Metodologia. En esta ultima seccion de teoria se les dard el criterio de
semejanza entre rectangulos y mediante dos ejemplos se les ilustrard este
criterio y se les introducird la proporcion durea.

Ambos ejemplos serdn resueltos de forma individual y posteriormente ez-
plicados y corregidos en la pizarra. El tiempo total serd de 12 minutos, 6
para cada uno.

Como ilustracion de la importancia de la proporcion daurea se explicard
el dibujo de El Hombre de Vitruvio de Leonardo. Ver figura 20.

3.5 Actividades de Aprendizaje y Ensenanza

En esta seccién, como en su homéloga de la unidad didactica anterior,
se presenta un cuadro en el que se dan los tiempo estimados de realizacién
de cada tarea por los alumnos, su dificultad, y modalidad: Individual o en
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Fig. 20

clase, con o sin entrega. Ademads, se presenta la coleccién de problemas
destinada a afianzar y desarrollar las destrezas matematicas de esta unidad
y la asimilacién de sus contenidos.

Las entregas de problemas persiguen una doble finalidad: de monitor-
izacién y evaluadora (contarén hasta el 10% de la nota final). Como her-
ramienta de monitorizacién, servirdn para que el profesor sepa en qué medida
los alumnos han adquirido los conceptos y si hay que reforzar o repasar al-
guna de las partes. El tiempo total estimado de realizacién de problemas en

| Problema | Tiempo Estimado | Resolucién | Dificultad |

3.1 5 Clase Baja

3.2 5 Clase Baja

3.3 10’ Clase Media- Baja
34 15’ Clase Media

3.5 15’ Individual con Entrega Media

3.6 30 Individual con Entrega Alta

3.7 207 Individual con Entrega | Media-Alta
3.8 20° Individual con Entrega | Media-Alta

casa por cada alumno sera de 2 horas.
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3.5.1 Colecciéon de Problemas y Aplicaciones de la semejanza al
Calculo de longitudes, areas, y volimenes.

Problema 3.1. (CM: 1. Demanda Cognitiva Nivel 3) En la figura se mues-
tra el plano de la cipula del templete del Patio de los Leones de la Alhambra
de Granada. En primer lugar hay que obtener el centro de la semiesfera para
lo cual tomaremos tres puntos cualesquiera sobre la semiesfera del plano, y
trazando las mediatrices a los dos segmentos que los unen, obtenemos di-
cho centro. Como se verd, esta semiesfera esta apoyada sobre un cilindro
de igual diametro. A partir del plano, en el que se os da la escala que es
Plano/Realidad = 0.05m calcular el volumen que encierra la cipula.

Solucion. Simple aplicacion de las formulas del volumen de un cilindro y
una esfera.

Didactica. Con este problema se pretende que pongan en prdctica el con-
cepto de escala en un contexto cotidiano.
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Problema 3.2. (CM: 2 y 3. Demanda Cognitiva Nivel 3) En la figura, el
segmento DE es paralelo a AB. Justifica de forma razonada que los tridngulos

ABC y CDE son semejantes y calcula las longitudes de los segmentos DE
y EC.

12 cm

AT 6em D
Fig. 22

Solucién. Son semejantes porque estan en posicion de Tales y los tridngulos
en posicion de Tales son semejantes: tienen un dngulo comun y los lados
opuestos a este son paralelos. DE =5.6 cm y EC = 9.6 ¢m.

Didactica. Problema que busca desarrollar en el alumno la capacidad de
razonamiento geométrico y su posterior aplicacion para realizar un cdlculo
que puede tener aplicaciones prdcticas en la medida de alturas a partir de
otras conocidas.

Problema 3.3. (CM: 2y 3. Demanda Cognitiva Nivel 3) Entre los pueblos
A y B hay una colina. Para medir la distancia entre ellos podemos calcular
la longitud del segmento AB. Para ellos tomamos un punto P desde el que
se ven los pueblos A y B. Midiendo obtenemos las distancias AP = 15 km,
PM =72 km, y MN =12 km. Sabiendo que los segmentos MN y AB son
paralelos. Razonar si puede hallarse la distancia longitud de AB a partir de
los datos proporcionados. En caso afirmativo, calcularla. Ver figura 23.

Solucién. Por el tercer criterio de semejanza, los tridngulos APB y M PN
son semejantes. Usando la razén de semejanza se obtiene que AB = 25 km.

Didactica. Problema de aplicacion cuya finalidad es que los alumnos vean
con un ejemplo cotidiano la utilidad de los contenidos.

Problema 3.4. (CM: 2 y 3. Demanda Cognitiva Nivel 3) El perimetro de
un triangulo isosceles es de 64 m, y el lado desigual mide 14 m.
Calcula el drea de un triangulo semejante cuyo perimetro es de 96 m.
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Solucidén. Lo primero planteamos las formulas del perimetro:
20+ 14 = 64

{ 2d' + b =96 } (76)
Podemos despejar inmediatamente a = 25m. Ahora necesitamos otra condi-
cion que relaciones a' y b'. Esta se obtiene de la semejanza entre los
tridngulos que se nos dice en el enunciado: % = })—fl. Despejando V' en esta
relacion y substituyendo en la ecuacién del perimetro obtenemos a’ = 37.5
m y por tanto b/ = 21,

Para terminar, necesitamos calcular la altura del tridngulo grande para
poder calcular el drea que se nos pide. Esto se hace por aplicacion directa del
Teorema de Pitdgoras: h?+ (%/)2 = (a')? despejando h. El drea del tridngulo
se obtiene substituyendo los datos calculados en la conocida formula th/ que
da como resultado 378 m?

Didactica. Con este problemas mas tedrico, se busca que sean capaces de
relacionar conceptos ya conocidos como el perimetro con los nuevos de se-
mejanza y, a partir de aqui, ser capaces de realizar los cdlculos apropiados
para obtener el resultado que se les pide. Para ello deberdn entender la se-
mejanza para asi utilizar la formula que corresponda en funcion de los datos
que les sean comnocidos.

Problema 3.5. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel 3) En cada uno de
los siguientes triangulos rectangulos se ha trazado la altura BH sobre la
hipotenusa. Hallar en cada caso los valores de x e y explicando razonada-
mente que Teoremas utilizas y los pasos que se siguen.

Solucién. Este problema se resuelve por aplicacion combinada de los Teo-
remas del Cateto y de la Altura.

1. a =2.1+7.8 m. Aplicando el Teorema del Cateto a x y a y se obtiene
=456 mey =879 m.
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Fig. 24

2. Con el Teorema del Cateto 3.2°> = 4.8x despejamos x = 2.13 m. Con
el Teorema de la Altura y*> = 2(4.8 — ), obtenemos y = 2.39m.

3. Teorema de la Altura y hallamos x = 16 m. Por el Teorema del Cateto
hallamos y = 20 m.

Didactica. Problema mds especifico, donde se busca que los alumnos pro-
fundicen en la compresion de los Teoremas del Cateto y la Altura o través
de numerosos ejemplos, que les obligan a utilizarlos y aplicarlos desde per-
spectivas diferentes en funcion de los datos conocidos y de los que se les
pidan.

Problema 3.6. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel 4) En el tridngulo
rectangulo ABC', hemos trazado la altura sobre la hipotenusa BH. Hallar
el drea del tridngulo en el que conocemos AB =15 m y HC = 16 m.

Solucién. En este problema se nos presentan dos métodos de resolucion
ya que bien podemos tomar AC como base y BH por altura, bien podemos
tomar AB como base y BC' por altura pues es rectdngulo. En cualquier caso,
el trabajo es mds o menos el mismo.

Método 1: Tomamos AC como base y BH por altura. Conocemos HC
y necesitamos hallar HA. Como esto es la proyeccion del cateto conocido
AB, el resultado que relaciona estas magnitudes es el Teorema del Cateto:

152 = (HA+ 16)HA (77)
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Fig. 25

Lo que da como resultado una ecuacion de sequndo grado en HA:
(HA)? +16(HA) — 225 =0 (78)

cuyas raices aplicando la formula de la ecuacion de sequndo grado son 9 y
—25 m. FEvidentemente, descartamos la negativa ya que una longitud neg-
ativa no tiene sentido. Por lo tanto HA = 9. Con este dato ya podemos
calcular la base AC = AH + HC =9+ 15 =25 m.

En este punto, podriamos calcular tanto la altura BH usando el Teorema
de la Altura, como el cateto BC usando el Teorema del Cateto. Puesto
que estamos tomando como base AC, tenemos que calcular BH para poder
hallar el drea. La sequnda opcion se estudiara en el Método 2.

Aplicamos el Teorema de la Altura:

(BH)? = (AH)(HC) = (9)(16) = 144 (79)

Que tiene como solucion BH = 12 m. Por lo tanto el drea en m? del

tridngulo es:

(AC)2(BH ) _ (25)2(12> — (25)(6) = 150 (80)

Método 2: En este caso tomamos AB como base y BC' por altura pues
es rectangulo. Como se ha dicho, la primera parte del problema es comin
a ambos pues necesitamos conocer la hipotenusa para poder hallar la altura
sobre ella o el cateto que falta.

En este caso, vamos a continuar a partir de la hipotenusa AC = 25 m y
aplicando el Teorema del Cateto:

(BC)? = (AC)(HC) = (25)(16) = 400 (81)

Que tiene como solucion BC = 20 m. Por lo tanto el drea en m? del

tridngulo es:
(AB);BC) _ (15)2(20) = (15)(10) = 150 (82)

Que confirma el resultado obtenido anteriormente.
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Didactica. En este problema se busca que los alumnos “hagan matemdticas”
puesto que no hay una unica forma de resolucion. En particular, utiliza los
Teoremas del Cateto y la Altura que se han usado en problemas mds simples
anteriormente para abordar un problemas de mayor nivel. No importa tanto
que lleguen al resultado correcto sino que sean al menos capaces de esbozar
una estrategia de resolucion razonada y consistente.

Problema 3.7. (CM: 5. Demanda Cognitiva Nivel 4) En una esfera de 15
m de radio hemos inscrito un cono de altura 12 m. Calcula su drea lateral.

Fig. 26

Solucién. La férmula del drea lateral del cono es:

ALateral =Trg (83)

Por lo tanto necesitamos hallar tanto el radio de la base del cono r como la
generatriz g.

Nos dicen que el cono esta inscrito en la esfera por lo que, llamando A
al vértice superior del cono, podemos prolongar la altura del mismo hasta
que corte a la esfera en el punto B. Para completar el tridngulo, tomamos
cualquier generatriz del cono que corta a la esfera en el punto C. Entonces
el tridngulo ABC' esta inscrito en la circunferencia y su hipotenusa es el
diametro de la misma por lo que es rectangulo en C.

Dibujando ABC' se ve claramente que AC = g y h = r donde h es la
altura de ABC' sobre la hipotenusa AB. Podemos aplicar los Teorema de
la Altura y el Cateto respectivamente y obtenemos las siguientes ecuaciones
que nos permiten hallar las incdgnitas g y r:

{ 92 = (AB)heono = (30)12 = 360 }

12 = (AB — heono)heono = (30 — 12)12 = 216 (84)
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con los que la solucion, el drea lateral del cono viene dada por la formula
del principio: w12/540 m?.

Didactica. Con este problema se busca que los alumnos apliquen los con-
ceptos de semejanza en problemas de cdlculo de superficies que pueden pre-
sentarse en contextos de arquitectura o ingenieria. Ademas, no consiste en
una mera aplicacion de las formulas, se pretende que reflexionen sobre que
criterio de semejanza tendrdn que aplicar en funcion de los datos de que
dispongan.

Problema 3.8. (CM: 5. Demanda Cognitiva Nivel 4) En una esfera de
24 m de diametro se inscribe un cono cuya generatriz mide 10. Calcula el
volumen del cono.

Fig. 27

Solucién. FEste problema es similar al anterior en planteamiento. La férmula
del volumen del cono es: 1
V= gm%mg (85)
Conocemos la generatriz g pero desconocemos la altura h y el radio de la
base del cono r que necesitamos.
Realizamos la misma construccion del tridngulo inscrito en la esfera que

por tener el didmetro como hipotenusa serd rectingulo. Usando los Teo-
remas del Cateto y la Altura respectivamente obtenemos las siguientes dos

ecuaciones: )
10% = 24hcono
{ r? = (24 - hcono)hcono } (86)
Por lo que, substituyendo en la formula del volumen obtenemos el resultado
final en m?

1
V= om(24 - heono)h2y e = 114.857 (87)

Didactica. Andlogo del problema anterior pero para el cdlculo de volimenes.
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3.6 Divisién en Tiempos y Espacios

En el cuadro que se presenta a continuacién, se recoge la distribucién de
tareas entre las distintas horas, asi como las particularidades relevantes si

las hubiere:

’ Clase ‘ Teoria Ejemplos ‘ Problemas
1 5.4.1 5.1 (127) 5.1
2 5.4.2 5.2 (8)
3 5.4.2 Demostraciones
4 5.4.2 5.3 (127) 5.3y 5.4
5 5.4.3
6 5.4.3 5.4 (10
7 5.4.3 5.5
8 5.4.4 5.6
9 Problemas 5.7y 5.8

Table 2 Semejanza: Organigrama Temporal.

3.7 Planes Complementarios

3.8 Evaluacion

Para la evaluacién se tendran en cuenta los estandares de aprendizaje
evaluables que aparecen en la tercera columna del BOCyL (Orden de Edu-
cacién 362/2015) que ya se indicaron en la unidad diddctica anterior.

Los contenidos minimos de esta unidad didéctica son los ya indicados

mas arriba:

1. Reconocimiento de figuras semejantes y obtencién de su razén de se-

mejanza.

2. Teorema de Tales y sus Aplicaciones.

3. Tres criterios de semejanza de tridngulos.

4. Tridangulos Rectangulos Semejantes. Teorema del Cateto y de la Al-

tura.

5. Calculo de longitudes, areas, y volimenes mediante triangulos seme-

jantes.

3.8.1 Prueba de Evaluacion.

Como en la unidad didética anterior, la prueba de evaluacién serd por
escrito e involucrara tareas de todos los niveles de demandada cognitiva de
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acuerdo al cuadro siguiente:

Puntos | Nivel de Demanda Descripcién
Puntos Cognitiva de la tarea
0-3 1-2 Definiciones y
Aplicaciones Algoritmicas de ellas
3-9 3 Aplicaciones Algoritmicas y
Actividades de Conexion
9-10 4 Actividades de Conexion
y Elaboracion Complejas

La prueba estara dividida en tres partes y tendrd una duracién total de 60
minutos:

1. Parte I: 0-5.5 puntos. Demanda Cognitiva Nivel 1-2. 30 Minutos de
duracién. Cuestiones 3.1-3.6. Contenidos Minimos 1-5.

2. Parte II: 0-4 puntos. Demanda Cognitiva Nivel 3. 25 Minutos de
duracién. Cuestiones 3.7-3.9.

3. Parte III: 0-0.5 puntos. Demanda Cognitiva Nivel 4. 5 Minutos de
duracién. Cuestiones 3.10.

La tultima parte sélo se contard para nota si el alumno ha conseguido todos
los puntos en los apartados anteriores. De esta forma se pretende evitar que
el alumno reproduzca la demostracion de memoria para conseguir los 0.5
puntos.

Si pedir la demostracién no da el resultado esperado en lo que a notas
y evaluacion se refiere, y se observa que los alumnos reproducen la misma
sin comprenderla, puede optarse por darles una demostracién con errores y
que sean ellos quienes los encuentren, corrijan, y expliquen el razonamiento
correcto. Sin embargo, para esta alternativa habria que darles 10 minutos
prolongando el examen hasta los 65 minutos.

Las cuestiones son las siguientes:

Cuestion 3.1. Definir Razdon de Proporcionalidad.
Evaluacion. Puntuacion total: 0.5 Nivel de Demanda Cognitiva 1.

Cuestion 3.2. Enunciar el Teorema de Tales y los tres Criterios de Seme-
janza de Tridngulos.

Evaluacion. Puntuacidn total: 1. Nivel de Demanda Cognitiva 1.
Cuestion 3.3. Enunciar los Teoremas del Cateto y de la Altura.

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Nivel de Demanda Cognitiva 1.

75



Cuestion 3.4. Se dan dos tridngulos ABC y A’B'C" en posicion de Tales.
Se conoce la razén de semejanza k= 0.5, a = 3m y ¢ = 12 m. Calcular o,
c y el cociente 3.

Evaluacion. Puntuacion total: 1. Nivel de Demanda Cognitiva 2-3. FEl
alumno tendrd que explicar con claridad qué formulas utiliza y por que razon
para poder conseguir todos los puntos de la prequnta.

Solucién. Simple aplicacion directa de la formula (72).

Cuestion 3.5. Se da el tridngulo rectdngulo de catetos c =3 m, b=4 m e
hipotenusa H = 5 m. Se pide calcular las proyecciones de cada cateto sobre
la hipotenusa y la altura del tridngulo sobre la hipotenusa.

Evaluacion. Puntuacion total: 1. Nivel de Demanda Cognitiva 2-3. FEl
alumno tendrd que explicar con claridad qué formulas utiliza y por que razén
para poder consequir todos los puntos de la prequnta.

Solucién. Aplicacion directa de los Teoremas del Cateto y la Altura.

Cuestion 3.6. De un cono de radio 5 cm hemos cortado otro cono de radio
2 ¢cm y altura 3 ecm. Calcular el volumen del cono grande con sus unidades
correspondientes. La formula para calcular el volumen del cono es Voono =
%m”zh

Fig. 28

Evaluacion. Puntuacion total: 1.5. Nivel de Demanda Cognitiva 2-3. El
alumno tendrd que explicar con claridad qué férmulas utiliza y por que razén
para poder conseguir todos los puntos de la prequnta.

Solucién. Necesitamos hallar h que es la altura del cono grande. Como
ambos tridngulos estan en posicion de Tales o bien como son rectingulos y
tienen un dngulo agudo comin son semejantes. Aplicando la formula (72):

% = % Las unidades, al ser un volumen son m3.
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Cuestion 3.7. Se da el triangulo ABC. Por los puntos medios D, E y
F de sus lados se trazan paralelas a los mismos que dan lugar a los cuatro
tridngulos: DEF, BDF, CDE y AEF.

1. Explicar razonadamente si cada uno de estos tridngulos es semejante
o no al tridngulo original ABC.

2. Conociendo la longitud de los lados de DEF, ; es posible calcular las
longitudes de los lados de los otros tres triangulos: BDF, CDE vy
AEF? Contestar razonadamente.

3. ;Y los de ABC'? ? Contestar razonadamente.

4. Para DE =3 m, EF =8 m, y FD =5 m, si es posible, realizar los
cdlculos pedidos en los dos puntos anteriores.

B D C

Fig. 29

Evaluacion. Puntuacion total: 1.2. Cada apartado vale 0.3 puntos. Nivel
de Demanda Cognitiva 3. Para obtener todos los puntos, serd imprescindible
que los alumnos razonen sus respuestas como se les pide, indicando que
resultados usan y porque éstos. Si se detectan errores de substitucion o
despistes tales como cambios de signo etc., éstos se penalizaredn muy poco
st el razonamiento y los pasos estan hechos con suficiente detalle de tal forma
que no quede duda de que se trata de un error "humano” y no de falta de
comprension del procedimiento.

Solucién. 0.5 puntos por apartado.

1. Todos son semejantes a ABC. Esto se deduce del criterio de seme-
janza de los dangulos.

2. Si, ya que DEF tiene un lado comin con cada uno de ellos. Ademds,
usando el hecho de que rectas paralelas cortan segmentos iguales sobre
rectas paralelas, se concluye que los cutro tirndgulos DEF, BDF,
CDE, y AEF son iguales.
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3. Como D, E y F son los puntos medios de los lados de ABC, los
lados de cada uno de los tridngulos pequenos son la mitad que los
correspondientes de ABC.

4. AB=6m, BC=16 m, y CA=10 m.

Cuestion 3.8. En la figura, los segmentos AB y CD son paralelos.

Fig. 30

1. sEstdn en posicion de Tales? FExplicar razonadamente.

2. Moviendo uno de los tridngulos, sin deformarlo, ;pueden ponerse en
posicion de Tales? Explicar razonadamente.

3. FExplicar razonadamente si son o no semejantes.

4. Calcular x e vy.

Evaluacion. Puntuacion total: 1.2. Cada apartado vale 0.3 puntos. Nivel
de Demanda Cognitiva 3. Para obtener todos los puntos, serd imprescindible
que los alummnos razonen sus respuestas como se les pide, indicando que
resultados usan y el por que éstos. Si se detectan errores de substitucion o
despistes tales como cambios de signo etc., éstos se penalizaredn muy poco si
el razonamiento y los pasos estan hechos con suficiente detalle de tal forma
que no quede duda de que se trata de un error "humano” y no de falta de
comprension del procedimiento.

Solucién. 0.5 puntos por apartado.

1. No.

2. Como sus dngulos en el vértice O son iguales y los segmentos AB y
CD son paralelos, podemos rotar COD alrededor de O 180 grados de
manera que llevemos el segmento OC sobre OB y ambos tridngulos
queddn en posicion de Tales.
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3. Lo son por estar en posicion de Tales, o bien, por el criterio mixto
de semejanza ya que tienen un dngulo igual y los lados puestos a este
paralelos.

4. Usando la razon de semejanza obtenida de los segmentos OC y OB.

Cuestioén 3.9. (CM: 4. Demanda Cognitiva Nivel 3) Dibuja en cada caso
un triangulo rectdngulo y traza su altura sobre la hipotenusa.

1. Calcula la proyeccion del cateto menor sobre la hipotenusa de 50 cm
sabiendo que el cateto mayor mide 40 cm.

2. La altura sobre la hipotenusa mide 6 cm, y la proyeccion del cateto
menor sobre la hipotenusa mide 4.5 cm. Hallar cuanto mide la hipotenusa.

3. La altura sobre la hipotenusa mide 25 c¢m, y la proyeccion del cateto
menor sobre la hipotenusa mide 9 cm. Halla el cateto mayor.

En cada caso, explicar el teorema o teoremas que se utilicen y enunciarlos
con claridad escribiendo las igualdades que corresponda.

Evaluacion. Puntuacion total: 1.6. Los dos primeros apartados valen 0.5
puntos cada uno y el ultimo 0.6 puntos. Nivel de Demanda Cognitiva 3.
Para obtener todos los puntos, serd imprescindible que los alumnos razonen
sus respuestas como se les pide, indicando que resultados usan y porque
éstos. Si se detectan errores de substitucion o despistes, tales como cambios
de signo etc., éstos se penalizardn muy poco si el razonamiento y los pasos
estdan hechos con suficiente detalle, de tal forma que no quede duda de que se
trata de un error de cdlculo, y no de falta de comprension del procedimiento
conceptual.

Solucién. En este problema los dos primeros apartados vales 0.6 puntos y
el ultimo 0.8.

1. Basta con aplicar el Teorema del Cateto y resolver las ecuaciones:

{ 40% = 50m } (88)

m+n =50

2. Usando el Teorema de la Altura se llega a las siguientes ecuaciones,
con H la hipotenusa:

62 = m4.5
{H:m+4.5} (89)
3. Usando los Teoremas de la Altura y el Cateto se llega a las siguientes
dos tgualdades:
252 = m9
{ b2 =m(m =9) } (90)
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Cuestién 3.10. (CM: 3. Demanda Cognitiva Nivel 4) Demostrar uno de
los tres criterios de semejanza de triangulos vistos en clase.

Evaluacion. Puntuacion total: 0.5. Nivel de Demanda Cognitiva 4. Se
valorard especialmente que el alumno no haya copiado literalmente la de-
mostracion dada en clase. No se espera que invente un nueva demostracion
sino que muestre, en la medida de lo posible, que ha entendido el razon-
amiento y es capaz de reproducirlo por si mismo.

Solucién. Ver la correspondiente seccion de Diddctica.
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4 Evaluaciéon de las Unidades Didacticas

Este apartado servira el propdsito de evaluacién para el profesor, y mo-
nitorizacién de los resultados obtenidos. Puede entregarse a colegas de de-
partamento y cumplimentarse con los resultados obtenidos por los alumnos
en los distintos problemas entregables, asi como en la evaluacién final.

Algunas cuestiones y puntos que pueden servir de ayuda a la hora de
evaluar la unidad didactica son:

1.

10.

11.

12.

Cémo de bien se ajustan los contenidos a los objetivos generales de
la asignatura y a los especificos del bloque en el que se encuadre la
unidad didactica?

;,Son suficientemente ilustrativos los ejemplos propuestos durante la
exposicién de la teoria?

., Cémo de bien se ajustan los problemas propuestos a los contenidos y
objetivos de la unidad didactica?

. {Ayudan estos problemas a los alumnos de cara a preparar también la

evaluacién final de la unidad didactica?

JAyudan estos problemas a los alumnos de cara a preparar también la
evaluacion final trimestral?

,, Contribuyen los problemas y explicaciones a un aprendizaje significa-
tivo, y a largo plazo, mas que a prepararlos para superar una prueba?

;,Son los estandares de aprendizaje evaluables consistentes con los ob-
jetivos generales de la asignatura asi como con los especificos de la
unidad didactica?

., Cémo de bien se ajustan las pruebas de evaluacién a los estandares
evaluables?

;,Como de bien evaltan las pruebas propuestas los conocimientos, la
comprension de los mismos y las destrezas de calculo de los alumnos?

A juzgar por el material presente en la unidad didéctica y la evaluacion
del mismo, con una confianza de al menos 80%. ;Cabria afirmar que
quien supera la prueba, incluso con la nota minima de 5 , domina
razonablemente los contenidos minimos de la unidad y por tanto se
han conseguido plenamente los objetivos minimos establecidos ?

Es adecuado el uso que se hace de las TIC en la unidad didéctica?

;Se detallan algunas medidas especificas de atencién a la diversidad
dentro de la unidad didactica?
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5 Reflexiones acerca del Practicum y Conclusién

Debido a incompatibilidades de calendario y a los grupos a los que daba
clase mi tutor (tercero de la ESO y segundo de Bachillerato), no me fue
posible usar el presente material durante el Practicum, maxime cuando la
eleccion de TFM y su contenido fue hecha a principio de curso, y su germen
fue la unidad didactica elaborada en la asignatura de diseno curricular.

Sin embargo, como se ha explicado en la introduccién, si tuve la opor-
tunidad de comparar y comprobar la ventaja que comporta la elaboracion
propia de material frente al uso del libro. Durante las précticas, pude dar
clase a un grupo de tercero de la E.S.O. de matemaéticas aplicadas, y a otro
de segundo de Bachillerato de ciencias sociales.

En el primero, tuve que explicar ecuaciones de primer y segundo grado,
para ello, debido a la relativa facilidad de la materia, decidi guiarme por
el libro. En cuanto al contenido, a dicho nivel no hay mucho espacio para
maniobrar, pero si que noté una diferencia substancial en cuanto a la forma
de explicar que yo utilizé y aquella que usaba el libro: el libro comenzaba
dando la férmula de resolucién de la ecuacién de segundo grado y luego
estudiaba los casos particulares, mientras que a mi me parecié mas didactico
(por partir de casos mds accesibles y conocidos) seguir el orden inverso:
comenzar por los casos particulares de la ecuacién de segundo grado, que
pueden ser resueltos de forma inmediata por los alumnos puesto que ya
dominan las de primer grado, las potencias, y las raices, y terminar con la
férmula general.

Ante esta situacién, se me planteaba el problema de pensar en que los
alumnos al repasar la leccién en casa, pudiesen encontrarse perdidos al prin-
cipio leyendo el libro, debido a la diferencia en el orden de presentacién de
los contenidos. Hay tres soluciones posibles para esto: el profesor renuncia
a su criterio propio y visién, y sigue el libro con minimas variaciones que
no afecten al flujo principal, busca un libro que se adapte més a su visién
sobre la asignatura, o finalmente, elabora su propio material siguiendo su
propio criterio. El ultimo es el enfoque del que se ha partido para elaborar
este trabajo.

En el grupo de segundo de Bachillerato de ciencias sociales tuve que
explicar la integral definida. El tema tenia mas entidad que el de tercero, y
en este caso, tras mirar el libro para hacerme una idea del nivel y contenidos
bésicos que habia que incluir, decidi elaborar mis propias notas para dar las
clases. En los contenidos, decidi anadir algunas propiedades muy sencillas de
la integral definida que no aparecian en el libro, como por ejemplo el cambio
de signo al intercambiar los extremos de integracién. Ademads, la estructura
y el orden de presentacion eran diferentes: el libro tendia més a dar los
resultados a modo de "receta de calculo”, mientras que yo adopté un enfoque
mas deductivo en el cual dichas recetas se derivaban de una forma més
natural a partir de los conceptos. A un nivel muy rudimentario, apoyandose
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en dibujos, apelando fundamentalmente a su intuicién, y a las nociones
bésicas que tenian de limites, también les expliqué las sumas inferiores y
superiores de Riemann para darles una idea de donde venia y qué es lo que
se pretende con la integral definida: calcular un area. Cabe destacar, que el
profesor tutor habia realizado un programa en Geogebra en el cual, mediante
un deslizador se refinaban las particiones y los alumnos veian como el valor
de la integral se encontraba entre los dos limites dados por las sumas inferior
y superior.

Ademads de las explicaciones con sus ejemplos, la mayoria de ellos sacados
de aplicaciones estadisticas por serles las mas familiares, resolvi un problema
en la pizarra que entranaba el uso de la integral definida para llegar a hallar
una incognita. El problema pedia, para una pardbola desplazada en el eje
vertical, calcular en intervalo tal que la integral definida en él fuese nula.
No habia ningin ejercicio similar en el libro. Con este ejercicio perseguia
varias cosas: llamar su atencion sobre como se relacionan las propiedades
de simetria respecto al origen de una funcién con el calculo de una integral
definida, en este caso, al ser simétrica, el intervalo era simétrico, y por tanto,
sélo habia una incégnita, que fuesen capaces de operar y usar la integral
definida para plantear la ecuacién que les permitiese despejar la incognita.
Ademss la ecuacion era tal que podria dar un resultado negativo, lo cual les
forzaba a reflexionar sobre la interpretacion geométrica de lo que estaban
haciendo, y elegir por tanto la solucién positiva.

En este ultimo caso, no se me presento el problema anteriormente citado,
di la clase sin apenas consultar los apuntes mas que para cerciorarme de
seguir el orden que me habia propuesto. Las notas, junto con varios proble-
mas resueltos del libro se pusieron a disposicién de los alumnos en internet.
Esto puso de manifiesto las ventajas anteriormente mencionadas sobre la
elaboracién propia de material que se han mencionado en la introduccién.

Para concluir, algunas reflexiones sobre el presente TFM. La seleccién
de contenido, en su mayoria, estaba fijada por ley, sin embargo hay espacio
para anadir ciertos matices y propiedades sencillas, como las de la distan-
cia y moédulo, que no son conceptualmente complicadas y sin embargo son
muchas veces omitidas en los libros. Esta labor de completar el temario,
creo que es positiva pues aporta riqueza y personalidad al curriculo, pero ha
de hacerse con sumo cuidado y midiendo muy bien los tiempos ya que, por
mi experiencia en el practicum, puede uno considerarse afortunado si le da
tiempo a dar todo el contenido minimo bien, esto hace que el material extra
tenga que reducirse a casi lo anecddtico, y no suponga un esfuerzo anadido
para los alumnos.

Junto con la seleccién de contenidos, hay que reflexionar en la didactica
y metodologia a utilizar. Me ha parecido fundamental en este aspecto,
fijarse y tener muy claros los contenidos minimos y objetivos que se pretende
alcanzar. A partir de ahi, digamos de forma retrospectiva, ir hilvanando los
contenidos junto con sus ejemplos y problemas destinados al aprendizaje
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y asimilacién de los mismos. En general, creo que es buena practica ir
introduciendo ejemplos con cada nuevo concepto antes de pasar al siguiente,
y es esta la filosofia que he seguido en el presente trabajo.

Otra dificultad es decidir el planteamiento de las notas: deductivo y 16gico
en el que los resultados aplicables sean derivados a partir de conceptos y ra-
zonamientos, o mas pragmatico dando prioridad a las "recetas de célculo”,
y justificandolas a posteriori. En mi caso, he preferido seguir el primer
camino pues me parece que es matematicamente mas instructivo por edu-
car en el razonamiento légico, deductivo y abstracto, para posteriormente
aplicar dichos resultados a situaciones cotidianas.

El tema que comportaba maés dificultad y ha conllevado maés reflexiéon ha
sido el de Geometria Analitica Plana debido a su contenido més abstracto
que el de Semejanza. Sin embargo, a este nivel y dadas las destrezas previas
de los alumnos, es el dltimo el que se ha prestado a un mayor nimero de
ilustraciones de tipo préctico y artistico como los ejemplos y tareas ponen
de manifiesto.

Como se ha comentado en la introduccién, una ventaja importante de la
elaboracién de notas propias es su dimensién dinamica. Lo que aqui se ha
expuesto constituye el punto de partida, algo sobre lo que yo, en el ejercicio
de la profesién irfa modificando en cierto grado segin el alumnado y los
cambios curriculares. Por ejemplo, una vez se tiene una bateria de problemas
consistente y variada, puede trabajarse en llevar algunos de esos problemas
al programa Geogebra. Algo m&s ambicioso y experimental, podria ser el
uso de Geogebra en alguna de las lecciones que mas se prestén a ello.

En definitiva, unas notas o cualquier material elaborado por el profesor
es siempre un trabajo inconcluso y por ello, creo que aporta mucha més
flexibilidad y naturalidad a la docencia, en la medida que puede adaptarse
mejor que los libros de texto terminados.
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