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Introduccion

Esta memoria tiene como objetivo profundizar en el estudio de los resul-
tados y propiedades relativos al crecimiento de las funciones enteras, para
culminar proporcionando generalizaciones de los clasicos teoremas de Polya
y de Martineau-Ehrenpreis para las transformadas de Borel-Laplace gene-
ralizadas en clases de funciones con crecimiento gobernado por un orden
aproximado, concepto que extiende el de orden exponencial habitual. Aun-
que no se presentaran resultados originales de investigacion, se ha realizado
un anélisis detallado de los resultados estudiados y se han aportado las de-
mostraciones correspondientes, en muchos casos inicamente indicadas en los
articulos con los que se ha trabajado. Mas atn, se han incluido, junto con su
prueba, todos los resultados utilizados que no forman parte del curriculo de
los estudios actuales de Grado en Matematicas y del Master en Investigacién
en Matematicas de la Universidad de Valladolid. Se espera que este traba-
jo haya proporcionado parte de las herramientas necesarias para empezar
a desarrollar un proyecto de investigacion que, presentado mas adelante en
esta introduccién, previsiblemente formara parte sustancial de la formacién
doctoral consecuente.

Dentro del temario de la asignatura “Ampliacion de Teoria de Funcio-
nes”, cursada en el Méster de Investigaciéon en Matematicas, se ha realizado
durante el presente curso académico el estudio de los resultados béasicos en
la teoria de crecimiento de las funciones enteras, que se apoyan en las no-
ciones que lo caracterizan como son los conceptos de orden, tipo y funcién
indicatriz. Asi, se han presentado el teorema de factorizacion de Hadamard
y las relaciones elementales entre el orden, el género y el exponente de con-
vergencia de la sucesiéon de ceros de una funcién entera, y se ha estudiado
el teorema de Phragmén-Lindelof y algunas de sus consecuencias directas.
Este es el bagaje previo de que se disponia para el inicio del estudio que nos
ocupa. Muchos textos clésicos de variable compleja cubren perfectamente
estos contenidos, como pueden ser los libros de A. I. Markushevich |23, Cap.
7] o de B. Y. Levin [18, Cap. 1].

Un papel prominente en estos desarrollos y, en particular, en la teoria de
la transformada de Laplace, lo juegan las funciones enteras de tipo exponen-
cial, que son aquellas funciones f para las cuales existe una constante a > 0
tal que se verifica

f(z)] < e,

para todo |z| > R con R > 0 suficientemente grande.

Vamos a recordar varias definiciones elementales necesarias para el enun-
ciado del Teorema I, con el que culminaré todo la tarea realizada. La trans-
formada de Borel F(w) de una funcién entera f(z) = > 3o, axz”/k! de tipo



exponencial se define en un dominio adecuado mediante

o0

F(w) = Z%.

k=0

Conviene senalar antes de seguir que no hay consenso en la literatura en
cuanto a la denominacién de las transformadas utilizadas. Asi, la que acaba-
mos de denominar transformada de Borel, siguiendo a L. S. Maergoiz [19], es
llamada de Laplace en otros textos, por ejemplo, el de P. Henrici [12], mien-
tras que en otros se denomina transformada de Laplace de f a la funcién
que, con la notacién previa, viene dada por

G(w) = 1/w Z apw®

(véase, por ejemplo, el libro de W. Balser [2]).

Recordamos también que una aplicacion n : H(C) — C se dice que es
un funcional analitico si es lineal y continua, donde H(C) es el espacio de
las funciones enteras en el que consideramos la topologia de la convergencia
uniforme en los compactos. En esta situacion, diremos que un compacto
K C C determina n si para todo entorno 2 de K existe una constante Cgq,
tal que

()| < Cosup{le(2)] : 2 € Y, ¢ € H(C).

Dentro del conjunto £(n) de todos los compactos que determinan 1 podemos
considerar subclases € C £(n) (por ejemplo, la de los conjuntos convexos).
Un elemento K € € decimos que es un soporte de 1 si es minimal en € para
la inclusién. Por ultimo, para todo funcional analitico 1 podemos considerar
una funcién compleja L, : C — C, que denominaremos la transformada de
Laplace del funcional, dada por la expresion

Ly(2) = n(e™®),

y que resulta ser una funciéon entera de tipo exponencial. G. Polya introduce
la nocién de diagrama indicador de f, como el conjunto compacto convexo

I, ;= {z € C: Re(ze ") < h.(0), 6 € R},

donde ;
In|f(re
he(0) = lim sup M, 0 € R, (0.1)
r—00 r
es la funcion indicatriz de f. Con la ayuda de este concepto se prueba el si-
guiente teorema, denominado de Polya-Ehrenpreis-Martineau, que relaciona
la transformada de Borel con la funcién indicatriz y afirma que la transfor-

mada de Laplace establece un isomorfismo.



Teorema I. Sea f una funcién entera de tipo exponencial. Sea h = h, su
funcién indicatriz, y sea K el conjunto compacto convexo mas pequeno al
complementario del cual se prolonga analiticamente la transformada de Borel
F de f. Entonces:

(1) K es el simétrico de Ij, con respecto al eje real, es decir,

K:Xh::{wECZEGIh}.

(2) Existe un funcional analitico i cuya transformada de Laplace coincide
con f(z), ademas, X}, es el soporte convexo de 7.

De forma natural surge el intento de generalizar este resultado para fun-
ciones enteras con un crecimiento menos especifico. Entre los afios 30 y 60
del siglo veinte, el trabajo de diversos autores soviéticos, como M. F. Sub-
botin, I. F. Lokshin, A. E. Avetisyan y M. M. Dzhrbashyan (ver [9]) llevo
a un resultado analogo al Teorema I para la clase de funciones enteras de
orden p > 0, tipo normal y funcién indicatriz no negativa. En esta memoria
se desgrana el trabajo de L. S. Maergoiz [19] quien mediante los érdenes
aproximados, un concepto que generaliza la nocién de orden de una funcion
entera, consigue demostrar un refinamiento de este teorema para funciones
enteras de orden p > 0, funcion indicatriz no negativa y tipo arbitrario (es
decir, incluyendo los casos en que el tipo es maximal o minimal). Esto es po-
sible gracias a que a toda funcién entera de orden finito se le puede asignar
un orden aproximado de modo que su tipo asociado sea normal.

Describimos a continuacién con mas detalle el contenido de esta memoria.
La Seccién 1.1 del primer capitulo, de cardcter preliminar, estd dedicada a
recordar los conceptos béasicos de orden y tipo de una funcién entera, asi
como algunos resultados cléasicos sobre productos de factores elementales
de Weierstrass. En la Seccion 1.2 de este mismo capitulo introduciremos el
concepto de orden aproximado, estudiaremos las propiedades inmediatas que
se deducen de este concepto, y probaremos el Teorema 1.25, que afirma que
toda funcién entera admite un orden aproximado para el cuél el tipo asociado
es normal. La demostracion de este resultado se basa en la recogida en el
libro de A. A. Goldberg y I. V. Ostrovskii [11, Cap. 2|. En la tltima secciéon
de este capitulo, se construiran funciones enteras con un orden aproximado
dado, como se indica en el Teorema 1.44 para el caso en que el orden es no
entero, y en el Teorema 1.47 para el caso en que el orden es entero. Cabe
resaltar que la necesidad de esta distincion entre orden entero (siempre el
caso méas complicado) o no entero (el més sencillo) es una constante en buena
parte de los resultados de la teoria general de crecimiento de las funciones
enteras.

El segundo capitulo de la memoria esta dedicado a generalizar el concep-
to de diagrama indicador para funciones enteras de orden p > 0 siguiendo
el desarrollo realizado en el libro de L. S. Maergoiz [20]. Para ello, en la



Seccién 2.1 comenzaremos por recordar hechos elementales sobre el funcio-
nal de Minkowski de conjuntos estrellados, lo que nos conducira a probar
un resultado de dualidad entre los cerrados estrellados y las funciones se-
micontinuas inferiormente y homogéneas de grado 1 (Teorema 2.11). En la
siguiente seccién, estableceremos la nocién de funcién trigonométricamente
p-convexa, con el objetivo de probar el Teorema 2.33 en el que veremos que
la funcién indicatriz generalizada hy, asociada a una funcién entera f y a un
orden aproximado correspondiente, es una funcién de esta clase. Finalmente,
en la Seccion 2.3 definiremos los conjuntos p-convexos, analizaremos sus par-
ticularidades y consideraremos la funcion @, (ver (2.12)) que nos permitiré
describir de forma sencilla el soporte de estos conjuntos. El Teorema 2.53
da un resultado de dualidad para conjuntos cerrados p-convexos analogo al
resultado dado en la primera secciéon de este capitulo. Para terminar, defi-
niremos el concepto de diagrama indicador generalizado y apoyandonos en
estos resultados de dualidad veremos la unicidad del mismo en el Teorema
2.55. Este diagrama indicador generalizado va a jugar el mismo papel que
el conjunto Ij en la generalizaciéon del Teorema I que describiremos en el
capitulo quinto.

A partir del tercer capitulo expondremos los resultados descritos en el
trabajo de L. S. Maergoiz [19]|. Para comenzar, ampliaremos de nuevo el
concepto de orden, introduciendo la nociéon de orden analitico aproximado,
que es una funcién analitica en un sector de la superficie de Riemann del
logaritmo bisecado por el semieje real positivo, y que se comporta sobre dicho
semieje como un orden aproximado en el sentido previamente definido. En
primer lugar estudiaremos las propiedades de estos 6rdenes en el Teorema
3.6 que nos va a servir para, dado un orden aproximado p(r), definir la
clase de funciones analiticas B(v, p(r)) en la Secciéon 3.2, cuya introduccion
serd crucial en la construccién de los niicleos integrales que apareceran en
las transformadas de Borel y Laplace generalizadas. Cerraremos esta misma
seccion estudiando las caracteristicas de esta clase de funciones, entre las que
cabe destacar la existencia de una funcién inversa dentro de una clase del
mismo tipo para cada elemento de B(, p(r)) (ver el Teorema 3.15).

Llegados a este punto, en el capitulo cuarto continuamos con la genera-
lizacion mediante la construccién de una funcion de momentos A para cada
funcion B(~, p(r)), en concreto, para todo A € C con Re(A) > 0 se define la
funciéon

A = A\ V) = ,0/000 P exp(—V (1)) dL.

que va a jugar el papel que la funciéon Gamma de Fuler representaba en el
caso clasico. En primer lugar, se probard un analogo a la formula de Hankel
para esta funcion A, en el Teorema 4.3. A partir de esta funcion A vamos a
definir una funcién E,, similar a la funcién de Mittag-Leffler y que aparecera
en el nacleo de las transformadas integrales correspondientes: dados p(r) un



orden aproximado y V' € B(v, p(r)), para todo z € C denotamos por

0 k
z
Epl=V) = kzo INCESRG)

Concluiremos describiendo algunas de las propiedades asintéticas y estudian-
do el comportamiento de la funcién indicatriz de esta funcion.

El dltimo capitulo tiene como objetivo primordial demostrar el Teorema
5.12, que es la version generalizada del Teorema I. Para lograrlo, previamen-
te definiremos adecuadamente las transformadas generalizadas de Borel y
Laplace y probaremos varios resultados sobre su representaciéon integral y el
dominio de definicién de las mismas.

Hasta aqui extendemos la descripcién de los resultados presentados en
la memoria. Como se indic6 al principio de esta introducciéon, procedemos
a continuacion a comentar la forma en que estos resultados pueden ser de
utilidad para estudios posteriores.

Dado un sistema meromorfo, lineal o no, de ecuaciones diferenciales or-
dinarias en un punto singular irregular del plano complejo, es natural la bis-
queda de soluciones en forma de serie de potencias. Cuando dicha solucion
existe, no es, en general, convergente, pero si tiene un significado asintotico,
en el sentido de que existe una solucién analitica en un sector con vértice en
el punto singular y cuyo desarrollo asintotico es precisamente la serie de po-
tencias formal. En los anos 80 y 90 del siglo pasado se ha disefiado por varios
autores (J. P. Ramis, Y. Sibuya, B. L. J. Braaksma, W. Balser, entre otros;
el libro [2] de este ultimo autor es una referencia fundamental) un méto-
do de sumacién, llamado multisumabilidad, que bajo condiciones adecuadas
permite la reconstruccion de la solucién analitica a partir de la formal. Esta
técnica se basa en el caracter Gevrey de la solucion formal (es decir, sus coe-
ficientes tienen un crecimiento gobernado por las potencias n!* para cierto
k > 0) y en la teoria asintética homoénima, que incluye resultados como el
teorema de Borel-Ritt-Gevrey y el lema de Watson, que establecen la sobre-
yectividad, respectivamente la inyectividad, de la aplicacién que envia cada
funcién sobre su serie de desarrollo asintético en sectores estrechos, resp.
amplios, del plano complejo. En el desarrollo de esta teoria asintética juegan
un papel primordial las transformadas de Laplace y Borel de orden & > 0,
tanto formales como analiticas, que pueden ser definidas por ramificacién
a partir de las transformadas clasicas para funciones de tipo exponencial,
o bien, como prueba W. Balser en su libro citado méas arriba, mediante el
uso de niicleos integrales especificos definidos a partir de una funcién plana
(esto es, con desarrollo nulo) en un sector adecuado. Esta técnica, que el
autor denomina de métodos de sumabilidad de momentos, ya ha encontrado
aplicacion al estudio de ciertas ecuaciones en derivadas parciales, entre ellas
las llamadas de momentos (ver los trabajos de W. Balser y Y. Yoshino [3],
de S. Malek [21, 22| y de S. Michalik [25, 26, 27, 28]).
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Sin embargo, existen fenémenos fisicos cuyas magnitudes no se limitan
0 asocian a un crecimiento Gevrey concreto, sino que pueden permanecer
entre dos ordenes de esta magnitud (ver por ejemplo el caso de ecuaciones
en diferencias tratado por G. Immink [14]), o superar cualquiera de estos
ordenes (como en el caso de las ecuaciones en g-diferencias, con soluciones
de crecimiento g-exponencial; ver Di Vizio, Ramis, Sauloy y Zhang [6]; Di
Vizio y Zhang |7]). Procede entonces considerar clases de funciones holomor-
fas mas generales que las Gevrey, denominadas clases ultraholomorfas, y las
correspondientes clases de series formales, de crecimiento (para sus derivadas
o para sus coeficientes, respectivamente) controlado en términos de una suce-
sién numérica denominada fuertemente regular, de las que las potencias del
factorial no son més que un ejemplo, si bien el més significativo. Los resulta-
dos paralelos al teorema de Borel-Ritt-Gevrey y lema de Watson en este tipo
de clases han sido obtenidos recientemente por J. Schmets y M. Valdivia [33],
V. Thilliez [34] y A. Lastra y J. Sanz [16, 17|. Pues bien, siguiendo las ideas
de W. Balser y sus métodos de momentos, es posible extender las técnicas de
sumabilidad antes descritas para el caso Gevrey a estas clases mas genera-
les, y a partir de ellas esperamos desarrollar nuevas herramientas analiticas
que permitan estudiar las propiedades asintoticas de soluciones formales en
estas clases para diversos tipos de ecuaciones algebraicas, en diferencias o
diferenciales, en situaciones similares a las tratadas por V. Thilliez [35] o
que generalicen los recientes trabajos mencionados en el parrafo previo.

Agradecimientos. Me gustaria dar las gracias a mi tutor, el profesor
Dr. D. Javier Sanz Gil, por haber aceptado dirigir este trabajo, por su infinita
paciencia y por su apoyo persistente. También por su correcciéon exhaustiva
que ha sido de gran valia.
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1. Ordenes aproximados y funciones enteras

1.1. Preliminares: orden y tipo de una funcién entera

En esta primera secciéon vamos a recordar brevemente los conceptos cla-
sicos de orden y tipo de una funcién entera. Estos dos conceptos sirven para
comparar el crecimiento de las funciones enteras con funciones de la forma
eX™ donde |z| = . Podemos encontrar un estudio detallado de los resulta-
dos asociados a estos conceptos en el libro de A. I. Markushevich |23, Cap. 7,
p.254-281]. También incluimos en esta secciéon algunos resultados de la teo-
ria de productos infinitos de funciones enteras que usaremos mas adelante,
especialmente en la Seccion 1.3, para la construccién de funciones enteras
con un orden aproximado dado. En el libro de P. Henrici [12, Cap. 8, p.1-
61] podemos encontrar el desarrollo especifico de esta teoria de productos
infinitos.

Definicién 1.1. Sea f una funciéon entera, se define My : (0,00) — [0,00)
por
My (r) = méx | ().

|z[=r

Observacion 1.2. Como f es holomorfa, en particular es continua, y por
tanto, M¢(r) es una funcién continua en (0, 00). Ademas en virtud del Princi-
pio del Modulo Mdzximo, si f no es constante, My es una funcién estrictamente
creciente y, por el Teorema de Liouville, M¢(r) — oo cuando 7 — oo.

Definicién 1.3. Sea f una funciéon entera. Si existe un ntimero p > 0, de
modo que existe 2, > 0 tal que

M(r) <e™, r> Ry, (1.1)
se dice que f es de orden finito. En este caso, definimos el orden de f como
p:=1inf{y>0: IR, > 0 de modo que se verifica (1.1) } > 0.

Si f no es de orden finito, diremos que p := oc.

Definicién 1.4. Sea f una funciéon entera de orden finito p, si existe K > 0
de modo que existe Rx > 0 tal que

Mg(r) < e, r> Rg, (1.2)
se dice que f es de tipo finito. En este caso, definimos el tipo de f como
oc:=Mmf{K > 0: IRg > 0 de modo que se verifica (1.2) } > 0.

Si f no es de tipo finito, diremos que o, := 0o. Ademas si g, = 0 diremos
que f es de tipo minimal, si o, = oo diremos que f es de tipo mazimal y si
0 < 0, < oo diremos que f es de tipo normal.
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Observacion 1.5. Es inmediato comprobar que si f es polindmica es de
orden p = 0. Méas aiin, en virtud de las desigualdades de Cauchy, s6lo para
las funciones polinoémicas se tiene que M¢(r) es de crecimiento potencial.
De otro modo, si f es transcendente, M¢(r) crece més rapido que cualquier
potencia %, con a > 0, cuando r — co.

Propiedad 1.6. (Ver [23, Cap. 7]) Sea f una funciéon entera, entonces

Inln M
p= h'msupo(T). (1.3)
r—00 Inr
Si ademés p < oo se tiene que
In M
0. = limsup w (1.4)
r—00 rP

Definicion 1.7. Sea f(z) = Y ° ¢p2™ una funcion entera, definimos la fun-
cion pf : (0,00) —= [0, 00) por

pg(r) == max |cp |r", r > 0. (1.5)
n>0

Observacion 1.8. Como |¢,| — 0 cuando n — oo, este maximo existe para
todo r > 0.

Observacion 1.9. El siguiente resultado da una definicién equivalente del
concepto de tipo de una funciéon entera f de orden finito p > 0. Su demostra-
cién, aunque clasica, se incluye principalmente por dos motivos. En primer
lugar, esboza el tipo de técnicas que aplicaremos mas adelante al considerar
conceptos més generales de orden aproximado y del correspondiente tipo. En
segundo lugar, en la prueba de este teorema obtendremos algunos resulta-
dos intermedios que usaremos mas adelante en la demostraciéon del Teorema
1.31, que generaliza este resultado.

Teorema 1.10. Sea f(z) = Y o, ck2" una funcién entera de orden finito
p >0y de tipo o. > 0, entonces

(geep)'/? = limsup(n'/? /|c,)).
n—oo

Demostracion. Supongamos en primer lugar que g, < oo y sea g > .. Por
las desigualdades de Cauchy para los coeficientes del desarrollo en serie de f
tenemos que para todo r > 0 y para todo n € Ny,

My(r)

TTL

|Cn‘ <

Por la definicién de tipo, se tiene que para todo r > R, suficientemente

grande

Me(r e’
len| < My (r) P
Tn /rTL
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para todo n € Ng. Tomando logaritmos,
In|ey| <or? —nlnr, r> R,, mn €N

Si para cada n € Ny definimos r,, := (n/op)'/?, vemos que existe n, € N tal
que para todo n > n, se tiene que r,, > R,, y por tanto

In|e,| < L ﬁ(1 +1In(op)) — " nn
pp op

para todo n > n,. De forma equivalente, se verifica que
1
Inn'? /e, < = (1 +In(op)), n>ng,
p

de donde tomando exponenciales y pasando al limite cuando n — oo, se
deduce que

limsupn'/? ¥/|en| < (ope)'/?.

n—o0

Como hemos escogido o > o, arbitrario, podemos afirmar que

limsupn'/? ¥/|cp| < (gepe)'/?.

n—o0
Por lo tanto, si definimos
/ 1 . 1/p n P LY p/n
o = — |limsupn/?y/|c,| | = —limsupn|c,|”",
pe n—o00 PE€ n—oo

tenemos que o’/ < 0. y en consecuencia para concluir basta con probar que
o’ > o.. Tomamos o verificando que ¢/ < o. Por la definicion de o', para
n > nj suficientemente grande, se tiene que

eop\n/p
len| < (—) . (1.6)
n
Dado r > 0, definimos m, = [2Pecprf], donde || denota la parte entera.
Puesto que m, — oo se tiene que m, > ny si r > Ry suficientemente grande.
Por tanto, si z € C y |z2| = r > Ry se deduce que para todo n > m, se

verifica (1.6) y, en consecuencia,

n/p 1 \"*
len2"| < (epl) r" < | — rt=2""
n 207P

Entonces,
mq o0 my
FEI<D ez + D ez < lealr™ +27,
n=0 n=m,+1 n=0
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para todo z € C con |z| = r > Ry. A partir de la definiciéon de la funcion
py dada en (1.5), y considerando valor de m,., para todo r > Ry podemos
afirmar que

Me(r) < (X +mp)pp(r)+ 27" < (14 2Peopr?)pup(r) +27M. (1.7)

Como p > 0, f no es una funciéon polinomial por lo que M(r) crece méas
rapido que cualquier potencia r®, con a > 0, cuando r — oo (ver Observacion
1.5). De acuerdo con la desigualdad (1.7) que acabamos de probar, lo mismo
es cierto para us(r) . Por lo tanto, para todo k € N existe 1, > 0 de modo
que si r > 7,

pr(r) = rilgg\cn\r" > 7P,

Por lo tanto, si ponemos M := méx,«p, |cp| y tomamos Ry > 0 suficiente-
mente grande de forma que ¥~ < 1/M cuandor > Ry y n < nq,y si toma-
mos Ry > 0 de forma que méxy,>yn, |cy|r" ™™ > 1sir > Ra, lo que es posible
porque f es trascendente, obtenemos que para r > R, = max{Ri, Ro, 7y, },
se verifica

pis(r)

= mAax <méx |cp |r™ ™™, méx |cn\r"_”1>
n>ni n<ni

< méx | max |c, |[r" ", 1 | = max |c, |r™ .

n>ny n>niy
En consecuencia si r > Ry, tenemos que p¢(r) = méx,>n, |c,|r", luego por
la desigualdad (1.6) se tiene que

eogp\"/P
—p> r", r> Ry, .

pf(r) = méx |c,|r" < max (
n

n>ni n>ni
Si consideramos la funcion I(z) = (eopr?/z)*/?, vemos que I'(x) = 0 para
x = oprP. Se comprueba inmediatamente que en este valor [(z) tiene un
maximo. Asi pues, para r > Ry, se tiene que

eop\n/p eoprf apr?/p
pr(r) < méx (—p) < i =
n>ni n O'pr

Uniendo este resultado a la desigualdad (1.7) se deduce que para todo r >
R = méx{Ry, Ry, } tenemos que

Mg(r) < (14 2%eaprf)e’™ +1 < (24 2%eapr?)e’™

y tomando logaritmos,

In My (r) < In[rP((2/7rP) + 2Peop)] g
rP rP
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Tomando limite superior cuando r — oo y teniendo en cuenta (1.4) se deduce
que 0. < 0. Puesto que o > ¢’ es arbitrario, se concluye que o’ > 0.y por
tanto, ¢/ = o, con lo que finaliza la demostracion en el caso finito. Con la
misma notacion, cuando . = oo tenemos que evidentemente o/ < o, y
vemos que o/ = oo, porque en caso contrario usando el mismo razonamiento
que en el caso finito para ¢’ < o llegamos a contradiccion. *

Definicion 1.11. Sea f una funcién entera de orden p > 0, entonces defini-
mos la funcion indicatriz de f por
In | f(re®
he(#) = lim sup M (1.8)
r—00 rP
Observacion 1.12. Esta funcién indicatriz permite estudiar el crecimiento
de una funcién entera sobre cada uno de las semirrectas que parten del origen.

Definicion 1.13. Llamamos factores elementales de Weierstrass a las fun-
ciones enteras F), para p € Ny definidas por

Eo() = E(z0) = 1 -,

22 2P
Ep(z):E(z;p):(l—z)exp(z+2—I—...+p>, p€N.

Los dos resultados siguientes son forman parte de la teoria clasica de
productos infinitos de funciones holomorfas. La mayor parte de los textos
sobre variable compleja desarrollan esta teoria y podemos encontrar la pruba
de los mismos en los libros de J. B. Conway [5, Cap. 11, p.279-291], P. Henrici
[12, Cap. 8, p.1-61] o S. Lang [15, Cap. 13, p.372-390].

Teorema 1.14. Sea {ax};2,; una sucesion de nimeros complejos tal que
0 <lai| <lag| <...<|an| <...yseapeN tal que la serie Y lag|~17P
converge, entonces el producto infinito

f(2) =] B(z/arp)
k=1

converge uniformemente en los compactos de C y define una funcién entera.

Teorema 1.15. (Teorema de Factorizacion de Hadamard ) Sea f una fun-
cion entera de orden finito p y sea {ay}72 ;| la sucesion de raices de f distintas
de 0 tal que 0 < |a1] < |ag] < ... < lap| < ...y seap € Ny el menor de los
elementos de Ny verificando que Y 32 |ax| P~ converge. Entonces

flz) = 2Mel(?) ﬁ E(z/ag;p),
k=1

donde P(z) es un polinomio de grado ¢ < p y donde m es el orden de 0 como
raiz de f. Ademés se comprueba que si p no es entero p < p.
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1.2. Ordenes aproximados, propiedades y orden aproximado
de una funcién entera

En esta secion se introduce el concepto de orden aproximado p(r). Si-
guiendo las indicaciones del libro de A. A. Goldberg y I. V. Ostrovskii [11,
Cap. 2| estudiaremos algunas de las caracteristicas inmediatas que se dedu-
cen de este concepto, y probaremos el Teorema 1.25 que nos dice que toda
funcién entera admite un orden aproximado para el cual el tipo asociado
oy es normal. Continuaremos estudiando el comportamiento de la funcién
Vir) = rP(") y obtendremos la Proposicion 1.28, que describe una propie-
dad de crecimiento regular de V que, junto con sus analogas para 6rdenes
analiticos aproximados, va a ser clave en el desarrollo de toda la teoria. En
el Teorema 1.29 probaremos que la funciéon V(r) admite una inversa U(t) y
que ademas esta inversa es del tipo U(t) = t”"®), con p*(t) un orden apro-
ximado. Por tltimo, el Teorema 1.31 da, para 6rdenes aproximados, una
caracterizacion de oy andloga a la que da el Teorema 1.10 para oe.

Definiciéon 1.16. Sea p(r) : (0,00) — R una funcion, se dice que p(r) es un
orden aproximado, Si :

1) p es diferenciable con continuidad,
)

(
(2) p(r) > 0 para todo r > 0,
(3) lim, 00 p(r) = p < 00,

(

4) limy o0 7p'(r) Inr = 0.

Observacion 1.17. Cuando se defina un orden aproximado mediante una
expresion funcional, ésta debera verificar siempre las condiciones (3) y (4),
mientras que las condiciones (1) y (2) podran verificarse sélo en un intervalo
(c,00) con ¢ > 0. En este caso, se entiende que p(r) se redefine adecuada-
mente en (0, ¢] de modo que se satisfagan (1) y (2) en todo (0, c0).

Definicién 1.18. Sean p;(r) y p2(r) 6rdenes aproximados, decimos que son
equivalentes si

lim [p1(r) — p2(r)] Inr = 0.

T—00

Observacion 1.19. Si pi(r) es un orden aproximado equivalente a otro
orden aproximado ps(r) y lim, o p1(r) = p1 < 0o entonces se comprueba
inmediatamente que

rP1(r)
lim po(r)=p1 y lim —— =1

7—>00 r—00 1rP2 ()
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Propiedad 1.20. Sea p(r) una funcién no negativa y diferenciable con con-
tinuidad en (0,00), entonces p(r) es un orden aproximado si y solo si la
funcion V(1) = rP(") satisface

1
lm nV(r)

r—oo Inr

. rV'(r)
=p<oo y Tlggo Vi =p. (1.9)

Demostracion. Supongamos que p(r) es un orden aproximado. Entonces

InV(r)

i ., p(r)lnr
lIm —— = lim —— =
7—00 lnr 7—00 lnr r—00

Por otra parte, como lim, _, 7p/(r) InrT = 0 se deduce que

rV'(r) _ . r(p(r)/r+p' (r)nr)V(r) , _
rhoo V() Jim V(r) = Mm p(r) +ro(r)Inr =p.

Reciprocamente, si p(r) es funcion no negativa y diferenciable con continui-
dad verificando (1.9), tenemos que

, o pr)nr  InV(r)
rli{glo p(?") B Tli{go lnr - Tll{go lnr - p < oo

Por otro lado,

lim rp'(r)Inr = lim rp/(r)Inr+p—p= lim r(p'(r)Inr +p/r) —p
r—00 r—00

r—00
. r(p'(r)Inr + p(r)/r)V(r) . rVi(r)
e V(r) P vy 7 0,
lo que termina la demostracion. *

Observacion 1.21. SilnV(r) = p(r) Inr — oo cuando r — oo, entonces la
primera formula de (1.9) es consecuencia directa de la segunda, aplicando la
regla de L’Hoépital.

Definicién 1.22. Sea p(r) un orden aproximado y sea f una funcion entera.
Definimos el tipo de f asociado a p(r) por

In M
o1(p(r)) = oy = lim sup 2222T)

r—00 re(r)

donde My(r) = méx|, o, |f(2)|. Decimos que p(r) es un orden aprorimado de
f si se verifica que

0<oy <oo. (1.10)
Por otra parte, la funcion hy : R — [—00, 00| dada por
1 0
hy(0) _ tm sup €] (1.11)
r—00 ,r.p(r)

se denomina funcion indicatriz generalizada de f asociado a p(r).
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Observacion 1.23. Comprobamos inmediatamente que si p(r) es un orden
aproximado de f, con p(r) — p cuando r — oo, entonces f es una funcion
entera de orden p. Mas atn, si f es una funcién entera de orden p y tipo o,
normal, es decir, 0 < o, < oo , entonces p(r) = p es un orden aproximado
de f.

Observacion 1.24. La funcién indicatriz generalizada extiende el concepto
de la funcién indicatriz definido en (1.8) y sirve de forma anéloga para es-
tudiar el crecimiento a lo largo de las semirrectas que parten del origen de
una forma maés precisa. Se verifica de forma inmediata que para todo 6 € R,
hy(0) < of. En el Teorema 2.33 de la Seccion 2.2 se muestran algunas de las
propiedades que verifica esta funcion.

Teorema 1.25. Sea f una funcién entera no constante de orden p < oo,
entonces existe un orden aproximado p(r) de f, es decir, de modo que o
verifica (1.10).

Demostracion. En primer lugar vamos a ver que existe una funcion p(r)
verificando las condiciones (2), (3) y (4) de los érdenes aproximados y que,
en lugar de verificar (1), verifica la siguiente condicion mas débil: p(r) es
continua en (0,00) y diferenciable con continuidad en todas partes excepto
en un conjunto aislado de puntos en los que tiene derivadas laterales finita.
Veremos, en segundo lugar, que en entornos suficientemente pequenos de los
puntos donde la derivada no existe la funcion p(r) puede sustituirse por una
funcion que se diferencia de p(r) en una o((In7)~!), de modo que la funcién
resultante sea C! en (0,00) y de modo que siga verificando las condiciones
(2), (3) y (4).

Construyamos la funciéon p(r) antes mencionada. Como In M¢(r) — oo
cuando r — 00, sea Ry > 0 tal que In My (r) > 1 para todo r > Ry. Definimos
dr) = Inln M¢(r)

Inr
para todo r > Ry, y d(r) = 0 para r < Ry. Observamos que en virtud de la
igualdad (1.3) se tiene que

limsup d(r) = p.

T—00

Por tanto, tenemos dos posibilidades:

Existe una sucesion de reales positivos {ry}32 , tales que 7, — ooy d(r) > p.
En este caso, definimos ¢(r) := max,<, d(x) y observamos que esta funciéon
verifica, las siguientes propiedades:

e La existencia de la sucesion {r}7°, permite afirmar que ¢(r) > p > 0.

e (1) es decreciente, puesto que se ve facilmente que si s < ¢, entonces
e(s) = p(t).
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e lim, o @(r) =limsup,_,., d(r) = p.

Definimos el conjunto de méaximos por M = {r > 0 : d(r) = ¢(r)}. Ob-
servamos que M es no acotado, puesto que si 91 fuera acotado existiria un
ro > Ry tal que si r > rg entonces r € 9. Por lo tanto, para todo r > rq,
d(r) < ¢(r), de donde se deduce que, si rg < r < t, ¢(r) = ¢(t). Como para
todo 1 > 19 se tiene que p < d(r;) < ¢(rg) = ¢(r) con r > rp, tomando
limite cuando r — 0o, tenemos que p < lim,_,» ¢(7), lo que es absurdo.

Sea R; € M tal que R; > max{exp(e®), Ro}. Definimos
p(r):=@(R1) 10, R,
Como ¢(r) decrece hacia p, podemos asegurar que existe
ti:=mmf{neN: n>1+R; y p(R1) > p(n)},

y definimos p(r) := ¢(R1) cuando r € [Ry,t1].

Por otra parte consideramos las curvas

Gua: y=¢(@), Cp:y=pR)—Inzz+Inzt,

donde Ing z = In(In(Inz)). Observamos que para x > t; > exp(e) estan bien
definidas. Definimos

up:=inf{z € R, z >t;: p(x) = p(R1) —Inzz + Inz t1}.
La curva (1,4 estd por debajo de la curva (i g en t1, puesto que

go(tl) < QO(Rl) = ,O(Rl) = p(Rl) —Ingt; + Ing ¢;.
Al ser las dos curvas continuas y como ¢(x) > py p(R1)—Ingz+Ingt; — —oo
cuando x — 00, se concluye que este u; existe.

Definimos p(r) := p(R1) — Ing 7 + In3 ¢, en el intervalo [t1,u1]. Observamos
que en este intervalo p(r) > ¢(r), dandose la igualdad sélo para r = u;.
Tomamos ahora Ry := min(M N {r > u1}) y definimos p(r) := ¢(R2) en
[u1, Rg]. Observamos que en este intervalo p(r) = ¢(r). Para terminar de
definir p(r) iteramos la construciéon que acabamos de realizar, lo que es posible
porque 9 es no acotado.

Veamos que la funciéon p(r) construida es un orden aproximado de f. Se
verifica que:

e p(r) esta definida en (0,00), puesto que R, — Rp—1 > up—1 — Rp—1 >
tn1—Rp1 2> 1

e p(r) = ¢(r)>p=>0.
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e La funcion p(r) es continua y diferenciable con continuidad, en todo
(0,00), excepto en los puntos, t, y uy,.

e Por una parte, como p(r) > ¢(r) para todo r > Rj, tenemos que

lim p(r) > lim ¢(r) = p.

r—00 r—00
Por otra parte, para todo € > 0 existe un sy tal que para todo r > sq,
p(r) < p+e. Sea R, > sp, para todo r > R,, se tiene que
p(r) < p(Ry) < p+e.

Consecuentemente, lim,_,+ p(r) = p.

e En los tramos donde p(r) es constante su derivada es nula, y en los
tramos donde p(r) = p(Ry) — Ing r + Ing t,,, se tiene que

-1
/ = -
pr) rinrlngr’
donde Ingxz = In(lnz). Esto nos permite afirmar que, en todo caso,

l{m, 00 7 Inrp/(r) = 0.

e Por tltimo, como In My (r) = rdr) < r#(r) < rP(") | tenemos que
or <1< o0,

y como para todo n € N, In M¢(R,) = R,Fn) = R ¢(Fn) — R p(Bn)
podemos concluir que 0 < oy = 1.

Por tanto, p(r), excepto porque no es C! en todo (0,00), cumple las condi-
ciones para ser un orden aproximado de f.

(B) Si d(r) < p para todo r > Ry, tomamos Ry > exp(e®) de modo que se
verifique que In My (r) > 1 para todo r > Ry. En esta ocasion diferenciamos
dos casos:

(B.1) Si existe una sucesion de reales positivos {ry}32 ; tales que r, — oo y tales
que d(ry) = p, definimos p(r) = p en (0, 00). Se comprueba facilmente que
p(r) = p es un orden aproximado. Ademas, se tiene que

In My(r) = pdr) < pp

y, para todo n € N, In M (ry,) = %) = P por lo tanto, o =1.
(B.2) Si0 < d(r) < p para todo r > Ry, definimos

Y(r) := max d(z).

[RO 771}

Observamos que 9 (r) es continua, creciente, y con lim, o ¥ (1) = p.
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Consideramos el conjunto £ = {r > Ry : ¢(r) = d(r)}. £ es un conjunto
no acotado, puesto que si existiera ry > Ry, de modo que para todo r > rq
d(r) < ¢(r) =d(y), con y < rg, tendriamos que

p= lim d(r) < lim ¢(r) = d(y) < p,

r—00 r—00

lo que es imposible.

Sea R; € £, consideramos las curvas

Ay =Y(x), m,B: y=p+Ingz —Inz Ry,

que estan bien definidas para x > Ry > exp(e®). En el punto R; la curva
1,4 esté por debajo de la curva 7y g. Si tomamos R; suficientemente gran-
de existe s € (Rp, R1), abscisa de un punto de corte entre las curvas; basta
con tomar R; de modo que p+Ing Ry — Inz Ry < ¢(Rp) — 1, lo que es po-
sible porque —Ingx — —oo cuando x — co. Tomamos R suficientemente
grande también para que £N (Ry, s] # 0.

Para ese Rj, denotamos s := sup{s € (Rp, R1) : ¥(s) = p+Inzs—Ing Ry }.
Como £ N (Rop,s1) # 0 denotamos por v; := max{v € £ N (Ry,s1)}.
Definimos p(r) := ¢ (v1) = d(v1) en (0, s1].

Sea Ry > 1+ Ry, Ry € £, suficientemente grande de modo que existe
s = sup{s € (Ri1,R2) : ¥(s) = p+Ings — Ing R}, y de forma que
LN(Ry, s2) # 0. Denotamos por vy := max{v € LN(R1, s2)}, como ¢(s1) <
P(vg) = d(ve) < p, existe 51 < wy < Ry tal que p+1Ing wy —Ing Ry = 1 (v9).
Asi pues, definimos p(r) := p+ Ingr —Ing Ry en [s1,w1], y p(r) := ¥(v2)
en [wi, s2]. Iterando la construccion definimos p(r) para todo r > 0.
Anélogamente a lo probado en el apartado (A), se ve que, salvo por la
condicion de derivabilidad, p(r) es un orden aproximado. Con esta cons-
truccion ¢(r) < p(r) para todo r > Ry, y por lo tanto, como In M(r) =
ri(r) < r¥() < pP() ] se tiene que oy < 1, y como para todo n € N

In My(t,) = tndtn) — ¢ ¥(tn) — ¢ P(tn) ge verifica que of=1.

Veamos ahora como podemos sustituir estos érdenes p(r) que hemos cons-
truido por unos ordenes p;(r) derivables con continuidad en todo (0, c0). En
concreto, vamos a ver como remplazar el orden construido en (A) en un en-
torno de t,, por otro que sea derivable con continuidad en dicho entorno. Para
el resto de puntos donde no tenemos derivabilidad y para el resto de casos
la construccién es anédloga. Fijado un n € N existe §,, > 0, que denotaremos
por brevedad como §,, = ¢, suficientemente pequeno de forma que

(r) = o(Ry) si r € [ty — 0, tn)],
P ©(Ry) —Ingr +Ingt, si r € [ty,t, + 9]

Vamos a sustituir p(r) en el intervalo [t, — d,t, + ] por una funcion pq(r),
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polinémica de grado 3, a la que vamos a imponer las siguiente condiciones:

p1(tn —6) = p(tn — &) = p(tn) > 0, p1(tn +6) = p(tn +6) >0,
pi(tn —0) = p'(tn —0) =0, pi(tn +9) = p'(tn +0) <0.
En consecuencia, existen a, b en R de modo que podemos escribir
p1(r) = p(tn) +a(r — (tn — 8))* +b(r — (tn — 8))°.

Sustituyendo los otros dos datos, comprobamos que tomando § > 0 suficien-
temente pequeno, se tiene que

pr(r) <0, 1€ (ty =3ty +9). (1.12)

Como p(r), p1(r) toman el mismo valor en ¢, —J y ¢, + 6 y como p(r) es
constante en [t, — 0, t,], usando (1.12) podemos afirmar que

()] < sup [p/(s)
Se(tnytn+6)

para todo r € (¢, — d,t, +0), de la expresion de p’ ademéas sabemos que este
superior es menor que |p'(¢,)]. Este hecho, junto con el hecho de que [p/(s)]
decrece en (ty,t, + ¢), permite afirmar, por un lado, que si r € (¢, — 9, t,)
tenemos que

rinr|pl(r)| < toInt,|p ()] — 0, cuando n — oo;
por otro lado, si r € (t,,t, + 0) tenemos que

rinr|py(r)] < (tn + 6) In(tn + )10/ (t;))]

) )
=t, (1 + t> [lntn +1In (1 + tﬂ 10/ (tn)] — 0,

cuando n — oo. Por lo tanto,

, / .
Tlgglorlnrpl(r) = 0.

Por otra parte, también de (1.12) se deduce que
lp(r) = pr(r)| < |p(ta) — p1(tn)| < |ald® + [b]6?,

para todo r € [t, — J,t, + J]. Si suponemos que 0 < ¢ < 1 es suficientemente
pequeiio de forma que |a|6? + |b|63 < 1/(t, + 1), deducimos que
1 1

<7
th, +1 r

o(r) — pa(r)] <
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para todo r € [t, — J, t, + ¢]. Consecuentemente,

lim (p(r) — p1(r)) Inr =0,

7—00

de donde se concluye que
lim p1(r) = p,

T—00

y que p(r) y p1(r) son equivalentes. Por lo tanto, podemos concluir que pq(r)
es un orden aproximado asociado a f.

*

Observacion 1.26. En la prueba de este resultado sélo hemos utilizado que
In My(r) esta en la clase A de las funciones g : (0,00) — R continuas, no
negativas y no decrecientes a partir de un determinado R > 0 y tales que

1
lim sup ng(r)

r—00 nr

< 00

Por lo tanto, a toda funcién g de A le podemos asociar un orden aproximado
de modo que

) g(r)

hirisogp 0 € (0, 00).
Propiedad 1.27. Sea p(r) un orden aproximado, entonces la funcion L(r) =
rP(1) =P satisface la relacion

L
m 287 1 e (0,00), (1.13)

r—00 L(r)

y la convergencia es uniforme en todos los compactos [a, b] C (0, 00).

Demostracion. Sea [a,b] C (0,00), Observamos que para todo s € (0,00) se
tiene que

L(sr) (s1)Ps7) =P

7oy =W = le(sr) = pls o+ [p(sr) — p(r)] I (1.14)

Por otra parte, para todo £ > 0, como p(r) es un orden aproximado existe
ro > 1 tal que para todo R > rg, tenemos que

Ip(R) — p| <e,
Rl (R)|InR < .

En particular, para todo r verificando que ar > rg, se tiene que sr > ar > rg,
para todo s € [a,b], y por tanto,

Ip(sr) —p| <&, sr|p/(sr)|lnsr <e. (1.15)
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Como queremos probar la convergencia uniforme en los compactos, dilantan-
do [a,b] si es necesario, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
1€ [a,b].

Sis e (1,b] yr € (0,00) aplicamos el teorema del Valor Medio de Lagran-
ge ala funcion p(e?) en [Inr, In(sr)] y obtenemos que existe t* € (Inr, In(sr)),
tal que

plsr) — plr) = (In(sr) — Inr)et” ().

Si definimos s* := e /r se tiene que s* € (1,5s) y también

p(sr) — p(r) = (Ins)s™rp (s7r).

Sis€la,1)yre(0,00) aplicamos el teorema del Valor Medio de Lagrange
a la funcion p(e?) en [In(sr),Inr] y obtenemos que existe t* € (In(sr),Inr),
tal que

p(r) = p(sr) = (Inr — In(sr))e!" o/ (e").

Si definimos s* = et /r se verifica que s* € (1,s) y ademas

p(r) — plsr) = (~Ins)s™rp (s"r).

En ambos casos, si tomamos r de forma que ar > rg, usando (1.15), como
s* > min{s, 1} > a obtenemos la desigualdad

lp(sr) — p(r)| = | Ins|s*r|p'(s*r)| < Map (1.16)

€ €
s < Map——r,
In(s*r) < ’bln(ar)

para todo s € [a,b], donde M, = max{|Ina|, Inb}. Por tanto, si s € [a,b] y
ar > ro, usando (1.14), (1.15) y (1.16) se tiene que

L(sr) Inr Inr
| M, My p——— < eM, 1 .
o G| < st + ety < ites (14 05

Teniendo en cuenta que la funciéon Inr/In(ar) es decreciente si r > 79/a,

vemos que
In(ro/a)
In To ’

L(sr)

In L)

< 5Ma,b <1 -+

Esta desigualdad nos permite concluir que In(L(sr)/L(r)) converge unifor-
memente hacia 0 en [a, ], y consecuentemente L(sr)/L(r) converge unifor-
memente hacia 1 en [a, b]. *

Cualquier funcion satisfaciendo la Propiedad (1.13) se dice que es una
funcion de variacion lenta.

Propiedad 1.28. Sea p(r) el orden aproximado de una funcién entera f,
sea V(r) = r?("). Entonces
V(sr)

M TGy = 20

y la convergencia es uniforme en todos los compactos [a, b] C (0, 00).
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Demostracion. La demostracion es inmediata, basta observar que L(r) =
V(r)/r? y aplicar la Propiedad 1.27. *

Propiedad 1.29. Sea p(r) el orden aproximado de una funciéon entera f,
con p > 0. Entonces existe R > 0 tal que la funcion V (1) = (") es monétona
estrictamente creciente para todo r > R. Ademas si r = U(t) es la funcion
inversa de V definida para ¢ > V(R), tenemos que

P (t) = InU(t)

Int
es un orden aproximado con p*(t) — 1/p cuando t — co.

Demostracion. Para todo r > 0, se tiene que
V'(r) = p(r)rPO= 4 PO (2 Ine = rP O p(r) 4 1o (7) In 7).

Como rp/(r)Inr tiende a 0 cuando r — oo, si tomamos 0 < & < p existe
R > 1 tal que para todo r > R,

p—e<pr)+r(r)lnr <p+e.
Por tanto, para r > R,
V(1) > (p — )DL = (p — e)elp-Dnr 5

Luego V(r) es estrictamente creciente para todo r > R, por lo que podemos
definir la funcion inversa r = U(t) para todo r > R, es decir, cuando t =

V(r) > V(R).
Tomamos R suficientemente grande de forma que V(R) > 1. Veamos que
la funcion p*(t) := InU(¢)/Int es un orden aproximado. En primer lugar,

p*(t) es C! por serlo V(r). En segundo lugar, como U(t) es estrictamente
creciente para t > V(R), se tiene que

_ Ut mU(V(R))

pr(t) 2 o7 =InR/Int > 0.
Por otra parte, como p(r) es un orden aproximado se deduce que
o e U@ WmUWV(r) 1
fm pr(t) = Jim = e =l ey T, <% (1.17)
y del mismo modo, usando la propiedad 1.20,
U’(t) Int - hlU(t) IHV(T‘) - Inr
, %/ Y U(t) t Y V' (r)r V(ir)
tlgrolo b (8 Int = tlggot (Int)2 It = rlggo vir) nV(r)
_ !/
— lim Vir)InV(r)—rV'(r)Inr — lim V(r)  Inr _o.
=500 V/(r)rinV(r) r=oo \ V/(r)r  InV(r)
Consecuentemente, concluimos que p*(t) un orden aproximado verificando
que p*(t) — 1/p cuando t — oo. *
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Definicién 1.30. Dado un orden aproximado p(r) el orden aproximado p*(t)
definido en la propiedad anterior se dice orden conjugado de p(r).

Teorema 1.31. Sea f(z) = Y jock2” una funcién entera de orden finito
p > 0, de orden aproximado p(r) y con tipo asociado o¢. Entonces

(opep)'? = limsup U (k) ¥/ cx], (1.18)

k—00

donde U(t) = r es la inversa de V(1) = (") para todo r > R suficientemente
grande.

Demostracion. Como p > 0, podemos considerar p*(t) el orden conjugado
de p(r). Por la propiedad 1.28, la funcion U(t) = t*"®) verifica que

. Ul(kt) 1/p
Por otra parte, por las desigualdades de Cauchy y por la definicion del tipo
oy, para todo n € Ny, para todo o > oy y para r > R suficientemente
grande se tiene que
Mg(r)  eo”

< )
,rTL T’I’L

|en| <
tomando logaritmos deducimos que para r > R; se tiene que
In|c,| < or”™ —ninr.,

La funcion V(r) = 7(") es estrictamente creciente para r > R > Ry, to-
mamos nyg € N de forma que n/(ocp) > V(R) si n > ng. Como ademaés
lim, o V(r) = 00, dado n > ng existe un unico r, > R tal que
n
— = ""np(rn) = V(Tn)
op
Luego para todo n > ng se verifica que
n n n
In|e,| < ——=nlnr, =——nlnU(—)
p p op

o0, equivalentemente, sumando InU(n) a ambos lados y tomando n > ng
suficientemente grande para que U esté definida,

. 1 U(n)
an(n)m<p+an(:p).

Finalmente, tomando exponenciales en esta tltima desigualdad, pasando al
limite superior cuando n — oo y aplicando la igualdad (1.19) tenemos que

limsup U(n) {/Jen| < (ope)'/?,

n—oo
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y como hemos tomado o > o arbitrario, podemos concluir que

limsup U(n) {/|cn| < (ofpe)l/p. (1.20)

n—oo

Si definimos

. p
00 1= — (h’msup U(n) m> )

pe n—o00
de la desigualdad (1.20) se deduce inmediatamente que o9 < oy. Veamos
ahora que se verifica la desigualdad contraria. Tomemos o7 verificando que
oo < 01. Sea € € (0,1) tal que o9 < (1 — €)Poy, por la definicion de o( para
n suficientemente grande se tiene que

. (91pe)"/*
Vel < (1 - E)W-

Aplicando la igualdad (1.19) para k = 1/(o1p), para n suficientemente gran-
de se deduce que

ol U(n) (o1pe)t/p ellr
m<(01/>)1/”U(n/01P) Un) — Ulnfoip)

Tomamos n; suficientemente grande vemos que para n > np, y para todo

r >0,
| | ellp "
et < | =———r ] .
Ulnjoip)

Por lo tanto, tomando maximos, y teniendo en cuenta que |c,| — 0 cuando
n — 00, para todo r > 0 se tiene que

max |cp|r" < méx | — | r". 1.21

n>ni ’ n‘ n>ni U(TL/O'lp) ( )
Por otra parte, podemos ver que para p; > p, por la definicién de orden de f
asociado a p(r), para toda constante positiva ¢ > 0 se tiene que para r > rq
suficientemente grande,

len2™| < My(r) < e, n € N.

Consideramos ho(x) = e“"' 2" definida para = > 0. La funcion ho(z)

alcanza su minimo en z = (n/(p1c))'/?. Consideramos ng € N tal que
(n/(p1c))'/P* > ry para todo n > ng. Por tanto, para todo n > ng,

lca| < eM/P1 (&)"/m - (Llce)n/m.
" n n

Podemos observar que esta igualdad es anéloga a la igualdad (1.6) de la
demostracién del Teorema 1.31. En consecuencia, si r > 0 definimos m, =
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[2P1ecpirPt], donde [ ] denota la parte entera y realizamos el mismo razona-
miento que en la prueba del citado teorema. Para todo r > Ry suficiente-
mente grande podemos concluir que

My(r) < (1427 ecpir ) pup(r) +277 < (2427 ecpir)uyp(r), (1.22)

donde consideramos la funcion pir definida en (1.5). Como f no es una funcion
polinomial, por ser de orden estrictamente positivo (ver Observacion 1.5),
deducimos, al igual que en el Teorema 1.31, que existe R,, > 0 tal que si
r > Ry, tenemos que p¢(r) = Max,>p, |cy|r"”. Luego por la desigualdad
(1.21) se tiene que

el/p "
— 4 n z n
py(r) = max lenlr™ < mx (U(n/glp) ™, 1> Ry, (1.23)

Consideramos la funcién definida para = > n; por

el/Py !
rle) = <U<x/<alp>>> /

y vamos a estudiar donde alcanza sus maximos. En primer lugar, tomamos

ny de modo que U(z/01p) es inyectiva cuando x € [ng, 00). Esto nos permite,

para simplificar los calculos, realizar el cambio de variable y = U(x/(01p)).
Derivando, observamos que

1 V'(y)

hl(y) =0 < T.(y):=Inr—Iny+ - —

" ' P yV(y)

donde V (r) = 7*("). Ademés por la propiedad (1.9) de V, sabemos que existe

yo > 0 suficientemente grande tal que para todo y > yo > U(na/(o1p)) se

verifica que

=0, (1.24)

-1 1 V'(y) 1
— <aly) =-— < —.
3 ) pyViy) 3
Observamos que si 7 > yoel/ 3 se tiene que
1 1
Ty (yo) = Inr — Inyo + a(yo) > Inyoe'/® — Inyo + a(yo) > 3737 0.

Del mismo modo, observamos que para r > yoel/ 3 fijo, si tomamos y >
ret/3 > 7o se cumple que
1/3 1.1
T.(y)=Inr —Iny+a(y) <lnr—Inre’’ + a(y) < —3 + 3= 0.
Por lo tanto, de la continuidad de 7} se deduce que T, se anula en [y, ret/ 3].
Maés precisamente, teniendo en cuenta que si y € [yo, re~ 1/ 3] se verifica que
1 1

T.(y) =Inr —Iny +a(y) > Inr —Inre 3 + a(y) > 3—3-0
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y podemos afirmar que para r > yoe'/3, h, alcanza sus méximos en el in-
tervalo [re~1/3, rel/?]. Tomamos y*(r), el maximo global de h,. Poniendo
a*(r) := a(y*(r)), y despejando en (1.24) vemos que podemos escribir

vy (r) = e My con a*(r) =0 cuando r — oo, (1.25)

porque y*(r) — oo cuando r — oo. Observamos que podemos tomar n;
suficientemente grande de modo que yg < U(ni/o1p). Aplicando esto a la
desigualdad (1.23) vemos que

l/p n l/p Cflpv(y*("'))
pg(r) < max <er)> <méax hy(y) = (6 r)

n>n \ U(n/oip y>40 y*(r)

para todo r > R, . Usando que y*(r) = e®” (" mediante un pequeiio calculo
vemos que
/oy o1pV (y*(r))
(WT)) = exp ((1/p = 0" ())orpV (" Or)).

Por la Propiedad 1.28, sabemos que para r > R > R,, suficientemente
grande se tiene que V(e® ") = e, IV (1)(1 4 o(1)), puesto que a*(r) €
[—1/3,1/3] y tenemos convergencia uniforme en los compactos. Encadenando
las desigualdades para r > R vemos que

pp(r) < 1" (1Ho(1)ers M) —a* (rorr? ) (14o(1)er" ")

Observamos que (1 4 o(1))e”® (") = (1 4 o(1)). En consecuencia, de la de-
sigualdad (1.22) deducimos que

My(r) < (2+ 21 ecpyrPt )@ (Mo (o(1) gorr? ) (1to(1))

y tomando logaritmos para r > R vemos que

In M (r) - In[rPr((2/rP1) + 2P ecpy )]
TP(T) TP(T)

— a"(1)or(L+ o(1)) + (1 + o(1))or.

Tomando limite superior cuando r — oo, se deduce que oy < o1, y por tanto,
oo = o con lo que finaliza la demostracion del teorema. *

Observacién 1.32. Sea f(z) = > 72, cx2" una funcién transcendente entera
y p(r) un orden aproximado con p > 0, que no es necesariamente el orden de
f. Modificando ligeramente la prueba del teorema anterior, podemos asegurar
que si el limite

lim sup U (k) /||, (1.26)

k—o0

es finito y no nulo, entonces p(r) es un orden aproximado de f y su tipo
asociado oy viene dado por (1.18).
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1.3. Construccién de funciones enteras con un orden aproxi-
mado dado

En esta seccion vamos a ver como, dado un orden aproximado p(r), pode-
mos construir una funcion entera para el cual p(r) sea un orden aproximado.
Para probar este resultado vamos a diferenciar dos casos, p entero y p no en-
tero. En el caso en que p no sea entero el Teorema 1.44 nos permitira concluir
el resultado. Anélogamente en el caso p entero el Teorema 1.47 solucionara
el problema. La prueba de estos teoremas se basa en los resultados descritos
en el libro de B. Y. Levin [18][Cap. I,Sec. 17, p.61-70], para demostrarlos
usaremos resultados elementales sobre el orden y el tipo de una funcién en-
tera y emplearemos la notacion y las técnicas de la Integral de Stieltjes (ver
Definicién A.1). Por tltimo, probaremos el Teorema 1.49 que vamos a usar
en la demostracion del Teorema 2.33 que describe las propiedades de la fun-
ci6on indicatriz hy. Esta funcion hy es clave en la descripcion del dominio de
la transformada de Borel genralizada de f. Comencemos por demostrar una
serie de lemas auxiliares acerca de la densidad de las sucesiones de ceros de
una funcién entera que nos van a permitir probar los teoremas.

Definicion 1.33. Sea {a;,};°; una sucesion no decreciente de ntimeros reales
positivos tal que limy_,o, ar = 00, denotamos por n(r) el nimero de miem-
bros de {ax }72 ;| verificando que a, < r. Llamamos ezponente de convergencia
de la sucesion {ay}72 | al nimero

, 1
Mar}izy) =mf{A>0: E — < oo},
a
k=1 "k
y definimos el orden de n(r) por
Inn(r)
=i .
p(n(r)) = limsup = ==

Observacion 1.34. Este concepto de orden generaliza la definicién de orden
de la funcion In My (r) a la clase de funciones positivas no decrecientes.

Lema 1.35. Sea {a;}7°, una sucesion no decreciente de ntimeros reales
positivos tal que limy,_, ap = 00, entonces A({ax}32,) = p (n(r)).

Demostracion. Para todo A > 0, usando la terminologia de la integral de
Stieltjes (ver Definicion A.1) podemos escribir

i 1 /00 dn(t)

P N

k=1 %k o !

Por otra parte, de la integracién por partes obtenemos la siguiente igualdad

/OT d%t) = [Tff)] - */OT —Z(flft - ”X) + A/OT Z@Cft (1.27)

0
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puesto que a; > 0. Esta identidad nos permite afirmar que, si tomamos
A > A{ar}2,), es decir, si 325° a;* converge, entonces ambos términos
en el lado derecho de (1.27) estan acotados. Como el segundo término es
mondétono creciente, ademas de acotado, converge, es decir,

* n(t)dt
| <

De esta convergencia para € > 0, y r > R. > 1, deducimos que
n(r) o dt * n(t)dt
r}\ :)\n(T)/ W S)\/ t/\+1 <E,
T T

lo que nos permite afirmar que para € = 1,

Inn(r) Inr

=
Inr Inr '
para todo r > R.. De esta desigualdad se deduce que p(n(r)) < A para todo

A > A{ar}32,), y en consecuencia A({ax}32 ) > p(n(r)).
Reciprocamente, si tomamos p > p(n(r)), para todo € > 0 tal que p >
e + p(n(r)), tenemos que
n(t) < tPrr)te,

para todo t > t. y por lo tanto, para todo t > t.,
/°° n(t)dt /°° P () +e gt

< — <

‘. trt+1 ‘. tp+1 ’

nt(;) < (M) +e=p < \f = cte,

de donde se demuestra, usando la igualdad (1.27), que

Consecuentemente, p > A({ax}72 ) para todo p > p(n(r)), lo que nos per-
mite concluir que p(n(r)) > A({ax}72,), y unido a la otra desigualdad que
acabamos de probar p(n(r)) = M{ar}3 ;). *

Lema 1.36. Sea p(r) un orden aproximado satisfaciendo que existe p entero
tal que p < p < p+1ysea0 < A < oo. Entonces existe {ay}3>,; una
sucesion no decreciente de niimeros reales positivos de modo que p es el més
pequeiio de los enteros positivos verificando que Ezozl(ak)*lfp converge y de

/\‘—r—’

forma que

lim nir) _ A (n(r) ~ AP e oo) . (1.28)

r—00 rP(T)
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Demostracion. A partir de un R > 0, V(r) es inyectiva, lo que nos permite
considerar su inversa U(t). Basta tomar a; = U(k/A), la tnica raiz de la
ecuacion k = A" lo que es posible para todo k > AV(R). Si AV(R) > 1,
definimos a1 = a2 = ... = ag = U[(K 4+ 1)/A], donde K = inf{k € N :
AV(R) > k}. Por tanto, {a}32 es una sucesién no decreciente de ntimeros
reales positivos, y se tiene que

k<
i ") e nUG) o sup{k €N R < As)

r—00 rP(T) S—00 S S§—00 S

A.

Por tltimo, como lim,_,~ p(r) = p < p+ 1, para todo £ > 0 suficientemente
pequeiio y r > R. adecuado se tiene que

Inn(r) _ In(n(r)/rP)) + InrP(r) <S4 1) < et p.
Inr Inr 2

Esta desigualdad nos permite afirmar que limsup, . n(r)/Inr < p < p+1.
Por lo tanto, con las notaciones del Lema 1.35, p+1 > p(n(r)) = A{ar}32,)
y consecuentemente, X2 (a;) 1P converge. *

Lema 1.37. Sea p(r) un orden aproximado con p(r) — p cuando r — oo.
Entonces si A < p + 1 se tiene que

" 1
#PO=Aqp — p(r)+1=X p(r)+1-X 1.2
/a P Fo(r N (1.29)

y si A > p+ 1 entonces

oo

1

/ tp(t)_)‘dt _ Sy ,r,p(r)—I—l—)\ + O(Tp(r)—&-l—)\). (1.30)
r P

Demostracion. Integrando por partes tenemos que

/Ttﬂ—ktp(t)—pdt

a

p(t)+1-2 157 rp(t) =\ _ p(t)+1=X 7
t ] / PO (p(t) — p) + ¢ AOmE g

p+1—-X| p+1—2A

t=a

Por la definicién de orden aproximado para todo € > 0 existe un 7, > 0 tal
que si t > T, se tiene que

p(t) = pl < /2, |tp'(t)Int] < /2,
por lo que podemos afirmar que

(p(t) —p) +tp'(t) Int
p+1—2A

o(1).
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Pasando el segundo término del lado derecho de la igualdad (1.31) al otro
lado obtenemos que
pP(r)+1=2 aP(@)+1=X pP(r)+1=2

— = O(1).
p+1—-X p+1-2A p+1—)\+ (1)

(1+0(1)) /r PO=Agp —

Dividiendo por el factor (1 4+ o(1)) y teniendo en cuenta que a partir de un
r sabemos que p(r) +1 > A, tenemos que

p(t)=A g4
(HﬂﬂDLt = o p+1_A+ou4
pP(r)+1=A O(l) rP(r)+1=X pP(r)+1=2

+
pri-N0t0) (o) pF1-A pri-nx
pPFI=A e (MH1=A (1 4 o(1))rPMHI=2 L O(1)(p 41— N)

BT P +1-N(1+o1)
B pP(r)+1=X N pP(r)+1=X _ Lp(r)+1-X + O(rp(r)—i-l—)\) + O(l)
Tl (p+1- NI+ o(D)
pP(r)+1=A N O(Tp(r)+1—k) +0(1) O(Tp(r)+1—A)
Cpt+l1=X (p+1-=XN(1+0(1) (p+1-=N(1+0(1))
T,O(?")-‘!‘l—)\ rp(r)+1_>‘
R p(r)+1-=xy "~ p(r)+1—X

como queriamos demostrar. Por otra parte, operando de forma anéloga para
A > p+ 1 se prueba (1.30). *

Notacion 1.38. Precisamos el concepto de logaritmo de un producto de
factores de Weierstrass, puesto que los siguientes resultados contienen varias
estimaciones de estos logaritmos. En primer lugar, definimos la funcién

log E(z; p) = log ((1 - z)ep(z)> =In|l—z|+iarg(l — 2) + P(z2),

en C\[1,00) donde P(z) = z +2%/2+ ...+ 2P/p y |arg(l — 2)| < 7. En
segundo lugar, dada una sucesion {ax}72, de ntmeros complejos, de forma
que II(z) = [[p2; E(z/ak; p) converge, tenemos que la funcion log E(z/a; p)
estd definida en C\I'y, donde Ty es la semirrecta que parte de aj en la
direccion de § = argay, y definimos sobre el domino estrellado C\ (U2 T'y)
la funcién

logTI(z) = Y log E(z/a;p).
k=1
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Lema 1.39. Sea p > 0 un entero, entonces para todo niimero complejo
u € C se tiene que

| A |z’p+1
E(z; 1.32
H| (’Z7p)|< P1+’z‘7 ( )
donde A, = 3e(2+ Inp). Por otra parte, si p = 0 se tiene que
In|E(2;0)] <In(1 + |z]). (1.33)

donde las funciones F(z; k) son los factores elementales de Weierstrass.

Demostracion. Para p = 0, el resultado es inmediato puesto que |E(z;0)| =
|1 — z| < 1+ |z|. Por otra parte, si p > 0, y si |z| < p/p + 1, aplicando el
desarrollo en serie del logaritmo para |z| < 1 se tiene que

22 2P
In|E(z;p)] =In|(1 — z)exp <z+2+...+p)‘
2 D
:ln|1—z|—|—Re<z+z—|—...+z>
2 p

22 2P S
:Re<log(1—z)+z+2+...+p>=—Re Z ;.
k=p+1
Por tanto, para |z| < p/p+ 1,

. 2k = |Z|k ‘Z|p+1 S k—p—1
In|E(zp)| = —Re | Y = < > e pOE
k=p+1 k=p+1 k=p+1
||t ||t

Pllans
Gr D) S s Do L rD =

Por otra parte,

p+1)lnp+1> 1,

Ap >3e<1—|—(
1+ 2| — 2p+1

por lo que podemos concluir que para |z| < p/p + 1,
|Z’P+1
P14+ 2|
Para |z| > p/p+ 1, como In(1 + |z|) < |z|, podemos afirmar

K& i
In|E(z;p)| <In(1+|2]) + 2|+ — +... + —

2
1
< ‘z‘p (2’
z

()]

In|E(z;p)| < A

p=1 1’1

<z




En consecuencia, como Y 51/k < flp r~dz, tenemos que

ln|E(z;p)|<|z|p<l )(g; ><|zp< )</pdf”+2)

|2 [P+
P14 12|

| ’p|Z|3e (np+2)< A
32|

<|z[Pe(Inp +2) =

*

Lema 1.40. Sea {aj;}72, una sucesion de nimeros complejos tal que la
sucesion de modulos {|ag|}72, es una sucesién no decreciente de ntimeros
reales positivos. Sea p € Ny tal que 322, (ax)” 1=p converge. Entonces el

producto
o0
H (z/ak;p

verifica la desigualdad

In|T1(2)| < kyr? (/OT Zfﬁdt + r/roo ";igdt>

donde r = |z| y donde k, = 3e(p+1)(2+1Inp) si p > 0, y si p = 0 entonces
ko=1.

Demostracion. Sip > 0, a partir de (1.32) tenemos que

747—4-1
lI(z)] < 4 Z e (Jon 7 1)

Usando la notacion de la integral de Stieltjes se tiene que

° dn(t)

p+1
In|II(2)| < Apr /0 P

Teniendo en cuenta que 0 < |a1| e integrando por partes (ver Teorema A.4)
obtenemos que

T odn(t) () Tprt ()t
/ = + o

tr(t+r)  te(t+7) P+ 1(t +1)2

Por otra parte, la convergencia de la serie Zzozl(ak)*lfp implica, aplicando
el Lema 1.35, que p+ 1 > A({ax}) = p(n(r)) y en consecuencia,

n(r)

r—oo rpt1

=0.
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Junto con los dos resultados anteriores, tomando limite cuando r — oo en
la igualdad de la integraciéon por partes, tenemos que

Cpr+(p+ 1)t
P+ 1(t+1r)?

(p+ )n(t)
4+ 1(t+ 1)

)

o0
In TI(2)| < Aprp'H/ n(t)dt < AprpH/
0 0
puesto que (pr + (p + 1)t)(t +7)~! < p+1 para todo t > 0 y todo r > 0.
Por ultimo, dividiendo la integral en dos partes vemos que

In|II(z)| < Ap(p+ 1)r? (/OT ngwrr/roo ngdt) :

Cuando p = 0 la estimacion se demuestra de manera anéloga usando (1.33)
en lugar de (1.32). *

El siguiente teorema nos muestra la relacién existente entre un orden
aproximado de una funcién y el ntimero de ceros en caso en que p no es
entero. Esta relacion nos va a servir para poder afirmar que las funciones
que vamos a constuir tienen el orden aproximado deseado.

Teorema 1.41. Sea f una funcién entera no constante, sea {ax}32; la suce-
sién no decreciente, en modulo, de ceros de f, sea n(r) el nimero de miem-
bros de {|ax|}32, contados con su multiplicidad verificando que |ax| < 7y,
por tltimo, sea p(r) un orden aproximado con p > 0 no entero. Si existe
0 < A < oo tal que n(r) ~ Ap(r), entonces

In M
of = h'msupw < ayA,

r—00 re(r) o
donde a, > 0 es una constante que no depende de la funciéon f.

Demostracion. Usando la representacion de f dada por el Teorema de Fac-
torizacion de Hadamard (Teorema 1.15) y aplicando el Lema 1.40, vemos
que

. " n(t) > n(t)
In My (r) < mlnr—l—ﬁlﬁi}ﬂp(zﬂ + kpr? </0 tpHdt—i—r/r Wdt ,

donde p < p porque p no es entero. Observamos que, como el grado de P es
menor o igual que p, mInr + max,—, |P(z)| = O(rP). Por otra parte, como
n(r) ~ Ap(r), se tiene que para todo £ > 0, existe R > 0 de modo que

n(r) < (A +e)rP) r > R,
y existe A > 0 tal que

n(r) < (A +e)Arer), r > 0.
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Como p+ 1< p+ 1< p+ 2, podemos aplicar (1.29) y (1.30) y uniéndolo a
todo lo anterior vemos que

T p(t) o ¢p(t)
In My(r) < O(rP) + kprP (A + ) A/O tpHdt—i-r/r —dt

A'r’p(r)_p /rp(r)_p

_|_
p—p p+l=p

< o(rP")) + kprP(A 4 €) ( + O(T'D(T)p)>

A 1
=0 TP(T) + k(A +e <|: + :| TP(T) +o0 TP(T) ) ,
) 4 hya+e) (|25 + ()

de donde se deduce que para r > R’ > 0, suficientemente grande, tenemos
que

In My (r) /
W ~ GP(A "‘ 5) + &
y tomando limites concluimos que oy < a,A. *

Lema 1.42. Sea p(r) un orden aproximado satisfaciendo que existe p entero
tal que p < p < p+1,sea0 < A < ooy sea {a,}° la sucesion no decreciente
de nameros reales positivos dada por el Lema 1.36. Sea 0 < v < 1/2, si
consideramos la funcién definida a trozos y sin ceros

z
=11 E7<a;p>,
jarl<vlsl - TF
entonces se verifica que
|log f,(2)| < CprPPre(r):
(ver Notacion 1.38) para todo |z| =7 > R, > 0, donde la constante C}, no

depende de v.

Demostracion. Vamos a acotar |In|f,(z)|| en primer lugar, y en segundo
lugar | arg f,,(2)|. Para p > 0, si r = |z|, por la igualdad (1.32) del Lema 1.39
podemos afirmar que

ypt
In|f,(2)] < Z In|E(z/ak;p)| < 4, Z Uzl/la)?™

lag|<vr lag|<vr 1+ |Z’/|ak|
1 1
< Ay|z|Ptt = AyrPt! _—
A 2 el w2l )
gl<vr lag|<vr
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Esto equivalentemente quiere decir, considerando la notacién de la integral
de Stieltjes, que
YT dn(t)
In 2)| < AyrPtt / —_—
‘fl’( )‘ — £p 0 tp(t+7.)
Integrando por partes, y teniendo en cuenta que (p+ 1)t +7r < (p+1)(t+7)
para todo t € [0,vr] y que 0 < aj, se deduce que

v n(vr) YT n(t)
SAMA4<@”%1+WT+@+&X£ ﬁ“@+rﬂ0'

Como sabemos que n(r) ~ ArP(") existe C' > 0 tal que n(r) < Cr?(") para
todo r > 0, y por tanto,

C(vr)rtvr)
vP(1+v)

()

In|f,(2)] < 4, i

+(p+1)A,CrPtt /
0

EZQﬁQfoZ_%( Ao [0

= Pur(14v) P P 0 '

puesto que (t + r) > r para todo t € [0,vr]. Esta altima integral se puede
calcular usando (1.29), puesto que p+ 1 < p+ 1, y tenemos que

/W PO =p—1 g4 _ L(W)p(vr)fp 1o <(W)p(vr)fp> _
0 p—D
Por lo que, junto con la desigualdad anterior, podemos afirmar que

A,C

/4

(m")p(’”) p+1
(I+v)  p—p

In|f,(2)| <

(vr)P") 4 o ((W)p(w‘))]

< ApC(W‘)p(W)

1 N p+1 N 0 ((ma)f’(ur))]

194 (1 + 1/) p—0D (yr)ﬂ(’”)

Recordamos que por la Proposicién 1.28,

i V(VT)_ i (Vr)p(w)_ 0 1
A oy =M e = e (0 )

Por lo tanto, para todo v € (0,1/2) y para todo ¢ > 0 existe R., > 0 tal
que para todo r > R, ,, se tiene que

2 p(r)
<ApC'1/ (1+e)r [1+p+1+€]
VP p—Dp

In|f,(2)]

<A, CvPP (14 5)7"’(T)Dp = CI/)’FP(T)Vp_p.
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En particular, tomando ¢ = 1, si R, =: R), tenemos que, para todo r > R/,

p+1

In|f,(2)] < A,C20° PP [1 +——
p—D

+ 1]
= A,C20°7 PP D = o PP yp=p.

donde la constante c = 2A,CD, no depende de v.
Por otra parte, como v < 1/2 para |z| = r > 1/v > 2, tenemos que
In |1 — 2| > 0, y consecuentemente

22 2P
In|E(z;p)] =In|l — 2|+ Re <z—|—+...—|—p)

|2 2P \ pk
el = 5~ —|2|? 1+Z

1 Pd
el (1 £y k) > (14 [ x) = |21 +1np),
k=2 !

de donde se deduce de forma inmediata que

v

Y]

3|u|

‘Z’p+13e(2+lnp) B Elas
3Jul

In|E(z; > —[z[Pe—— =—A,—.
| ( p)‘ H |Z|+1 P|Z|+1

(I1+1Inp) >

Usando esta desigualdad en lugar de (1.32) y razonando de forma analoga
obtenemos que dado v € (0,1/2) existe R, > 0 tal que para todo r > R,

In|f,(2)| > —Cgrp(r)yp_p,
y en consecuencia, para todo r > RL = max{R/ R},
|In | £, (2)]] < eprP™uPP. (1.34)
donde ¢, = max{cy,c,}.
Para p =0y p > 0 también obtenemos la desigualdad (1.34) operando

de manera similar al caso p > 0, haciendo uso de (1.33).
Estimemos ahora arg f,,(z). Para todo |z| > 1, tenemos la desigualdad

2P
arg exp <z—|—+>’
b

< |arg(1—(1+rei9))|+lm<z—|—...+ ) <27+

|arg E(z;p)| < |arg(l — 2)[ +

lmﬁ

<[4 = AP,

P 1
27r+ZE
k=1

43



Como |ag| < rv < r tenemos que 7/|ag| > 1 y deducimos que

z|P YT dn(t
larg £ (2)| < Y arg E(z/ar;p)| < A, Y | ‘p SA;rp/o (t)

|ag] tP

lag|<vr lag|<vr

Realizando un proceso anélogo de estimacion al realizado para obtener (1.34),
tenemos que para todo v € (0,1/2), existe R2 > 0 tal que para todo r > R2,
se verifica
Jarg f,(2)] < /r? 0P,
/1

con ¢, independiente de v, lo que unido a (1.34) nos permite concluir que

para todo v € (0,1/2), y para todo r > méx{R., R2} se verifica que
|log £, (2)] < linlf, (2)]| + | arg fu(2)] < Cpr? v ~P,
donde Cp = méx{c,, c;'} no depende de v. *

Lema 1.43. Sea p(r) un orden aproximado satisfaciendo que existe p entero
tal que p < p < p+1,sea 0 < A < oo y sea {ar};, la sucesion no
decreciente de nimeros reales positivos dada por el Lema 1.36. Sea 7 > 2, si
consideramos la funcién definida a trozos y sin ceros

I EG/akip)

lag|>Tr
entonces se verifica que
[log f7(2)| < CPrP=P=1pp(r)

(ver Notacion 1.38) para todo r > R, > 0, donde la constante CP no depende
de 7.

Demostracion. Consideramos el siguiente desarrollo en serie, valido para to-
do |z| < 1 dado por

D e k
log E(z;p) = log(1l — 2) + log (exp <z+...+z>> =— Z h
P k
k=p+1
Si |z] < 1/2 deducimos consecuentemente que
00 o0 k 1
o P ko P <1> 2|zP*
log E(z; -] =—.
|log E(z: )] :Zl p—i—lZH p+1kz0 2 p+1
(1.35)

Para estimar |log f7(z)| podemos aplicar esta desigualdad, puesto que si
lag| > r7 > 2|z|, siempre se da que |z|/ar < 1/2, y se sigue que

2 |P+1
|ag[PHp +1°

[log f7(2)] < Y [log E(z/arsp)l < )

lag|>7r lag|>Tr
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Considerando la notacion de la integral de Stieltjes (ver Definicion A.1) y
realizando una integraciéon por partes, obtenemos la siguiente desigualadad,

. 2rP+L 0 dn(t)  2rPtl n(rr) °° n(t)dt
s 7)< 357 [t = et [ o0 [ |

puesto que lfm, o n(r)/rPT1 = 0 porque p < p + 1. Por otro lado, como
n(r) ~ ArP(") | existe C' > 0 tal que n(r) < CrP") para todo r > 0, y se tiene
que

00 1p(t) gt
s

9P+l o0 1p(t) 1t
|log 7 (2)] < —W + 2rp+1C/ 2 < 27“7’“0/
T T T

Para calcular esta ultima integral podemos hacer uso de (1.30), puesto que
p+2>p+ 1,y tendriamos que

s T

& 1
/TT PO)=p=2 g4 — . p(TT)p(TT)_p_l + O((Tr)p(fr)—p—l)’

de donde se deduce que

|log [7(2)| < 2CT7p71(TT)p(TT)

p+1—p (7r)P(T7)

L, O((WW))] |

Por la Proposicion 1.28, y la definicién de la notaciéon o de Landau, se tiene
que para todo v € (0,1/2) y para todo € > 0 existe R., > 0 tal que para
todo r > R, ,, tenemos que

[log f7(2)| < 2CT°P7P~1(1 + &)rP(r) [p—i—i—p + €:| .

En particular, para ¢ = 1, existe R, > 0 tal que para todo r > R, tenemos
que

b
p+l—p
donde C), no depende de v. >

|log f7(2)] < 407"’77’717””(7") [ + 1] = Cprfpflrp(r),

Teorema 1.44. Sea p(r) un orden aproximado satisfaciendo que existe p
entero tal que p < p < p+1,sea 0 < A < ooy sea {ay};, la sucesion no
decreciente de ntimeros reales positivos dada por el Lema 1.36. Entonces la
funcion f(z) = [[pe; E(z/ak; p) es una funcion entera y se tiene que

1 —ret? A
i og f(—re”)

= Zpe . 1 — 1.
r—00 rP(r) sen(wp)e ’ ‘9’ <™ ng(O) 0, ( 36)

(ver Notacion 1.38) y la convergencia es uniforme en todos los compactos
[a,b] C (—m, 7). Ademas podemos afirmar que f es una funcion entera de
orden p y orden aproximado p(r).

45



Demostracion. Sea € > 0, como p < p < p+ 1, podemos tomar v > 0
suficientemente pequenio y 7 > 2 suficientemente grande de forma que para
todo r > R,, = max{R,, R,},

|log fu(2) + log fr(2)| < C;Vp*prp(r) + C’I’D’Tp*pflrp(r) < %rp(r) + %r”(r),

por lo tanto, tomando v y 7 de este modo se tiene que

log f(2) = > log Ez/axip)| < |log fu(2) +log fr(2)| < S17(r),
vr<ap<Tr
(1.37)
donde |z| = r > R, ,. El sumatorio que aparece en esta desigualdad se puede
expresar mediante la integral de Stieltjes del siguiente modo:

Tr
> ogBG:/ain) = [ losE (Gip)dn()
vr<ap<TT vr
Integrando por partes tenemos que

[ Gor) o= [rorns )] - [ 5 ER

=n(rr)logE (i;p) —n(vr)log E (i;p)
" vr

[ n(t) (7) - (1L- HP'(3)F) di
vr (1 - Z/t)

ei@ 67§9
=n(rr)logE (;p) —n(vr)log E <V;p>
T

T on(t) (tPz — 2(t — 2)tPLP(2/t)) di
- / P (t - 2)

r

ei@ 82'9 ™" n(t)Zp+ldt
= n(T’I") IOgE <T’p> — TL(VT) 10gE <y7p> —/l; m, (138)

r

donde P(z) = z + 22/2+ ...+ 2P/p y donde z = re?. Por otro lado, para
todo € > 0, como n(r) ~ ArP(") y por la Proposiciéon 1.28, para r > R, se
tiene que

n(rr) < (A +0)(rr)?7") < (A + 8)(1 + 8)7PrP") < (A + )7PrP7),

donde tomamos 0 > 0 verificando §(1+ A +0) < ¢ suficientemente pequerio.
En consecuencia, usando la desigualdad (1.35) y tomando 7 > 2 suficiente-
mente grande,

) 2 1
n(rr) |log E(e® /7;p)| < (A —i—a)T’)rp(T)]mTpH < %rp(r),
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para todo r > R/. Operando de manera similar pero utilizando, en esta
ocasion, el Lema 1.42, obtenemos que para todo r > R, suficientemente
grande se tiene que

n(vr) ‘log E(ew/z/;p)‘ < %rp(r),

para valores de v suficientemente pequenos. Aplicando estas desigualdades
en (1.38) podemos escribir que

™ n(t)dt € r
> 10gE(Z/ak;p)+Zp“/w Wl((t)_z) <7 (1.39)

vr<ap<TT

/

', R, }. Como sabemos que n(r) ~ ArP(") | para

para todo r > Rp := max{R
todo § > 0 tenemos que

In(t) — AP | = |n(t) — ALL(t)| < 6t L(t),

donde L(t) = tP=P_ para valores de ¢ suficientemente grandes. Asi pues,
para todo 0 < € < 27 se tiene que

e /TT AL 4, /”" n(t)dt

| e [
Pl (t — 2) Pt (t — 2) y

[t —reif|

vr (s

donde 7 es suficientemente grande. Por otra parte, recordamos que por la
Proposicion 1.27,
L(sr)

rli{go L(T) :rli{go re(r)—p

( Sr)p(sr)—p

=1, s € (0,00),
con convergencia uniforme en todos los compactos [a, b] C (0, 00). Por tanto,
para todo ¢ € [vr, Tr] tenemos que

im L)
r—oo L(r)

=1, (1.40)

uniformemente en t, por lo que para r > Ry > 0 suficientemente grande
tenemos que

T —p—1 T —p—1 T —p—1
errl/ T PP L(t)dt < 27~T’+1L(r)/ L S P _ 2T‘p(r)/ u
1% v v

.|t — et .|t —ret?| |u — ]’

donde se ha hecho el cambio de variable t = ur. Como dado n > 0, para
todo 0 € [n, 27 — n] la integral del lado derecho de la igualdad esta acotada
uniformemente, tomando § > 0 suficientemente pequeno se obtiene que

il /ﬂ" APL(O)dE /ﬂ” n(t)dt

bl Sl _mbar | & e 1.41
Lt 2) Pt — )| 8 (141)

8

T
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para todo r > R3 > Ry > 0 uniformemente en [n, 2m — n]. Del mismo modo
usando también (1.40),

Ae!PTD0pr (1) /T w — Pt /TT AL(t)dt
L, u—e? 1 (t — 2)

vr

u — eif ei(p+1)0 y rp+1lyp+1 (UT‘ _ 7“619)

— ‘Aei(p-i-l)erp |:/T 'U/p(L(r) — ( :| A/ TpL upe’f/du Erp(r)

upt1 (u _ 67,0 up-l—l ”U, _ 629‘ ’
(1.42)

porque para todo 6 € [n,27m — 7] la integral estd uniformemente acotada
y tomando r > R, suficientemente grande podemos hacer & tan pequeno
como necesitemos para que se verifique el resultado. A continuacién, por la
definicion de integral impropia, para v > 0 suficientemente pequeno y 7 > 2
suficientemente grande se tiene que

/°° wP P ldy _/T uP P ldy <i
0 u — et y u — et SA’

y en consecuencia, para todo r > 0 y todo 0 € (0,27) se tiene que

© (PP ldy T (uPP du €
_— | = _ —pP(r), 1.43
) - [ ) < o
Encadenando las desigualdes (1.37),(1.39), (1.41), (1.42) y (1.43) deducimos

que dado n € (0,m) existe R, > max{R,,, R, R4, R3} tal que para todo
r > R, y todo 6 € [, 21 — 1] se tiene que

‘Arp(r)ei(p+1)9|

. 00 4 p—p—1
logf(z)—l—rp(r)Ae’(pH)e/ i

0 u — e

< erfn), (1.44)

Para finalizar, calculamos esta iltima integral. Tomamos A = p — p — 1,
P(u) =1y Q(u) = u— €, y vemos que se verifican las hipotesis de la
Proposicion A.5; por tanto,

/00 u”_p—; — 2mi Res [ EPUp =P~ }9) logy u) e

0 u—é 1 — eZim(p—p=1) u— €

= Leie(pfpfl) _ eie(pfpfl)Li' — W0(p—p—1)—imp - .
1 — e2in(p—p—1) 1 — e2imp sen(mp)

Juntando esto con (1.44) concluimos que para r > R,),

rP(M A 00 ,,p—p—1

u—e

) Areir(0—)

p(r)
sen(mp) =

log f(z) — P
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que es equivalente a (1.36) observando que —re?? = re'(®=™) y que £(0) = 1.
Usando este limite veamos que p(r) es un orden aproximado para f. Por una
parte, por el Teorema 1.41 sabemos que oy < a,A < co. Por otro lado, del
lema que acabamos de probar se deduce que

_ et i
I In|f(—re)| — m Re(log f(—re"))  7A

r—00 rP(T) r—00 T.p(r) - sen(ﬂp)

cos(p),

con convergencia uniforme en los compactos de || < 7. Tomamos 6y de modo
que sen(mp) cos(pby) > 0, lo que es siempre posible: si p < 1/2, |pf| < 7/2
y 0 < pm < /2 y por tanto, el seno y el coseno toman valores positivos; y
si p > 1/2 el coseno toma valores positivos y negativos y podemos tomar 6
verificando la hipotesis. De este hecho deducimos que

o :h’msupM > lim ln\f(—rewo)] = A
o P T e e eos rp(r) sen(mp)

cos(pbp) > 0.
Por tanto, 0 < oy < oo y f es una funcién entera de orden p y orden
aproximado p(r). *

El razonamiento que hemos utilizado para probar este teorema no es
aplicable en el caso en el que p es entero, puesto que los Lemas 1.42 y 1.43
no pueden usarse para probar la desigualdad (1.37). Para estudiar el caso en
que p es entero vamos a probar el siguiente lema.

Lema 1.45. Sea p(r) un orden aproximado satisfaciendo que p(r) - p € N
(p > 0) cuando 7 — o0, sea 0 < A < oo y sea {a;};2, la sucesion no
decreciente de nimeros reales positivos dada por el Lema 1.39. Consideramos
la funciéon definida a trozos

z z
Viz)= ] E<;p—1) 11 E<;p>,
ay ay
lag|<r lag|>r

donde r = |z|. Entonces, para z = re® con 0 < 6 < 27,

1 0 1 )
lim log V(re”) =—A|=—i(@—n)| ",
r—00 TP(T) P

(ver Notacion 1.38) con convergencia uniforme en todo intervalo de la forma
[n,2m —n] C (0,2m).

Demostracion. Partimos de la ecuacion

logV(2) = > log E(z/ar;p— 1)+ Y _ log E(z/ax; p).

ap<r ap>r
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Usando la notaciéon de la integral de Stieltjes, a partir de los Lemas 1.42 y
1.43 obtenemos, de forma anéaloga a (1.37), que para v pequeno, T grande y
r suficientemente grande,

logV(z) — /T log E(z/t; p— 1)dn(t) — /TT log E(z/t; p)dn(t)‘

T

=[logV(z) = Y logE(z/ar;p—1)— Y logE(z/a;p)

vr<ap<r r<ap<Tr

= Z log E(z/ak;p—1) + Z log E(z/ay; p)| < frp(r)’

4
ap<vr aR>TT

Integrando por partes como en (1.38) cuando 0 < arg z < 2w, se obtiene que

/ log B, 1 (=/t)dt + / log E,_1(=/t)dt

T T

— n(r)log Ey1 () — n(vr)log By <69> _ / " 2fn(t)dt

v r 10t = 2)
et i 2Pt n(t)dt
wntrmton, () - nos ) - [7 2 n 0%
iph rop T p+1
_ e n(r)_/zn(t)dt__/ 2 n(b)dt
p vr tﬁ(t - Z) T tp+1(t - Z)

et et
+n(vr)log E, ( ) +n(vr)log E, () .
v v

Acotando del mismo modo que en (1.39) y uniendo este resultado a la de-
sigualdad anterior obtenemos la siguiente acotacion,

ip0 TP T p+1
logV(z)+ep n(r)—l—/ z n(t)dt+/ 2P in(t)dt -

£ polr).
(- 2) (- 2)

2

Por otra parte, al igual que en la demostracién del Teorema 1.44 obtenemos
a partir de las propiedades de la funcién t#(®) = tPL(t) y para [n,2m —n] con
1 > 0 las desigualdades

P /T n(t)dt ApP(r) gint /1 dt ‘ £ polr)
o P(t— 2) , t—e?] 78
' ™ n(t)dt T dt
p+1 _MBat e i+ [ A | E ()
: /r i —z ¢ /1 W—eaty| 8"
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Por otro lado, es claro que

1 0 i0
dt 1—¢ e’ —1 1 v
/,, t—e g = 1o g(v—e”) = log <ei9—y> :log(l—ew)—log(l— eﬁ)’

Todt . A
/1 P log(T — ) — log(1 — ),

R = R =
1 tt—ew t—e*”

y en conscuencia, para v suficientemente pequeno y 7 suficientemente grande
se tiene que

1
dt —i0 g
/Vt_eie—log(l—e’) <§,
o 7 dt
626/1 mjtlogl—e /—I—log7'—69)
0
= log(l—e—) <<
T 8

Uniendo todas estas desigualdades para r suficientemente grande y 6 en el
intervalo [, 2w — 7] tenemos que

< erP(),

log V (re?) + A [ — (0 — 71')] ePOrr(r)
p

*

Observacion 1.46. La funcion V,(z) construida en este lema no es una
funcién no entera, de hecho, tiene discontinuidades en las circunferencias
|z| = ag. Sin embargo, nos va a servir para construir una funciéon entera de
orden p entero como se describe en el siguiente teorema.

Teorema 1.47. Sea p(r) un orden aproximado satisfaciendo que p(r) —
p €N (p>0) cuando r — oo, sea 0 < A < 0o y sea {ar}3, la sucesion no
decreciente de nimeros reales positivos dado por el Lema 1.39. Consideramos
las funciones

0 0 —in/p
) =18 (Zen). w0 = E( ;p>,
k
1

k=

y sea f(z) M (2)u?(2), entonces
i0 , ‘
lim M — EAGZM’ (1.45)
—00 ,,ap(r) P

(ver Notacion 1.38) con convergencia uniforme en cada intervalo cerrado
contenido en uno de los intervalos (0,7/p) 6 (7/p, 2m).
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Demostracion. Con la notacion del Lema 1.45 podemos representar la fun-
cion u(z) en la forma

o= I () 7 (2)

ap<r ag>r

Moo ()5 (D) T (5) o (£ o)

ap<r ag>r ap<r

(1)

donde uy’(2) := V(). También del mismo modo, representamos u(? (z) por
u?(2) = exp (ZPZ ) 2 (2
ap<r
donde u'® )( ) := V(ze~™/?). Por lo tanto, vemos que
Fr) = uM ()@ (2) = M (2)uP (2) = V(2)V (zefi”/p> .

Consecuentemente, por el Lema 1.45 tenemos que en cada intervalo cerrado
contenido en uno de los intervalos (0,7/p) 6 (7/p, 27),

o i) log V (rei@=m/p)
iy o8 f(re”) . |logV(re )+ ogV (re )
roo pAlr) r—00 ) re(r)
=-A [1 _ i(9 _ 7.‘.)] eP? _ A [1 — (9 _T_ 7r>} eip(9—7r/p)
P P p
1. ipt L. o PR S
=-A|-—i@—7m)| e+ A |- —i(0—m)+i—|e” = —Ac.
p P p p

*

Observacion 1.48. Mediante un resultado auxiliar anélogo al Teorema 1.41
y aplicando una técnica similar a la empleada en la demostracion del Teorema
1.44 deducimos que f(z) es una funcion entera de orden aproximado p(r) (Ver
[18][Cap. 13, p.45] ). Para nuestros objetivos es suficiente con conocer que
podemos construir una funciéon entera verificando (1.45).

Lema 1.49. Sea p(r) un orden aproxiamdo con p > 0, sean 01,05 tales que
0 < (02 —61) < min{2m,7/p}, y sean a,b € R, entonces podemos construir
una funcion W (z) holomorfa y sin ceros en la region angular 6; < 6 < 65 tal
que
In|W 10
()|

—00 rP(T)

= a cos pf + bsen pf

uniformemente en [61, 6s].
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Demostracion. En primer lugar consideremos el caso en el que p no es entero.
Para v y 19 arbitrarios verificando que 0 < p(¢2 — 11) < 7, consideramos

el sistema
Ay cos p(ih1 + ) + Az cos p(Yp2 + ) = a,

Arsenp(iy + ) + Az senp(¢g + ) = b.

Este sistema tiene solucion unica Ay, As puesto que su determinante es

c0s p(thy +77) sen p(thy + ) — cos p(thz +) sen p(ify +1) = sen p(ths —1b1) > 0.

Tomamos ¢ < 01 y b2 < 19, lo que es posible porque 0 < 6 — 01 < 7/p,
pero dentro de un intervalo de amplitud 2w, posible también porque 0 <
02 — 01 < 2w . Para la solucion dada en este caso, consideramos la siguiente
notacion:

A; = ‘Aj

Sl Wp’ , €j = signo(A; senmp), j=1,2.
T

. . . 1 [e'e) 2 [e's) oy .
Si Ay, Ay # 0, construimos sucesiones {a; }32; y {aj}72, de reales positivos
con densidades A; y Ao, basta tomar la sucesiéon dada por el Lema 1.36
enunciado anteriormente. Para estas sucesiones, consideramos las funciones

Vi(z) = [[ E(z/ajsp),  Va(z) = [] E(z/ai;p),
k=1 k=1

donde p < p < p+ 1. Definimos ahora la funciéon
W (z) = Vil (ze W) VE2 (ze~W2)

que es holomorfa en el sector de argumento 6 en el intervalo [0, 62], porque
en cualquiera de los casos tenemos un cociente de funciones holomorfas sin
ceros, puesto que, los ceros de Vjsj (ze‘iwﬂ' ) se encuentran sobre la semirrecta
de argumento ; y se tiene que

0<61—yYn <O0—11 <Oy —1 <o —1h < 2m,
0>03—12>0—1y > 01 —1hy > 1P —hy > —27.

Por otro lado, aplicando a las funciones V! (ze=%1), V5% (ze~2) el Teorema
1.44 y teniendo en cuenta las ecuaciones que verifican Ay y As,

i0 —ith —it2
lim In |W(re™)| _ lm & In|Vi(ze "1)| n g9 1n [Va(ze™"2)]
r—00 rp(r) r—00 rp(r) 7'/7(7')

~ Re (Meip(e—wl—w) N WAZ‘ez‘p(e—wz—ﬂ)

sen(7mp) sen(mp)
, A A .
_ ipf 1 2 _ ipf 1
= Re (e [eip(w1+7r) + eip(¢2+7r)]) = Re (e [a bz])
= a cos pf + bsin pd
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uniformemente para ¢ < 60 < 6. Si A; = 0 tomamos V; = 1 y procediendo
del mismo modo obtenemos el resultado.

Si p > 0 es entero, para ¥ y 19 arbitrarios verificando que 0 < p(tg —
1) < m, consideramos el sistema

Aq cos pypy + Ay cos pipg = b,
Aqsen pp1 + Agsen piho = a.

Como en el caso anterior, el sistema tiene solucién tnica A, Az, y como
p > 1, podemos tomar 1, 1 + m/p, Y2 + 7/p y 1o fuera del intervalo
[01,02], es decir, verificando que 1 + 7/p < 1h1 < 01, 02 < Yo < Yo+ 7/py
1o — tp1 < 2m. Consideramos la notacion:

A= ‘Ajg , gj = signo(4;), ji=1,2.

Si A; =0y/o Ay =0 tomamos V; =1 y/o Vo = 1, si no, construimos suce-
siones {al}2°, v {a2}%2, con densidades respectivas Ay y Ay y construimos
V1 y Va igual que en el caso anterior pero en este caso dadas por el Teorema
1.47. De igual modo, definimos la funcién

W (z) = Vil (ze W) V2 (ze~W2)

que es holomorfa en el sector [01, 0] por la eleccion de ¥1, 1+7/p, bot+7/py
9. Finalmente, por el Teorema 1.47 tenemos que, uniformemente en [0, 6],

1 0
W (re?)

T—00 rP(T’)

= acos pf + bsin pbh.
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2. Diagrama indicador

Nuestro objetivo en este apartado es probar el Teorema 2.55 sobre el
diagrama indicador generalizado, que seréd fundamental en la extension del
Teorema 1. Para conseguirlo, recordamos algunos resultados sobre funciones
semicontinuas y los conjuntos cerrados y estrellados. Continuaremos definien-
do el concepto de funcién trigonométricamente p-convexa, con el objetivo de
probar el Teorema 2.33 en el que veremos que la funcién indicatriz genera-
lizada hy de una funcion entera f es una funcion de esta clase. Finalmente,
definiremos los conjuntos p-convexos cuyas propiedades usaremos para pro-
bar el citado teorema. El desarrollo de este capitulo se hara siguiendo el libro
de L. S. Maergoiz [20, Cap.1-3].

2.1. Semicontinuidad inferior. Funcionales de Minkowski

Comentaremos en esta seccion la nocién de semicontinuidad inferior, pro-
piedad que van a cumplir los funcionales de Minkowski de conjuntos estre-
llados y cerrados. Después de probar varias propiedades intermedias sobre
funciones convexas, probaremos el Teorema 2.11 que describe la dualidad
que existe entre los cerrados estrellados y las funciones semicontinuas infe-
riormente homogéneas de grado 1 para escalares positivos.

Definiciéon 2.1. Sean S C R" y V : § — (—00,0]. Se dice que V es
semicontinua inferiormente si para todo x € S se tiene que

liminf V(u) = V(x), donde liminfV(u)= sup{ inf V(m)} .
u—T u—T e>0 |u—z|<e

Se dice que V' es semicontinua superiormente si —V es semicontinua infe-

riormente.

Teorema 2.2. Sea V' una funcion de R" en (—oo, 00|, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

(1) La funcion V es semicontinua inferiormente.

(2) El epigrafo de V, epi(V) = {(u,u) € R" x R: V(u) < u} es cerrado en
R+

(3) El conjunto de nivel T,(V) = {u € R" : V(u) < a} es cerrado para todo
ac R

Demostracion. (1) = (2) Sean (U, un,) € epi(V') una sucesion que converge
a (u,u) cuando m — oo. De esta convergencia se deduce que para todo € > 0,
tenemos que u+¢ > uy, > V (U, ) para todo m > m.. Por otra parte, como V'
es semicontinua inferiormente V (uy,) > V(u) — € para todo m > m” > m/..
Juntando estas dos desigualdades V(u) < u + 2¢ para todo € > 0, y en
consecuencia V(u) < u, por lo que (u,u) € epi(V).
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(2) = (3) Sabemos que el conjunto X, = {(w,u) € R" x R: u = a} es
un cerrado, como epi(V') es cerrado por (2), tenemos que

Ta(v) = Ya ﬂepi(V)

es un conjunto cerrado.

(3) = (1) Supongamos que = € R™ pongamos L, := R™"\T, (V). Como
V(z) > —oo existe € R tal que V(z) > a. Si V(z) > « se tiene que x € L.
Como por (3) L, es abierto en R", existe un £ > 0 de modo que u € L, si
|x — u| < &, y en consecuencia V(u) > «, lo que nos permite afirmar que

liminf V(u) = supinf{V(u) : |z —u| <e} > a.
U—T >0
Por lo tanto, tenemos que liminf,_,, V(u) > V(x) al considerar a« — V' (z),
y como siempre se da que liminf,_, V(u) < V(x), podemos concluir que V'
es semicontinua inferiormente. *

>
<

Proposicion 2.3. Sea V una funciéon semicontinua inferiormente definida
en un compacto K. Entonces V esta acotada inferiormente en K y existe un
punto z € K tal que V(z) = inf{V(u) : u € K}.

Demostracion. La prueba de este resultado es anéloga a la prueba del teo-
rema de Weierstrass para funciones continuas. *

Teorema 2.4. Sea M C R™ un conjunto convexo, y sea int 4z M el interior
de M dentro del subespacio afin que genera, si la dimensiéon del subespacio
afin generado por M es dimar M > 1, entonces int4r M es convexo.

Demostracion. Como dimap M > 1, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que la dimensién del subespacio afin generada por M es n, en cu-
yo caso tenemos que intgp M = int M. Claramente, como dimap M > 1,
int M #0. Seany € M,z €int M, D :={ueR" |ul <1} ysea X € [0,1).
Como M = Mz>o(M +eD), para todo € > 0 se tiene que y € (M +¢&D). Por
otra parte, como x € int M es claro que x + §D C M para algin § > 0. Asi
pues, para £ > 0 suficientemente pequefio de modo que e(1+\)(1—-X)"! < 4§,
se tiene que

I1=Nz+AXy+eDC(1—Nz+ANM+eD)+ed

=AM+ (1 -Nz+e(1+NA-N"D]CAM+ (1 —-\M =M.
Por lo tanto, (1 — A\)z + Ay € int M para todo A € [0,1), con x € int M e
y € M. Si tomamos z,y € int M C M, por la simetria del resultado que

acabamos de probar tenemos que (1 — )z + Ay € int M para todo A € [0, 1]
y por tanto int M = int 4 M es convexo. *
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Definicién 2.5. Sea M un conjunto de R™ no vacio. Decimos que M es
estrellado (respecto del origen) si se verifica que si x € M entonces A\x € M
para todo A € [0, 1]. En este caso llamamos funcional de Minkowski de M a
la funcién definida de R™ en [0, 0o] por pys(z) = inf{a > 0: a~lz € M}.
Se entiende que si este conjunto es vacio tenemos que pys(x) = oo.

Observacion 2.6. El funcional de Minkowski esté& bien definido, puesto que
si & # 0 la semirrecta que parte de 0 y pasa por x corta la frontera de M en
un s6lo punto por ser M estrellado.

Propiedad 2.7. Sean A, B, {4, }icr conjuntos estrellados no vacios, enton-
ces el funcional de Minkowski del conjunto verifica las siguientes propiedades

(1) pa(Az) = Apa(x) y paa(z) = Apa(x) para todo A > 0y todo = € R".
(2) Si A C B entonces pa(z) > pp(x) para todo z € R™.
(3) Si A =nNjerA; entonces pa(z) = sup;c;{pa,(x)} para todo z € R™.

Demostracion. Las tres propiedades se comprueban de forma inmediata a
partir de la definicion de funcional de Minkowski. *

Definicién 2.8. Sea P; := {p: R" — [0, 00]} la clase de todas las funciones
semicontinuas inferiormente homogéneas de grado 1 para escalares positivos,
es decir, tales que P(Ax) = Ap(x) para todo A > 0 y = € R™. Definimos en
esta clase la relacion de orden parcial dada por f < g, si f(x) < g(x) para
todo z € R™ y denotamos por P» la subclase de P definida por Py := {p €
P p(x) >0,z #0}.

Definicién 2.9. Denotamos por X la clase de todos los conjuntos cerrados
y estrellados de R™. Consideramos en ella la relacion de orden parcial dada
por la inclusién y la subclase X5 de todos los compactos de X;.

Definicién 2.10. Sean M y M’ dos conjuntos parcialmente ordenados, de-
cimos que una aplicacion ¢ : M — M’ es un (anti-)morfismo de orden si
a < b implica que p(a) < ¢(b) (resp. p(b) < p(a)); si ademas ¢ es biyectivo,
diremos que @ es un (anti- Jisomorfismo de orden.

Teorema 2.11. (Dualidad cerrados estrellados) Sea V : R™ — (—o00, 0], si
denotamos por Q(V) = Qy :={z € R" : V(z) < 1}, entonces la aplicacion

(I)I.Plg)Xl, ¢(p):Q(p)v
es un anti-isomorfismo de orden con las siguientes propiedades:
(1) @ Y(F) = pr para todo F € X1, donde pp es el funcional de F.

(2) () = Xo.

o7



Demostracion. Si p € Py, por el Teorema, 2.2 se sabe que T1(p) = €2, es
cerrado y como p es homogénea de grado 1 para escalares positivos, se tiene
que €2, es estrellado. En consecuencia, ®(p) € X; para todo p € P; y ® esta
bien definida. Por otra parte, si p € P;, por la definiciéon del funcional de
Minkowski

Pop)(z) = mf{a > 0: otz e Q) =mf{a>0: a'px) <1} =p(2),

y por lo tanto, ® es inyectiva. Veamos ahora que ® es sobreyectiva, para ello
dado F € X; vamos que pr € P; y que ®(pp) = F.Siz € F, pp(z) <1y
por tanto € Q(pr). Por otro lado, si x € Q(pr) tenemos que pr(z) < 1;
si pp(x) < 1 tenemos que x € F' y si pp(x) = 1 entonces para todo & > 0,
z(1+4¢)~! € F tomando limite cuando & — 0, como F es cerrado z € F.

Asi pues, hemos probado que F' = Q(pr). Tenemos que pr : R™ — [0, o],
pr es homogénea de grado 1 para escalares positivos, por la propiedad (1)
de la Proposicion 2.7, y como el conjunto F' = Q(pr) = Ti(pr) es cerra-
do usando la homogeneidad vemos que también son cerrados los conjuntos
T, (pr) para todo « € R. En consecuencia, por el Teorema 2.2 pp es semicon-
tinua inferiormente. Por tanto, pr € Py, ®1(F) = pr y ® es sobreyectiva.
Ademés, por la propiedad (2) de la Proposicion 2.7, deducimos que ® es un
anti-morfismo, y como es biyectivo, ® es un anti-isomorfismo.

Veamos ahora que se verifica (2). Si p € P,, denotamos por

m = inf{p(z) : v € R", |z| =1}.

Por la Proposicion 2.3 sabemos que m = p(zp) > 0 con |xg| = 1, y se tiene
que p(z) > m|z| para todo x € R"™. Por tanto, , C {x € R": |z| < 1/m},
luego €2, € Xs. Reciprocamente, si K € Xy y si z € R"\{0}, p(x) > 0,
porque si p(x) = 0, entonces {tx : t > 0} C K, lo que contradice el hecho de
que K es compacto. Por lo tanto, ®(P;) = Xo. *

Definiciéon 2.12. Sea f: R"™ — [0, 00] decimos que es una funcion sublineal
si f(Az) = Af(z) para todo A > 0 y si f(z +vy) < f(z) + f(y) para todos
z,y € R™

Teorema 2.13. Sea C un conjunto convexo de R™ que contiene al 0. En-
tonces su funcional de Minkowski po(x) es una funcion sublineal.

Demostracion. Como C' contiene al 0 es estrellado y pco y toma valores en
[0, oo]. Por la propiedad (1) de la Proposicién 2.7, para todo A > 0, pc(Ax) =
Apc(z). Por otra parte, si a1 > po(x) y ag > pc(y), tenemos que al_lzc eC
y a;ly € C, y como C es convexo, )\al_lzn + (1 - )\)agly € C para todo
A € [0,1], tomando A = ay ' /(ay ' +agt) tenemos que (aj4-az) ' (z+y) € C,
por tanto, pc(r +y) < a1 + ag . Luego pc(z +vy) < pc(x) + po(y) para
todos z,y € R™. *
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Para terminar esta seccion demostramos un par de resultados elementales
sobre funciones convexas.

Definicién 2.14. Sean S C R" y V : § — [—00,00]. Decimos que V es
conveza si el epigrafo epi(V) es convexo en R™*!. Decimos que es cdncava si
—V es convexa.

Proposicion 2.15. Supongamos que S es un subconjunto convexo de R" y
V:S—[-00,00) 6V :8S— (—o0,00]. Entonces, V' es convexa si, y sélo
si, para todo m € N, para todos Ai,..., Ay > 0, con Y ;" A\, = 1, y para
todos x1,...,T, € S se tiene que

k=0 k=0

Demostracion. Basta probarlo para el caso m = 2. Sean x,y € S y sea
A € [0, 1], tenemos que V(Az+(1—M\)y) esta bien definido por ser S convexo.
Si suponemos que epi(V) es convexo, como (z,V(z)) e (y,V(y)) estan en
epi(V) para todo A € [0, 1] se tiene que (Az+(1—=\)y, \V(2)+(1-N\)V(y)) €
epi(V), es decir, V(Ax 4+ (1 = N)y) < AV (x) + (1 = M)V (y).
Reciprocamente, dados (z,u), (y,v) en epi(V) tenemos que

VAdz+ (1= Ny) <AV(z)+ (1 =2V (y) < du+ (1= Ao,
por tanto (Az + (1 — Ny, Au+ (1 — A)v) € epi(V) y epi(V) es convexo. %k

Teorema 2.16. Sea S C R™ un conjunto, sea V : S — (—o0, 00) una funcion
convexa, entonces si dimgx .S > 1, V es continua en intap S.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que dimap S =
n y, en consecuencia, int4r .S = int S, que sabemos por el Teorema 2.4 que
es un conjunto convexo. Sea x € int.S, veamos que V es continua en z.
Consideramos la funcién ¢g(y) = V(z + y) — V(x), se comprueba de forma
inmediata que estid bien definida, por ser V finita, y que es una funcién
convexa por serlo V' y por ser el conjunto de definicién int S — x convexo.
Como x € int S, existe una bola B centrada en 0 y un simplice n-dimensional
de la forma

n n
Y= {Z)\kibk: x € R™, )\kGR,Z)\k:1},

k=0 k=0

de modo que B Cint ¥ C ¥ C (int S — ). Por la proposiciéon 2.15,

g <Z )\kazk> < Z)\kg(xk) < méx{g(x1),...,9(zn)} = a,

k=0 k=0
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para todos Ai,..., A, > 0, con >}  Ap = 1, donde {z1,...,2,} son los
vértices del simplice ¥. Como 0 € 3, tenemos que g(0) = V(z)—=V(z) =0 <
a. Asi pues, dado € > 0 tomamos 6 € (0,1) tal que da < e y consideramos
la bola D = §B C B. Haciendo uso de nuevo, de la convexidad de g y de la
Proposiciéon 2.15, para todo y € D se tiene que

9(y) :9<(1—5)0+5%) < g (%) < da < e.

Del mismo modo, como g es convexa en D C B, para todo y € D

1 1 1 1

0=90)=g <2y + 2(—y)> < 590) + 59(-y).
Consecuentemente, como —y € D, g(y) > —g(—y) > —da > —¢, se tiene que
lg(y)| = |V(z+y) —V(x)| <e, es decir, V es continua en x € intgp S. %

2.2. Funciones trigonométricamente p-convexas

Estableceremos aqui por una parte la nociéon de funcién trigonométri-
camente p-convexa y por otra parte, la nociéon de p-sublinealidad. Veremos
la relacién que existe entre ellas en la Proposicion 2.22. A continuacién de-
mostraremos varias propiedades sobre estas clases de funciones, consiguiendo
finalmente probar el Teorema 2.33, que nos diré que la funcién indicatriz ge-
neralizada hy es trigonométricamente p-convexa. La prueba de este resultado
la haremos siguiendo la demostraciéon realizada por B. Y. Levin en su libro
[18, Cap. I, Sec. 18, p.70-73] que se apoya en el Teorema 1.49. Este resulta-
do es fundamental para el manejo del diagrama indicador generalizado que
describiremos en la siguiente seccién y emplearemos en el ultimo capitulo.

Definiciéon 2.17. Sea h : (a,5) € R — R. Para p > 0, denotamos por
lap : R = R, a la funcion [, ,(0) = acos(ph) + bsen(pf) y consideramos
la clase de funciones M = {l,p : a,b € R}. La funcién h se dice que es
trigonométricamente p-convezxa si para cada par de puntos 61, 02 en (o, 3)
tales que 0 < p(f2 — 61) < 7 y para cada funcion [ € M verificando h(6;) <
1(01) y h(f2) < 1(02) se tiene que h(f) < I(0) para todo 0 € [61, 62].

Observacion 2.18. Observamos que toda funcion [ € M esta completamen-
te determinada por sus valores en 67 y en 05, pues para 6 € R desarrollando
se tiene que

1(0) sen p(B2 — 01) = acos(ph) sen p(B2 — 01) + bsen(pd) sen p(f2 — 61)
= acos(ph) sen(pbs) cos(pbr) — a cos(pf) cos(pbz) sen(pb;)
+ bsen(ph) sen(pbs) cos(phi) — bsen(pb) cos(pbz) sen(pb),
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y reagrupando tenemos que

[(0) sen p(f2 — 01) = acos(pby)[sen(pbhz) cos(pb) — cos(pba) sen(pb)]
+ acos(pbz)[sen(pf) cos(phy) — cos(pf) sen(pb1)]
+ bsen(pby)[sen(pbs) cos(pf) — cos(pbs) sen(ph)]
+ bsen(pbs)[sen(pd) cos(pb1) — cos(pfd) sen(pb)]

= [(01)sen p(O — 0) + 1(02) sen p(6 — 67).

Esta formula nos permite dar una definicién equivalente, como se comprueba
facilmente, de las funciones trigonométricamente p-convexas.

Definiciéon 2.19. Sea h : (o, ) € R — R. La funcién h se dice que es
trigonométricamente p-conveza si para cada par de puntos 61, 02 en (o, 3)
tales que 0 < p(f2 — 01) < 7 y para todo 0 € [0, 2] se verifica que

h(6)sen p(62 — 61) < h(61)sen p(fy — ) + h(6:) sen p(f — 61). (2.1)

Observacion 2.20. Sea R la superficie de Riemann del logaritmo, 7 :
R — C con 7(r,0) = re?, entonces para Z € R denotamos por ZP =
(|1Z|P, parg Z). Asi pues, para cada par de puntos 71, Zy € R satisfaciendo
que 0 < p(fy — 01) < 7, donde 6y = arg Z; y 03 = arg Z,, existe un unico
Z € R tal que Z°P = Z{ + Z&, con 6 < argZ < 63, que denotamos por
7 =71 Q Zs.

Definiciéon 2.21. Sean (o, ) CRy R(a,5) ={Z € R: a<argZ < }.
Se dice que una funcion H : R(«a,5) — R es p-sublineal si satisface las
siguientes condiciones:

(1) H(tZ)=tPH(Z) para todos t >0y Z € R(a, ).

(2) H(Z1 ® Z3) < H(Z1) + H(Z3) para todos Z1, Zs € R(«a, 8) verificando
que 0 < p(fy — 01) < m, donde 0; = arg Z; y 0 = arg Zs.

La siguiente proposiciéon nos muestra la relaciéon entre las funciones p-
sublineales y las funciones trigonométricamente p-convexas.

Proposicion 2.22. Sea h : (a, ) = R, sea p > 0, sea 7, := min{r, 7/(2p)}.
Entonces son equivalentes:

(1) h es trigonométricamente p-convexa.

(2) H(Z) :=rPh(0), donde Z = (r,0) € R(«, ), es una funcion p-sublineal
en R(a, B).

Demostracion. (1) = (2) Sean Z € R(w, 3) y sea t > 0, tenemos que

H(tZ) = t*|Z|Ph(arg Z) = t°H(Z).
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Por otra parte si tomamos Z1, Zs € R(a, /3) verificando que 0 < p(f2 —0;) <
7, donde 0; = arg Z; y o = arg Zs, tenemos que H(Z1 ® Z3) = r”h(0), con
r=|Z1® Zy| =|Z| y 0 € [61,02]. Como ZF = Z + Z&, igualando las partes
real e imaginaria tenemos que

P cos pf = r{ cos pfy + 4 cos pba, (2.2)

P sen pf = 1 sen pfy + rf sen poa,
donde arg Z; = 0; y |Z;| = r; con j = 1,2; en consecuencia,

rP sen p(6 — 0) = rP[sen pbs cos ph — cos pbs sen pb]

= sen pba[ry cos phy + rh cos pha] — cos pha[ry sen phy + 4 sen pbs]

= r{ sen p(fy — 61). (2.4)
Analogamente, por (2.2) y (2.3), se deduce que

rPsen p(0 — 61) = rh sen p(6y — 61). (2.5)
Si 0y =6y =0, como ZP = Z{ + Z8, H(Z1 @ Zs) = r’h(0) = (r{ + r5)h(0)
= H(Z1) + H(Z3). En caso contrario (61 < 6 < 6s), se tiene que
o
-

e 2= - g

sen p(92 — 91)h(0),
y como por hipdtesis h es trigonométricamente p-convexa, usando (2.4) y
(2.5) se obtiene que

p

”
HZ®Zy) < —2
(Z1©22) < sen p(0 — 61)

7’p

1
sen p(f — 61)

[sen p(0y — O)h(01) + sen p(0 — 01)h(02)]
senp(0 — 01)h(01) + H(Z2) < H(Zy) + H(Zs),

lo que nos premite afirmar que H es p-sublineal en R(a, 3).

(2) = (1) Tomamos 61,02 € (a,3) de modo que 0 < p(f2 — 61) < 7wy
6 € [01,62]. Denotamos por arg Z =0, |Z| =r, arg Z; = 0; y |Zj| = rj con
j = 1,2, con ZP = Z7 + Z5. Asi pues, se verifican (2.4) y (2.5), y por lo
tanto, como H es p-sublineal,

h(f)sen p(fy — 61) = Senp(:;g_el)Tph(@) = senp(%—ﬂl)[H(Z)]
=200 51(2,) + H(2)
2
__ sen p(&rg— 91)rfh(9 ) sen p(@rg— 61)r5 h(62)

= h(61) sen p(f2 — 0) + h(62) sen p(6 — 61),

para todo 6 € [0, 01], es decir, h es trigonométricamente p-convexa. *
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Proposicion 2.23. Sea p > 0y sea h : (a, ) — R trigonométricamente
p-convexa, entonces h es continua.

Demostracion. Sea 6y € («, ), veamos que h es continua en y. Recordamos
que para cada par de puntos, 61, 62 en (o, 3) tales que 0 < p(62 —01) < 7wy
para todo 0 € [0, 5] se verifica que

h(0)sen p(f2 — 61) < h(61) sen p(f2 — ) + h(62) sen p(f — 61). (2.6)

Tomando 61 = 6y y 2 > 6y con 0 < p(fs — Oy) < 'y O € (e, ) tenemos
que para todo 6 € (6o, 62)

h(0)sen(f2 — 6p) < h(6y) sen p(f2 — 0) + h(62) sen p(6 — o).
Por lo tanto tomando limite superior cuando 8 — 6y y 6 > 6y tenemos que

limsup h(0) < h(fy).
6>60,0—0¢

Analogamente poniendo f2 = 6y en (2.6), vemos que

limsup h(0) < h(fy).
6<6p,0—0¢

Por otra parte, si en (2.6) tomamos 6§ = 0y y 01 < 6y < 02 con 61, 6 en
(o, B) tales que 0 < p(f2 —01) < 7y tomamos limite inferior cuando 6, — 6y
y 65 fijo, en primer lugar, y cuando 6 — 0y y 61 < 6y fijo vemos que

h(6p) < liminf h(6y), h(6p) < liminf h(6s).

91<90,91~>90 - 92>90,92~)90

Por lo tanto, se verifica que

limsup h(0) < h(6p) < liminf h(6).

0—0o 0—0o
es decir, h es continua en 6. *

Observacion 2.24. Consecuencia directa de este resultado es que toda
funcion p-sublineal es continua, puesto que puede escribirse como H(Z) =
rPh(0), con Z = (r,0) y h: (o, ) — R trigonométricamente p-convexa.

Proposicion 2.25. Sea p > 0y sea h : (a, f) — R trigonométricamente
p-convexa, entonces para todos 6, 0 + 7/p en («, 3) se tiene que

h(0) + h <9 + 7;) > 0. (2.7)
Demostracion. Aplicando (2.1) para 6y =0 +¢cy 0 =0+ 7/p—¢, tomando
limite cuando € — 0 y haciendo uso de la continuidad de h, demostramos la

proposicién. *
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Proposicion 2.26. Sea p > 0y sea h : (a, ) — R trigonométricamente
p-convexa. Entonces h tiene derivadas laterales b/ (6), h'_(6) en todo punto
6 € (o, 8), con b, (0) > h'_(#) para todo 6 € (o, ).

Demostracion. Tomamos ¢ € (o, 3)\{0} con p|e — 0| < 7 y escribimos que

h(v) = h(8) _ h(8)[cos p(¢ — 6) — 1]] sen p(p — )
p—6 Ale)+ sen p(p — 0) -0

donde
A(p) = [h() — h(8) cos p( — 0)][sen p( — )]

Asi pues, las derivadas k! (6), h’_(6) existen si existen los limites

lim A(p) =h_(0)/p vy lim A(p) =1\ (0)/p. (2.8)
p—0 p—0t

Sea 0 < 1 < o, 1 < o < 0 0 @1 < 0O < gy entonces

h(p2) — h(8) cosp(pz —0)  h(p1) — h(6) cos p(p1 — )
sen p(p2 — 0) sen p(p1 — 0)
_ sen p(p1 — 0)h(p2) — h(0) sen p(p1 — 0) cos p(pa — 0)
sen p(ip2 — 6) sen p(p1 — 0)
_ senp(pz — O)h(p1) — h(0) cos p(p1 — 0) sen p(p2 — 6)
sen p(p2 — 0) sen p(p1 — 0)
sen p(p1 — 0)h(p2) — sen p(p2 — 0)h(ip1) + h(6) sen p(p2 — ¢1)

_ > 0.
sen p(ip2 — 0) sen p(p1 — 0) -

A(p2) — A(p1) =

Por lo tanto, A(¢) es no decreciente en cada intervalo de longitud a lo sumo
m/p que contiene a ¢ en su adherencia y se verifica que b/ () > h' (0).
Ademas, pA(p) < h'_(0) para todo ¢ € (max{a,0 — w/p},0) y pA(e) >
!, (#) para todo ¢ € (0, min{3,0+m/p}), por lo tanto las derivadas laterales
son finitas. *

Teorema 2.27. Sean p > 0, h: (o, ) — R trigonométricamente p-convexa,
0e(a,8)yRo={p€(,B): |p—0| <m/p}. Entonces el conjunto

Dh(#) = {p € C: Re(pe™?) = h(f) : Re(pe'?) < h(p), Yo € Ry}
es no vacio para todo 0 € (o, ), y
Dh(0) = {p € C: ppe?® = ph(0) —i[(1 — \)W'_(0) + AR/, (9)], A € [0,1]}
Demostracion. Sea By = {p € C: ppe?® = ph(0) —i[(1—A)h_(0) + AR, (0)],

A € [0,1]}, By # 0 puesto que p = [h(0) — it/ple”"*? € By para todo t €
[h_(0), K, (0)]. Si tomamos p = [h(0)—it/ple "’ € Bycont € [h_(0),h, (0)],
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usando las cotas dadas para b’ (6) y k! (6) en la Proposicion 2.26, tenemos
que

h(¢) — h(6) cos p(¢ — 0)

t <L (0) < pA(p) =p , 9<<p<m1’n{ﬂ,0+%};

sen p(p — 0)
t>h'(0) > pA(p) = ph(w) _se}fl(zz;()jpe()(p — 0), méx{a, 0 — %} <p <.

Es claro que
Re(pe'®®) = Re(h(0) — it/p) = h(h).
Por otra parte, para todo ¢ € fRy,

Re(pe™?) = Re([h(0) — it/ple???~0)) = h(0) cos p(¢ — 0) + tsenp(pgo—ﬁ)’

(2.9)

y se deduce de las desigualdades anteriores que, si 0 < ¢ < min{s3,0+7/p},
entonces sen p(p — ) > 0 y Re(pe’¥) < h(yp); mientras que si méx{a,d —
7/p} < ¢ < 0, entonces sen p(p — 0) < 0y Re(pe??) < h(yp).

En consecuencia () # By C Dh(f). Reciprocamente, dado p = [a +
bile=® € Dh(6), como Re(pe*?) = h(f), podemos afirmar que a = h(f).
Por otra parte, como Re(pe?¥) = h(f) cos p(¢ — 0) — bsen p(¢ — 0) < h(yp)
podemos deducir que

B> h(8) cos p(¢ — 6) — h(y)

=—A(p) sif<p<min{s,0+7/p},

- sen p(p — 0)
h(8) cosp(p —0) — h(p) 5 mA
b < sen (o —0) =—A(p) si max{a,0 —7/p} < p <0

Por lo tanto, tomando limites cuando ¢ — 67 6 ¢ — 6~ y teniendo en
cuenta la igualdad (2.8) de la Proposicion 2.26 se obtiene que

luego —bp € [h_(0),h', (A)] y en consecuencia p € By, lo que nos permite
concluir que Dh(0) = By. *

En la siguiente seccién trabajaremos con la clase de p-funcionales de
Minkowski (ver Definicion 2.37). Estos podran tomar valores infinitos y, por
tanto, se necesita redefinir el concepto de funcién trigonométricamente p-
convexa y p-sublinealidad para describir sus propiedades. Observamos que
la igualdad (2.1) permite extender de forma inmediata la definicion de fun-
cién trigonométricamente p-convexa a funciones definidas en un intervalo
compacto [, 5] € R y que toman valores en [—00,00) 0 en (—o0, 00]. Vea-
mos un primer resultado que verifican estas fuciones.
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Proposicion 2.28. Sea h : [, 5] — [—00,00) y verificando (2.1) para todos
01, 02 en [, f] tales que 0 < p(f2 — 01) < 7. Si existe Oy € (a, 5) tal que
h(8) = —o0, entonces h(f) = —oo cuando 0 € (a, B).

Demostracion. Consideramos Ig, = {# € R : |0 — 6y| < 7/p}. Si 0 € Iy, N
(a, B), supongamos que 6 < 6, aplicando (2.1) para 01 = 0+ ey O =
con € > 0 suficientemente pequeno, deducimos que h(f) = —oo. De forma
analoga razonamos cuando 6 > 6y, y concluimos que h(f) = —oo para todo
0 € Ip, N (a, B).

Como podemos recubrir («, 3) por intervalos de la forma Iy concluimos

que h(f) = —oo para todo 6 € (a, ) *

Esta proposicion muestra que las funciones definidas en un intervalo com-
pacto a valores en [—o0,00) que verifican (2.1), o son idénticamente —oo,
excepto quizas en los extremos, o son funciones finitas en (o, 8) que pueden
tomar el valor —oo en los extremos. Usaremos este resultado en el Teorema
2.33 para ver que la funciéon indicatriz generalizada es finita. Sin embargo,
para el estudio de los p-funcionales de Minkowski interesa considerar las fun-
ciones a valores en (—o0, 00]. Observamos que, aunque podamos extender la
definicion de funcién trigonométricamente p-convexa a esta situacion, para
poder dar un analogo a la Proposicién 2.22, vamos a necesitar que estas fun-
ciones verifiquen la desigualdad (2.7), que no se verifica de forma general. La
siguiente definicién extiende el concepto de forma adecuada.

Definicion 2.29. Sea h : (o, ) € R — (—00,00]. La funcion h se dice que
es trigonométricamente p-convexa si se verifican las siguientes condiciones:

(1) Para cada par de puntos 01, 5 en [, 5] tales que 0 < p(62 — 61) < 7y
para todo 6 € [0, 0] se tiene que

h(0)sen p(62 — 01) < h(61) sen p(fa — 0) + h(62) sen p(0 — 61).

(2) Si B —a >m7/p, para cada 0 € [a, 5 — m/p] se tiene que

h(9)+h<0+2> > 0.

Observacion 2.30. Observamos que si h : K — R es trigonométricamente
convexa en todo intervalo compacto de (o, 8) para la Definicion 2.29 tenemos
que h es trigonométricamente convexa en (o, 5) para la Definicion 2.19.

Para extender el concepto de p-sublinealidad necesitamos hacer algunas
consideraciones previas. En primer lugar, denotamos los sectores cerrados de
la superficie de Riemann del logaritmo por

R(a,B)={Z€eR: a<argZ < j}.
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En segundo lugar, consideramos la extension topologica del sector por un
punto O, el "vértice", y la denotamos por Ro(a, 8) = R(a, 8) U{O}. Si 7 :
R — C es la proyeccion dada por 7(r, §) = re’, entonces definimos 7(0) = 0
y diremos que Z; @ Zs = O si se verifica que |Z1| = |Z2| y p(62 — 61) = m,
donde 0; = arg Z; para j = 1,2. Con esta notacion consideramos la siguiente
definicion de p-sublinealidad.

Definicién 2.31. Una funciéon H : Ro(a,8) — (—o00,00] se dice que es
p-sublineal si satisface las siguientes condiciones:

(1) H(O)=0.
(2) H(tZ) =t°H(Z) para todos t >0y Z € R(a, ).

(3) H(Z1 ® Zy) < H(Z1) + H(Z3) para todos Z1, Zy € R(a, 8) verificando
que 0 < p(fy — 1) < m, donde ) = arg Z; y o = arg Zs.

Observacion 2.32. Como hemos mencionado antes podemos demostrar un
resultado completamente analogo a la Proposiciéon 2.22 que relaciona los dos
conceptos.

Teorema 2.33. Sea f una funcion entera de orden p > 0, sea p(r) un
orden aproximado de f con funcién indicatriz generalizada hy (Ver (1.11)).
Entonces hy es una funcion finita, 27-periodica y trigonométricamente p-
convexa.

Ademas, verifica que si (a,b) € R, con b —a > w/py hy(6) < 0 si
6 € (a,b), entonces hy(6) = 0 para todo 0 € (a,b).

Demostracion. Se comprueba con facilidad que hy es 2m-periddica puesto
que la funcién e lo es. Por las definiciones de oy y hy(f) deducimos que
hy(0) < o5 < oo, por tanto, hy : R = [—00,00). Veamos que hy en cada
intervalo compacto [«, 3] de R verifica

hy(0)senp(f — 61) < hy(61)senp(fa —60) + hy(62)senp(d —61), (2.10)

para todos 01, 0 € [a, 8] con 0 < 03 — 6y < w/p y para todo 6 € [01,65].
Tomamos a1 > hy(61) y ag > hy(f2) con ay,az € R. Para todo € > 0,
denotamos por

lag + €] sen p(6 — 01) + [a1 + €] sen p(f2 — 0)

Hz—: - ’
©) sen p(0; — 01)

que se puede escribir usando féormulas trigonométricas como

H_.(0) = a. cos pf + b. sen pb,
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donde
—[ag + €] sen pfy + [a1 + €] sen pb
sen p(fy — 01)

[ )

[aa + €] cos pby — [a1 + €] cos pbha
sen p(62 — 01)

be =

Por el Lema 1.49, dado p(r) existe una funcion holomorfa W, (z) y sin ceros
en 1 < argz < 0y y tal que

. In|W.(re®)]
Tlg]go — = ag cos p + b sen pf = H_.(0),
uniformemente en 61 < argz < .

Por lo tanto, por este limite y la definicion de hy, a lo largo de las

semirrectas arg z = ¢; para j = 1,2, se tiene que
1

—laj+e/2)re")
We(re®)] = ¢ ’

|f(7“€i6j)| < e[aj—l—a/Q]rP(T)’

para 7 > R suficientemente grande. En consecuencia, la funcion f(z)W:1(z2)
es holomorfa y estd acotada a lo largo de las semirrectas argz = 0;. A
continuacién, deducimos por el Teorema de Phragmén-Lindelof (Teorema
A.6) que f(2)W:1(z) esta acotada en el interior de #; < arg z < . Se sigue
de este hecho que para r > R suficientemente grande

In |f(rei9)| In | Wg(rew)| M
<
rp(r) - rp(r) ro(r)’

para todo 01 < 6 < 6. Tomando limite cuando r — oo se deduce que h¢() <
H_.(0) para todo 0; < 0 < 6y y para todo € > 0, y tomando ahora limite
cuando € — 0 y luego cuando a1 — hy(61) y cuando as — hy(62) obtenemos
(2.10). Como oy > 0, deducimos que existe un 6 € R tal que h(f) # —oo
haciendo uso de la 27-periodicidad y aplicando la Proposicién 2.28 deducimos
que h es finita y consecuentemente, h; es trigonométricamente p-convexa
para la Definicién 2.19.

Veamos que la dltima aserciéon del enunciado del teorema es consecuencia
directa de la propiedad de p-convexidad trigonométrica. En primer lugar,
observamos que si aplicamos (2.10) al punto medio de [61,602] con 0 < 65 —
01 < m/p, obtenemos, usando la formula del angulo mitad, que

02—61 02—61
hy (B0 <hﬂ9)wn0}2)44wwg$m<p2:><
2 - sen p(fy — 01) senp(fy —01) —
1 hy(61) + hy(62)
 cos (PLE&) 2 ’

(2.11)
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A partir de esta formula del punto medio podemos deducir que no existen
0"y 6" en R con p(0” —0") = 7 tales que hy(0') <0y hy(") < 0. En caso
contrario, tomando £ > 0 suficientemente pequeno, 61 = 6’ +ey 6, = 0" —¢,
tenemos que 0 < 03 — 01 < w/p y aplicando (2.11) vemos que

L (FAON B0 ) g0 =) (O +e) + hy(0" —e)
d 2 T 2cos (p¥=EE) B 2 sen(pe) ’

puesto que p(8” — ') = 7. Tomando limite cuando € — 0, por la continuidad
de hy y como hy(6') <0y hy(8”) <0, tenemos que hy (6 +6")/2) = —oc.
Esto es imposible puesto que hy es finita, por lo tanto, no pueden existir
tales 6’ y 6” en R.

Finalmente, supongamos que (a,b) C R, con b—a > w/py hy(0) <0
si @ € (a,b). Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que existe
6o € (a,b) con hf(fy) < 0, tomamos un natural m > p, suficientemente
grande de forma que 6y +7/m 6 6y — 7 /m estén en (a,b). Por la desigualdad
(2.11) aplicada al intervalo de extremos 6y, 6y = 7/m se tiene que

) < Lt + hylto /)
cos(p%) 2

puesto que hy(fy £ 7/m) < 0y hg(fy) < 0. Ademés por (2.10) se tiene
que h¢(§) < 0 cuando 6 esta en el intervalo de extremos 6y, Oy = 7/(2m).
Asi pues, repitiendo esta construccion, tomando m suficientemente grande,
podriamos encontrar 6’ y 8" en (a,b) con p(8” —0") = 7 tales que hy(6") <0
y h¢(0") < 0, lo que acabamos de ver es imposible. Por lo tanto, se tiene que
h(6) = 0 para todo 6 € (a,b), como queriamos probar. *

hy (60— <0,

m

Observacion 2.34. Como hemos probado que hy es p-trigonométricamente
convexa, podemos afirmar de forma inmediata que hy verifica las propiedades
de este tipo de funciones, es decir, entre otras hy es continua, tiene derivadas
laterales.

2.3. Conjuntos p-convexos planos. Diagrama indicador

En esta secciéon vamos definir los conjuntos p-convexos, sobre los cuales
probaremos varias propiedades. De la misma manera que para los conjuntos
estrellados podiamos definir un funcional de Minkowski, en esta ocasién po-
demos definir un p-funcional de Minkowski. En el Teorema 2.53, veremos que
existe un isomorfismo de orden entre cerrados p-convexos y los p-funcionales.
Para lograr probar es teorema, previamente, definiremos la funcion ®, (2.12)
que va a ayudar a describir el soporte de estos conjuntos y que va a permitir
probar varios resultados auxiliares necesarios para establecer el isomorfis-
mo. Para finalizar, utilizaremos este teorema para probar el Teorema 2.55,
que nos indica cémo se relaciona la funcién indicatriz generalizada con el
diagrama indicador, hecho fundamental para generalizar el Teorema I.
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Definicién 2.35. Sea p > 0, y sea 7, = min{w,7/2p}. Denotamos por
Dy ={re¥ eC:r>0,[tp+0| <~,}, donde § € R. Un subconjunto E C C
se dice p-convexo si

(1) 0ekE,y

(2) La imagen del conjunto E N Dy por la aplicacion F(re™) = rPei?¥ es
convexa, para todo # € Ry donde ¢ € [0 — 7w, —0 + 7).

Propiedad 2.36. Los conjuntos p-convexos verifican las siguientes propie-
dades:

(1) La interseccion de una familia no vacia de conjuntos p-convexos es un
conjunto p-convexo.

(2) Todo conjunto p-convexo es estrellado.

Demostracion. (1) Tomamos {E};}jc; una familia no vacia de conjuntos p-
convexos. Observamos que 0 € NjcsE;. Por otra parte, dado § € R,
sabemos que F(E; N ®Dy) es convexo para todo j € J. Si p > 1/2,
vp = m/(2p) < m, y en consecuencia, F' es un isomorfismo entre Dy y
{re?* € C: >0, |pd + 1| < m/2}. Como la interseccién de conjuntos
convexos es convexo, podemos concluir que

F (B NDg) | =) F(E;nDyp)
JjeJ Jj€J

es un conjunto convexo, y por tanto Nje 7 E; es p-convexo.

Si p < 1/2, se tiene que v, = 7. Dado 6 € R, consideramos los siguientes
conjuntos de la superficie de Riemann del logaritmo

O={(r, ) eR:r>0,¢v€[-0—7,—0+m]|},
L={(r¢)eR:r>0,¢¢€[-pf—pr,—pb + pr]}.

Definimos F' : R — R por F(r,4) = (r?,4p). Observamos que F :
O — L es un isomorfismo. Por otra parte, recordamos que 7 : R — C
esta definida por 7(r,0) = re y observamos que para cada j € J
podemos considerar un subconjunto A; de R de modo que A; C Oy
m(A;) = EjNDg\{0}. Como F es un isomorfismo entre O y L podemos
afirmar que

F (4| =) EFAy.

JjEJ JjeJ
Como la amplitud del sector L es menor que 7, L y 7(L) son isomor-
fos. Observamos que F(E; € Dy\{0}) C (L) y como la amplitud de
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L es menor que 7 se tiene que F'(E; € Dg\{0}) = F(E; € Dp)\{0} es
convexo. De la definicion de F y Aj deducimos que F(Aj) es isomor-
foa F(E; € D¢\{0}) y por tanto, convexo. En consecuencia, como la
interseccion de conjuntos convexos es convexo, podemos afirmar que

F()4
JjeJ

es convexo. Para concluir basta observar que

w|F{ (A | | =F (& NDe)\{0}

jed jed

En consecuencia, como la amplitud de L es menor que 7 podemos afirmar
que F (Njes(E; NDyg)) es un conjuto convexo, y por tanto, NjesFE; es
P-CONVEXO.

(2) Como 0 € E basta probar que si x € E, z # 0y si A € [0, 1], entonces
Az € E. Sea 6 € R tal que z = re'?, observamos que z € END_g y
también 0 € END_y, por tanto, F(0), F(z) € FI[END_g]. Como F es
p-convexo, F[END_g| es convexo y se tiene que

(1= F(0) + pF(z) = pF(z) € FIEND_g],

para todo p € [0, 1]. Tomando p = N\, tenemos que A\ F(z) = F(Azx) €
F[E N D_gy]. Ahora bien, como F' es inyectiva en el interior de © _¢ y
tenemos que Az € int(®_y) para todo A € (0, 1], deducimos que Az €
EN®_y, como queriamos demostrar.

*

Definiciéon 2.37. Sea M un conjunto estrellado de C y sea p > 0, definimos
el p-funcional de Minkowski de M por

pa(z,p) =mf{a” >0: za~' € M}, zeC.

Igual que en el caso del funcional de Minkowski, a partir de la definicion,
se verifica de forma inmediata la siguiente proposicion.

Proposicion 2.38. Sean A, B, {A;};c; conjuntos estrellados no vacios de
C, entonces el p-funcional de Minkowski del conjunto verifica las siguientes
propiedades

(1) pa(Az,p) = Apa(z, p) para todo A > 0 y todo z € C.
(2) Si A C B entonces pa(z,p) > pp(z,p) para todo z € C.

(3) Si A = NjerA; entonces pa(z, p) = sup;er{pa,(z, p)} para todo z € C.
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Definicién 2.39. Recordamos que 7 : R — C es la aplicacion 7(r, 0) = re'

donde R es la superficie de Riemann del logaritmo. Sea p > 0, y seap: C —
[0, 00]. Se dice que p es p-sublineal en C si p(0) = 0 y la funcién p o 7 es
p-sublineal en R, donde los valores 01, 8o que aparecen en la Definicion 2.31
verifican 0 < 6 — 01 < 7, con vy, = min{w,7/(2p)}.

El siguiente teorema caracteriza el p-funcional de Minkowski de los con-
juntos cerrados p-convexos.

Teorema 2.40. Sea p > 0. Una funcién p : C — [0,00] es el p-funcional
de Minkowski de un conjunto cerrado p-convexo E si, y sélo si, p es una
funcién semicontinua inferiormente p-sublineal en C. En este caso E = {z €
C: p(z) <1}.

Demostracion. Sea 6 € R, supongamos que p es el p-funcional de Minkowski
de un conjunto cerrado p-convexo E. Denotamos por My := F[E N Dy], por
la definiciéon de conjunto p-convexo, My es convexo en C, y como 0 € ENDy
tenemos que 0 € My. Ademaéas, como EN®y es cerrado, de la expresion de F
se deduce de forma inmediata que My es cerrado, operando de igual manera
que al probar (1) de la Propiedad 2.36. Denotamos por

Lo ={te" : t > 0,0+ pb| < p7,},
qo(te™?) :p(tl/peiw/p), te'? € L.

Veamos que ¢y coincide en Ly con el funcional de Minkowski de My . Como
p es el p-funcional de Minkowski de F, se tiene que, para todo x = te'¥ € Ly,

P, (x) = inf{a >0: Le My} =inf{a>0: - rPeP? re € ENDg}
« a
= inf{a > 0: tY/Pe%/Pa = re € ENDy}
= nf{&f > 0: tV/re?/Pe=1 € B, t1/Pe¥/Pe=l ¢ Dy}

= inf{€’ > 0: tY/Pe¥/Pe™t € B, te™ € Ly}p(t'/Pe’?/P) = qo(x).

Por el Teorema 2.13, pys, es sublineal en C, Como gg coincide en Ly con
el funcional de Minkowski de My en Lg y como si z,y € Lg, x +y € Ly,
tenemos que gy es una funcién sublineal en Ly, y por tanto, la funcién p es
una funcién p-sublineal en ®y. Como 6 € R cualquiera, p es una funcién
p-sublineal en C.

Por otra parte, por el Teorema 2.11, como My es estrellado (por ser con-
vexo) y cerrado, pyy, es semicontinua inferiormente en C. Como gy coincide
en Ly con el funcional de Minkowski de My, qg es semicontinua inferiormente
en Ly, por lo tanto, la funciéon p es una funcién semicontinua inferiormente
en Dg. Como O € R cualquiera, p es una funcién semicontinua inferiormente
en C.

Reciprocamente, si p es una funcién p-sublineal y semicontinua inferior-
mente en C, definimos £ = {z € C: p(z) < 1}. Como p es semicontinua
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inferiormente E es cerrado, y como p es p-sublineal, p(0) = 0 y por tan-
to, 0 € E. Veamos ahora que F es p-convexo. Sea ¢ € R, denotamos por
My := F[E N Dy|. Sea x1,x9 € My y sea X € [0, 1], se tiene que

A1+ (1= N = AF(y1) + (1 — A)F(yo) = (Al/py1>p n ((1 . A)Upm)p

= (/\l/pyl ®(1- /\)l/pyz)p =F (Al/”w ®(1- /\)1/”1/2) :

donde y1,y2 € Dy N E. Vemos que \/Py; @ (1 — A\)YPyy € Dy porque la
operacion ® es cerrada en sectores. Ademaés, de la p-sublinealidad de p se
deduce que

p (/\1/”y1 ®(1- A)l/"yz) <Ap(y1) + (1= A)p(y2) SA+1-A=1,

y por tanto, de la definicion de E, se deduce que \/?y; @ (1 — A)l/pyg c L.
Juntando este hecho con el anterior deducimos que Az; + (1 — \)zo € My,
por lo que Mjy es un conjunto convexo y en consecuencia E es p-convexo.

Como E es p-convexo, es estrellado (Propiedad 2.36 (2)) y podemos con-
siderar su p-funcional de Minkowski,

pe(z,p) =inf{a” >0: za™t € E} = inf{a” > 0: p(za™!) <1} =
=mf{a” > 0: p(z) <o’} =p(2),

por tanto, p es el p-funcional de Minkowski de F. *

Introducimos ahora la funcién @, que, como veremos en los Teoremas 2.45
y 2.46, sirve para estudiar la frontera de los conjuntos cerrados p-convexos.

Definicién 2.41. Sea p > 0, definimos la funcién ®, por

o) { s =R s <
’ 0, sip>1/2, v, < |argz| < .
(2.12)
con 7, = min{r, 7/(20)}.

Observacion 2.42. De la definicién se deduce que @, es una funcion finita.
Comprobamos también de forma inmediata que la funcion ®,(z) es una
funcion semicontinua inferiormente (por ser continua) y p-sublineal, puesto
que la funcién 6 — ®,(e) es finita y trigonométricamente p-convexa (ver
Definicion 2.17 y Proposicion 2.22).

Teorema 2.43. Sea p > 0, sea p una funcién finita, no negativa y p-sublineal
en C tal que p # 0. Entonces, para todo zy € C existe wy € C\{0} verificando,

®,(z0wo) = p(20), P,(2wo) < p(2), zeC. (2.13)
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Demostracion. Definimos h(6) := p(e?), 6 € R.

A. Supongamos en primer lugar que p(zp) > 0 con zy = te™*. Como p(7(r, 0))
es p-sublineal en R, por la Proposicion 2.22 tenemos que p(7(1,0)) = h(0)
es trigonométricamente p-convexa. Como h finita (por serlo p), por el
Teorema 2.27, podemos afirmar que Dh()) = {p € C : Re(pe*?) =
h(1), Re(pe??) < h(0), 0 € Ry} # 0, con Ry = {0 e R: [ — 0] < 7/p}
y, por tanto, sabemos que existe un ¢ € C tal que

Re(ce™) < h(0), 0€[p—n/p+m/pl, y Re(ce”)=h(1)).
(2.14)
En consecuencia, tenemos que ¢ # 0, puesto que h(v¢)) = p(zp)/t? > 0.

Asf pues, para p > 1/2 podemos suponer que ¢ = |¢|e??? con |p + | <
7/(2p) = 7,. Definimos la funcién ly por

Re(ce’?), si |0+ | <
lo(e) _ { e(ce )? S1 | + SO| — ’7p7 (215)

0, st 9, <0+ ¢| <.
y denotamos por [(6) a la extension 2m-periodica de lp a R. Como h > 0,
tenemos por (2.14) que [(f) < h(f). En consecuencia, tomando wy :=

/P =|cle’, si z = re'?,

p(z0) = tPh(v) = tPl(yp) =t Re(cei"’w) = &, (zwo),
pRe(Ceipe)‘I)p(ZWO)v 10+ | < Yp>
rPl(0) = 0= P,(2wo), 7V < |0+ <

Por tanto, se verifica (2.13).

Supongamos ahora que p < 1/2, por tanto, 7/p > 2w y 7, = m. Como h
es 2m-periddica se tiene que

Re(ce’?™ eV =2m)) = Re(ce™?) = h(y) = h(¢ — 27),
Re(ce’™e?0=2m)) = Re(ce™) < h(0) = h(0 — 27), |0 — | < n/p.

Como |0 —| = |§—27 —+27| < 7/p, tenemos que ce?>™? € Dh(yp—2m).
Por lo tanto, para |0 — ¢ + 27| < 7/p,

Re(ce?0+2m)) < b(6).
Combinando esto con el hecho de que ¢ € Dh(1)), podemos deducir que
méx{Re(ce” 2™ Re(ce”®)} < h(0), 0 € [ — 2, 1)),
De forma analoga operando con el conjunto Dh(v 4 27), verificamos que

méx{Re(ce” "2 Re(ce”®)} < h(0), 0 € [, 27 + 1)).
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Por lo tanto, como ¢ € [tp — 2w, 9] N [, ¢ + 27],
h(¥) = Re(ce” V2™ > max{Re(ce” ¥ +2™)) Re(ce ¥ 2m))1,
y como h es 2m-periddica,

h(y 4 2m) = h(tp — 27) = h(p) > méax{h( + 27), h(¢ — 27)},

Por tanto mediante transformaciones elementales podemos tomar ¢ =
||e?¥" | con |¢' + 1| <7 < 7/p.

Considerando [, la extension de la funcion
Io(0) = Re(c'e'?), 10+ | <,

a todo R, de nuevo por (2.14), tenemos que () < h(#), y operando igual
que en el caso anterior, concluimos que se verifica (2.13).

B. En el caso en que p(zp) = 0, como p # 0, existe z; € C tal que p(z1) > 0,
y por lo probado en A, existe w; € C\{0} tal que ®,(2w1) < p(z) para
todo z € C. En particular, para z = 2z, 0 < ®,(20w1) < p(20) = 0y por
tanto, basta tomar wg := wy.

*

Propiedad 2.44. Sea F un conjunto cerrado p-convexo en C verificando
que 0 €int F, y E # C. Sea pg su p-funcional de Minkowski, entonces

intE={z2€C: pp(z) <1}, OE={z€C: pg(z) =1}
donde OF denota la frontera de E.

Demostracion. Sea z € int E, entonces existe € > 0 suficientemente pequenio
de modo que (1 —¢)~'z € E, y por tanto, pg(z) < (1 —¢)? < 1, luego
int EC{zeC: pg(z) <1}

Por otra parte, sea z € {z € C: pg(z) <1} yseae € (0,1 —pg(z)), por
el Teorema 2.40 se tiene que w := (e 4+ pg(2)) /P2 € E.

Veamos que pw € int E' para todo p € (0,1). Sea —0 = argw = arg z,
denotamos D = {u € C,|u|] < 1}, como 0 € int E existe oy > 0 tal que
soD C E, por lo que, para todo 0 < § < dy, tenemos que de~? € int E.
Se combrueba de forma inmediata, por la forma del conjunto Dy, que ugs :=
F(6e=?%) € int Mp, del mismo modo se comprueba también que F(w) € M.
Tomamos A € [0,1). Como My = Neso(Mpg + D), para todo € > 0 se tiene
que F(w) € (E + D). Por otra parte, como ugs € int My, existe IsD C My
para algin Is > 0. Asi pues, para € > 0 suficientemente pequeno de modo
que e(1 4+ A\)(1 — X\)~! < 5, como My es convexo se tiene que

(I =XNus + AF(w) +eD C (1 —=XNus+ AX(Mp +¢eD) +eD
=AMy + (1 — Nus +e(1+N)(1 = X)"'D] € AMy + (1 — A\) My = M,.

75



Por lo tanto, (1 — A)us + AF(w) € int My para todo A € [0,1) y para todo
0<d <.

Veamos que dado a € (0,1) se tiene que aF(w) € int My. Por cons-
truccion se tiene que arg F'(w) = argugs, por tanto, si |F(w)| = |us| = ¢
para algin §, sabemos que aF'(w) = aus € int My para todo a € [0,1). Si
|F'(w)| > dp > |us| = dado a € (0,1), tomamos Jp > § > 0 de modo que
alF(w)] 2 Jus| y tomamos X = (al F(w)] — [us])/(|F ()| — Jus]) tenemos que

al F'(w)] — Jus| <alF( w)| — alus|

OS2 = TR Tl < F@ el =<0
A(F (w )l—\u ) + lus| A)|ugle =
aF(w) = e ‘5 J}F _[ ()|2_w +A| Fw) =
_ A= Nus
= ) F(w) + AF(w) = (1 = Nug + A\F(w) € int M.

Por lo tanto aF'(w) € int My para todo a € (0,1), luego para todo u € (0,1),
si tomamos a := p/? € (0,1) de modo que F(pw) = aF(w) € int My,
se tiene que pw € int E. Tomando pu = (¢ + pg(2))Y/?, podemos ver que
z € int E' y, consecuentemente, {z € C: pg(z) < 1} =int E.

Por dltimo, por el Teorema 2.40, sabemos que E = {z € C: pp(z) < 1},
de donde se deduce que

OE =FE\int E = E\int E={2€C: pp(z) =1}
*

Teorema 2.45. Sea E un conjunto cerrado p-convexo con £ # C y 0 €
int E, entonces para todo punto zp € OF existe wy € C\{0} tal que la curva
I'={z € C: ®,(2wp) = 1} contiene al punto zp y no corta al conjunto
int £, ademés, ®,(zwp) < 1 para todo z € E.

Demostracion. Por el Teorema 2.40, el p-funcional de Minkowski de F, pg,
es una funcién p-sublineal en C. Como 0 € int E, pg es finita y como E # C,
pr Z 0, ademas todo p-funcional es no negativo. Por lo tanto, pg verifica
las hipotesis del Teorema 2.43, es decir, para todo zp € C existe wg € C\{0}
verificando,

®,(z0w0) = pE(20), Pp(2wo) < pr(2), =ze€C.

En particular para zp € OF, como por la Propiedad 2.44, pp(z9) = 1y
o
pe(z) < 1 para z €F, tenemos que

(I)p(Z()wo) =1 = ze€el,
P,(2wp) <1, zeintE = TNintE=70,

y ademés, como para todo z € E se tiene que pg(z) < 1, concluimos que
®,(2wp) < 1. *
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Teorema 2.46. Sea E un conjunto cerrado p-convexo con E # C y sea
29 € C\E, entonces existe un punto wy € C\{0} tal que

P, (zowp) > sup{®,(2wo) : z € E}.

Demostracion. Consideramos una coleccion {F.,e > 0} de conjuntos p-
convexos cerrados con las siguientes propiedades:

(1) Fr, CF,, #Cpara 0 <e; < ey,
(11) 0 € int F; para todo € > 0,
(1) NesoF: = E.

Por ejemplo podemos considerar F; la envolvente p-convexa cerrada de E U
D(e), donde D(e) ={z € C: |z| <e}.

Para esta coleccion, como N.soF: = FE, existe ¢g > 0 de modo que
29 € C\Fg,. Como F_, es un conjunto p-convexo cerrado y como 0 € int Fy,
por la Propiedad 2.44, para el p-funcional de Minkowski de F;, p, tenemos
que Fry = {z € C: p(z) <1}y 0F,, = {z € C: p(z) = 1}, lo que nos
permite concluir que p(zp) > 1.

Denotamos por Ao = [p(20)]~'/?, entonces tenemos que & = A\gzy € IF,
puesto que p(§) = 1. Por el Teorema 2.45, existe wy € C\{0} tal que la curva
I'={z € C: ®,(2wp) = 1} pasa por &, ademas ®,(zwg) < 1 para todo
z € E C Fy,. Lo que nos permite concluir que

P, (zowo) = @,(Ewo)[Ao] P = [Ao] P =p(20) > 1 > Slelg P, (2wp).

*

Damos ahora otra definiciéon de cerrado p-convexo que, como veremos, es
equivalente a la definicién anterior.

Definicion 2.47. Sea w € C, £ > 0. El conjunto T,(w;§) = {z € C :
®,(2w) < &} esllamado conjunto p-convexo elemental. La interseccion de una
familia cualquiera de conjuntos p-convexos elementales se denomina conjunto
p-convexo cerrado.

Dado un conjunto S C C denominamos funcion de p-soporte de S a la
funcion kg(0) = sup{®,(ze) : z € S}. Observamos que estas funciones son
siempre 27-periodicas

Observacion 2.48. Para todos w € Cy & > 0 el conjunto T,(w,§) es
estrellado, puesto que, si z € Tp(w,§), para todo A € [0,1] se tiene que
D,(Az) = MP,(2) < Pp(2) <&, por tanto Az € Ty(w, §).

Proposicion 2.49. Las definiciones 2.35 y 2.47 son equivalentes para con-
juntos cerrados de C.
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Demostracion. Sea E un conjunto cerrado p-convexo para la Definiciéon 2.35,
y consideramos la funcion H(w) = sup{®,(zw) : z € E} para todo w € C.
Por el Teorema 2.46, tenemos que si zp € C\E, existe w € C\{0} tal que

®,(zow) > sup{P,(2w) : z € £} = H(w).
Como para z € E, ®,(2w) < H(w) para todo w € C, podemos afirmar que
E={2e€C: ¢,(2w) < H(w), Vw € C} = NyecT)(w; Hw)).

Consecuentemente F es una interseccion de conjuntos p-convexos elementales
y por lo que E es un conjunto p-convexo para la Definicién 2.47.

Reciprocamente, para w € C y para £ > 0 veamos que los conjuntos
T, (w; &) son cerrados p-convexos, en el sentido de la Definicion 2.35. Si { =0
y p > 1/2, entonces T,(w;0) = {z € C: 7/(2p) < |argzw| < 7w} y por
tanto, T),(w;0) es el exterior de un sector abierto de amplitud 7/p. Si { =0
y p < 1/2, se tiene que T, (w,0) = {0}, es decir, que para & = 0 en ambos
casos T,(w,0) es un conjunto p-convexo cerrado para la Definicon 2.35. Si
& > 0, observamos que

Ty(w;€) ={2€C: d,(2w) <€} ={z€C: O,(2weP) <1} (2.16)

Por la Observacion 2.48, T,(w;&) es un conjunto estrellado, y podemos
considerar pp(z) su p-funcional de Minkowski. Observamos que la funciéon
z — ®,(2w&"1/P) es semicontinua inferiormente y p-sublineal (Observacion
2.42) por el Teorema 2.40 podemos afirmar que es el p-funcional de Min-
kowski del conjunto cerrado p-convexo dado por

{z€C: ®,(2we™VP) <1} = T, (w; €)

de donde deducimos que pr(z) = ®,(2wE"1?) y que T,(w, £), para la Defi-
nicién 2.35, es un conjunto p-convexo cerrado.

Por tltimo, por la Propiedad 2.36 (2) sabemos que la interseccion de con-
juntos p-convexos cerrados, es un conjunto p-convexo cerrado, por lo tanto,
todo conjunto p-convexo cerrado para la Definicon 2.47 lo es para la Defini-
cion 2.35. *

Definicién 2.50. Sea X = {f : C — [0,00]}, parcialmente ordenado de
forma natural, es decir, fi < fo si fi(z) < fa(z) para todo z € C. Dado
U C X, la funcion definida por f(z) = sup{g(z) : g € U} para todo z € C
se denomina superior de U y se denota por supU. Sean P, A C X, diremos
que la clase P es un generador superior de A, si toda funcion h € A se puede
escribir de la forma h = supU donde U C P.

Definicién 2.51. Sea p > 0, consideramos el subconjunto H, = {f.,(z) =
®,(2w)}wec de X. Una funcion h € X se dice que es H,-convezra si existe
U C H, tal que h = supU. El conjunto de todas las funciones H,-convexas
lo denotamos por P(H,, X).
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Lema 2.52. Sea A, la subclase de X formada por las funciones semiconti-
nuas inferiormente, no negativas y p-sublineales. Entonces P(H,, X) = A,y
siHeAy,yUy ={fo€ Hy: fo < H} entonces H = sup Uy, es decir, H,
es un generador superior de la clase de funciones A,.

Demostracion. Veamos en primer lugar que P(H,, X) C A,. Para w € C
fijo, la funcién ®,(zw) es una funcién finita y p-sublineal por lo visto en la
Observacion 2.42, y en consecuencia, es continua por la Observacion 2.24.
Observamos con una pequena comprobacion que el superior de una familia
de funciones continuas, no negativas, y p-sublineales es semicontinuo infe-
riormente, p-sublineal, y no negativo. Por tanto, P(H,, X) C A,,.

Sea H € A,, veamos que existe una familia {H.}.~o de funciones fi-
nitas de A, de modo que H = sup{H. : € > 0}. Si H = 0 se tiene que
H(z) = fo(z). Si H # 0, consideramos el conjunto £ ={z € C: H(z) < 1}
que por el Teorema 2.40, es cerrado y p-convexo. Al igual que en la de-
mostracion del Teorema 2.46, construimos una familia {F;}.~o de cerrados
p-convexos. Denotamos por H. al conjunto de p-funcionales de Minkowski
de los conjuntos F;, como F; es cerrado y p-convexo de nuevo por el Teore-
ma 2.40, se tiene que H. € A, para todo € > 0. Por la propiedad (3) de la
Proposicion 2.38 sobre los p-funcionales de Minkowski, como N.sof: = F,
tenemos que H = sup{H. : ¢ > 0}. Por otro lado, como 0 € int F, por
contruccion, a partir de la definicién del p-funcional deducimos que H. es
finita.

Por ltimo, vamos a ver que existe una subfamilia Uy de H, de modo
que H = sup Up. Tomamos 6 > 0, y zg € C. Ponemos M = H(zy) —d >0
si H(zp) € R, y ponemos M = § si H(zp) = co. En cualquier caso, como
H = sup{H. : € > 0}, existe g > 0 tal que M < H,(20) < H(zp). Como
H., verifica las hipotesis del Teorema 2.43, existe una funcion f,,(z) =
®,(2wp) € H,, con wy € C\{0}, con las siguientes propiedades:

M < fuo(20) = ®p(20w0) = Hey(20);  Pplzwo) < Hey(2) < H(z) zeC.

Por lo tanto, H(z) = sup{H:(z) : € > 0} =supUg, donde Uy = {f, € H, :
fu < H}. *
Teorema 2.53. (Dualidad cerrados p-convezos) Sea €, la clase de todos los
conjuntos cerrados p-convexos parcialmente ordenada por inclusion y sea A,

la subclase de X formada por las funciones semicontinuas inferiormente, no
negativas y p-sublineales. Entonces, la aplicacién

viA,—¢, v(H)=Eg={2€C: ®,(2w) < H(w), Yw € C},

establece un isomorfismo entre los conjuntos ordenados A, y €,. Ademas,
si A;) es la subclase de funciones finitas de A, y Qf’p es la subclase de los
compactos de €,, entonces ' = v, A A}, — €, es un isomorfismo de orden.

79



Demostracion. En primer lugar veamos que dado H € A,, se tiene que
v(H) = Ey € €,. Vemos que Eyg = NyecT,(w, H(w)), por lo tanto, por
la Definicion 2.47, que hemos visto que es equivalente a la Definicion 2.35
en la Proposicién 2.49, podemos afirmar que Epx es un conjunto cerrado
P-CONVEXO.

Veamos que v es inyectiva. Sean Hy y H> funciones de A,, supongamos
que Ey, = Epf,. Por el Lema 2.52, sabemos que Hj(w) = sup{f.(w) =
®,(2w) ¢ fi(w) < Hj(w), Vw € C} para j = 1,2. Por otra parte, como
Ex, = Eg,, se tiene que

{zeC: f,(w) < Hi(w),VweC} ={z€C: f,(w) < Hy(w), Yw e C},

y en consecuencia f,(w) < Hj(w) paratodow € Csi, ysolosi, f,(w) < Ha(w)
para todo w € C, y por tanto, Hi(w) = Ha(w).
Veamos que v es sobreyectiva. Sea E € €,, definimos

H(w) = sup{f.(w) = ®,(2w), z € E}.

Por el Lema 2.52, sabemos que H € P(H,,X) = A,. Por otro lado, por el
Teorema 2.46 sabemos que

v(H)=FEp={2€C: ®,(2w) < Hw), Vwe C} = E.

Por tanto, v es sobreyectiva.
Observamos también que v preserva el orden, puesto que si H < Hy
tenemos que

{z€eC: ®,(2w) < Hi(w), VWw e C} C{z€C: ?,(2w) < Hy(w), Vw € C},

es decir, que Fy, € Ep,. En consecuencia concluimos que v es un isomor-
fismo entre los conjuntos ordenados A, y €,,.

Por otro lado, si H € A;), sabemos por la Observacion 2.24 que H es
continua, lo que nos permite afirmar que M = sup{H (") : § € R} < oo.
Consecuentemente, H(w) < M |w|? para todo w € C, de donde se deduce que

Ey={2€C: ®,(2w) < H(w), Vw € C}
C{zeC: ®,(2w) < M|w|’, Vw € C}
={2€C: ®,(2") < M,Vo € R} C {2 €C: |2’ < M},

Por lo tanto, v(H) = Ep es acotado y, por tanto, compacto. En sentido
contrario, supongamos que E es un conjunto compacto de &€,. Para ca-
da w € C fijo, la funcion ®,(zw) es continua en E, por lo que H(w) =
sup{®,(zw), z € E} < 00, es decir, H € Afo, lo que nos permite afirmar que
vV =y A A}, — €, es un isomorfismo de orden.

*
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Definicién 2.54. Sea f una funcion entera de orden p > 0, sea hy la fun-
cion indicatriz generalizada de f. Denotamos por h;f(@) = max{0, hs(6)}.
Llamamos diagrama indicador de f al conjunto

Xh}r ={2€C:d,(2e") < h?(@), 0 € R}. (2.17)

Teorema 2.55. Sea p > 0 y sea h una funcién finita, no negativa y tri-
gonométricamente p-convexa definida en R. El conjunto X, = {z € C :
®,(2¢") < h(h),0 € R} es el tnico conjunto compacto p-convexo cuya fun-
cién de p-soporte coincide con h.

Demostracion. Consideramos la funcion H(w) = r?h(f) con w = re?. Por
la Proposiciéon 2.22; como h es trigonométricamente p-convexa, H es una
funcién p-sublineal. Ademas H es no negativa y finita por serlo h. Por tanto,
con las notaciones del teorema anterior tenemos que H € A;, en consecuen-
cuencia Ep es un compacto p-convexo. Observamos que,

Eg = {2 €C:|w|fd,(2¢") = ®,(2w) < H(w) = [w|’h(0), |w|e? € C} =
={zeC: <I>p(zei0) < h(0),0 € R} = X},

Por tanto, X}, es compacto p-convexo y ademas H(w) = sup{®,(zw), z €
Xn}, por lo que su funciéon de p-soporte kx, (6) = sup{@p(zew) cz € Xp}
verifica que ky, (0) = H(e?) = h(0), es decir, h es la funcién de p-soporte
de Xh~

Para finalizar podemos afirmar que X} es el inico compacto p-convexo
verificando esta propiedad por la unicidad dada por el isomorfismo v/ =
Viay, A/p — C’p del Teorema 2.53. *

Observacion 2.56. Por el Teorema 2.33 sabemos que la funciéon h;{ (0) =
max{0, h¢(0)} verifica las hipotesis del Teorema 2.55.
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3. Ordenes aproximados analiticos

A partir de este capitulo, como mencionamos en la introduccioén, respal-
daremos la mayor parte de los resultados obtenidos en el trabajo de L. S.
Maergoiz [19]|. En la primera secciéon definiremos el concepto de orden ana-
litico aproximado. Esta nocién nos permite considerar funciones analiticas
en un sector de la superficie de Riemann del logaritmo que se comportan
como un orden aproximado sobre el semi-eje real positivo. En el Teorema
3.6, probaremos que a todo orden aproximado se le puede asociar un orden
analitico aproximado de forma que este sea equivalente al anterior sobre el
semi-eje real positivo, y ademas verifique otras cuatro propiedades adiciona-
les de simetria o regularidad. El clase de todas las funciones satisfacen dichas
propiedades la vamos a denotar por B(y, p(r)). En la Seccion 3.2 analizare-
mos las caracteristicas de esta clase de funciones, en particular, el Teorema
3.15 permite probar la existencia de una funcién inversa dentro de una cla-
se del mismo tipo. Terminaremos definiendo una funciéon N(¢) para cada
funcion de B(y, p(r)), cuya descripcion y propiedades emplearemos en el ca-
pitulo siguiente para probar una férmula de Hankel para una funcion auxiliar
que desempena en este contexto un papel similar al de la funcién Gamma de
Euler en el estudio de la transformada de Laplace cléasica (Teorema 4.3).

3.1. Orden aproximado analitico de una funcién entera

Definicién 3.1. Seay € (0,00). Consideramos la siguiente notacion para las
regiones de la superficie de Riemann del logaritmo R descritas a continuaciéon

L(v,R)={(r,0) e R:|0] <~:r >R},
L(y)={(r,0) e R: 0] <~:r >0}

Definicién 3.2. Sea p(r), para r > 0, una funcién no negativa tal que
p(r) — p cuando r — oo, decimos que p(r) es un orden analitico aproxrimado
si la funcion V(r) = (") admite una prolongacion analitica V(z) a un
dominio que contiene una region del tipo L(vy, R) con R > 0, y verifica

V(zr)
. _ .
Yin o5 = 2eLl)
con convergencia uniforme en los compactos de L(7).

Observacion 3.3. Con la notacién z” nos referiremos, de aqui en adelante,
a la determinacion principal del logaritmo, es decir, si z = re?, entonces
2P = rPe? con O € (—m, ).

Proposicion 3.4. Sea p(r) un orden analitico aproximado, entonces p(r) es
un orden aproximado (en el sentido de la Definicion 1.16).
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Demostracion. En primer lugar vemos que la funcion p(r) es no negativa por
definicién. En segundo lugar para ver el caracter C! de p(r) observamos que
como V(z) es analitica en L(vy, R), V(r) es analitica en (R, c0). Por lo tanto,
como p(r) = InV(r)/Inr, p(r) es analitica, y en particular C!, en (R, c0).
Por la Observacion 1.17, p(r) verifica las propiedades (1) y (2) de los érdenes
aproximados.

Por tltimo, consideramos las funciones f,.(z) := V(zr)/V (r) definidas en
L(vy) y r > R. Por la definiciéon de orden analitico, estas funciones convergen
hacia la funcién z” uniformemente en los compactos de L(7y) cuando r — oo,
en particular en cada intervalo [a,b] C (0, 00).

Por lo tanto, por el teorema de Weierstrass, las funciones derivadas f.(z)
convergen uniformemente en cada intervalo [a,b] C (0, 00) hacia la funcion
pzP~L es decir, tenemos que

!
lm rV/'(tr)

=ptP~t t
r—00 V(T) p Y e (07 OO)

Observamos que para t = 1, p(r) verifica la segunda condicién de (1.9), como
ademas p(r) — p si r — oo, usando la Propiedad 1.20 podemos afirmar que
p(r) es un orden aproximado. *

Vamos a ver que toda funcién entera admite un orden analitico aproxi-
mado y que ademas este orden verifica una serie de propiedades.

Lema 3.5. Sea p(r) un orden aproximado con p > 0 no entero, sea A>0
consideremos la funcion entera f construida en el Teorema 1.44. Sea § :=
(rA)"Lsen(mp) y sea G(z) = log f(—2) (ver Notacion 1.38). Entonces
G
lim (r) =z, ze€ L(n) (3.1)

r—00 G(r)

con convergencia uniforme en los compactos de L(7). Ademaés la funcion

() = IndG(r)

Inr

es un orden aproximado equivalente a p(r).

Demostracion. Por la igualdad (1.36) del Teorema 1.44 tenemos que

i 6 '
lim 6G(re)  sen(mp) lim log f(—re*) _ irf

r—oo  pp(r) T A 5o 7o(r) ) |‘9| <m, (32)

donde la convergencia es uniforme en todos los compactos [a,b] C (—m, 7).
Del mismo modo también sabemos, por la Propiedad 1.28, que

. Vi(sr)
Tlgglo Vi) s, s €(0,00), (3.3)
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con convergencia uniforme en los compactos [a, b] C (0,00). Por (3.2) y (3.3)
deducimos que para todo z = se’? € L(7) se tiene que

10 p(rs)
Im G(rz) _ lim 0G(rse™)/(rs) Virs)

— PO p — p
r—00 G(T‘) r—00 5G(r)/rp(r) V(T) s i

con convergencia uniforme en los compactos de L(), y se verifica (3.1).
Veamos ahora que p1(r) es un orden aproximado equivalente a p(r). Por
la igualdad (1.36),

In (M) + Inrr)

rP(T)

Tligolo 91(7") - Tli{go Inr

=p>0, (3.4)

luego para r suficientemente grande p;(r) es positivo. Como la funcion G(z)
es analitica en L(7) la funcién G(r) es C! en (0, 00) y consecuentemente p1 (7)
es C! para r suficientemente grande y teneiendo en cuenta la Observacion
1.17, podemos afirmar que p;(r) verifica las propiedades (1) y (2) de los
6rdenes aproximados.

Por otra parte, tenemos que las funciones g,(z) = G(rz)/G(r) convergen
hacia la funcion z” uniformemente en los compactos de L(7) por (3.1). Con-
secuentemente, por el teorema de Weierstrass, las funciones derivadas g¢..(z)
convergen uniformemente hacia pz”~! en L(7). Luego para z = 1, tenemos
que se verifica

rG'(r)
Ii =
donde la diferenciacion G'(r) = (9,G)(r) con respecto a la variable z coincide
con la diferenciacion de G(r) con repecto a la variable r. Asi pues, por la
igualdad (3.4) y por la Propiedad 1.20 y podemos afirmar que p;i(r) es un
orden aproximado y ademas, también por (1.36),

, _ ey Ol f(=r)
rlggo[pl (r) — p(r)|Inr = rli)rgo InoG(r) — p(r)Inr = Tlggo In = 0,
luego p1(r) es un orden aproximado equivalente a p(r). *

Teorema 3.6. Sea p(r) un orden aproximado con p(r) — p > 0 cuando
r — 00, entonces para todo v > 0 existe una funcion analitica Vy(z) en L(7y),
tal que po(r) := InVy(r)/Inr es un orden analitico aproximado equivalente
a p(r) y tal que se verifican las siguientes propiedades:

(1) Para todo W = (r,0) € L(7y) se tiene que

L VOW)
r—00 Vb(r)

— WP, W e L(y), (3.5)

donde W? = sPei?® y con convergencia uniforme en los compactos de
L().
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(2) Se tiene que Vo(W) = V(W) para todo W € L(v,R), donde W =
(‘W‘7 —arg W)

(3) La funcion Vj(r) es positiva y monotona creciente en (0, 00), es estricta-
mente convexa relativa a Inr, es decir, la funciéon t — V(et) es convexa
y ademas, Vp(0) = 0.

(4) Para r > 0, InVj(r) es una funcion estrictamente concava.

Demostracion. (1) Fijamos numeros &, «, 7 tales que 0 < £ < o < 7/7,
p > &y ponemos i := &/a. Si p(r) es el orden aproximado del enunciado,
definimos £(r) = p(r) — p+ £ y u(t) = a~1E(tY/*). Observamos que p(t)
es un orden aproximado, puesto que

(11.1) Como £(r) es CY, y para a > 0 la funcion t/ es C! en (0,00)
podemos afirmar que p(t) es diferenciable con continuidad.

(1.2) Como p(r) — p, por la Observacion 1.17 podemos considerar la
definicion de £(r) a partir de un r, para que se verifique que £(r) >
0 y por lo tanto, que, u(t) > 0.

(1:3) Mmoo pu(t) = Hmy oo o Hp(t/*) = p+ €l =a 1= p < 1,

(11-4) Mmy—oo tp/ (1) Int = limy_yo0 t/*a=2[p/(t/%)] Int =
= lim, 00 @ rp/(r) Inr] = 0.

Como 0 < g < 1 podemos construir para A = sen(mu)/7 la fun-
cion fo dada por el Teorema 1.44 y usando la misma notaciéon que en
este teorema y que en el Lema 3.5, podemos afirmar que la funcion
p1(t) =InG(t)/Int es un orden aproximado equivalente a pu(t). Por las
ecuaciones (3.1) y (1.36), se tiene que

G(tz) L G(tz)
Pardod t(t) 7tliglo G(t)

=zI, ze L(m), (3.6)

con convergencia uniforme de ambos limites en los compactos de L().
Como G(z) es analitica en L(), la funcion definida por ®(W) = G(W?)
es analitica en L(m/a). Por (3.6) y como u(t) = o~ 1¢(tY/*) podemos
escribir

WE — WHe — m G(rewe) — lim S(rWw) . P(rW)

r—00 ,rau(ra) r—00 7“5(7")  rooo @(T) ’

con convergencia uniforme en los compactos de L(7/«). Esto nos permite
afirmar que la funcién

Vo(W) := WP=S®(W), W € L(r/a),

satisface (3.5) puesto que, como v < w/a, L(y) C L(w/«) y, por tanto,
tenemos convergencia uniforme en los compactos de L(7).
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Definimos po(r) = In Vy(r)/Inr, veamos que pg es un orden aproxima-
do analitico. Como la funcién V(W) es analitica en L(v), Vo(r) es C!
en (0,00) y consecuentemente pg(r) es también C!. Del mismo modo,
observamos que

1 InrP=¢ +In® 1 @
i 2VO0) g I ARl e (p—ﬁ—!—nG(r )>;

o Inr

r—00 In T r—00 In T r—00

como pui(t) = InG(t)/Int es un orden aproximado equivalente a pu(t),
podemos aplicar a pu; por la Propiedad 1.20, con lo que

lm In Vp(r) In G(t) 13

r—00 ]nr :p_€+t]i>r£oa lnt :p_g—i_a&:p. (37)

Por lo tanto, lim, o po(r) = p > 0, lo que garantiza la positividad de
po(r) para r suficientemente grande. Por otra parte, para todo z € L(7),
P—EPp )

lm Vo(zr) — lim (zr) (zr) o 2 (zr)

r—00 Vb(r) r—00 rﬂ*ﬁ(I)(r) r—00 (I)(’r)
Observamos que si z € L(y) C L(w/a), entonces z¢ € L(w), y por tanto
por (3.6),

Vo(zr) 2P=EG((21)?) G(2*t)

1i = lim =2 = o = 2" :
TV G A o 88

Asi pues, por las ecuaciones (3.7) y (3.8) podemos afirmar que po(r) es un
orden aproximado analitico. Por tltimo, como p; y p son equivalentes,

It [po(r) — p(r)] 7 = 1 [po(r) = p+ &+ p — p(r) — €] In7

7—00

= lim nVp(r) + [—p+&—&(r)]Inr = lim In®(r) —&(r)Inr

r—00 r—00
= rlggo InG(r®) —ap(r®)lnr = tlggo[,ul(t) —u(t)]Int =0,

lo que nos permite concluir que po(r) y p(r) son o6rdenes equivalentes y
que po(r) es el orden aproximado buscado.

Sea W € L(~, R), tenemos que

Vo(W) = Wr—Ea(W) = W" *G(W)

De la misma manera, por la definicion de G(z) tenemos que para z €
L(r)




Por tanto, exp(G(2z)) = exp(G(z)) en L(m), de donde se deduce que
G(z) = 2kmi + G(Z) y como G(0) = 0, podemos concluir que para todo
W € L(v, R),

Vo(W) = W™ G(Wa) = WS G(W*) = Vo(W).

En primer lugar, de la definicion de G(r) y como p > £ deducimos que
Vo(r) es monodtona creciente y positiva. También de la definicion de G(r)
se deduce que G(0) = 0 y en consecuencia V(0) = 0.

En segundo lugar, observamos que para todo r > 0 se tiene que G(r) =
log fo(—7) = In My, (r). Observamos también que como fy es entera,
podemos aplicar el teorema de los tres circulos de Hadamard (Teorema
A.9) y consecuentemente

Inrg —Inry Inre —Inryg

G(re) =In Mg, (re) < In Mg, (r1) +In My, (r3)

Inrg —Inrg Inrg —Inrq

G(rs)

Inrg —Inry Inry —Inr

< G(r)

Inrg —Inr; Inrg —Inr;’

para todos 0 < r; < ry < rg < 00. De esta desigualdad deducimos que

Inrg —Inry Inry —Inrg

D(ry) = G(ry) < G(r7) G(rg)

Inrg —Inr Inrg —Inr

Inrs —Inry Inry —Inr

< ®(ry) + O(r3)

Inrs —Inrg 3 Inrs —Inry’

puesto que a > 0, para todos 0 < 1] < ry < r3 < oo. Las funciones
O(r) y rP~¢ son funciones positivas, crecientes y convexas respecto de
In7, y en consecuencia, ®(e!) y ¢!(P=€) son funciones positivas, crecientes
y convexas y por el Lema A.7, que nos dice que esta clase de funciones
es estable para el producto, deducimos que ®(ef)etP=¢) = V(et) es una
funcién positiva, creciente y convexa, lo que nos permite concluir que
V(r) es una funcién positiva, creciente, y convexa respecto de Inr.

Parac >0y a € (0,1) consideramos las funciones definidas por ¢1(r) =
Inr, wa(r) = In(1 4 cr®). Como ¢} y ¢ son estrictamente decrecientes
en (0,00), por el Lema A.8 tenemos que las funciones ¢1(r) y @2(r) son
estrictamente concavas para r > 0. Por la definicion de V(r) tenemos
que

InVo(r) = InrP~¢®(r) = (p — &) Inr + Inlog fo(—r%).

Por otro lado, como G(r) = G(F) = G(r), tenemos que G(r) € R,
por lo que G(r) = log fo(—r) = In|fo(—r)|. Ademés, como la suma
de funciones estrictamente céoncavas (finita o infinita) es una funcion
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estrictamente concava y como la composicion de funciones estrictamente
concava también lo es, se tiene que

InVo(r) = Inre—¢ +1In|fo(—r*)| = (p—§) lnr—f—anln <1 + Z) ,
k
k=1

luego para todo r > 0, In V(r) es una funcién estrictamente concava.

*

Observacion 3.7. Por el Teorema 1.25 hemos visto que dada f una funcion
entera podemos construir un orden aproximado asociado a ella, luego por
este teorema podemos asociar a f un orden analitico aproximado.

Observacion 3.8. Si 1/2 < p < 1, y v < 7, entonces para el caso limite
€ = py a =1, de la prueba anterior, observamos que la funcion G(z) =
log fo(—z) satisface las condiciones del teorema.

Propiedad 3.9. Sea p(r) un orden aproximado con p(r) — p > 0 cuando
r — oo, seay > 0y sea a € (0,p) con @ < 7/v. Entonces, para todo
B € (p, p+ ), existe una funcion Vj, verificando las condiciones del Teorema
3.6, que admite una representaciéon

Vs(t) = i(—l)’“BkHtﬁ*ka, te0,1], (3.9)
k=0

donde B; > 0 para todo [ € N, y la serie converge absolutamente y unifor-
memente para todo ¢ € [0, 1].

Demostracion. Consideramos la funcién G del Teorema 3.6, y podemos es-
cribir

G(w) = log fo(—w) = glog (1+2),

donde por el Teorema 1.14 sabemos que hay convergencia uniforme en todos
los discos de la forma Ds = {w € C: |w| < J} con 0 < § < a1, puesto que fy
no se anula. Asi pues, teniendo en cuenta el desarrollo en serie del logaritmo,
vemos que G admite la siguiente representaciéon en serie de potencias

d w > 14 1
G(w) :Zlog <1+Gk) :Z(—l)l 1Twl, w € Ds, Alzza—l.
k=1 =1 k=1

Observamos que podemos escribir 5 € (p, p + ) en la forma = p — &+ a,
con 0 < & < a < py por lo tanto, la funcién definida en Vi (t) = tP~¢G(t?)
es una funcién como las construidas en el Teorema 3.6 y por lo tanto verifica
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las condiciones. Si consideramos la funcion V (¢) = V1 (dt) comprobamos que
para todo ¢ € [0, 1] se tiene que

V(t) =V1(6t) = (0t)P~SG((68)%) = (8t)°~ 52 1)~ 1Az
3 1)k A"““ ptra(il) _ N Bk
Z k+1 (¢) = (~DF By’
=0 k=0

y ademés se comprueba de forma sencilla que V(z) verifica las condiciones
del Teorema 3.6 por verificarlas Vi (t). *

3.2. Clase de funciones asociada a un orden analitico dado

Definicién 3.10. Sean v > 0 y p(r) un orden aproximado, con p(r) —
p > 0, entonces denotamos por B(v, p(r)) = {V(z) : z € L(vy)} la clase de
funciones que satisfacen las condiciones (1) — (4) del Teorema 3.6 y tales que
pv(r):=InV(r)/Inr es un orden aproximado analitico equivalente a p(r).

Notacion 3.11. Si v, = min{m,7/(2p)} definimos el siguiente conjunto de
la superficie de Riemann del logaritmo R,

Mg ={(r,e) eR:7>0: |@o—0] <} (3.10)
Vamos a ver algunas de las propiedades de la clase B(~, p(1)).

Proposicion 3.12. Sea p(r) un orden aproximado, con p(r) — p > 0, sea
V' una funcion de B(v, p(r)), entonces se verifica que:

(1) Para todo W € L(v) se tiene que

!
o VW)

R S AN 11

con convergencia uniforme en los compactos de L(7), donde si W =
(r,0), V(W) = e (0, V)(W).
(2) Sim:R — C con n(r,0) = re??, tenemos de forma uniforme que

lim

MASAMPAGI A W|<B<n~. 3.12
N 0T p, |argW|[ <3<y (3.12)

(3) La funcion v(W) = V(W)/W? es una prolongacion de analitica de la
funcion de variacion lenta v(t) = V' (t)/t?, t > 0, y ademas,
v(tW)
fm
t—00 U(t)

=1, W e L(v), (3.13)
con convergencia uniforme en los compactos.
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(4) Para todo K C L(vy) compacto y todo 0 < 3 < v tales que si Z € K y
|arg W| < 3, entonces ZW € L(7), se tiene que
V(ZW) v(ZW)
m fm
[W|—oo V(W) W|—oo v(W)

=7Z°, =1, (3.14)
uniformemente en K. Ademas, para todo v > 8 > 0y todo ¢ > 0
existe Sg > 0 y un argumento de la funcién V' de modo que para todo

W e L(5, S3) se tiene que V(W) # 0y |arg V(W) — pargW| < e.

Demostracion. (1) Por la propiedad (1) del Teorema 3.6, las funciones ho-
lomorfas fi(W) := V(tW)/V (t) definidas en L(7) convergen hacia la
funcion W? uniformemente en los compactos de L(7) cuando t — oo.
Luego, por el teorema de Weierstrass, st W = (r, ), las funciones de-
rivadas (O, f;)(W) convergen uniformemente en cada compacto de L(7)
hacia la funcion pr?~1e??. Es decir, que para todo W € L(v), se tiene
que

VW) te PO, V)W) L _ptd, V(W)
Jim Vi) VD) = Hm e V)

— 1 —1i6 _ p—1
Jim ™0, fi) (W) = pWP™,

con convergencia uniforme en los compactos de L(7).

(2) Por la propiedad (1) de los elementos de B(v, p(r)) y la igualdad (3.11),
para todo W verificando |arg W| = |¢| < f < 7 se tiene que

r(WV'W) o eV ([We™)

)i — L L = .

Wiseo V(W) Wiseo  V([W]ei#)

L WVIWER) VW) o i
= lim €% ) i peilo—1e L _
Wisee O V(W) V(Wleiw) ~ < cie

con convergencia uniforme en |arg W| < 3.

(3) Es inmediato comprobar que v(W) = V(W)/W? es una prolongacion de
analitica de la funcion v(t) = V(¢)/t?. Por otra parte, por la propiedad
(1) de los elementos de B(~, p(r)), para todo W € L(7)

PIN P P
i YOV g, VEWEPWE o, 0
t—00 U(t) t—o00 V(t)/tp tPWp

con convergencia uniforme en los compactos.

4) SiZe Ky largW|=l|p| <B <~vcon ZW € L(v), se tiene que por la
propiedad (1) de los elementos de B(, p(r)) aplicada dos veces
Vizw) . V(W|Ze¥) V(W)

lim = lim = 7",

Wisoe VW) — Winee  V(IW])  V([W]e¥)
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Por otro lado, a partir de este limite se prueba el segundo limite de (3.14)
procediendo de la misma manera que al demostrar (3.13).

Por altimo, dado v > 8 > 0, tomamos K = {(1,9) € R: |¢| < 8 <7},
tomando ' > 0 tal que S+ ' <« tenemos que ZU € L() para todo U
con |argU| < V', en particular para U € R. Por lo tanto, si |argW| <
podemos escribir W = Zr con Z € K, r > 0y argW = arg Z y por el
resultado que acabamos de probar,
V(Z V(w
fm YDy YY) g

r—oo V(1) W|—oo V(W/Z)
Como tenemos convergencia en modulo y en argumento, existe Sg > 0
y existe un argumento de V' de forma que si W € L(f3, Sg) tenemos que

1 1
0<1-5=|2"-5 <[VIW)[#0,

largV(W) —argV(W/Z) —arg ZP| = |argV (W) — 0 — parg W| < e.
*

Definicién 3.13. Sean X e Y espacios topologicos y sea m : ¥ — X una
aplicaciéon continua. Decimos que la aplicacién m es una proyeccion recubri-
dora del espacio recubridor Y en el espacio base X, si para todo x € X
existe un entorno U C X de x tal que 7~ 1(U) es unién disjunta de abiertos
{Ua}aca de Y y de forma que, para cada a € A, la aplicacion 7|y, : Uy — U
es un homeomorfismo. En este contexto, si Z es otro espacio topoldgico y
f:Z — X es una aplicacion continua, decimos que una aplicacién continua
f:Z =Y esuna funcion de recubrimiento de f si se verifica que wo f = f.

Observacion 3.14. Teniendo en cuenta el apartado (4) de la proposicion
anterior, tomando € = 7 /2, existe Q3 > 0 verificando que

V(W) #0, y |argv<w>—pargm<g,

para todo W € L(B, Qp). Si denotamos por D = Up<g<~L(8, @), la funcion
V : D — R dada por V(W) = (|[V(W)|,argV(W)), es una funcion de
recubrimiento de la funcién V' : D — C relativa a la proyeccion w : R — C
dada por 7(r,0) = re.

Teorema 3.15. Sean p(r) — p > 0 un orden aproximado, v > 0y V €
B(v, p(r)). Denotamos por r = U(t), para t > 0, a la funcion inversa de
t = V(r), con r > 0, y denotamos por p*(t) al orden conjugado de p(r).
Entonces InU(t)/Int es un orden aproximado analitico equivalente a p*(t),
y U(t) admite una prolongacion analitica a una funcion U(W) en un dominio
T C L(py) simétrico respecto al eje real, tal que para todo 8 < « el dominio
T contiene un conjunto de la forma L(pS3,T3). Ademas, la funcion U, en su
dominio de definicion, verifica las propiedades (1) — (4) del Teorema 3.6 que
verifican las funciones de la clase B(py; p*(t)).
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Demostracion. Vamos a estructurar la prueba de este teorema en tres partes.

(I) En primer lugar vamos a probar que V es invertible en los dominios
de la forma L(3, P) con P suficientemente grande, para lo cual vamos
a probar varios resultados intermedios.

Fijado 8 € (0,7), ponemos K = {(1,¢) € R;|¢| < S}. Sabemos por
(3.11) que para todo £ > 0 existe R > 0 de forma qu,

(WvVi(w)

—pew(p_l) <e W = ({W|,p) € L(B,R),
i (W1, ) € L(3, R)

uniformemente respecto de ¢, por ser K compacto de L(vy). Asi pues,
como sabemos que pe?(P~1) £ 0. deducimos que existe P; > Qp (ver
Observacion 3.14) suficientemente grande de modo que V(W) # 0
para todo W € L(3, P1).

Veamos ahora que para todo ¢ € (0,1) existe a € (0,1) tal que

V(Z) = V(W) > cV(W)]|z —wl, Z € (W), WeL(B,P),
(3.15)

donde considerando la notaciéon de (3.10) tenemos

P>P, z=n(2), w=nW), Z#W,
QW) ={Z € Margw : |2 —w| < a|w|}.

Observamos que para « suficientemente pequetnio, Q. (W) C L(vy),
puesto que si Z € Q,(W), estudiando la geometria del triangulo de
vértices 0, W y Z vemos que

Z €llygw = |argz —argw|=|argZ —argW| <,

|z —w| <alw| = tan|argz —argw| < a.

Por la continuidad de la tangente basta tomar a suficientemente pe-
queflo, y tenemos que Z € L(vy) cuando W € L(f3).

Para W € L(B,P1),y Z € L(y) NHagw con Z # W definimos la
funcion

V(Z)-V(W)
(z —w)V' (W)
Sea A(W) = [wV'(W)]"V(W), y 7 = (2 — w)w™ L. Si consideramos

las funciones

G(Z,W) =

G1(W, Z) =AW)[(1 4 7)? —1]7 71,
Go(W, Z) =AW + 7)Pr WPV (W)~ tZz=rV(Z) — 1],
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vemos que

AW)

T

GIW,Z)+ Gy (W, Z) =

[_1 L T)pWPV(Z)]

V(W)zr

PWPV(Z)

=W - v+ S

| cuw.a
puesto que 2Pw P Z PWP =1, yaque Z € g w. Paratodo 1 € (¢, 1)
tomamos 0 < & < 1 de forma que (1 —€)? > §;. Estudiando el limite

cuando 7 — 0 y aplicando (3.12) deducimos que existen dos ntimeros
a € (0,1) y P, > P tales que

=l pna, s,
1 | v 1
;+ 1> [AW)| = TF(W)V/(W)‘ > p(l ), W eL(p, P).

Si tomamos W € L(f, P2), y tomamos « € (0,1) de forma que se
verifique también Z € Q,(W) C L(v) tenemos que |7| < a y conse-
cuentemente

>P(1-e)?> 6. (3.16)

‘Gl(mz)':‘ V(W) [(1+T)p—1]’ :

T (W)VI(W) T

Observamos, por otra parte, que dado W € L(3, P»), la funciéon defi-
nida por

VW1 +71))

(14 7)PWe’

es una funcién holomorfa en un entorno del disco D, = {r € C :
|7] < @ < 1}, puesto que, en este caso, (1 + 7)W € Qu (W) C L(7)
y la funcion V(Z) es analitica en L(vy). Para todo ¢ > 0, tomamos
0 <0 <e(l—a)y, aplicando (3.14), se tiene que existe P. > P; de
modo que

X(W,r) =

X - x(w. 0y = VOV L) = (L v ()]

L+ W]
VOIS =07 svary) v
= < < €
(Lt WP W = W

para todo W € L(B,P.) y todo 7 € D,. Por lo tanto, aplicando el
Lema de Schwarz a la funcion H(u) = X (W, ua) — X (W,0) tenemos
que

elv(w)|

| X (W, ua) — X(W,0)| < WWa

veD={uecC: |u <1}
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Teniendo en cuenta que para todo Z € Q4(W) podemos escribir Z =
(1+7)W con 7 € D,, y que

AW + 7)PWPH (1Y)

Go(W, (1+ )W) = e ,

obtenemos que

AW + a)”

7|

I7le,

para todo W € L(B,P.) y Z € Qq(W). Aplicando (3.12) y tomando
e > 0 suficientemente pequeno,

|G2(VV,Z)| < <;+1) (1—;OZV6<516 (3.17)

para todo W € L(5,P) y Z € Qq(W), con P > P.. En consecuencia,
por (3.16) y por (3.17) se tiene que
IGW,2)| =2 |Gi(W, Z)| = |G2(W, Z)| > 61 — b1+ c =,

para todo W € L(B,P) y Z € Q,(W), con lo que queda demostrada
la desigualdad (3.15).

Puesto que |V/(W)| # 0 si P > Py, esta desigualdad que acabamos de
probar nos permite afirmar que

V(Z)#£ VW), ZeQ (W), WeL(P). (3.18)

Probaremos ahora que, con la notacion de la desigualdad (3.15) que
V(Z)#£V(W), ZeL(B,P\QW(W), WeLB,P). (3.19)
Si W e L(f, P) definimos
ws(W)={Z=7WeR:1-6<|7| <1+, |argT| < d},

donde escogemos § € (0,1) suficientemente pequeno de modo que
ws(W) C Qy(W); esto es siempre posible porque

[TW = W[ < [Wlir —1] < [W]|[r|e"*T — 1.
Si Z € ws(W) hay tres casos posibles:

(A) |r] > 1+46. Como hemos tomado P > Qg (ver Observacion 3.14)
tenemos que V(W) # 0 para todo W € L(B,P). Sea ¢ > 0
es suficientemente pequefio de modo que (1 4+ §)?(1 —¢) > 1
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de acuerdo con (3.14), si P > 0 suficientemente grande y W €
L(3, P) se tiene que

V(Z)— V(W) > VW) \VVfVZV)) - 1] > \v<w>|]

V(W) ‘
Vv
> VW) I[P —e) =1} = [V(W)][(1 4 0)*(L —¢) = 1] > 0.

(B) |7] < 1 — 4. Operando de manera analoga, para |W| suficiente-
mente grande, obtenemos que

V(2) =VIW)[ = [VIW)[[1 = (1 =6)"(1+¢e)] >0.

(C) |argT| > d. Sabemos que p|arg 7| = p|arg Z — arg W| > ¢. Con-
sideramos ademaés la siguiente condicion adicional dp < /2. Por
el apartado (4) de la Proposicion 3.12 existe Rgys > 0 de modo
que si Y € L(B + 6, Rg4s) tenemos que

8
larg V(Y) — pargY| < Py

Es claro que si W € L(B,(1 — 6) " 'Rp14) vy Z € ws(W), entonces
Z, W € L(B+0,Rp45) y se tiene que

b b
larg V(W) —pargW| < pg,  |argV(Z) —parg Z| < p3.

Por tanto, tenemos que

|arg V(W) — arg V(Z)|
> plargW —arg Z| — |arg V(W) — pargW — arg V(Z) + parg Z| > 0,

y consecuentemente, V(W) = V(2).

Con ello, podemos concluir que V es inyectiva en una region de la
forma L(B, Rj), y como V'(W) # 0, existe la funcion inversa U = 7

definida en el conjunto O’ := V(L(, R3)).

(IT) En segundo lugar, vamos a ver que U(t) = r la inversa de t = V(r),
verifica que InU(t)/Int es un orden aproximado equivalente a p*(t),
que U (W) es una prolongacion analitica de U y que el dominio de U
verifica las hipotesis del enunciado.

Por la Propiedad 1.29 sabemos que la funcion y(¢t) = InU(¢)/Int es un
orden aproximado con y(t) — 1/p cuando t — co. Como In V' (r)/Inr
es un orden aproximado equivalente a p(r), mediante un céalculo sen-
cillo vemos que y(t) es equivalente a p*(t).
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Para 8 € (0,7) fijo, consideramos U definida sobre O/, este dominio
contiene un intervalo infinito de la forma {(¢,0) € R : t > V(Rj)}, en
el cual coincide con U por la unicidad de la inversa. En consecuencia,
U es una prolongacion analitica de U (t).

Para todo 8 < =, por la propiedad (1) del Teorema 3.6 y por (3.14),
para todo 0 < pe < 7, existe S g > R’B de modo que si W € L(f, 5. )
se tiene que

’!V(W)I
V(Wi

— 1' <eg, |larg V(W) — parg W| < pe. (3.20)

En consecuencia, para cada 8 < v podemos tomar fijo eg > 0 de forma
que f +¢ep < 7,y tomando Rg > S., s tenemos que si Y € Op =
V(L(B, Rp)), Y = V(W), aplicando (3.20) vemos que

—py < —peg — pB <argY < pB+peg <py, ¥
Y|> 1 =eg)V(IW]) > (1 —ep)V(Sep) =: T, (3.21)

por lo que, Og C L(p(B+ep),T5) C L(py). Consideramos los dominios
de definicién de V, el conjunto P, y U, el conjunto T, dados por

P=|JLB,Ry), T=|JO0p

B<y B<y

Evidentemente T' C L(p7y) y observamos que existe una correspondecia
conforme ente P y T dada por U y V. Por (3.20) podemos afirmar
que un rayo arg W = vy de P se corresponde con una curva de T
que no esta acotada en moédulo y para la cual la direcciéon argy =
po es una direccidon asintotica. Este hecho permite afirmar que dado
B € (0,7) el rayo argW = 5 + € se transforma en una curva que
para [V(W)| > S' > V(Rg) + e5 suficientemente grande verifica que
arg V(W) > pf y andlogamente para el rayo argW = —f — €3 existe
5% > Rp+eg tal que arg V(W) < —pf3 cuando |V (W)| > S?. Tomado
SY = max{S', S?}, por la desigualdad de (3.20) para el modulo se
tiene que la imagen del arco

(W =8%"7": 10| < B +¢e5}

estd contenido en una corona circular. Uniendo estas observaciones
a que tenemos una correspondecia conforme entre los dominios, es
decir, que envia el borde en el borde y conserva puntos “interiores”
y “exteriores”, podemos afirmar que existe T3 > 0 suficientemente
grande tal que

L(pB,T5) C V(L(B +¢5,5%) C V(L(B+¢ep,Rpcy)) C T
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(ITI) En tercer lugar, vamos a ver que y(s) es un orden analitico, y que
UW) = n(U(W)), donde m : R — C esta dado por n(r,8) = re®,
verifica las propiedades (1) — (4) del Teorema 3.6 en su domino de
definicién. Observamos que U esta definida sobre el mismos dominio
que U.

Sea K C T un compacto y sea Z € K, veamos que

Pars U(t) ’

(3.22)

uniformemente en K. Por la estructura del dominio de U, dado t; > 0,
existen € (0,7) y S1 de modo que

S L(p/B,Sl) - Ta

para todos Z € K y t > t;. Dado U(tZ) = W = (r,0) € L(y) por la
propiedad (1) del Teorema 3.6 y por (3.14) podemos escribir

Vi(r,0) = (V(r), p)[1 + (W],

donde ¢(W) — 0 cuando [W| — oo con convergencia uniforme cuan-
do 0 € [-f,5]. Como U(tZ) = W, se tiene que V(W) = tZ, y si
escribimos Z = (s, ¢) tenemos que

ts =14+ e(W)|V(r),

y por tanto,
r=Ul(ts|l +e(W)|1).
Como InU(t)/Int es un orden aproximado, tenemos que

—1
i ULV gy
t—00 U(t)

puesto que |W| — oo cuando ¢t — oo. En consecuencia, podemos
escribir r = s'/PU(t)[1 4 £1(t)] donde &;(t) — 0 cuando t — oo, con
convergencia uniforme cuando Z = (s,¢) € K. De aqui deducimos
que

oo (U] towUE)
y como ¢ = arg(tZ) = arg V(W) = pf[1 + ()], tenemos que

VA

) Utz) ) ) op! @
1 ~ W= lim —£ __ % (324
tir&arg< Ut) > i argW = M =y =, 2

con convergencia uniforme cuando Z = (s,¢) € K. A partir de (3.23)
y de (3.24) vemos que se verifica (3.22). De esta igualdad (3.22) se
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deduce que y(s) es un orden analitico y que U verifica la propiedad
(1) del Teorema 3.6.

Por otro lado, como V' y U estdn definidas sobre conjuntos de la
superficie de Riemann del logaritmo que son simétricos respecto de

{(r,0) : r > 0} tiene sentido hablar de U(Z) cuando Z € T. Como
V verifica la propiedad (2) de los elementos de B(~, p(r)), para todo
Z €T con V(W) = Z tenemos que

U(Z)=UlV(W)] =U[V(W)] =W =U(Z),

es decir, que en su dominio U verifica la propiedad (2) de los elementos
de B(pv, p*(1))-

Veamos ahora que U verifica la propiedad (3) que cumplen los ele-
mentos de B(pv, p*(t)) . Vemos en primer lugar que U(0) = 0, puesto
que V(0) = 0y U(t) es la inversa de V(r) para todos r,t > 0, lue-
go por continuidad podemos afirmar que U(0) = 0. Por la Propiedad
1.29, sabemos que U(t) es positiva y monétona creciente para ¢t > 0
por serlo V(r). Finalmente, sean A € (0,1) y 0 < t < p, r = U(t)
y s = U(p). Por la propiedad (4) de los elementos de B(~, p(r)) que
verifica V' tenemos que

InVAr+(1—=XNs)>AInV(r)+ (1 —X)1InV(s),
luego
V(4 (1—=X)s) > V() WV (s).

En consecuencia tomando inversas y teniendo en cuenta que U es
estrictamente creciente,

AU(t) + (1 = NU(p) > Utp'™),
es decir, U es convexa respecto de Int y por tanto, verifica la propiedad

(3) de los elementos de B(pv, p*(t)).

Por ultimo veamos que U verifica la propiedad (4) de los elementos de
B(py,p*(t)). Sean A€ (0,1) y0<t<p,r=0U(t)ys=U(p). Como,
por la propiedad (3), V' es una funcion estrictamente convexa del Inr
tenemos que

V(s < AV (r) + (1 = NV (s).

Ahora bien, U es estricamente creciente y se tiene que

Ut U(p)' =0V U Pp)'™)
<UQAVU®) + (1= NV({UP)) = UK+ (1= MNp),
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y en consecuencia tomando logaritmos
AnU@)+ (1 —=XN)InU(p) <InU(M+ (1 — N)p),

es decir, InU es estrictamente concava y en consecuencia verifica la
propiedad (4) de los elementos de B(pv, p*(t)).

*

Observacion 3.16. Si p > 1/2 y v < min{rm,7/p}, entonces L(y) C C y
T C L(py) € C, y la funciéon z = U(w) es holomorfa en T, tiene inversa
holomorfa y coincide con w = V' (z) para z € U(T) C L(v).

Observacion 3.17. Sea p(r) un orden aproximado con p > 0, sea m > 1
un entero positivo, entonces se comprueba de forma inmediata que pp, (r) :=
mp(r™) — mp es un orden aproximado. Ademés se tiene que el operador

M :B(v, p(r)) = B(y/m, pm(r)), MV (Z)] = V(Z™) =: Vin(Z)

es un biyeccion, y si U y F' son las inversas de V' y V,,,, respectivamente, se
tiene que F(W) = [U(W)]™.

Teorema 3.18. Sean p > 1/2, p(r) — p un orden aproximado y sean
v = min{m, w/p}, V€ B(v,p(r)), y ¥/ = min{r,mp}. Sea U = V! la
inversa de V', holomorfa en un conjunto 7' C L(v’), de modo que para todo
B" <+ existe Ty con L(B',Tg) C T. Fijado ¢g € (7/2,7") escogemos a > 0
de modo que para todo ¢ € [—po, o] se tenga que

I, =Ty(a)={a+te¥:t>0} CT. (3.25)

Finalmente, ponemos
No(Q) = | exp(e-VICUENdz Gy ={C € La): Rel(c~1)e] > 0},

donde 0 < par < ' — o < /2. Entonces:
(1) N, es holomorfa en G, para todo ¢ € [—o, 0.

(2) Existe una funcion N holomorfa en L(a)\{1} tal que N({) = N,(¢)
para todo ¢ € (L(a)\{1}) N G,.

(3) El punto ¢ =1 es un polo de N(¢), y ademés

lim p(¢ ~ DN() = 1. (3.26)
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Demostracion. (1) Tenemos que z = V(U(z)) y tenemos que

Gy = {C € L(a) : Re[(¢” — 1)e'?] > 0} # 0

porque {¢” —1: ¢ € L(a)} es un sector de vértice —1 y bisectriz en la
direccién arg( = 0, por lo tanto, contiene una bola centrada en 0 que
corta a todo semiplano abierto con 0 en la frontera. Por otro lado, como
U verifica la propiedad (1) de las funciones de B(py, p*(s)), se tiene que
para |z| > R

1
U(lel) = 5 = U,
es decir, si |z| — oo tenemos que |U z)| — o0, y por (3.14) se tiene que

(
V(CU(z))

o) P — (P =0, (3.27)

£(2,¢) :=¢" -
cuando |z| — 00, con convergencia uniforme en todos los compactos
¢ € K C L(a) para los que dado 8 < ~ se tiene que (U(z) € L(7)
cuando ¢ € K y |argU(z)| < .

En particular, si consideramos los compactos del tipo K C {¢ € L(«) :
Re(¢? — 1)e'? > b > 0}, observamos que fijado a podemos tomar § > 0
de forma que pa < ' — pg — pd, por otro lado por (3.14) dado € > 0 de
forma que v — @9 > pd — pe > 0 podemos tomar a > 0 suficientemente
grande, independientemente de K, de forma que ademés de verificarse
las hipotesis del enunciado se verifique que

arg z

argU(z) —

)

para todo z € T'y, y para todo ¢ € [—o, po]. Este hecho nos permite
deducir que

|arg(CU(2))| < |arg (| + |argU(z) — argz arg z
p p
7/—900 -
<R fhet i<l =y,

para todo ¢ € K C L(a), z € 'y y todo ¢ € [—o, @0, es decir, (U(z) €
L(7y). De aqui deducimos que se verifica (3.27) y que V(CU(z)) esta bien
definida para todo ¢ € K C L(«a), todo z € I'y, y todo ¢ € [—0, 0.

Por lo tanto, considerando la notacién

B(z,¢) :=explz = V(CU(2))] = exp[z — 2¢" + 2¢” = V(CU(2))]
=exp[z[(1 = ¢*) +&(z, ]I, (3.28)
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podemos afirmar que dado b > ¢ > 0 existe ty > 0 tal que

lexp(§(z,¢))| = expRe(§(z,¢)) <exp§(z,¢)| < 1 +e,
Re(e'?€(2,¢)) < [e€(2,0)l <b -,

para todo ¢ € K y para todo z = a + te’¥ € ', y todo ¢ € [—g, @0
con t > ty. Entonces,

[N () S/ exp(z—V(CU(Z)))IdZZ/OOO\B(CLthe"",C)!dt

©

t o ) ‘
< / " |Bla+ e, ¢)|dt + / elete 0 se(artet= 0| gy
0 to

to _ 00 tRe(el?(1—CP)+e'?E(a+tei® ()
< i :
< /0 |B(a + te'”, ¢)|dt + /to o Re(a(1—07)) Fa Re(e(artee 0N

to . eRe(a(1-¢?)) oo .
< Bla+te'”, ¢ dt+/ CHRele™® (1-¢)]+b—e] gy
B o S [
to )
< / |B(a + te'*, ¢)|dt + eRe(a(l—C"))(l + E)ae—etoé_—l
0

to )
= [ 1B+ e, O ldt 4 AT,
0

donde A := (1 + )% *e~1. Consecuentemente, la integral N,(¢) con-
verge uniformemente en K. Asi pues, deducimos a partir de los teoremas
de holomorfia bajo el signo de integral que N, (¢) es holomorfa en G,

para todo ¢ € [—¢o, vo).

(2) Veamos ahora que la familia { Ny } e[, ¢,] define una funcién holomorfa
en Uge[—pg,00] Gy cOnjunto que es precisamente L(a)\{1}. Comencemos
probando esta ultima igualdad entre conjuntos. Si ¢ € L(«)\{1}, como
la amplitud de [—¢g, po] es mayor que 7, existe ¢ € [—¢p, po] de modo
que al girar ¢ radianes el complejo no nulo (¢? — 1) nos situamos en el
semiplano Re(z) > 0, es decir, ( € G,. Por otra parte, la contencion
G, C L(a)\{1} es obvia para todo ¢ € [—po, po] por definicion.

Por otro lado, sean 0 < @3 — 1 < 7 tales que existe ¢ € Gy, NGy, ¥y
veamos que Ny, (¢) = Ny, (¢). Observamos que

Re[(¢” = 1)e™] >0, ¢ € [p1, 2],

porque la funcién g(p) = Re[((” — 1)e’?] es continua, sus ceros distan
al menos 7 entre ellos, y sabemos que @3 — 1 < 7y que g es positiva
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en ambos puntos, por lo tanto, no puede cambiar de signo en [p1, p1].
Consecuentemente,

méx{Re[(1 — ¢?)e™] : ¢ € [p1, 2]} < 0.

Denotamos por C; = {z € C : z = a+te'? : ¢ € [p1,¢9]}; argu-
mentando como antes, si z € Cy vemos que B(z,() esta bien definida y
&(z,¢) — 0 cuando |z| — oo uniformemente cuando ¢ € K. Por lo tanto,
dado un compacto K C Gy, existe d > 0 verificando que

max{Re[(1 - (")e"¥] : v € [p1,p2]} < —d <0, (€K,
y si tomamos ¢ € (0,0), existe tg > 0 tenemos que

exp Re(€(2,0)) < exp [€(2, O < 1+,
Re(€'%€(2,C)) < [e%6(2,0)| < d - <,

para todo ¢ € K, para todo z = a + te’? € C; con t > ty y todo
¢ € [—o, po]. Entonces,

P2 ptRe(e'?(1-(P)+e'?€(atte’? ()
/CtB(Z’C)dZ 5/@ t e—laRe(1—¢P+&(a+tei# ()] d¢

< te®ReU=C) (1 4 e)% (g — 1) = 0, ¢ — o0.

1

Por tanto, observando que

/ B(z, ()= + / Bl ()= + / B(z,()dz = 0
[a,a+te?¥1] Cy [a+te?®2 a)

y tomando limite cuando ¢t — oo, se deduce que Ny, (¢) = N, (¢) para
todo ¢ € Gy, NGy, . Podemos concluir que si ¢ € (7/2,¢0), Ny y N—y
son prolongacién analitica de Ny, y para terminar bastaria probar que
Ny, y N_, coinciden en G := G, N G_,. Observamos, que (0,1) C G,
puesto que para todo ¢ € (0,1) se tiene que (¢ — 1) es un namero real
negativo, y al girarlo ¢ o —¢ radianes nos situamos en el semiplano
Re(z) > 0. En consecuencia, por el Principio de Identidad basta ver que
N, y N_, coinciden en (0,1). Por la propiedad (2) que verifican las
funciones V' de B(~, p(r)) tenemos que para todo ¢ € (0, 1),

[e.e] X -
N_o(C) = /F e VU@ dy = /0 eortte? V(Ulattemt2) gy
®

-/ " garttets VU gy / T e V(U gy = ().
0 0

Esta relacion entre funciones holomorfas es s6lo posible si son reales, es
decir, si N_,(¢) = Ny(¢) en (0,1). Este hecho nos permite concluir que
N, definida sin ambigiiedad por N(¢) := N, (¢), ¢ € [—v0, o), ¢ € Gy,
es una funciéon holomorfa en L(a)\{1}.
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(3) Representamos la funciéon B(z, () a través de la siguiente formula que se
deduce de la igualdad (3.28):

B(z,¢) = exp(z(1 = ¢¥)) exp(¢Pz — V(CU(2)))-

Integrando por partes, y usando la formula U’(z) = (V/[U(z2)]) ™!, obte-
nemos que

N (¢) = /F exp(z(1 — (7)) exp(¢Pz — V(CU(2)))dz

_ {exp«pz—ww(z»)r [ Cenem vy,
expl2(C = DI =], Jr, (= exp(a(r — 1)

L By PE o], B0+ 40
1=k (1=¢) IR

para todo ¢ € G, donde

J@(C) = T B(Z,C:)H(Z, C)d'z7 H(Z,g) = Cp _C v

Observamos que, por la féormula
Jo(¢) = =B(a,¢) + (¢F = 1)Ny(C),

podemos deducir que J, es holomorfa cuando ¢ € G, para todo |¢| < ¢o,
yquesi( € Gy, NGy, y 0 < p2—¢1 <, tenemos que Jy,, (¢) = Jop, (€).
Obtendremos (3.26) si comprobamos que para todo ¢ € [—¢q, o] se

tiene que
li (¢ = DN(Q) = i p(¢ - )PES I g (ag)

lo que, dado que B(a, 1) = 1, equivale a que

1i = . .
I J,(O) =0, I¢l <o (3.30)

Para probar (3.30), dividimos I', en dos partes F}p, Fi por un punto zg
(el correspondiente a un tg) de modo que F}p = [a,20] ¥ Fi = F¢\F(1p,
con lo que podemos escribir

JSO(C) = JI(C) + J2(€>7 JI(C) = i B(ng)H(Z7<)dzv t= 172'
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Por la propiedad (1) de las funciones de B(~, p(r)) se tiene que |U(z)| —
oo cuando |z| — oo, y por (3.11) se tiene que

, . VI(CU() [UEVUE)
e H O = i <<p ViU (z) |U<z>|v<|U<z>|>)

U@IV'(UR)ce™)  V(U)) ):0,

V(IU(2)]) [U)IV'(IU(2)]e™)
(3.31)

z€l,|z| =00

—  lim <gp —¢

uniformemente para todo ¢ € K, entorno compacto de ( = 1. Entonces,
H(z,() esta uniformemente acotada en I', x K, pues

|H(z,¢)| < max H(z,()+ sup H(z,()<Mi+e=:M.
|z|<t,CeK |z|>t, CeK

Como H(z,1)=1-V'(U(2))[V'(U(2))]"! = 0 para todo z € T, por el
Lema de Schwarz aplicado a las funciones f,(({) = H(z, (), tenemos que

’H(Z,C)’§M|<_1|7 (Z,C)EF@XK,

y consecuentemente, para todo ¢ € K,
to )
A < MIC=1] [ 1Bla+ te?,)lde
0
<M|¢—1 ix |B w Ol
< M|C = 1fto mix |Bla+te'?, )]

Como B es continua en (U I'y) x K es obvio que

P€[—po,p0]

lim J3(¢) = 0. (3.32)

Para acotar J2((), procedemos igual que antes teniendo en cuenta (3.31):
[H (a + te'?, )| < e(to),

donde e(tg) = sup{H(a + te*¥) : t > tg, ( € K}, y consecuentemente
limy, 00 (o) = 0 y, de forma analoga al caso anterior, se deduce que

[H(z, Q)] <e(to)[¢ — 1] (3.33)

para todo (z,¢) € I'Z x K. De forma analoga, la funcion ¢ descrita en
(3.27) verifica que £(z,1) = 0 para todo z € I'y,, y por tanto, se tiene
que
€(2, Q)] < P(to)|C = 1|, lm P(ty) =0, (3.34)
to—0o0

para todo (z,() € F?O x K. Sea A € (0,7/2) un nimero fijo. Para probar
(3.30) podemos suponer que

(=1, (€GN =G, N{C€L(a): |p+arg((’ —1)] <A},
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puesto que {¢ € L(a) : |¢+arg(¢” —1)| < m/2} = G, y por lo tanto los
G, () recubren K. En consecuencia, podemos restringirnos a considerar

el limite cuando ¢ € G, (). Teniendo en cuenta la definicion de Jy y las
desigualdades (3.27), (3.33) y (3.34) podemos afirmar que

o0

[2(Q) < e(to)lC =1 [ |Bla+te',¢)|dt

to

< e (to)|¢ — 1]eRe(e1=¢") / % LaRe(€(2.0)+ Re(e# (1-CP) 4% 6(2.0)) gy
to

< e(to)[¢ — plefteleli=e") 4, /Oo (17— 1] cos(N)+P(to) 1) gy

to

ot(—1¢P=1]cos(V)+P(to)lc—1]) ]

_ Re(a(1—¢*))
<e(to)l¢ —1le A —[¢P — 1| cos(A) + P(to)|¢ — 1] .
0

Re(a(1-¢P)) ‘C - 1‘
< eltoe Al Tcos(\) — Plio)C 1] (3.35)

para todo ¢ € G,(A). Como la cantidad |¢ — 1|/[¢” — 1] esta acotada
en un entorno de ¢ = 1, y como limy, 0 £(tp) = 0 podemos tomar ¢y
suficientemente grande de forma que

|J2(Q)] < e/2 CE€GLA)NS(L,04,)- (3.36)

Usando (3.32) y (3.36) obtenemos (3.30) y en consecuencia (3.29) lo que
termina la prueba.

*

Teorema 3.19. Con la notacion del Teorema 3.18 si p > 1/2 y a €
(0,7/(2p)), entonces existen constantes positivas b, A, R > 0 tales que

IN(¢)| < Ae V<D

para todo ¢ € L(a, R).

Demostracion. Observamos que si R > (cos(pa))™'/? y si ¢ € L(a,R),
tenemos que ¢” € L(ap, R?) C L(mw/2, R?) y deducimos que

Re(¢ — 1) = Re(¢?) — 1 = |¢?| cos(ang(¢?)) — 1 > R cos(parg() — 1
> RP cos(pa) — 1 >0,

luego ¢ € Gy (definido en el Teorema 3.18); es decir, L(a, R) C Gy. Definimos
para s > 0,

D(s,() = Re[V(2s) — V(¢s)].
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Como Re(2” — 1) >0, 2 € Gy, y para todo ¢ € L(«, R) tenemos que

\N@nzmmow§[”3m+u0mﬁ:/“ewwww»ML

< / U0V EUW) gy < SPezv@ 20 / T VU@ gy,
a a
(3.37)

donde se ha tomado a > 0 suficientemente grande de forma que U(t) crece
en (a,00). Por otra parte, pongamos que { = 7e** € L(a, R); como V(t) > 0
para t > 0, por la formula (3.5) se tiene que

o V@) VIR Vir) et

oo Virs)  roee V(rs)/V(r) | s

En conscecuencia, para todo 6 € (0,1) existe una constante Ty > 0 tal que
para todo s > 0y todo ¢ con |¢| = 7 > Ts tenemos que

®(s,¢) = Re[V(25)] — Re[V(¢s)] < V(2s) — (1 — &) Re[e|V (75)
=V (2s) — (1 —0)V(7s) cos(pA), (3.38)

uniformemente en A € [—a, a]. Como a € (0,7/(2p)) se tiene que
b = —(1—6)cos(pa) > —(1 — J) cos(pA).

Tomamos n > 2 suficientemente grande de modo que 2n~°2° < b'. De nuevo
por la formula (3.5), tenemos que

., V(2s) 2°
lim = —.
§—00 V(’I’LS) nr

Como la convergencia es uniforme en el compacto [2,n], existe sp > 0 tal
que si s > sg tenemos que

V(2s) _2°

< =

V(ns) = nr

(1+1)<¥.

Podemos tomar a suficientemente grande de forma que U(a) > s. Aplicando
esta desigualdad en (3.38) deducimos que

B(s,¢) <V(V(ns) —V(rs)), (3.39)

para todo s > U(a) y todo 7 > Ts/a. Para 7 > Ry := max{n, Ts} definimos
la funcién

A(s,C) == V(ns) — V(rs).
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Por la propiedad (3) de las funciones de B(7, p(r)) tenemos que V(e!) es
estrictamente convexa en (0,00), de donde se deduce que sV'(s) es estricta-
mente creciente. En consecuencia, para 7 > n se tiene que

5(05A)(s,¢) = nsV'(ns) — 7sV'(rs) < 0,

de donde se deduce que (9;A4) < 0 para todo s > U(a) y 7 > n. Por tanto,
A es estrictamente decreciente en s para 7 > R, y vemos que

sup A(s,() = AlU(a),¢], (= e, A < a. (3.40)
s>U(a)

Aplicando (3.5) de nuevo,

. V(rU(a))
Tll{go V(T) B U(a)p

y por tanto, encontramos de nuevo constantes v > 0, Ry > 0, tales que
VirU(a)] > V'V (), 7> Ro.
Juntando esta desigualdad con (3.39) y (3.40) obtenemos que

sgl{}?a)@(s, 0O} < sgl{}rg ){b’A(s, Q) =V(V(nU(a)) — V(1U(a)))
<V (V(nU(a)) — b"V (1)), (3.41)

para todo 7 > R = max{Ry, R1} > 0. Considerando la notacion
o0
B := / VU dy < 0o, L := Bexp(t'V[nU(a)]), b:=bb",

por (3.37) y (3.41) tenemos que
IN(Q)] < Bexp ( sup ‘P(s,é)) < Lexp [=bV([¢])]-
s>U(a)
cuando ¢ € L(a, R). *

Propiedad 3.20. Sean p > 0, v > 7/p, p(r) un orden aproximado, V' €
B(v,p(r)) y a € (0,7/(2p)). Entonces existen constantes b > 0y Ry > 0

tales que
Re(V(Z)) > bV (|Z]|), Z € L(a, Ry). (3.42)

Demostracion. Por la propiedad (1) de las funciones de B(~, p(r)), podemos
escribir V(Z) de la forma

V(Z) = V(|Z]) exp((ipf)[L + £(Z)])
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para todo Z € L(v, R), donde § = arg Z y €(Z) — 0 cuando |Z| — oo uni-
formemente en 6 € [—a, . Asi pues, existen funciones reales €;(Z) y €2(2)
tales que e(Z) = e1(Z) +ie2(Z), con €(Z) cuando |Z| — oo, uniformemente
en 0 € [—«,a] para j = 1,2. Por tanto, si k, = min{1,7/(2p) — a}, dado
0 € (0,k,) existe Ry > R tal que

™

10+ 0e1(Z2)| < 10|+ |01(2)| < a+ 6 < 2

e2000 5 1 _ 5,
para todo Z € L(a, Rp). Por lo tanto, si Z € L(«, Ry) tenemos que

Re(V (%)) = Re[V(|Z]) exp (ipf(1 + £1(Z)) — £2(Z)p0)]
= V(|Z])e 27 cos(pb(1 + £1(2))) > V(| Z])(1 = §) cos(p(a + 9)),

lo que prueba la desigualdad (3.42). *
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4. Funcion entera asociada a un orden analitico

Una de las formas de definir las Transformadas de Borel y Laplace clésicas
de una funciéon analitica f(z) es mediante el uso de la funciéon Gamma de
Euler y, de la funcién de Mittag-Leffler como ntucleo del operador integral
de la formula de inversion (ver [12, Cap. 10]). Entre nuestros objetivos esta
generalizar estas transformadas integrales. Para ello, en la primera secciéon
para cada V € B(v, p(r)) vamos a definir una funcion A que va jugar un
papel andlogo al desarrollado por la funcion Gamma de Euler. Veremos,
en el Teorema 4.3, que A admite una representaciéon integral similiar a la
representacion que tenemos de la funciéon Gamma mediante la Formula de
Hankel. A partir de esta funciéon A vamos a construir una funcion F, similar a
la funcién de Mittag-LefHler. En este capitulo estudiaremos el crecimiento de
esta funcion, daremos una representaciéon integral de la misma, describiremos
algunas de sus propiedades asintéticas y estudiaremos el comportamiento
de su funcién indicatriz. Esta funcion es fundamental en el estudio de las
transformadas integrales de funciones enteras con un orden aproximado dado
descritas en la seccién siguiente.

4.1. Foérmula de Hankel para la funcion A())

Recordamos que la formula de Hankel para la funcion Gama dice que,

para todo A € C,
1 1

w, —A
— = e“w Ndw, (4.1)
(A 2mi /V(RW)

donde R > 0, ¢ € (7/2,7] y v(R,¢) describe el contorno formado por las
semirrectas {w € C : |w| > R, argw = +p} y el arco {w € C : |w| =
R, |argw| < ¢}, orientado de modo que argw es creciente y donde w” des-
cribe el valor principal dado por

w™ = exp[-A(In |w| +iargw)], argw € [—m, 7).

Vamos a ver como generalizar esta féormula, para lo cual consideramos en
primer lugar, los siguientes conceptos.

Definicion 4.1. Sea p(r) un orden aproximado con p > 0 y sea V un
elemento de B (v, p(r)) definimos para todo A\ € C con Re(A) > 0, la funcién

A = A,(\ V) = p/OOO P exp(—V (1)) dt.

Observacion 4.2. Para todo A € C con Re(A) > 0 la integral de la igualdad
anterior converge, y la funcion A(A) = A,(A, V) define una funcién analoga
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ala funcion Gamma de Euler para el orden analitco aproximado In V' (¢)/ In t.
El caso clasico se tiene cuando tomamos p(r) =1y V(z) = z puesto que

o
A, V) = /0 P exp(—t)dt = T(N).
Teorema 4.3. Sean p(r) un orden aproximado con p(r) — p > 0 cuando
r — 00, m el mas pequeno de los naturales que verifican mp > 1/2, sea
v > min{r/p,7m}, V€ B(v,p(r)), [y(a) = {w = a+te" : t > 0}, donde
/2 < ¢ <min{m,mpm} y a > 0 es escogido como en (3.25). Denotamos por
I'y, :=Ty(a), y definimos L, := I',UI'_, el contorno orientado de modo que
argw es creciente, y de modo que este contorno esté situado en el dominio
de definicion de la prolongacion analitica U(w) de U(t) = r, que es la inversa
de V(7). Entonces la funcion 1/A(\) se extiende a todo C, y la férmula de
prolongacion estd dada por

1 1 e¥
- = - . 4.2
A~ 2w /L TP AeC (4.2)

Esta férmula sigue siendo cierta si reemplazamos el contorno L, por un
contorno de la forma y(R, ¢) (descrito en (4.1)) incluido en el dominio de U.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que p > 1/2, denotamos por
I(\) la integral del lado derecho de (4.2). Veamos que I(\) es una funciéon
entera. Sea, para A € C, By = {z € C; Re(z) € [Re(A) — 1,Re(N) + 1]}.
Sabemos que cos(p) < 0 luego para todo t > 0, z € B) y w suficientemente
grande de modo que |U(w)| > 1, se tiene que

tcos ¢ tcos ¢

<66L € a €

< < A tcos @
= U @R = T (w)[Re1 S

’|U§:)!Z

y podemos aplicar los teoremas de holomorfia bajo el signo de integral para
deducir que I()) es entera. Por tanto, por el Principio de Identidad, basta
probar (4.2) para A > 1. Observamos que poniendo

L) = / U (w)] oo,
Ly
podemos representar la funcion I(A) como

) = [ eI 100 = 5 T(0) = 15

271

Utilizando esta expresion probaremos que A(A)I(A) = 1 para todo A > 1.
Escogemos o > 0, § > 0 de modo que

Tr /.
)7 105 < 5 + mln{pa - ¥, —pOé},

N3

™
ap € (-3,
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de donde se deduce que

1 1 ) 1
By i=—(pd — pa+¢) < =(pd —min{pa —p,—pa}) < -5, (4.3
p p p2
1 1 /m =
fL-—;(«p—m?—pa)>;(§—§+pa—pa>>0, (4.4)

Dado § > 0y puesto que ¢ € (7/2,7), tomando w = a+te’¥ € G, con t > 0
suficientemente grande tenemos que

0

lp —argw| < .

2
De las propiedades asintoticas de U dadas por el Teorema 3.15 y de (3.14)
deducimos que podemos escoger w de moédulo suficientemente grande de
forma que se verifique la desigualdad

arg w 0

5"

argU(w) —
Uniendo esta desigualdad y la anterior deducimos que asintéticamente

—(5<—5+%<argU(w)<5+%, wely,, (4.5)

y teniendo en cuenta que U(w) = U(w) deducimos que
—5—%<argU(w)<5—%<5, wel_,. (4.6)

Si denotamos por #(w) = argU(w) — «, para w € I'y,, por (4.3), (4.4) y (4.5)

se tiene que
%) s
w)=argU(w) —a< =+6—a=py < —,
p 2p

O<ﬂ_:%—(5—a<argU(w)—a:9(w).

Por lo tanto, 8(w) € (0,7/(2p)) para |w| suficientemente grande, y por la
Propiedad 3.20 deducimos que, para cada w € I'y,

/ Pl VW) gy, S/ Lo Re(V () g
Ty (0) Ty (0)

o0
</ \u|>‘_1e_bv(|“|)du :/ t/\_le_btp(t>dt < 00,
Loy (0) 0

y la integral converge absolutamente para A > 1. Del mismo modo, por la
Propiedad 3.20 y la definicion de A(X), para A > 1, se tiene que

AN p > A1,V (1) o
TP [U(wm/o t it < 0.

111



Apoyandonos en la convergencia de estas dos integrales, podemos integrar
sobre el sector de bordes argz = f(w) y argz =0y arco C, ={z € C: z =
re’?, o € (0,0(w))} y tomar limite cuando r — oo, y por la formula integral
de Cauchy tenemos que

A(N) _ p WAl V W gy,
U] U (W)]A/rew(o) "

Realizando el cambio de variable u = zU (w), vemos que

A(N) _p/ A1, VEUW) g,
I (0)

cuando A > 1, y consecuentemente para se tiene que

= e¥ ) W = e¥ 27 z | dw
AL = [ e = ('”/p_a(mexp(vw(w)))d)d'

®

Consideramos la notacion 1 (z,w) = pz*~Lexp(w — V(2U(w))) y ponemos

Veamos que esta integral converge uniformemente en los compactos K C I'y,.
Como v > 7/p, y como arg(zU(w)) = 8(w) < 7/(2p), podemos aplicar la
Propiedad 3.20 y tenemos que existen b > 0 y Ry > 0 de forma que

Re(V (U (w))) = bV ([2[|U(w)]) = bV (|z]) (4.7)

para todo |z| > R, y todo w € I'y,. Aplicando esta desigualdad vemos que

/ Y(z,w)dz
T (0)

De este hecho se deduce que J converge uniformemente en los compactos K
de I',. Del mismo modo, con la notacién del Teorema 3.18 se ve que

(3] T)\fleRe(w)

<A+/ |¢(re—i0l,w)‘d7" <A+p/ T(T)dr
Ro Ro e

g Y(z,w)dw = 22N, (2),

y se prueba que esta integral converge uniformemente en los compactos F' C
I'_,(0). Denotamos por

Q= [ ¢ ( / » w(z,wwz) o,
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Veamos que Q,(\) converge para A > 1. Para ello consideramos la integral,
o0 .
PO,)) = p / A1 Re(V (') gy
0

Usando la Propiedad 3.20 vemos que esta integral converge uniformemente
cuando 0 € [B_, B4] y es continua en 6 en ese intervalo. Consecuentemente
se ve que

‘Q@(A)’ _/ </ pr)\leRe(wV(rU(w)em))dr> dw
r, \Jo

S/ (eRe(w)p/oo r)x—le—Re(V(’rU(w)em))dr> dew.
Iy 0

Realizando el cambio de variable r|U(w)| = ¢ vemos que

eRe(w)
1Qe(N)] < max{P(8,)) : 6 € [5_.5,]} /F e v

lo que nos permite deducir que la integral Q,(\) converge para A > 1y en
consecuencia A(A)I,(A) < oo y es posible cambiar el orden de integracion
para nos permite afirmar que

= z,w)dwdz = z)‘_l z)dz. .
ANIL(\) = /F o vt /F TN 4

Considerando la notacién H(z) := pz* "' N(z) y razonando de manera analo-
ga (usando, esta vez, la desigualdad (4.6)), deducimos que

ANT_o(N) = /F RC (4.9)

A continuacién, para r > 1 consideramos el sector S, que tiene vértice 0 y
cuyo borde esta sobre las semirrectas {z € C : argz = ta} y en el arco
A, = {z =re? : || < a}, y de modo que esté orientado positivamente.
Para o € (0,7/(2p)) fijo y A > 1 tenemos, por el Teorema 3.19, que dado
€ > 0 se verifica que

H(z)dz
Cr

:/ \pN(rew)(rew))‘l\dH/ pAe*W(T)r)‘*ldGS

—Q —Q

< QapAe_bV(T)r’\_l <e€

para r suficientemente grande, es decir,

lim H(z)dz = 0.

r—00 C
-
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Combinando este resultado con la definicién de I, y I, y con las férmulas
(4.8), (4.9) y el apartado (3) del Teorema 3.18, obtenemos que

AWHM=11£@H@M—FWH@WL:

L lim H( )dz = Res(pN(z),1) =1

para todo A > 1, lo que nos permite afirmar que se verifica (4.2) en el caso
p>1/2.

Supongamos ahora que p € (0,1/2], sea m > 1 el namero dado en el
enunciado del teorema. Definimos V,,,(7) = V(7™) para 7 > 0. Entonces
Vin € B(v/m; pm(r)) con pp,(r) = mp(r™) por la Observacion 3.17. Con la
notacion de la definicion de A(A) se tiene que

A()\) — Ap()\a V) _ ,0/ (tl/m)m(k—l)e—V(tm/M)dt — Amp(m)\’ Vm)’
0

cuando ReX > 0. Sea 7 = F(s) cuando s > 0 la inversa de s = V(7).

De nuevo por la Observacion 3.17, sabemos que F(s) = [U(s)]'/™ donde U

es la inversa de V. Aplicando el resultado que acabamos de demostrar para

mp > 1/2, y teniendo encuenta el Principio de Identidad,

R .
A~ Dup(mA Vi)~ 210 [y, TF@P™ " 2mi Jp, U@
donde A € Cy 7/2 < ¢ < min{m, mmp}. *

Observacion 4.4. La formula (4.2) nos permite afirmar que A(M) es una
funcién holomorfa en C excepto en un conjunto numerable de polos, porque
es la inversa de una funciéon entera. La siguiente propiedad nos muestra que
estos polos pueden estar todos en el semieje real negativo.

Proposicion 4.5. Sean p(r) un orden aproximado con p(r) = p > 0,7 > 0,
a € (0,7/v) cona<p, BE(p,p+a)y V lafuncion dada por la Propiedad
3.9 para este 3. Entonces, se tiene que

_ _P_ S Bk+1
AN = A (N, \ g: +ﬁ+ka +A(N),

donde A(A) es una funcion analitica en el semiplano Re A > 2.
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-Vt

Demostracion. Denotamos por P(t) = pe t*~1. Con esta notacion

1 oo
AW = A1) +BaN), M) = [ POt 2a = [P0y
0 1
donde Ay(\) es una funcion entera debido al teorema de holomorfia bajo el

signo de integral. Por otra parte, para Re(\) > 0 la funcién Aj(\) admite la
representacion

1
Ar(N) = p /0 At~ TN+ ph(N) = &~ pRi(3) + ph(),

donde

h(A)z/o1 V ()t e, 12()\):/Ol[e—V(t)_1+V(t)]t)\—1dt‘

Usando la representacion de V' en [0, 1] dada por la Propiedad 3.9, tenemos

que
B

Lo = [ t'1! 1)* Byt Fedt = (D" Best

i / Z i Z A+ B+ ka’

cuando Re(X) > . Por otro lado, usando el desarrollo de Taylor de e~
u = 0 vemos que para todo u > 0 se tiene que

% en

el=1—-u+u?e, cecl0,1],

y por tanto,
1
L)) = / VOV (1))2dt.
0

Observamos que si Re A > 23, haciendo uso de nuevo de la representacion
de V dada por la Propiedad 3.9 tenemos que

‘e—cV(t)(V(t))Qt)\—1| < 6_cv(t)h(t)t25tRe(>\)_1,

donde h(t) es una funciéon continua, lo que nos permite concluir que I(\)
es una funcion analitica en Re A > 25 > . Poniendo A(X) = Aj(X) + Ix(\)
terminamos la prueba. *

4.2. Orden y tipo de la funcién entera E,(z,V)

Definicién 4.6. Dados p(r) un orden aproximado, > 0y V € B(v, p(r)),
para todo z € C denotamos por

> k
v,
(2 Vo p) gApk—i—u—s—l V)

Si p = 0 denotamos simplemente E,(z,V,0) = E,(z, V).
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Observacion 4.7. Esta funcién es una generalizacion de la funciéon de
Mittag-Leffler, y va a ser el ntcleo de la transformada de Laplace gene-
ralizada que definiremos en el siguiente capitulo. En el caso clasico, yu = 0,
p(r)=1y V(z) = z, vemos que

ZA1/€+12 kZ:OFk—i—l e

Observacion 4.8. En la demostracion del siguiente teorema probaremos
una equivalencia sobre los coeficientes del desarrollo de la funcion E,(z, V, p)
que permitird deducir, aplicando el criterio de Cauchy-Hadamard que esta
funcién es entera.

Teorema 4.9. Sean p(r) un orden aproximado, u > 0y V € B(v, p(r))
entonces la funcion E,(z,V, i) es una funcion entera de orden p, orden apro-
ximado p(r) y tipo of = 1.

Demostracion. Para cada A > 0 definimos la funcion fy(t) := eV Ot*# para
todo t > 0. Derivando vemos que si t) es un extremo entonces debe verificar
que
A+ p
(5

Por la propiedad (3) de las funciones de B(y, p(r)) sabemos que V(e*) es
estrictamente convexa, lo que nos permite deducir que tV'(t) es estrictamente
creciente. En consecuencia, tV'(t) es inyectiva y para cada A > 0 el extremo
es unico. Como f) es una funcién estrictamente positiva que decrece hacia 0
cuando t — oo podemos afirmar que ¢, es un maximo.

Tomamos ahora A suficientemente grande de forma que la inversa U de
V esté definida en (A 4+ u)/p y definimos sy := U((A + p)/p). Por (3.12)
sabemos que

=0.

V'(tr) —

tV'(t)
im =
t=o0 pV(t)
Por lo tanto, tV'(t) es no acotada cuando ¢t — oo, lo que permite deducir
que ty — oo cuando A — oo. En consecuencia, tenemos que

I Viisa) _ . (A+w)/p . V()
1m = |im ——— = |lim ——————~
A—oo V(t)) Aoo  V(ty) A=oo pV(ty)

=1. (4.10)

De esta igualdad y de la propiedad (3.5) que verifica U se deduce que

fim L) oy (4.11)

A—00 A A—oo Ty

Consideramos ahora la integral

(149)
/ VWP tRgE 5 e (0,1). (4.12)
(1-8)tx
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Ponemos t = tyy donde 1 — § <y < 1+ 6, de nuevo por la propiedad (3.5)
aplicada en esta ocasién a V, se tiene que

Vitay)
im =
A—00 y'”V(t,\)

uniformemente cuando y € [1—4, 1+0]. En consecuencia, por (4.10) podemos
escribir

’u(1+€1()\,y))(1—|—52(/\)), te[(1—20)tx, (14 0)t)]

donde €1, €2 tienden a 0 cuando A — oo uniformemente respecto de y.
Observamos que podemos escribir (1+e1(\, y))(1+e2(N)) = 1+e3()), donde
€3 tiende a 0 cuando A — oo uniformemente respecto de y. Realizando el
cambio de variable ¢ = ¢,y y aplicando el teorema de la media integral en
(4.12) sabemos que existe () € [1 — ,1 + 0] tal que

(1+46)tx (1+9)
/(1 ) eV(t)t’\+“dt:/(l ; e—ypk#(l+€3()\))(t)\y)/\+,u,t)\dy

146
:t§+u+1 /( )[e—y’”yp]%e—y%s(/\)[(/\w)/p]dy
(1-9)
146
= ti+#+16—4§€3(>\)[(/\+u)/d /( ! )[e_ypyp]ip“dy.
(1-6)

Por una parte, observamos que, como |(y| < 2, podemos escribir

—Qes(MIA + ) /pl = (A + pea(N),

donde ¢4 tiende a 0 cuando A\ — oo. Por otra parte, el libro de G. Polya y
G. Szego [31, Tomo I, Cap. II, n.205, p.78,p.244] da la siguiente equivalencia
cuando A — oo,

1+6
/( : [e=¥"yP] A#Ggy ~ ()\2:1 ) e~ (A+1)/n]
(1-6) p K

Por lo tanto, podemos afirmar que

(1+8)tx o
/ eV OPFRGy o O | 2T (o,
(1-8)tx PN+ 1)

cuando A — oco. Deducimos, con una pequena comprobacién, que

(1+8)tA
/ e VOB t§+u+1€—[(>\+u)/pl [Les (V)] (4.13)
(1-8)tx
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cuando A — oo, y donde €5 tiende a 0 cuando A\ — co.
Consideramos ahora la funcién

G(t) _ e—aV(t)tA—HL’
donde a € (0,1). Si ¢y es un extremo de G, debe verificar que

A+
to

= Oévl(t()).

Como antes, deducimos que este extremo es tinico y debe ser un maximo ¢, »
que, ragonando como antes, verifica

i ZLA+ 1)/ po]

A—o00 Lo

=1,

y de la propiedad (3.5) que verifica U se deduce que

i @ UL+ /)

A—00 ta

=1.

Aplincando (4.11) se tiene que

. a Pt
lim A,
A—00 tm)\

Podemos tomar « suficientemente proximo a uno de modo que 1/a” < 1446
y, por tanto, ty/a” € (ty, (1+0)ty). En consecuencia, para \ suficientemente
grande podemos afirmar que el maximo ¢, ) de G se alcanza en (ty, (1+6)ty).
De este hecho y del crecimiento de G deducimos que el maximo de G en los
intervalos [0, (1 — d)ta] ¥ [(1 + d)ta,00) se alcanza respectivamente en los
puntos (1 —d)ty v (1+9)ty para A suficientemente grande y se concluye que

(1-8)tx (1=8)tx
/ VO PMRgE < 6—04/[(1—5)@](1 _ 5>A+ut§+ﬂ/ e~ 1=Vt gy
0 0

/oo e_v(t)t)\+udt < e—ocV[(l-HS)t)\}(l + 6)>\+ltt§+ﬂ /oo e_(l_a)V(t)dt_
(146)tx (146)tA

Observamos que las integrales del lado derecho de estas desigualdades se
pueden acotar por
[e.e]
/ e~ =V gt = M < oo,
0
lo que permite escribir para A suficientemente grande

1-0)t
/( " VO gy < e eVIO=9)a] (1 _ g mghtiyy, (4.14)
0
/ * eV OPUGE < e=oVIIHOL (] 4 g g tr g (4.15)
(1+5)tA
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Por otra parte, de la propiedad (3.5) que verifica V' y de la igualdad (4.10)
para A suficientemente grande deducimos que

A
V(14 6)t] > a(l £6)PV(ty) > a?(1+6)° : a3
Esta desigualdad permite concluir que

Atp

e—av[(lié)t/\](l 4 5)>\+u < a3(1 4 5)06—063(1:*:5)”} 3O/, (4.16)

Observamos ahora que la funcion * — ze™” tiene un maximo absoluto en
el punto x = 1 en el que la funcion vale 1/e. Por tanto, podemos tomar «

suficientemente cerca de 1 de forma que (14 6)?a® > 1, y en consecuencia
aB(1 £ 5)Peo’ (120" o T
e

donde 7 € (0,1). Observamos también que para todo « suficientemente pro-
ximo a 1 la cantidad anterior es siempre inferior a una fraccién de la forma
To/€e con 19 € (0,1) fijo para todo a.. En consecuencia, tomando « suficien-
temente cerca de 1 para que 71 = a 319 < 1 y retomando la desigualdad
(4.16) vemos que

A
6—aV[(1:|:6)tA](1j:5))\+u < (E>( +u)/p.
e

Por tanto, podemos acotar las integrales (4.14) y (4.15) por

1-6)t
/( ) e—V(t)t)\-tht <M (E)()\—l-u)/p ti—HL’
0 (&

/ e VO thgr < M (—1>(A / rTH
= . A
(1+8)tx

para A suficientemente grande. Uniendo estas acotaciones con (4.13) y con
la definicion de A(X+ p + 1) dada por

AA+p+1)= / e VO trgy
0

(1=0)tx (1+0)tx oo
= / e VORI trg 4 / e VOPtrg 4 / eV tegy,
0 (1-8)tx (140)tx
se deduce que
AN+p+1) ~ t:\\+#+1e—[(>\+u)/p][1+85(>\)}.

cuando A — 00, puesto que 7 < 1. Tomando raiz A-ésima, se comprueba de
forma inmediata que

AN+ p+1) ~ tye .
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Usando ahora (4.11) vemos que

”A()\‘i’ﬂ‘i‘l) ~U ()\:Z,U) e—l/P'

Usando de nuevo la propiedad (1) del Teorema 3.6, cuando A — oo se tiene

que
AN+ p+1) ~ UN)(ep)~ 7. (4.17)
En consecuencia, como |cx| = 1/A(k 4+ p+ 1) se tiene que

1 ’1 (ep)V/? ’
- (h’msupU(k) mcky) = 5 | Mmsup 7 Vil | =1.
k—o0

k—o0 Ck|

Como es un valor finito y no nulo, por la Observacién 1.32 del Teorema 1.31
podemos concluir que E,(z, V, i) es una funciéon entera de orden p, tipo 1y
orden aproximado p(r) =InV(r)/Inr. *

4.3. Representacion integral de la funciéon E,(z,V)

Teorema 4.10. Sean p(r) un orden aproximado con p(r) — p > 0 cuando
r — 00, m el més pequeno de los naturales que verifican mp > 1/2, sea
v > min{r/p,7m}, V € B(v,p(r)), [y(a) = {w = a+ te’¥ : t > 0}, donde
/2 < ¢ < min{m, mpm} y a > 0 escogido como en (3.25). Denotamos por
I'y :=T,(a) y definimos L, = ', UT'_,, el contorno orientado de modo que
argw es creciente, y de modo que este contorno esté situado en el dominio
de definicion de la prolongacion analitica U(w) de U(t) = r que es la inversa
de V(r). Sea sq = inf{|U(w)| : w € Ly}, entonces para todo |z| < s, se tiene

que

ew

1
BV = 3 |, T T

ademas s, — oo cuando a — co. Analogamente a lo visto en (4.2), el con-
torno L, puede sustituirse por un contorno de la forma (R, ¢) contenido
en el dominio de U, en cuyo caso la féormula anterior es cierta para todo
2] < di = inf{|U )], w € Y(R, 9)}.

Demostracion. Por la definicion de E,(z,V, ), y la expresion integral de
A()\) dada en (4.2) se tiene que

duw, (4.18)

k

> z
E =N~
oV = 8 s = o,

Por el Teorema 3.15 tenemos que U(t) = ") para todo t > 0, donde
p*(t) es un orden analitico aproximado y p*(t) — 1/p cuando ¢t — oo. Por
consiguiente, sabemos que

P LA )| U (Jw|e™)]
wi—oo U(Jw])  wl—»oo  U(lw])

= |e¥] =1
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con convergencia uniforme cuando ¢ = argw € [—p,po], donde @y <
min{m, 7p}. Por lo tanto,

lim s, = hm mf{\U W) w=a+ st s>0} = o0
a— 00

lo que nos permite afirmar que s, tiene la propiedad asintética requerida.
Para z fijo con |z| < s,, la serie

o0

e > 2k
Z k+u+1 T U ,Z: [U(w)]F

0

converge uniformemente en w € Ly, puesto que |z/U(w)| < 1. Consecuente-
mente, es licito permutar suma e integral, y deducimos que

1 e
Bplz Vo) = /Lk | k+~+1d -5 |, T ST

puesto que, |z/U(w)| < 1, lo que prueba (4.18). *

4.4. Propiedades asintéticas de E,(z,V)

Proposicion 4.11. Sea p(r) un orden aproximado con p > 1/2, sea v >
min{w/p, 7} y sea V € B(~, p(r)), entonces para todo € > 0 suficientemente
pequerio verificando que 0 < pe < mmin{1/2,p — 1/2} tenemos que cuando
|z| = o0, se cumple la igualdad

V'(2)eV®) 40 (é) si |arg z| < 25 T &

(Z,V):
g O(i> si%p+5§|argz|§7r.

E

(4.19)

Demostracion. Dado 7/2 < ¢ < min{m, 7p} tomamos § = () > 0 sufi-
cientemente pequeno verificando 7/2 < ¢ £ pd < min{mr, 7p} y tomamos
Ry > 0 de modo que para todo R > Ry la curva (R, ¢) esta contenida en
el dominio de U y de modo que

16

argU(se ) + Z| < 6. (4.20)

arg U (se'?) — ‘;‘ <,

p

para todo s > Ry, lo que es posible por la propiedad (3.14) de U. Tomamos
ahora ¢ > 0 suficientemente pequenio de modo que pe < ¢ — pd — 7/2.
Consideramos 7 := max{|U(Roe)| : 0] < )}, y fijamos z € C con |z| > 7o
y con |argz| < (w/(2p)) + ¢, por la eleccion que hemos hecho de ¢ se tiene
que |arg z| < min{7,w/p}. Ademas, como por las propiedades asintoticas de
U es claro que

drp = mf{|U(w)],w € y(R,p)} — o0
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cuando R — oo, se tiene que existe R; > Ry de modo que |z| < dp,.
Por otra parte, observamos que la orientacion de (R, ) determina una
orientaciéon en la curva de Jordan J(Ry,¢) = {U(w) € C: w € v(R1,9)},
y en consecuencia esta curva delimita un dominio positivamente orientado
DEl. Usando (4.20) y razonando igual que en el Teorema 3.15 al describir

el domino de U, podemos describir el dominio DEI y asegurar que, como
|z| < dg, y |argz| < min{m,7/p}, tenemos que z € DEI.
Por el Teorema 4.10 para p = 0 se tiene que
ew

1
E = — —_— 4.21
p(Z, V) 21 [/(R,cp) U(w) —Z ( )

porque |z| < dgr. Consideramos la curva cerrada orientada positivamente
n= Z?Zl n; donde
m={z€C: Ry <|z| <t argz=—p+pd}
e ={z€C: |z[ = Ry, |argz| < ¢ — pd'}
ns={2€C. R <|2| <t,argz = p — pd'}
m={2€C: |z|=t ¢—pd <argz < p+ pd'}
ns={2€C: R<|z| <t argz = p + pd'}
n6 = {2 €C: |2] = R, |argz| < ¢ + pd'}
nr={2€C: R<|z| <t,argz = —p — pd'}
ng={2€C: |z|=t, —p—pd <argz < —p+pd'}
con 0 < ¢’ < 4. Observamos que existen A > 0y ¢ > 0 tales que

w & )
/ U(e)dw‘ S A/ 6Re(tel(w+p6))d9 S A25/67d — 07
N4 w)— 2 _§

cuando t — oo y &' — 0. Analogamente se comprueba que a lo largo de ng
la integral tiende a 0 cuando t — oo y &’ — 0. Por otra parte, se puede
comprobar facilmente que

e e¥
dw—>/ ————dw, t—o00, & =0,
/7717772,773 Uw) — 2 Y(R1,p) Ulw) -z

y de un modo similar

w

e e
dw—>—/ —dw, t—o00, § —0.
/775,7767777 U(w) -z v(Ro,») U(W) -z

En consecuencia, como la funciéon e /(U(w) — z) tiene un polo en el punto
w = V(z) que esta situado en el interior del domino delimitado por 7, puesto
que, hemos escogido z adecuadamente para ello, aplicando el Teorema de los
Residuos se obtiene que

1 e¥

o [ =R (e =),

w
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Tomando limites cuando t — co y ¢ — 0 deducimos que

1 / e¥ 1 e¥ LR < ev v ))
: - = E es| ———;Vi(z) ).
216 Jy(ry o) Ulw) — 2 270 Jy(py ) Uw) — 2 U(z) —w
Para calcular este residuo vemos que

. w w V(z) V(2)
I (w—=V(2))e — lim (w—=V(2))e e e

woV(z) Uw)—2z wsvix) Uw) —UV(2))  U(V(2) [V(z)]

y, por lo tanto,

1 1AV(2)
27TZ RO7 +V() ’

Observamos que esta igualdad es cierta para todo z € C con |z| > ry y con
|arg z| < (7/(2p))+¢, ademas para todo z verificando estas condiciones, por
la elecciéon de Ry, existe m > 0 de modo que

z

‘U(w) — 1‘ >m  w€(Ro,p).

De estas propiedades deducimos la estimacion

eRO cos ¢

/ eReW g < 2pefto 4 2 =: M,
(Ro,p) cosy

</ Re(w) o < M
= W = )
(Rop) U (W) — 2| m|z|

lo que nos permite escribir que cuando |arg z| < 7/(2p) + €y |z| — oo,

Ey (V) = V/(2)eV ) 40 <é‘> .

Por otra parte, tomando z € C tal que |z| > ro y tal que 7/(2p) + ¢ <
|arg z| < , se puede proceder de igual forma que el el caso anterior para
deducir (4.21). Como en esta ocasion z esta fuera del dominio, cuando |z| —

00, se deduce que
1
E,(z,V)=0 () ,
? 2|

como querfamos probar. *

w

v¥(Ro,p) Uw) — 2

dw

Observacién 4.12. Consideramos la identidad




valida para todo u € C\{1}, y la aplicamos a (4.18) para ver que

1 e? 1
B =551 g = O

el g L e (U<w>)’“dw
270 Joy(Royp) MU (W) —  omi (Roxp) ? z '

A partir de la representacion integral de 1/A(\) dada en (4.2) tenemos que

1 e“[U (w)]™
Fole V) = o /Y(Ro g) 2M(U(w) = S Uw -9 Z A= Zk“

Observando que 1/A(0) = 0 y aplicando técnicas similares a las empleadas
para obtener (4.19), cuando 7/(2p) + ¢ < |argz| < 7 y |z| = oo vemos que

1
ZA Zk+1 O<|Z|n+1>’ (4-22)

lo que nos da un refinamiento de la estimacién anterior.

Podemos adaptar estas estimaciones en al caso ¢ > 0 con la siguiente
proposicioén.

Proposicion 4.13. Sean p(r) un orden aproximado con p > 1/2, v >
min{w/p, 7}, n >0y V € B(v,p(r)). Entonces para todo € > 0 suficiente-
mente pequeno verificando que 0 < pe < mmin{1/2,p — 1/2} tenemos que
cuando |z| — oo, se cumple la igualdad,

2 HV!(2)e V(Z)—l—O(‘ |> si |arg 2| < o5+,

O(‘—i') 812—p+6§\argz|§7r,
donde z~# = e~Hlnlzltarg2) ¢on arg 2 € [—m, ).
Demostracion. La prueba de este resultado es anédloga a la de (4.19). *

Lema 4.14. Sean p(r) un orden aproximado con 0 < p < 1/2, m el mas
pequeno de los enteros positivos impares que verifican mp > 1/2, v >
min{w/p,7m} y V € B(y, p(r)). Consideramos la notacion v = (m —1)/2 y
Vin(7) = V(™). Entonces para todo z = e’ € C tenemos que

=Y Eny <z1/m exp <Z TZ”) Vinym — 1> : (4.24)

n=—v

donde z'/™ = rl/™exp(if/m), y |#] < mm, es decir, los sumandos a la
derecha son funciones en la superficie de Riemann de 2/,
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Demostracion. Por la Observacion 3.17 sabemos que V;,, € B(v/m, pm(r)),
donde py,(r) = mp(r™). Si en la definicion de A(A, V') realizamos el cambio
de variable dado por t = T™ vemos que

ANV) = A(mA, Vi),
para todo Re A > 0. Por otro lado, de la definicién de E, se deduce que

wkm

A(m(k+1), Vi)

km

E (W™ V) = kzzo ATV =

w e C.

WE

b
I
<)

Mediante un calculo sencillo se comprueba que

v

27l il=0 5d
S Z exp (2 wn) _ ) om s? m(? (m),
m 0 si l#£0 méd (m).

n=-—v

Esta notaciéon nos permite escribir

1 v 00 exp(2wln) B
21 Z l+mV mn;ygA(l+1+m—1,Vm)

1 &
_ E Z p (w€127rn/m Vin,m — 1)

y por lo tanto la formula (4.24) es valida. *

Proposicion 4.15. Sean p(r) un orden aproximado con 0 < p < 1/2, m el
mas pequeno de los enteros positivos impares que verifican mp > 1/2, v >
min{r/p,mm} y V € B(v, p(r)). Consideramos la notacion v = (m — 1)/2
Y Vin(7) = V(7). Dado € > 0 con pe < mmin{1/2,mp — 1/2} se tiene que
para ¢ suficientemente pequefio

Ey(re® V) = VOV (.0) 4 0(1), (4.25)
cuando r — 0o, uniformemente en [—m + §, T — J].

Demostracion. Dado € > 0 como en el enunciado tomamos R = € + 7/(2p),
cantidad mayor que 7 porque p < 1/2. Consideramos el conjunto N,, =
{0,£1,...,+v} y para cada n € N, definimos

I.(R)={0 € [-m, 7] : |0+ 2mn| < R}.
Observamos que se verifica

0eclh(R) < |0|<7m y |f|<R < 0¢c|-mmn],
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de modo que Ip(R) = [-m,7]. Sin € N, veamos que —7 € I,,(R):
| =7+ 2mn| < (2n—1)w < 7/(2p) < R.
Anélogamente, si —n € N,
|m+2mn| < 2n+ 1)m <7/(2p) <R,

y vemos que w € I,(R). Esto nos permite afirmar que el sistema de intervalos
{I(R) }nen cubre [—m, 7] y I,(R) # () para todo n € N,,. Observamos del
mismo modo que dados r > 0,n € N,,, y 0 € I,(R), el par (r,0+2mn) € L(v),
que es el dominio de definicion de V', puesto que se tiene que |0 + 27n| <
R < min{rn/p,mm} <.

Por otro, lado usando las igualdades (4.23) y (4.24), tenemos el siguiente
desarrollo para todo re cuando r — oo:

EP(Tew? V) = Z Fn(zn)7 Zp = Tl/mei(9+2ﬂ-n)/m’

donde
Vi (zn)eVm ) +o( Jm) si 0 € I,(R),
Fn(zn) _ MZp, s
0 () 50 ¢ [—m, 7\ In(R).

Por la definicién de V;,, y tomando « := min{m, 7/mp} < v/m tenemos que
para todo z € L(«)

Vin(2) = V(|2|™, marg z), V. (2)=mz""V'(|z|™ marg2).
Consecuentemente, se verifica la siguiente formula cuando |z| — oo
V'(r,0 + 27rn)eV(7“79+27m) + O (rl%) , sifel,(R),

Fo(zn) = 0 <,,1%> si 0 € [—m,7\I.(R).

Buscamos ahora el término principal del desarrollo asintotico de E,(z, V') en
un intervalo de la forma [—m + §, 7 + 0] con § > 0 suficientemente pequetio.
Para n € N,,\{0}, aplicando la propiedad (1) de los elementos de B(~, p(r))
y (3.11) vemos que

Re[V (r,0 + 27n) — V (r,0)]

U, (0) = li _ 9m) — ’

(9) Im V0 cos p(0 + 2mn) — cos pb
/ / i(p—1)(0+27n)

m w — lim rV'(r,0 4 2mn) V(r) _ e -1,

r—oo  V/(r,0) r—00 V(r) rV/(r,0) peilp=1)0
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en ambos casos con convergencia uniforme en [—7 + d, ™ — d]. Por la eleccion
que hemos hecho de m, para todo n € N,,\{0} se tiene que
1 —-2)+ 1 1 1
pm=2)+p 1 1 _

_—
< < .
0<nlp<——p= 2 17172

Fijado § > 0, para todo n € N,,\{0}, aplicando la desigualdad anterior
vemos que

sen(p(6 + mn)) sen(prn) > 0, 0e€|-—m+6,m—14].
Por otra parte, aplicando férmulas trigonométricas vemos que
U, (0) = —2sen(p(0 4+ mn)) sen(pmrn).

Consecuentemente, observamos que ¥, () < 0 para todo n € N,\{0} y
todo 6 € [—m + 0, ™ — J], lo que nos permite afirmar que

exp (V(r)¥,(0)) =0, cuando r — oo, n € Npy\{0},

uniformemente en [—m + J§, 7 — 4]. Comparando el desarrollo de Ep(rew, V)
en [—m + 8,7 — 8] con V'(r,0)e" ("9 deducimos que

E,(re®® V) = VOV (1, 0) + o(1),

cuando r — oo, uniformemente en [—m + 0, ™ — J]. *

4.5. La funcién indicatriz de E,(z,V)

Notacion 4.16. Dado E,(z,V), denotamos por hg su funcion indicatriz
generalizada y consideramos también hj := max{hg,0}.

Teorema 4.17. Sean p(r) un orden aproximado con p > 0y V un elemento
de € B(y, p(r)). Considerando la notacion dada en (2.12), tenemos que:

(1) Para todo p > 0 tenemos que

hE(0) = @,(c?), 0 € [—m, 7).

(2) Si p > 1, entonces hg(0) = h1(0) para todo 6 € R.
(3) Sip<1/2, entonces hg(f) = cos(pf), para todo || < .

(4) Si1/2 < p <1y existe k € N tal que 1/A(—k) # 0, entonces hg(0) =
h1(6) para todo 0 € R.
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Demostracion. (1) Supongamos en primer lugar que p > 1/2 y sea 6 €
[—m, 7. Si7/(2p) < |0] < 7, sabemos que ®,(e??) = 0. Por otra parte,
por (4.19) sabemos que dado € > 0 con 7/(2p) + ¢ < |6], existe R > 0
suficientemente grande de modo que si r > R,

EmaﬂV)zo(l).

r

Observamos que para 7 suficientemente grande, y una constante M > 0
adecuada,

0
In|E,(re”, V)| < In(M/r) <0
rp(r) = ) =7

y por lo tanto,

InlE 6
hp(6) = lim sup BVl

r—00 rp(T‘)

En consecuencia, hj;(6) = 0 = ®,(e?). En el caso en que 0] < 7/(2p),
a partir de (3.11) se obtiene que

om | jow)
r—oo | V/(reif)eV (re'?) T—00 T\V"/(Z“:;e)\ @eRe(V(reig))
_ o) _
r—00 T\V"/(Z":)w)‘ V(T)eRe(V(reie))
y también
. rV/'(ret? r—
. In|V/(re®)]| o In V((T) Lpetr)=1
lim ————— = lim
r—00 rp(r) r—00 re(r)
In rV"/(rew) ( ( ) B 1)1
— lim © AT ) —o0t0=0
r—00 rﬂ(r) rP(T)
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Usando de nuevo (4.19) obtenemos que

In B, (re”, V) In |V/(re)e" 0+ 0 (3)|

hi(6) = limsup == gy = limsup 70
. i V' (ret? 6V<Tei6)+0 1/r
) In ’V’(rew)ev(’"e ?) In | ¥ V/()Teie)e\/(rew)( -
= lim sup e + o)
. . o(/r)
A wvieen)| | mevirety M1 i
= lim sup + + (re')
r—00 rp(r) V(’r) rp(r)

= 0+ cos(ph) + 0 = cos(pf) = (™).

Como 0] < 7/(2p), cos pf > 0y por lo tanto h;(0) = hp(0) = ®,(c?)
para todo 6 € [—m,7]. Cuando p < 1/2 la demostracion es anéloga,
usando la igualdad (4.25) en lugar de emplear (4.19).

Como p > 1 tenemos que vy, = 7/(2p), por (1) sabemos que hg(f) < 0
cuando 7, < 0| < m y que hg(d) = hj(0) = ®,(c’) > 0 cuando
0] < 7p.

Por otra parte, como hg es una funcién 2m-periddica (Teorema 2.33),
la longitud de las componentes conexas de {# € R: hg(f) <0} esl =
21(1—1/(2p)), y como p > 1 se tiene que [ > m > 7/p. En consecuencia,
de nuevo por el Teorema 2.33 tenemos que h(6) = 0 para todo 7/(2p) <
0] < , lo que nos permite concluir que hg () = h;(0) para todo 6 € R.

Si p < 1/2 tenemos que vy, = 7 y en consecuencia, por (1),
H5(6) = D,(c%) = cos(pf) > 0,
cuando |0 < 7,y hg(0) = cos(pb).

Cuando || < 7/(2p), por (1) sabemos que h;(0) = ®,(e??) = cospf > 0
y por lo tanto, h}(0) = hg(0). Si 7/(2p) < |0 < 7, sea [ el inferior de
los k € N verificando 1/A(—k) # 0. Tomamos n = [ + 1, y aplicando
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(4.22) vemos que

. -1 1
By (re?, V)| In| sy +0 ()

ha0) = limaup 220 sy — S

, In ’—1/(A(—l)(rei9)l+1)‘ In ‘1 — A(=0)(re®) 10 (1/r112)|
= lim sup +

r—00 rﬂ(r) rP(T)

r—00 rp(r) rp(r) rﬂ(r)

- In |14 A(-1)e?DO (1
s (lnl/A( Dl ~(+Dhr  Infl+A(-De (1/7)|

=0+0+0=hk(0).

Por lo tanto, h£(0) = hg () para todo 6 € R.
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5. Transformadas de Borel y Laplace generalizadas

Los operadores integrales de Borel y Laplace clasicos se usan en varios
campos de las matematicas, y por ello, se pueden encontrar definidos y es-
tudiados en muchos textos como en libro de P. Henrici [12]. En este capitulo
vamos a usar el trabajo realizado en los anteriores para definir las transfor-
madas de Borel y Laplace generalizadas para cada funcion V' de B(~, p(r)),
que denominaremos V-transformadas. En la primera secciéon de este capi-
tulo, vamos a ver que la V-transformada de Borel es un isomorfismo entre
las funciones cuyo crecimento esta limitado por V(r), y las funciones ho-
lomorfas en un entorno de co que se anulan en dicho punto (Proposicion
5.5). Por otro lado, en el Teorema 5.9 de esta misma seccion, se darad una
representacion integral de la V-transformada cuando nos restringimos a una
subclase de funciones. Finalmente, en la Secciéon 5.2 vamos a construir la
generalizacion del Teorema I de la introduccién para funciones enteras de un
orden aproximado dado con funcién indicatriz no negativa.

5.1. Transformada de Borel generalizada y representacion
integral

Definicién 5.1. Supongamos p > 0, V' € B(v, p(r)). Sea M, (V) la clase de
funciones enteras f tales que existen M(f), m(f) > 0 de modo que

[F () < M(f)exp(m(f)V(lz]), zeC. (5.1)

Observacion 5.2. La clase M,(V) que acabamos de definir en globa a todas
aquellas funciones cuyo tipo o, para el orden aproximado In V' (r)/In7, es o
minimal o normal.

Definiciéon 5.3. Sea p(r) un orden aproximado con p(r) — p > 0 cuando
r— o0 ,sea V € B(y,p(r)) y tomamos f € M,(V). Si escribimos

00 ap
f(z) = kzo mzk,

la V-transformada de Borel de f se define por

o

F(w) = Z%.

k=0

Notacion 5.4. Denotamos por Hp(oo) la clase de funciones holomorfas en
un entorno de co que se anulan en oo, es decir, son aquellas funciones F'(w)
tales que la funcion G(w) = F(1/w) es holomorfa en un entorno de w =0y
tales que verifican que G(0) = 0.

El siguiente resultado es analogo al conocido como teorema de Borel.
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Proposicion 5.5. Sea p(r) un orden aporximado con p > 0y sea V €
B(, p(r)), entonces el operador

v:M,(V) — Ho(oo), v(f)=F,
es un isomorfismo.

Demostracion. En primer lugar vamos a mostrar que f satisface (5.1) para
m :=m(f) si, y solo si, la serie F' converge para todo w € C con |w| > m!/?.

Tenemos que f satisface (5.1) para m si, y solo si, m > o, es decir, si, y
solo si, por el Teorema 1.31, se verifica que

Lt sup U (k) & — 1%L
e VA Kk + 1)

< (mep)/?, (5.2)
donde U(t) = r es la inversa de V(r) = t. Por otra parte, F' converge para
todo |w| > m!/? si, y solo si, aplicando la formula del radio de convergencia,
se tiene que

lim sup 4/]ax| < m'/?. (5.3)

k—o00

Utilizamos ahora la equivalencia (4.17) para g = 0, probada en la demostra-
cién del Teorema 4.9, que nos permite afirmar que cuando A — oo,

V/AN+1) ~ U (ep)~ V7.

Aplicando esta equivalencia vemos que (5.2) y (5.3) son equivalentes, con lo
que nos permite comprobar la correspondiente equivalencia entre f y F'. Esta
iltima equivalencia nos permite afirmar que v esta bien definida y que es
biyectiva. La linealidad de v se deduce de manera directa de la definiciéon. v

Nuestro siguiente objetivo es dar una representacion integral de las V-
transformadas de Borel. Esta representacion no se puede dar con una tnica
expresion para todas las fuciones de 9t,(V') y, en consecuencia, para descri-
birla es necesario considerar las subclases, relacionadas con el crecimiento en
cada semirrecta que parte del origen, definidas a continuacion.

Notacién 5.6. Sea P;“ la clase de funciones finitas, 2m-periédicas, no ne-
gativas y trigonométricamente p-convexas. Dada h € Pp+ consideramos la
clase P,(V,h) de funciones enteras f tales que para todo ¢ > 0 existe
A = A(e, f) > 0 verificando

|f(re®)| < Aexp((h(0) + )V (r)), re” eC,

donde V' € B(v, p(r)) con p(r) un orden aproximado.
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Observacion 5.7. Recordamos que si h € P;r , considerando la funcion @,
descrita en (2.12), sabemos, por el Teorema 2.55, que el conjunto

X, ={2€C: ®,(2¢"%) < h(h), 6 € R}, (5.4)

es el tnico conjunto compacto p-convexo que tiene a h como su funcién de
p-soporte.

Observacion 5.8. Si h € Py si V € B(v,p(r)) con p(r) un orden apro-
ximado,

como las constantes positivas pertenecen a P;‘ y como las funciones de
pp+ estan acotadas, se verifica que

m,(V)= |J B(V.h).

hePf

Esta igualdad permite restringirnos a estudiar la representaciéon integral de
las V-transformadas de Borel de funciones enteras pertenecientes a P,(V, h).

Teorema 5.9. Sean p(r) un orden aproximado con p > 0, h € P;r yVe
B(v,p(r)), donde v > v,. Para todos § € R, b > 0 denotamos por D,(6,b) =
{we C: ®,(we?) > b} .Sife P(V,h), entonces para todo § € R la
funcién

oo(arg z=0)
Fy(w) = p /0 exp(—V (w2)) f(2)dz

es holomorfa en D,(6,h(#)). Ademés el conjunto de funciones {Fy(w)}ger
determina la prolongacién analitica de la V-transformada de Borel F' de f
al complementario del conjunto compacto p-convexo Xj,.

Demostracion. En primer lugar, vemos que el integrando esta bien definido,
puesto que si argz = 0 y w € D,(0,h(0)) tenemos que ®,(zw) > h(0) > 0,
lo que, por la definicion de ®,, es solo posible si |arg(zw)| < 7,, es decir,
si zw € L(v,) € L(v). En consecuencia, V(zw) esta bien definida y el
integrando también.

En segundo lugar, para probar la holomorfia de Fy, tomamos K compacto
de D,(0,h(0)). Dados w = e’ € K y z = te?? y dado ¢ > 0, tenemos por
(3.14), tomando W =ty Z = we | que existe t. > 0 tal que para todo
t > t. se tiene que

Re(V (tre'®t9)) > Re(V (£)r*[e7 19 — &]) = V (t)rP[cos(p(¢ + 0)) — €].

La compacidad de K nos permite tomar € > 0 suficientemente pequeno de
forma que [h(0) — ®(we®?) + 2¢] < —c < 0. En consecuencia, usando que
f € P,(V,h), concluimos que Fp converge uniformemente en K, y por tanto,
define una funcion holomorfa en D, (6, h).
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Por otra parte, dados w € D,(0,h), z = te’ y utilizando el desarrollo en
serie de f y la convergencia de la integral tenemos que

oofargz=0) o, exp(—V(wz)) 4
F@(w):p/o Z NCES) 2"dz
k=0

o0 a oo(arg z=0)
= (A(ki—l)/o : exp(—V(wz))zkdz>.

k=0

Observamos ahora que si argw = —0 y |w|? > h(0) se tiene que w € D, (6, h),
y en consecuencia, tomando w de este modo se tiene que

S a o kod = a
Rt =Y (5o | enl-vn ) = 3 S = Fw)

k=0 k=0

Por lo tanto, Fy(w) = F(w) para todo w con argw = —6 y |w|’ > h(6)
y podemos afirmar que Fy es una prolongacion analitica de F' en D, (6, h).
Por otro lado, teniendo en cuenta que X}, es un conjunto estrellado (por ser
p-convexo) y compacto, que su complementario

C\X;, = | Dp(6,1(6)) (5.5)
OeR

es un dominio simplemente conexo de la esfera de Riemann y, basta aplicar
el Teorema de Monodromia para concluir que F' admite una prolongacién
analitica en C\ Xj,. *

5.2. Teorema de Polya-Martineau-Ehrenpreis generalizado

De forma anéloga al caso clasico es posible dar una férmula integral de
inversion que relaciona f y su V-transformada de Borel F. En concreto, si
V € B(v,p(r)) vy v satisfacen las condiciones del Teorema 4.3 se tiene que

1) = — [ Ey(zw, V) F(w)duw, (5.6)
2mi Jr
donde I' es una curva de Jordan positivamente orientada rectificable que
rodea las singularidades de F'. La demostracién de esta formula es anéloga
a la demostracion en el caso clasico V(t) =t, p =1, E,(w, V) = e". (Ver [2,
Cap. 5| y [8, Caps. 24, 25])
Para establecer el anélogo al Teorema de Polya-Martineau-Ehrenpreis
(Teorema I), vamos a probar previamente el siguiente resultado.

Teorema 5.10. Sea p(r) un orden aproximado con p > 0, supongamos
que K es un conjunto compacto p-convexo con h := hg su funcién de p-
soporte (ver Definicién 2.47), y sean V' € B(vy,p(r)), f € M,(V). Si la
V-transformada de Borel de f admite una prolongacién analitica al comple-
mentario de K, entonces f € P,(V,h).
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Demostracion. Sabemos que al ser K un conjunto compacto p-convexo, su
funcién de p-soporte es una funcién finita, no negativa, 27-periédica y tri-
gonométricamente p-convexa (ver Teoremas 2.53 y 2.55), y por tanto, para
todo € > 0, la funcién h + € también lo es. En consecuencia el conjunto
K. = Xp4c es un compacto p-convexo. Observamos que la familia { K. }.>0
tiene las siguientes propiedades:

(A) ms>0Kvs = K,
(B) K., C K., s10<e <ey,
(C) 0 €int(K;).

Esta tultima propiedad se verifica porque 0 € K y porque ®, es continua.
Observamos también que dado ¢ > 0, existen € > 0 y ¢’ > 0 suficientemente
pequenos de modo que

e+ & max{|w|’: we K.} <é. (5.7)

Por el Teorema 4.17 sabemos que hf(0) = ®,(¢). Asi pues, para todo
~v > 0, existe una constante A,/ tal que

1E,(2,V)| < Ao exp (V(|2])[@p(e"*8%) +€]) z € C.

Por la propiedad (C) sabemos que 0 ¢ 0K.. Consecuentemente, si w € 0K,
tenemos que |w| € (0,00) y por la Propiedad 1.28 sabemos que cuando r —
oo podemos escribir V(r|w|) = V(r)|w|?(1 4+ o(1)) uniformemente en 9K..
Juntando este hecho con la desigualdad anterior, para z = wre? sabemos
que

[Bp(re®w, V)| < A exp (V) [@p(we™) + 7wl (1 +o(1))) ¥r > R,
(5.8)
para todo w € 0K, y para todo # € R. Como F' se prolonga analitica-
mente al complementario del compacto K podemos tomar como curva I" en
(5.6) la curva que describe 0K,. De esta formula de inversion, usando (5.7),
deducimos que

|[f(re®)] < Cexp (V(r)[h(8) +8](1 + o(1))) (5.9)

para r suficientemente grande, lo que nos permite concluir que f € P,(V, h).

*

Antes de demostrar la generalizaciéon del Teorema de Polya-Martineau-
Ehrenpreis, vamos a recordar algunos conceptos necesarios para enunciarlo.

Definicion 5.11. Sea H(C) el espacio de las funciones enteras, en el que
consideramos la topologia de la convergencia uniforme en los compactos.
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Diremos que n : H(C) — C es un funcional analitico si es una aplicacion
lineal y continua. Con la misma notacién, diremos que un compacto K C C
determina n, si para todo entorno €2 de K existe una constante Cq tal que

n(p)| < Casup{lp(z)]: 2 € Q},  p € H(C).

Denotamos por £(n) la clase de todos los compactos que determinan 7.
Normalmente consideraremos subclases de elementos de £(n) que cumplen
una cierta propiedad, como por ejemplo la convexidad. Dado un elemento
K € £(n), o de una subclase, decimos que es un soporte de 7 si es minimal
en £(n), o en la subclase, para la inclusion.

Por ultimo, dada V' € B(~, p(r)) y dado un funcional analitico n podemos
considerar una funcién compleja Ly, : C — C, que denominaremos la V-
transformada de Laplace del funcional, y que viene dada por la siguiente
expresion

Lyy(2) = n(Ep(zw,V)).

Teorema 5.12. Supongamos que p > 0, V € B(~v,p(r)), h € P;r. Suponga-
mos que f € M,(V) es una funcion entera de orden aproximado In V(r)/Inr
y con funcion indicatriz hy. Sea h(f) = max{0,hs(6)}, y sea K su diagrama
conjugado, es decir, el mas pequeiio de entre todos los conjuntos compactos
p-convexos () tales que la V-transformada de Borel de f se extiende analiti-
camente al complementario de ). Entonces:

(1) El diagrama indicador de f, X}, (ver (2.17)), coincide con K.

(2) Existe un funcional analitico n tal que para su V-transformada de La-
place tenemos que

U[EP(Zwa V)] = f(z>7 z €C, (510)
v X}, es el soporte p-convexo de 7.

Demostracion. (1) Aplicando el Teorema 5.9, sabemos que K C X}, puesto
que f € P,(V,h). Sea hi la funcién de p-soporte de K, por el Teore-
ma 2.55 sabemos que hy € P;“, y por el Teorema 5.10, sabemos que
f € Py(V,hK). De este hecho se deduce que hy < hg y como hg > 0
podemos afirmar que h < hg y concluimos que X, C K, y por tanto,
X, =K.

(2) Si H(C) es el conjunto de todas las funciones enteras, consideramos el

funcional )

7[G) = / G(w) F(w)duw,

T 2mi

donde I'" es una curva de Jordan positivamente orientada rectificable que
rodea las singularidades de F'. La férmula de inversion (5.6) nos permite
afirmar que se verifica (5.10).
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Por otro lado, consideramos la familia de {K:}.~o de compactos p-
convexos descritos en la demostracién del Teorema 5.10. Por el Teorema
2.55, y por la igualdad K = X} que acabamos de probar sabemos que h
es la funcion de p-soporte de K (ver Definicion 2.47). Este hecho, junto
con la continuidad de q)p(zew), nos permite afirmar que para todo € > 0,
K Cint K., y podemos tomar como en la demotracién del teorema an-
terior I' = K. y deducir a partir de la definiciéon de 1 que

NG| < Ag. sup{|G(w)] : w € Kc}.

Esta desigualdad nos permite afirmar que K determina 7 y consecuen-
temente, el soporte de 1 estd contenido en K.

Por otra parte, si L C K es un conjunto compacto p-convexo que de-
termina 7, denotamos por hr su funciéon de p-soporte. Consideramos
una familia de {L.}.~¢ de compactos que recubren L con N.soL: = L,
L, € L, si0< e <eyy L CintL.. Como L que determina 7,
tomando G = E,(zw, V') para todo € > 0 tenemos que

|f(2)| = [n[Ey(zw, V)]| < Cesup{|Ep(zw, V)| : w € Le},

para todo z € C. Dado § > 0, podemos tomar ¢ > 0y & > 0 como
en el teorema anterior, también podemos considerar la estimacion (5.8),
y recordando que como FE, es holomorfa alcanza su maximo sobre 0L,
tenemos que

£re®)] < CeAur sup {exp (V(I)[@p(we) + <lul”](1 + (1))}
weOLe

para todo r > R. De la continuidad de ®,, como hz,(6) = sup{®,(we') :
w € L}, deducimos que f € P,(V,hr). Consecuentemente h < hr, y
tenemos que X; C L C K = X3, es decir, que deducimos que X, es el
soporte p-convexo de 7.

*
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A. Apéndice

La mayoria de los resultado que aqui se recogen son clasicos y se han
excluido del cuerpo del texto porque las técnicas empleadas en la prueba de
los mismos no guardan relaciéon con el resto de técnicas usadas a lo largo de
la memoria.

En primer lugar, vamos a introducir brevemente la notacién y algunas
propiedades basicas de la integral de Stieltjes. Hemos hecho uso de este
concepto a la hora de demostrar varios resultados de la Seccién 1.3.

Definicién A.1. Sea « : [a,b] — R una funciéon monotona creciente. Sea P
una particion de [a,b] con a = xg < 1 < ... < Tp_1 < T, = b, denotamos
por Aa; = a(x;) — a(z;—1) parai = 1,...,n. Entonces, dada f : [a,b] — R
acotada, denotamos por

U(P, f,a«a) ZMAO[Z, M; = sup f(x),

[i—1,24]

L(P, f,a ZmzAal, m; = inf f(x).

[xz 17$z]

y tomando el superior y el inferior de entre todas las posibles particiones P
de [a, b] denotamos por

Si ambos valores coinciden decimos que f € R(«) y denotamos dicho valor

por ,
/ f(H)dat)

y lo denominamos integral de Stieltjes de f con respecto a o en [a,b].

Observacion A.2. Sila funcion «a(t) es derivable con continuidad se verifica
la siguiente igualdad entre la integral de Stieltjes y la integral de Riemann

clasica,
[ st~ s

Observacion A.3. La integral de Stieltjes verifica la mayor parte de las
propiedades bésicas que tiene la integral de Riemann clasica. Para encotrar
més informacion sobre estos resultados ver [32, p.120-142] y [1, Cap. 7, p.140-
p.182]. Destacamos aqui el enunciado que nos da la formula de integracion
por partes que se ha usado en varias demostraciones.
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Teorema A.4. (Integracion por partes Stieltjes) Sea « : [a,b] — R una
funcion monotona creciente. Si f € PR(«) en [a,b], entonces a € R(f) en
[a,b] y tenemos que

b b
/ fda+/ adf = f(b)a(b) — f(a)a(a).

Recordamos ahora un resultado clasico del calculo de integrales mediante
el uso de residuos que hemos empleado en la demostraciéon del Teorema
1.44 para la construccion de una funciéon holomorfa a partir de un orden
aproximado dado en el caso p > 0 no entero. La prueba de este resultado la
podemos encontrar en [29, Cap. 4].

Propiedad A.5. Supongamos que

(1) Py @ son funciones polinémicas sin factores comunes y A un ntimero
no entero.

(2) A > —1y grado(Q) >grado(P) + A + 1.
(3) Q(z) # 0 para todo = > 0.

En estas condiciones, si {z1, 22, ..., 2} es el conjunto de ceros del polinomio
@ se verifica que

Ooi)\P(x) .’E:L y €S P(Z) exX (o) Z)y 24
| e e 20 (G owvione=))

donde log, z = In |z| + iarg z con arg z € [0, 27).

Teorema A.6. (Teorema de Phragmén-Lindel6f) {Ver [23, p.214-218; p.270-
271]} Sea p > 0, sea f una funcion entera de orden p, sea G el interior de
una regiéon angular de amplitud ar radianes con a < 1/p, con borde I'. Si
|f(2)] < M < oo enT', entonces,

If(2)| <M, zeQ.

A continuacién se presentan dos lemas sobre las funciones convexas y
concavas, cuya demostracion requiere un pequeiio célculo elemental, y que
hemos usado para demostrar el Teorema 3.6.

Lema A.7. Sean f; y fo dos funciones positivas mondtonas crecientes y

estrictamente convexas de R en R. Entonces f1(z) fa(z) también es del mismo
tipo.
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Lema A.8. Sea f(x) una funcion derivable. Si la derivada f’(z) es continua
y monoétona decreciente en un intervalo (a, b), entonces f es concava. Si, ade-
mas, f’(x) es mondtona estrictamente decreciente, entonces f es estictamente
concava.

En el Teorema 3.6, también hemos usado este resultado de convexidad
cuya prueba podemos encontrar en el libro de A.S.B. Holland [13, Cap. 1].

Teorema A.9. (Teorema de los tres circulos de Hadamard) Sea f(z) una
funcion analitica en Ry < |z| < Rz y continua en |z| = Ry y |2| = Ra,
entonces la funcion In M (r) es una funcion convexa del Inr en (R, Ry), es
decir, que para cada R; < ry < ro < rg < Ro tenemos que

Inrg —Inry Inry —Inrg

In My () < InMy(rq) +1In My (rs)

Inrs —Inrq Inrs —Inry’
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