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Introducciéon

El Trabajo Fin de Grado que presentamos tiene por objeto el estudio de la descom-
posicién en valores singulares de una matriz.

En la Seccién 1 se incluyen los resultados tedricos mas relevantes relacionados con dicha
descomposicion. Cabe destacar el teorema de descomposicion que establece que cualquier
matriz A € R™ " se puede escribir como un producto A = ULV, donde U € R™*™ y
V € R™"™ son matrices ortogonales y > € R™*" es una matriz cuyos elementos no nulos
estan situados en las primeras r posiciones de la diagonal principal, siendo r el rango
de A.

En la Seccién 2 se explican con detalle los algoritmos que permiten calcular en la
practica y de un modo eficiente la descomposicion en valores singulares de una matriz.
Dichos algoritmos han sido implementados en MATLAB y los programas se han incluido
en el Apéndice.

En la Seccién 3 se recogen dos aplicaciones reales de la descomposicion en valores
singulares. La primera relacionada con la compresion y transmision de imagenes, ilustra
el interés de uno de los teoremas de aproximacién que se han estudiado en la Seccién 1.
La segunda corresponde a un ejemplo de Climatologia, donde se estudia la covariabilidad
entre las precipitaciones en la costa mediterranea espanola y las alturas geopotenciales en
la zona de Atlantico Norte y Europa.

En el Apéndice se incluyen los programas en MATLAB que implementan los algoritmos
descritos en la Seccién 2 y un programa en MATLAB que permite visualizar graficamente
la actuacién paso a paso de dichos algoritmos.

Agradecemos a la Doctora Marfa Luisa Martin (Universidad de Valladolid) el habernos
facilitado los datos reales para el ejemplo de Climatologia.






1. La descomposicion en valores singulares. Resulta-
dos tedricos

Como ya se ha indicado en la introduccién, se presentan en esta seccion los resultados
tedricos mas relevantes en relacion con la descomposicién en valores singulares de una
matriz. En [10] se pueden encontrar algunos de ellos y en [7] se hace una revisién histérica
sobre el tema.

1.1. El teorema de descomposicion

Teorema 1. Dada una matriz A € R™*" de rango r, existen numeros reales o1 > 09 >

- > 0, > 0 y bases ortonormales {uy,us, ..., uy} de R™ y {vy,vqe,...,0,} de R™ tales
que
—_ - T, _ -
Av; = oju,, 1=1,2,...,r, At u; = oy, 1=1,2,...,7,
Av; =0, t=r+1,...,n, ATy; =0, t=r+1,...,m
Estas ecuaciones implican que vy,vy, ..., v, son autovectores de AT A, uy,us, ..., uy, son
autovectores de AAT y o2, ..., 02 son los autovalores no nulos de ATA y AAT.

Demostracién. Como AT A es simétrica, diagonaliza ortogonalmente y sus autovalores
son reales. Sea {v1, ...,v,} una base ortonormal de R™ formada por autovectores de AT A
y sean \i,...,\, los autovalores asociados. Como AT A es semidefinida positiva todos
sus autovalores son mayores o iguales que 0. Sin pérdida de generalidad consideramos
v1,...,0, ordenados de modo que A\; > Ay > --- > \,. Por ser r el rango de A y, por
tanto, el rango de AT A, debe cumplirse que A\, > 0y A\pyq = Mgo = --- = A\, = 0. Por
tanto vy,...,v, son autovectores de AT A asociados a autovalores positivos y, si r < n,
Vpgl, - .., Uy estan en el niicleo de AT A y, por tanto, en el nicleo de A, es decir, Av; = 0
parati=r+1,...,n
Para 1 <1 < r definimos o; y u; del siguiente modo

o; = \/x, U; = i141)1 (].)

Por la forma en que hemos definido u; se tiene que Av;, = oyu;,i = 1,...,r, y por la
definicién de o; obtenemos que

mu_\/* m ./ (AT A “zf i=1,...r

Por otro lado dados dos vectores ortogonales v;, v;, © # j, se tiene que Av; y Av; también
son ortogonales, puesto que

(Av)T (Avy) = vl AT Av; = U,LTO'JQ-U] = O'JQUzTUJ = 0.



Esto implica que por la forma en que hemos definido u;,i = 1, ..., r, los vectores uq, ..., u,

son ortogonales y en particular ortonormales. Ademds o2 = \;,i = 1,...,r. Ahora multi-
plicando por AT en la segunda igualdad de (1) se tiene para 1 <i <,
1 1
ATUi = —ATAUZ‘ = _)\ivi = 0;V;.
0 i
Falta ahora definir w,,1,...,u,, en el caso en que r < m. Los vectores uq,...,u, son
autovectores de AAT asociados a los autovalores no nulos A, ..., \, pues

T 2
AA U; = AO'i'UZ' = O'iA’Ui =0;U; = )\Zul

Como AAT € R™ ™ y tiene rango r, la dimensién del subespacio Ker(AAT) es m —
r. Tomamos tu,,1,...,u, vectores ortonormales de una base de Ker(AAT). Dado que
Upp1,- - -, Uy son autovectores de AAT asociados al autovalor 0 y que AAT es simétrica,
los vectores w11, . .., Uy, son ortogonales a uy, ..., u,. Por tanto, {uy, ..., u,} es una base
ortonormal de R™ formada por autovectores de AA”. Ademds, como el niicleo de AAT es
el mismo que el nicleo de A7 se tiene que ATu; =0 parai=7r+1,...,m.

[

En la Figura 1 incluimos una representacién gréfica de la accién de A y AT sobre las
bases del Teorema 1 [10].

R™ R™ R™
U1 2 Uy 2 U1
(% > Uz z (%)
Uy i Uy o vy

U'H— 1

: 0

U’VL

Up41
Uy,

Figura 1: Accién de A y AT sobre las bases del Teorema 1.

Es posible dar una interpretacion matricial del Teorema 1.



Teorema 2. Dada una matriz A € R™ " de rango r, existen matrices ortogonales
UeR™™ 4V eR"™ yuna matriz ¥ de la forma

01 0 0
> 0 0 o2 ... 0 0
= " = o ; mxmn
2_<O O)_ SRR R @)
0O 0 ... o
O O
con o1 > g9 > -+ > 0. > 0 (el simbolo O denota matrices nulas de las dimensiones
adecuadas), tales que
A=UxV" (3)
Demostracion. En virtud del Teorema 1, existen bases ortonormales {vy,...,v,} de R" y
{uy, ..., uy} de R™ tales que
o;U; ?::1,...,7“,
au={ 0T g

Tomando U y V' las matrices con columnas igual a los vectores de dichas bases ortonor-
males se tiene que U = [uy,...,uy| € R™™ y V = [v,...,v,] € R™™ son matrices
ortogonales y las ecuaciones (4) pueden ser escritas en forma matricial como

g1 0 Ce 0
0 g9 ... 0
S .0
A[’Ulw"avrvT—Ha"'avn]:[ula"'aurur-i-la---vum] . . . : )
0O 0 ... o,
@) O
i.,e. AV = UX, donde los vectores u,,1,...,u, no intervienen expresamente al ir siempre
multiplicados por ceros.
Por ser V ortogonal, VV? = I y, por tanto,
A=AVVT =UusvT,
O
Los o;, 1 =1,2,...,r, son los llamados valores singulares de A, con vectores singulares
asociados por la derecha vy,...,v, y por la izquierda uq,...,u,. Teniendo en cuenta la

estructura de ceros de la matriz ¥ y a la vista de (3), A se puede escribir como una suma
de r matrices de rango 1

A= Zajujva. (5)
j=1
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Aunque en un sentido estricto los valores singulares de A son los elementos diagonales de
Y] estrictamente positivos, en algunas secciones de este trabajo, por simplificar la notacion,
se ha extendido esta denominacion también a los elementos nulos de dicha diagonal. En
ningin caso esta extension da lugar a confusion.

1.2. El problema lineal de minimos cuadrados

Tomamos A € R™*", de rango r y b € R™ y consideramos el sistema de ecuaciones
lineales

Ax =b,

con x € R" el vector de incognitas. Si m > n, el sistema es sobredeterminado y podria
no tener solucién. En ese caso buscaremos un z tal que ||b — Az||y sea minima. Hallar
dicho x es lo que conocemos como resolver el problema lineal de minimos cuadrados. En
el caso en el que m > n y rango(A)=n el problema lineal de minimos cuadrados tiene
solucién unica. Si rango(A)< n, la solucién en el sentido de minimos cuadrados no es
unica y existen varios © € R™ para los cuales ||b — Azl es minima. Incluso en el caso
m < n puede ocurrir que Ax = b no tenga solucion.

Como la solucion del problema lineal de minimos cuadrados puede no ser tnica, con-
sideramos el siguiente problema que si va a tener solucién unica: de todos los x € R™ que
minimizan ||b — Ax||2, encontrar aquel para el cual |||y sea lo mas pequenia posible.

Supongamos A y b conocidos, y que tenemos la descomposicién en valores singulares
de A, A =UXVT, donde U € R™™ y V € R™" son ortogonales y X es como en (2).
Como U es ortogonal,

Ib— Azlly = U (b — Az)lls = [U"b = UT Azlly = |UTS = B(V"z)]|2.

Haciendo ¢ = UTb e y = VT, se tiene

' m
o~ Axl = lle—Syl3 = Y les—own P+ 3 Jecl® ()
i=1 i=r+1
¢ “
El minimo se alcanza si, y solo si, y; = —,i =1,...,7, y vale Z | ¢; |2
i i=r+1
Cuando 7 < n, Yr41, - - . , Yo N0 aparecen explicitamente en (6) y de todas las soluciones
asi obtenidas tiene [|y||> minima la que satisface y,.1 = -+ =y, =0. Como z =Vy y V
es ortogonal, ||z||2 = |ly||o. Entonces ||z||2 es minima si, y solo si, ||y||2 1o es. Esto prueba

que el problema lineal de minimos cuadrados tiene exactamente una soluciéon de norma
minima.

1.2.1. La pseudoinversa de una matriz

Damos ahora la definicién de pseudoinversa de una matriz que adoptamos en este
trabajo, que esta intimamente relacionada con la resolucién del problema lineal de minimos
cuadrados.



La pseudoinversa A" de una matriz A € R™*" es la tinica matriz que satisface que para
cada b € R™, x = A'h es la solucién de norma minima del problema lineal de minimos
cuadrados Azx = b.

Podemos dar una expresién para A" en algunos casos particulares.

Sim=mny A esregular, z = A~1b es la tinica solucién del sistema lineal Az = by,
por tanto, en este caso AT = A™! (la pseudoinversa coincide con la inversa).

Sim > ny el rango de A es n, ya hemos comentado que existe una tnica solucion
en el sentido de minimos cuadrados del sistema lineal Ax = b, que no es otra que la

solucién de las correspondientes ecuaciones normales, que al ser AT A regular viene
dada por z = (AT A)~LATbh. En este caso, entonces, AT = (ATA)~1AT.

En la descripciéon que hemos hecho del problema lineal de minimos cuadrados hemos
visto que si ¢ = UTh = (C) ey = (y) con ¢,y € R", la solucién de norma minima

d 0
viene dada por x = Vy donde ademés

B g\ yote DI OAN A AN >t oy DONENNN O -
Vy_v<0>_v( 1 >_v<0 o)@”(o Ne-v (% 9 uvm,

de donde, con la definicién que hemos dado de pseudoinversa, se deduce que

-1
AT =V (% g) U,

De la igualdad anterior se deduce también que el rango de A" y el de A coinciden, que

Ui, ..., U Y Vi,...,0, son vectores singulares de A* por la derecha y por la izquierda,

respectivamente y que o7 ', ... .o~ son los valores singulares de A*. Ademds, la matriz

O O

planteamos el sistema lineal ¥z = b o, equivalentemente,

Z_l . .
( " no es otra que X, la pseudoinversa de Y. Para ver esto, notemos que si nos

o;r; = bz‘, izl,...7T.
0 = bi, i:T+1,...,m,

su solucién de norma minima en el sentido de minimos cuadrados viene dada por z; = —

parat=1,...,r,yx; =0, parai =71+ 1,...,n, que puede expresarse como

_ Er_l O + _ E;l O nxm
:1:—(0 O)béE—(O O eR )
Podemos escribir entonces
AT =VetuT, (7)



r

o incluso A" = E —vju;p, que es la descomposicién en valores singulares de AT, andloga
.

j=1 "7

a (b) para A.
Veamos ahora que la pseudoinversa, tal y como se ha definido en esta subseccion coin-
cide con la inversa generalizada de Moore-Penrose

Teorema 3. La pseudoinversa tal como se ha definido en esta seccion coincide con la
inversa generalizada de Moore-Penrose. Mas precisamente, si A € R™*™ es una matriz
dada y AT € R™™ denota su pseduoinversa se satisface que:

1. AATA=A.
2. ATAAT = AT,
3. (AAT)T = AAT.
4. (ATA)T = AT A,
Demostracion. En todos los casos vamos a utilizar la descomposicién en valores singulares

de A y A" obtenidas en (3) y (7) respectivamente. Para probar la primera igualdad
notemos que

AATA = (USVH(vetuh(Usvh) = usstevT

Teniendo en cuenta que X1 es una matriz diagonal m x m con los elementos (i,i) =
Li=1,...,re(i,i) =0,i =r+1,...,m, es facil concluir que XX+¥ = X y, por tanto,
que

AATA=USS SV =UsV! = A

Para probar 2, de forma andloga a lo anterior, tenemos
AT AAY = (VU Usvh)(vETUT) = vetestuT,

Teniendo en cuenta ahora que XY es una matriz diagonal n x n con los elementos
(i,i) = 1L,i=1,...,r e (i,i) = 0,i = r+1,...,n es facil ver que XTXXt = ¥T y, por
tanto, concluir que

ATAAT = VETEETUT = VETUT = AT,

Para la igualdad 3 se tiene que
AAT = (USV(VStUT) =UusstUT.
Trasponiendo obtenemos
(AANT = (Ut =vu(sshH)Tut =usystuT,

donde la ultima igualdad es cierta por ser XX matriz diagonal.
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Para la ultima igualdad razonamos de forma andloga al caso anterior,
ATA = (vertuh(Usvh) =vetevT,
Calculando ahora la traspuesta de AT A se tiene que
(ATA)T = (vErEVHT = V(ETR)TVT = VETRVT,

siendo la tltima igualdad cierta por ser X7 matriz diagonal. O]

1.3. Norma y nimero de condicion euclideo de una matriz

La norma matricial de mayor interés es la deducida de la norma vectorial euclidea.
Para definirla introducimos el concepto de radio espectral.

Dada una matriz A € R™*" definimos el radio espectral de dicha matriz como

p(A) = méx |\, As autovalor de A.

Con esta notacién, y teniendo en cuenta la definiciéon general de norma euclidea de una
matriz,

Az i
| Al|s = sup llAzl> _ méx || Az,
220 |lzll2 lzl2=1

[A]l2 = V/p(ATA).

En efecto, sea € R™ no nulo. AT A tiene una base ortonormal de autovectores u;,1 <
J < n, es decir, AT Au; = \ju; donde los \; son reales no negativos. Si

n
r = E OéjUj
Jj=1

es la expresiéon de x en la base de autovectores, podemos escribir

|Az||3 = (Ax)TAr =2"ATAz = (Z ozjujT> ATA (Z ajuj>
j=1

=1

podemos probar que

n n
T AT T
= g ajagu; A Auy = E QO AU

Jk=1 Jk=1

= D ladIA < p(ATA) Y |ad] = p(ATA) |z,

Jj=1 Jj=1

de modo que
IA]I3 < p(ATA).
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Para probar la desigualdad contraria, sea u # 0 un autovector de AT A tal que el mddulo
del autovalor correspondiente \ coincida con p(AT A). Tendremos

| Aull3 = u” AT Au = " = Alull3,
donde A > 0 por ser cociente de cantidades no negativas. Se tiene entonces
[ Aull3 = p(A"A)|ull3,

por lo que
[ Aull3
2 < Al

lulld

Veamos ahora céomo calcular el valor de esta norma en el caso de matrices no cuadradas.
Sea A € R™*", Se define

p(ATA) =

A
1Al = sup 13202
220 || |l2

donde la norma que aparece en el numerador es la norma euclidea en R” mientras que la
que aparece en el denominador es la norma euclidea en R".

Teorema 4. Sea A € R™*"™ con valores singulares o1 > 09 > -+ > 0. Se tiene que

|All2 = o1

Demostracién. Debemos probar que sup, (||Az|[2/[|z[]2) = o1. Para ello, basta darse
cuenta de que si v; es un vector singular por la derecha de A asociado al valor singular
o1, se tiene
[Avi]l2 _ flovwllz w2
= =0, =
[o]l2 [[o1]l2 [[v1]2

1,

por lo que sup, (||Az|[2/[|z|l2) > o1. Ahora debemos probar que cualquier otro vector
sufre una magnificacién menor o igual que la de v;.

Seaz € R", y sea {vy, ..., v,} una base ortonormal de autovectores de A” A. El vector x
puede expresarse como una combinacién lineal z = ayvy+- - -+ v, v [|2]|5 = Jag 2+ -+
|, |2. Multiplicando z por la matriz A, se tiene Az = ay Avy +- - -+, Av, +- - -+, Av, =
o1 uy+- - -+0o.a.u,, donde 7 es el rango de A. Como uyq, . . ., u, son también ortonormales,
[A2]3 = [o101? + -+ + o] Por tanto, [ Az} < o2(|arl? + -+ [as]?) < o?|a]3, de
donde se obtiene ||Az||2/[|z|]2 < o1. Lo cual determina la igualdad. O

Como los valores singulares de A y A7 coinciden, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1. Se tiene ||Allz = [|AT])2.

Recordamos ahora la definicién del ntimero de condicién de una matriz cuadrada in-
vertible A € R™"™ como

ra(A) = [|All2| A7l

12



R™ R" R"
o1 01_1
(%1 Uy U1
—1
(o
V2 7 U2 2 V2
-1
(o
Up I Uy, n Up

Figura 2: Accién de Ay A~}

Veamos cémo expresar ko(A) en términos de los valores singulares de A. Como el rango de
Aesn, Ay A~! tienen n valores singulares estrictamente positivos y su accién se muestra
en el diagrama de la Figura 2.

En términos matriciales tenemos A = ULVT y A7 = VX~1UT, puesto que al ser A
una matriz cuadrada su inversa coincide con la pseudoinversa y, por lo visto en la Seccion
1.2.1, los valores singulares de A~! son o, >0 > oy ! siendo 0,1 <1 < n los valores
singulares de A. Por el Teorema 4 aplicado a A™! se tiene ||[A7!|s = o, ! y, por tanto, se
puede escribir el nimero de condicién euclideo de A como

01

/fz(A) = - (8)
On
Otra forma alternativa de expresarlo es
M(A)
Ko (A) = Ma (9)
fonee Ja | Aal

T2 P L2
M(A) = sup m(A) = inf . (10)

220 ||z]|2 z£0 || z]|2

Si A € R™" se pueden seguir definiendo las cantidades M(A) y m(A) como en
(10), entendiendo que las normas de los numeradores son en R” mientras que las de los
denominadores son en R”. Si el rango de A es n entonces, m(A) > 0 y se puede adoptar
(9) como definicién del nimero de condicién de A. Si el rango de A es r < n, m(A) =0
y, por convenio, se define ky(A) = 0o, puesto que el cociente (9) no tiene ningin sentido.

Enunciamos asi el siguiente teorema que recoge estos resultados.

Teorema 5. Sea A € R™*™. Se verifica:

1. M(A) =01 ym(A) =o,.

o
2. Si o, #0, entonces ka(A) = = (como para matrices cuadradas).
O-n

3. Si o, =0, por convenio, ka(A) = 0.

13



Demostracion. De la expresién dada para M(A) en la primera ecuacién de (10) vemos
que M(A) = ||Al]z = o71.

Basta ver ahora que m(A) coincide con o, y, por la definicién del nimero de condicién
dada en (9) extendida a matrices no cuadradas, habremos terminado. Sea v,, un vector
singular por la derecha de A asociado al valor singular ,,. Entonces

| Avy, |2 o |ontin]]2 o

lvall2— lvall2

ns

donde la iltima igualdad es cierta por ser u,, y v, unitarios. Podemos concluir, por tanto,
que infqzo (| Az|2/[lx]l2) < on.

Para probar la desigualdad contraria, tenemos que ver que cualquier otro vector sufre
una magnificacién mayor o igual que la de v,. Sea x € R", luego x se puede escribir

como combinacién lineal de autovectores de AT A, z = oyvy + - - - + a,v,. Como vy, ..., v,
son vectores ortonormales, ||z]|3 = |a1]? + -+ + |a,|*. Multiplicando = por la matriz
A, se tiene Ax = o Avy + -+ + @ Av, + - + @, Av, = ojaqug + - -0 + opauy,. Como
Ui, .. ., Uy, son también ortonormales, |Az||3 = |o1a1|*+- - -+ |ona,|?. Por tanto, | Az||3 >

o2(Jaq|* + - - + |an|?) = 02||z||3, de donde se obtiene ||Az|s/||z|2 > 4.

Si 0, = 0, tomamos v,, en el nicleo de A, se tiene asi que ||Av,|ls = 0y, por tanto,
inf 0 (|| Azll2/||]]2) = 0. -
1.3.1. Imagen de la esfera n-dimensional de radio unidad

Veamos ahora como la descomposicién en valores singulares de A € R™ "™ permite
determinar cudl es la imagen de la esfera n-dimensional de radio 1, 5™ = {z € R" | ||z||» =
1}, a través de la transformacién lineal T'(z) = Az.

Si A € R™" es una matriz con descomposicién en valores singulares A = UXV7T y
rango r, queremos determinar el conjunto

T(S")={2€R" | z=Az, z€S"}.

Para ello consideremos en primer lugar el cambio de variable x = Vy, donde ||z|| = ||ly||2
por ser V' ortogonal. Se tiene entonces que

2€T(S") < 2= Ax con ||z]ls =1 2= AVy con ||y|la =1 < 2 = U3y con |yl = 1.

Teniendo en cuenta ahora la estructura de la matriz X y denotando por uq,...,u, a las
columnas de U se tiene que UXy = o1y1uy + - - - + 0,y,u,, si A tiene rango r.
Entonces

z GT(S”) &z =o01y1ur + -0+ opYyru,  con HyHQ =1

Sean zi,...,z, las coordenadas de z en la base de R™ formada por los autovectores de
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AAT. Se tiene entonces que

21 = o0y
zeT(S = 7 T T on |yl = 1.
Zr41 = 0
L 2w = 0
Como y; = z;/o; parai=1,...,ry ||y|l2 = 1 se concluye que:
Sir=n,
22 22
2eT(S") & S+ 4+ 2 =1,
o7 o?
con lo cual T'(S™) resulta ser un elipsoide n-dimensional (si n = 1 es un par de pun-
tos, y si n = 2 es una elipse) contenido en el subespacio generado por {us, ..., u,},
y que tiene por ejes a las rectas generadas por los vectores uq, ..., u, siendo la longi-
tud de los semiejes los valores singulares de A, o4, ..., 0,. La dispersion del elipsoide

con respecto a la esfera inicial viene dada por el nimero de condicién kq(A).

Sir<mn,

22 22 ~

—= 4 .. 4+ L = - <1,

e g Zl y; <
y, por lo tanto,

22 22
n T — — —
ZET(S )@U—%—F%——zﬁl V Zpy1 = =2, =0.

En este caso T'(S™) resulta ser un elipsoide r-dimensional (si 7 = 1 es un par de pun-
tos, y si r = 2 es una elipse) contenido en el subespacio generado por {uy, ..., u,}, vy
que tiene por ejes a las rectas generadas por los vectores uq, . . ., u, siendo la longitud
de los semiejes los valores singulares de A, o4, ..., 0,. La dispersion del elipsoide con

o 1
respecto a la esfera inicial viene dada por —.
Or

Veamos esta interpretacién con un ejemplo en el caso de una matriz A € R?*2 donde
la circunferencia de radio unidad se transforma en una elipse [8].
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La matriz utilizada para la transformacién ha sido la matriz A € R?*? con descom-
posicién en valores singulares dada por

Ao (72 A1 _(-1/V2 —1/V2) (10v2 0 3/5 4/5\"
S\-10 5 ) T \—1/V2 —1/V2 0 5v2)\-4/5 3/5) -
1.4. Determinacién del rango numérico de una matriz

En ausencia de errores de redondeo y de perturbaciones en la matriz, la descomposicién
en valores singulares de la misma, revela el rango de dicha matriz. Dada una matriz A €
R™*™ de rango estrictamente menor que min(m, n), si se efectiia una pequena perturbacién
en sus elementos, generalmente se incrementara el rango de la matriz.

Teorema 6. Sea A € R™" de rango r > 0 y sea A = UXVT su descomposicién en
valores singulares. Definimos para k =1,...,7r—1, Ay = US, VT donde X, estd dada por

01 0 ... 0
0 g9 ... 0
. . . . O mXn
0 0 ... O
O O

El rango de Ay es k y ||A — Agll2 = min{||A — B||2 | rango(B) = k} = oy41. Es decir,
de todas las matrices de rango k, A es la mds cercana a A, cuando la distancia entre
matrices se mide utilizando la norma euclidea.

Demostracion. Por la descomposicién en valores singulares de A y Ay se tiene que

A— A, =0V —US VT =0V =5,V =U(Z - )V,

16



Teniendo en cuenta la estructura de ¥ dada en (2) y la de ¥, se tiene que

0 O 0
0
0
O
X k= Ok+1 ’
0
0 . 0 o,
@) @)

donde o4 es el valor singular més grande de A— Ay, y por el Teorema 4, [|A—Ag||2 = op41.
Veamos ahora que para cualquier otra matriz B de rango k, ||A — Bll2 > 0p41.

Dada una matriz B € R™*" de rango k, el nicleo de B tiene dimensién n — k. Si
v1,...,v, denotan las columnas de V, el subespacio vectorial generado por vy, ..., vks1
tiene dimension k£ + 1. Como tanto el nicleo de B como < vy, ..., v, > son subespacios
de R™, y la suma de sus dimensiones es mayor que n, la interseccion de ambos subespacios
esnonula. Seax € Ker(B)[) < vi,...,Vk1 >,y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que ||z||s = 1. Como = €< wvy,...,v541 >, existen escalares aq, ..., au1 tales que x =
Q11+ Qg 11Uk 1. Por la ortonormalidad de vy, . . ., vpi1, ||2]|3 = |aa >+ -+ apa [P =1
y por pertencer z al Ker(B), Bx = 0.

Ademas
k+1 k+1

(A— B)r = Ax — Bx = Az = ZaiAvi = Zaioziui,
i=1 i=1

donde uyq, ..., urs1 son también ortonormales. Se tiene entonces

k+1 k+1

I(A=B)zll3 =) lowel® = 07y Y leul® = 0.
i=1 i=1

Por tanto,
A— B)x
HA_B||2 > u > Opy1-
|2
O
Corolario 2. Sea A € R™"™ de rango n y sean o1 > o9 > -+ > o, > 0 sus valores

singulares. St B € R™" satisface que ||A— By < 0, entonces el rango de B también es
n.

Demostracion. Supongamos rango(B) = k < n entonces
A= Bllz > [|A = Apllz = 041 = on

lo cual contradice el que [|[A — By < o,. O
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Del Corolario 2 se deduce que las matrices que estan suficientemente proximas respecto
de la norma euclidea, tienen el mismo rango.

Para determinar el rango numérico de una matriz A, tomamos un valor € positivo,
que representa la magnitud de incertidumbre sobre los elementos de A. Si existe una
matriz B de rango k tal que [|[A — Bl|s < €y, para cada matriz C' de rango < k — 1
tenemos ||[A — Clla > e, diremos que el rango de la matriz A es k. Por el Teorema 6,
sabemos que esta condicién es satisfecha si, y solo si, los valores singulares de A satisfacen
01> 09 > >0 > €> 0y > -+ Por tanto el rango numérico puede determinarse
examinando los valores singulares de la matriz. Una matriz que tiene k valores singulares
grandes y los restantes muy pequenos, tiene rango numérico k. Sin embargo, si en el
conjunto de valores singulares no hay una diferencia de tamano destacada entre dos de ellos
en comparacion con el resto, puede ser imposible asignar un rango numérico significativo
a la matriz.

Presentamos ahora una aplicacién del Teorema 6 para el caso de matrices cuadradas.

Teorema 7. Sea A € R™™™ una matriz no singular, con valores singulares o4 > -+ >
on > 0y sea As la matriz singular mds prozima a A en el sentido de minimizar || A— Ag||2.
Entonces ||A — Aglla = o, ¥
[A-Af. 1
[ All2 Ka(A)

La demostracion es inmediata de los Teoremas 4 y 6 y de la definicién del ntimero de
condicién dada en (8).

El Teorema 7 indica que la distancia de A a la matriz singular mas préxima a ella es
el menor valor singular de A, y la distancia relativa respecto de la matriz singular més
proxima es igual al inverso del niimero de condicién de A.

1.5. Teorema de aproximaciéon en norma de Frobenius

Otra norma matricial que se puede ralacionar con la descomposicién en valores singu-
lares de una matriz A € R”™*" es la conocida como norma de Frobenius, que viene dada

por
1/2

m n
_ 2
1AL = { D lay|
i=1 j=1
Es fécil ver que en términos de los valores singulares de la matriz A podemos expresar
dicha norma como

1Al = (o + -+ o)), (12)
si el rango de A es r. Para demostrar (12) veamos primero que ||A]|%2 = tr(ATA) y, en
consecuencia, que si () es una matriz ortogonal, ||QA|r = || A/ F.

Notemos que el elemento diagonal i-ésimo de AT A viene dado por
(ATA)s Z al? = > _ aii
k=1
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donde la ultima igualdad es cierta por ser A real, y, por tanto,

n n

tr(ATA) = Z(ATA)M = Zzaii = [|A]1%.

1=1 i=1 k=1

Veamos ahora que si @ es ortogonal ||QA|r = ||Allr

1QAllF = Vr(QA)T(QA)) = Vir(ATQTQA) = /tr(ATA) = [|A] .

Por el Teorema 2, sabemos que A = UXVT con U, V y, en consecuencia, VT ortogonales.
Podemos escribir entonces

, 1/2
1Allr = [USVlp = 12V IF = [S]lr = (Z Iailg) = (o7 + -+ o))"

=1

Como ||Al|r = ||AT||F, también se puede utilizar ||A||% = tr(AAT).
De forma analoga al resultado sobre la mejor aproximacion a una matriz por matrices
de rango dado cuando la distancia entre matrices se mide con la norma euclidea, podemos

enunciar otro resultado cuando la distancia entre matrices se mide utilizando la norma de
Frobenius [3].

Teorema 8. Sea A € R™*"de rangor > 0 y sea A = UXVT su descomposicién en valores
singulares. Definimos para k = 1,...,r — 1, A, = US, VT donde X}, estd definida como
en (11). Se verifica entonces que:

|A = Aullr = min{||A = Bllr | rango(B) = k} = [0}, +++ -+ 02

Demostracion. Como vimos en la demostracion del Teorema 6, teniendo en cuenta la
descomposicion en valores singulares de A y Ay, se tiene

A— A, =U(2 -5V,

donde > — X, es igual que en dicho teorema y, por las propiedades de la norma de
Frobenius, se tiene que

1A = Allr = IS = Sillr = \/U,gﬂ +etoR

Veamos ahora que si B es otra matriz de rango k, ||A — Bl|r > \/UEH + 4o

Utilizando la descomposicion en valores singulares de B, se puede expresar B como

k
B = Z a:zyZT
i=1
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donde los vectores y; se pueden elegir ortonormales. Los vectores x; son ortogonales pero

de norma euclidea igual a o; siendo oy,...,0, los valores singulares de B. Se verifica
entonces que [7]

k k
A= BlE = tr ((A = wyl (A - Zfl?iyiT)T>
i=1 i=1

k k
= tr <AAT + Z(Iz — Ay) (v, — Ay)" — Z AyiszAT>
i=1

i=1
k k

= AN+ D Nl = Auld = > 1 Avil3-
i=1 i=1

k k
Por ser el segundo sumando > 0, basta ver entonces que Z | Ayil|3 < Z o7

i=1 =1
De esta forma se tendra que

k k
1A= Bl = [AIF+ > Il — Aullz = > - Av7
=1 =1

r k k
> D o+ e - AylF =) o
=1 =1 =1
r

> 3 o= A A

i=k+1

Teniendo en cuenta la descomposicion en valores singulares de la matriz A y particio-
nando adecuadamente las matrices V' y ¥ de modo que V' = (V4|V2) con V; formada por
las k primeras columnas de V' se verifica que

1AyillE = 1USV yille = 12V il = 1507 il + 122V vl

Manipulando en esta expresién y teniendo en cuenta que 7|V y||% = 2|V yill% +
o2||Viy;]|%, se obtiene que
[Ayillz = oV ullE + (157 will7 — oill Vi will 7)
+ (12 il 7 = oillVy will) -
Como los elementos diagonales de ¥y son < oy, la cantidad que aparece en la segunda

linea de la relacion anterior es < (. Por otra parte, como V' es ortogonal y los vectores y;
son ortonormales, ||V7y;||% = 1. Por lo tanto,

k
1Ayl < of + (IEVille — onl Vi will3) < ok + (07 — o)l wil.
j=1
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En consecuencia,

k k k
S Al < ko +) (D (0] — oD uil’
i=1 i=1 \j=1
k k
= Y | o+ (o] =) > lvjuil’
j=1 i=1
k k
< Y (of+ (07 —aDllvlIF) =D a7
j=1 j=1

1.6. Caracterizacion variacional de los valores singulares

Para presentar la caracterizacion variacional de los valores singulares, tengamos en
cuenta que la caracterizacion variacional en el caso de los autovalores de una matriz es

, (UTATAU> , <uTAATu)
M=méx | —— | = méx [ ———— |,

veER™ vl u€R™ uTu

siendo A; el mayor autovalor de AAT y de AT A. Como los valores singulares de A son
la raiz cuadrada de los autovalores de AA” y de AT A, estos heredan la caracterizacion
variacional definida anteriormente, teniendo asi,

oT AT Ap\ V2 uT AATu\ V2
o1 = mé,X (—) — méX (—) ,

vERP vTv u€R™ ul'u

siendo vy y u; los vectores singulares por la derecha y por la izquierda, respectivamente,
donde se alcanzan estos maximos.

Los valores singulares también satisfacen una sutil propiedad variacional en la que
intervienen ambos vectores singulares, por la derecha y por la izquierda, al mismo tiempo.
Consideramos para ello vectores unitarios v € R" y u € R™. Se tiene que

[u” Av| < [lulla]|All2[[v]l2 = o3,

donde la desigualdad es cierta por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la igualdad de la
derecha viene dada por la definicién de norma euclidea de A y el caracter unitario de los
vectores v y v. Por otro lado, si u; y vy son los vectores singulares por la derecha y por
la izquierda, respectivamente, asociados al valor singular oy, se tiene

|ui Avi| = |uf (01u1)] = o1,

Por tanto

’

|u Av|
ueR™ weR ||lu|z||v]|2
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Podemos caracterizar los valores singulares menores que o; de modo analogo.

Teniendo en cuenta la descomposicion en valores singulares como suma de matrices de
rango uno dada en (5), y restringiendo la eleccién de los vectores unitarios u y v a vectores
ortogonales a u; y vy, respectivamente, se tiene

T a T
T _ T § : A _§ : T, T T 2 : A
u"Av =u ajujvj V= o;u ujvj V=1Uu Uju]vj v.
j=1 j=1 j=2

Por lo tanto
lu” Av| < oy,

alcanzandose la igualdad si u = us y v = v9. Continuando el proceso podemos enunciar
el siguiente teorema.

Teorema 9. Sea A € R™*™ y oy, su k-ésimo valor singular. Entonces

TA
= max —|u vl , k> 1.
UES UL, ..., Uy > [ull2][v][2

veE< V,. .., V-1 >+
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2. Calculo numérico eficiente de la descomposicién
en valores singulares

La Figura 1 muestra la accién de A y AT sobre los vectores singulares por la izquierda
y por la derecha de A y AT. Hemos visto en la Seccién 1.1 cémo calcular los valores y
vectores singulares de A a partir de la construccién de ATA (o de AAT) y del posterior
calculo de sus autovalores y autovectores. El principal inconveniente de utilizar algoritmos
numéricos que implementan este procedimiento es que el célculo de los valores singulares
mas pequenos puede ser erroneo.

Por ejemplo, si se conocen los coeficientes de una matriz A con 6 decimales nos gus-
tarfa poder hallar sus valores singulares con un nivel de error € ~ 107%. Si dicha matriz
tiene, por ejemplo, valores singulares o; ~ 1y o, ~ 1072, entonces aunque o, es muy
pequeno comparado con oy, esperamos calcular o, con una precision de 2 o 3 decimales.
Sin embargo, si se calcula ATA (o AAT), cuyos coeficientes también se conocerdn con
6 decimales correctos, los autovalores de AT A asociados a los valores singulares o1 y o,
serdn \; ~ 1y A\, ~ 1075, por lo que no es esperable obtener ), de forma correcta al ser
del mismo tamano que el error en los datos.

Por tanto, en general, es preciso implementar algoritmos numéricos que proporcionen
aproximaciones a los valores y vectores singulares de una matriz sin tener que construir
las matrices ATA (o AAT).

En la descomposicién en valores singulares de A = UXVT, las matrices U y V deben
ser ortogonales. Para la obtencién de esta descomposicién de A, podemos aplicar transfor-
maciones ortogonales por la derecha y por la izquierda a la matriz A intentando llevarla a
una matriz con elementos nulos fuera de la diagonal principal. Veamos la implementacion
de este algoritmo para el caso de matrices no dispersas [4], [5], [9], [10].

Continuamos con el tratamiento de matrices A € R™*™ con m > n. Si m < n, en lugar
de trabajar con A se trabaja con su matriz traspuesta.

2.1. DMatrices ortogonales

En esta seccion estudiamos dos tipos de matrices ortogonales que se van a utilizar para
hallar la descomposicién en valores singulares de una matriz.

2.1.1. Los reflectores de Householder

Sea v € R? con v # 0. Se define el reflector de Householder asociado a v como la matriz

de Rdxd
2
H,=1;— TUUT.
vl
Si tenemos en cuenta que v7v = ||v||3 resulta que

v ol v

H,=1, H,, con w=—,

ol flolle
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viendo asi que la transformacion depende tinicamente de la direccion del vector v y no de
su modulo.

Estas transformaciones son conocidas como reflectores de Householder, debido a que
la aplicacién de RY en si mismo

2 ole ol
r—Hax=U——vwr=0——@warv=0— ——v— ——v 13
! (La vTw ) UTU( ) vTw vTw (13)
es de hecho una reflexion respecto del subespacio
vt ={uec R | vTu=0}
T
v .,
de los vectores ortogonales a v, puesto que ——uv es la proyeccion ortogonal de x sobre v,
vTy
vl'z 1
Yy, por tanto, r — ——v € v,
vy
La expresién (13) nos dice que la imagen de un vector cualquiera se obtiene restandole
el doble de su proyeccion ortogonal sobre v. En particular H,v = —v y H,u = u para

cada vector u € v=.

Entre las propiedades de los reflectores, cabe destacar que H, es una perturbacién
de rango 1 de la matriz identidad de orden d, que H? = I, y, por tanto, H, = H, .
Como H, es simétrica, entonces H, es ortogonal y conserva la norma euclidea. Ademas el
determinante de H, es —1.

Los reflectores de Householder también verifican el siguiente resultado

Teorema 10. Si a,b € R? son tales que ||al|s = ||b]|2 # 0 resulta que

Ha_ba =b.

2
Demostracion. Busquemos un vector v tal que b = H,a. Como b = a — T(vTa)v, debe
vl

2
ser T(vTa)v = a — b, y esta ha de ser la direccion de cualquier vector cuyo reflector

transforme a en b. O

Teorema 11. Sea z € R? arbitrario, e; = (1,0,...,0)" € R y o = ||z,. Si se define
v =+ oe; entonces H,x = Foe;.

Demostracion. Aplicamos el Teorema 10, tomando b = Foe; y a = x. Para que H,
transforme a en b, se debe elegir entonces v = z — (Foey) = x + oge;. O

En la practica se elige v en la direccién de x + oe; normalizado, para que su primera
componente sea igual a 1, v; = 1. Esto permite almacenar el valor de las componentes
Vg, V3, ...,V en las posiciones donde se van a introducir los ceros de H,r. Ademas, el
signo =+ se elegira atendiendo al signo de la primera componente de z para evitar posibles
pérdidas de precision por la resta de cantidades proximas.
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La siguiente funcién en MATLAB toma como dato un vector z y devuelve en la salida
el vector v normalizado con la primera componente igual a 1 tal que el producto H,z
tiene las ultimas d — 1 componentes nulas.

function v = house(x);

d = length(x);

sigma = norm(x,2);

vV = X;

v(1) = x(1)+sign(x(1))*signa;
v(2:4) = v(2:4)/v(1);

v(1l) = 1.0;

end

El costo operativo C'(d) de esta subrutina para un vector x € R teniendo en cuenta

solo las multiplicaciones y divisiones, es el siguiente

d productos en el calculo de la norma euclidea de x.
d — 1 divisiones para el calculo de v(2:4d).

En total C(d) = 2d — 1 multiplicaciones/divisiones.

Para multiplicar un reflector de Householder H, € R%*¢ por una matriz A € R, se
tiene en cuenta que

2 2
HA= (I; — —vw")A=A—- —v(ATv)T
v ( d UTU ) UTU ( ) )
es decir, no es preciso construir H, para hallar el producto H,A.
La funcién en MATLAB que se incluye a continuacién toma como dato de entrada una
matriz A € R™ y un vector v € R? y devuelve en la salida el producto H,A, que se
sobreescribe en A. Dicho producto esta calculado sin construir explicitamente la matriz

H,.

function A = houseproducto(A,v);
beta = -2/(v’*v);

w = betax(A’*v);

A = A+vxy’

end

El costo operativo Cy(d, 1) de ejecutar esta funcién, para una matriz A € R¥!, contando
solo multiplicaciones y divisiones, viene dado por

d productos y 1 divisién en el calculo de beta.
[ x (d+ 1) productos en el célculo de w.

d x [ productos en el calculo de v¥w’ .

En total Cy(d, 1) = d(1 + 2[) + 1 + [ productos/divisiones.
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2.1.2. Las rotaciones de Givens

Hemos visto que los reflectores de Householder son unas transformaciones ortogonales
que sirven para introducir ceros en una matriz a gran escala. Sin embargo, su uso no
es eficiente cuando la introducciéon de ceros en una matriz se debe hacer de forma més
selectiva. Para ello se introducen las transformaciones de Givens. Dados un par de indices
i,k con 1 <i<k<dyun édngulo § € R, se define la matriz de Givens

1 ««- 0 -+ 0 --- 0

0 -« ¢ -+ 5 -+ 0
G(i,k,0)=| : : : | e R

0 —8 c 0

O --- 0 --- 0 --- 1

donde ¢ = cos(f) aparece en las posiciones (i,4) y (k, k), s = sin(6) aparece en la posicién
(i,k) y —s en la posicién (k,i). Una rotacién de Givens es una perturbacién de rango
2 de la matriz identidad, a menos que # sea un multiplo entero de 27 en cuyo caso la
rotacién de Givens coincide con la identidad. Estas transformaciones son ortogonales,
pues corresponden a giros en el plano (i,k). Mds precisamente, si € R, el vector
y = G(i, k,0)Tx se obtiene aplicando a x una rotacién de 6 radianes en el sentido contrario
. . . . T T
a las agujas del reloj en el plano (i, k). Ademés si x = (x1,...,24) ey = (y1,---,%4,) ,

cx; — ST St J =1,
yj =14 sr;+cxy si j=Kk, (14)
T st J # i, k.

Por tanto, dado z € R? podemos elegir ¢ y s para que y; sea 0. Basta tomar

Z; — T
(= —F/——, §S=—F——.
Vai+a? Vi +ag
Desde el punto de vista practico, es preferible implementar un algoritmo que, dados a
y b reales calcule los valores ¢ = cos(f) y s = sin(f) para que

c s\ [a r
(50 6)-6) )
Naturalmente, r = ++v/a? + b2.
La siguiente funcién de MATLAB implementa la eleccién de ¢ y s de un modo eficiente:

function [c, s] = givens(a,b);
if b==0,
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elseif abs(b) > abs(a),

tau = -a/b; s = 1/sqrt(l+tauxtau); c = s*tau;
else

tau = -b/a; c = 1/sqrt(l+tauxtau); s = cxtau;
end

El costo operativo de esta funcion si solo se cuentan productos y divisiones es de 4
productos/divisiones.

También es posible aprovechar la estructura dispersa de las matrices de Givens a la
hora de multiplicarlas por una matriz dada. Sea A € R¥>! y ¢ = cos(f), s = sin(d). Al
premultiplicar por G(i,k, )T solo se modifican las filas i y k de la matriz A, pudiendo
sobreescribir en la propia matriz A los nuevos valores como en la siguiente funcién de
MATLAB :

function A = givensproducto(A,c,s,i,k);
taul = A(i,:);

tau2 = Ack,:);

A(i,:) = cxtaul-s*tau2;
A(k,:) = s*taul+c*tau2;
end

El costo operativo de esta subrutina para una matriz A € R*! contando solo multipli-
caciones y divisiones, viene dado por

2d productos en el calculo de A(i,:).
2d productos en el calculo de A(k, :).

En total son 4d productos.

Veamos ahora paso a paso, como obtener la matriz de valores singulares de una matriz

dada.

2.2. Reduccién de la matriz a forma bidiagonal

Una matriz B € R™*" con m > n es bidiagonal si b; ; = 0sii > j o7 < j—1. Es decir,
una matriz bidiagonal B tiene la forma siguiente

*

@)

Aqui y en lo que sigue * denota posibles elementos no nulos de la matriz.
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Teorema 12. Sea A € R™"™ con m > n. Ezisten matrices ortogonales U e Rmxm Y
Ve R™™ ambas producto de un niumero finito de reflectores de Householder, y una
matriz bidiagonal B € R™*™" tales que

A=UBVT.

La demostracion del Teorema 12 es constructiva. El primer paso es crear ceros en la
primera columna y fila de A. Sea U; € R™*™ un reflector tal que

a1 a1
A a921 0
Ul . | =

Am1 0

Entonces la primera columna de Uy A esté formada por ceros salvo la entrada (1,1).

Ahora tomamos (a1, aia, - - ., G1,), la primera fila de UL A, y sea V, € R™™ una matriz de
la forma

1[0 0

0

: Vi ’

0
donde V; es un reflector de R™=D*(=1) tal que (a19, a13, . .., a1n) V1 = (%,0,...,0).

Por ser la primera columna de Vi, 1gual a ep, la primera columna de UlA no se ve
modificada al multiplicar por Vi por la derecha. Por tanto, la primera fila de U, AV,
estd formada por ceros salvo las dos primeras entradas, teniendo asi

U, AV, =

El segundo paso del algoritmo es andlogo al primero pero actuando sobre la submatriz
A. Los reflectores usados en el segundo paso no destruyen los ceros creados en el paso
anterior porque Uy se define a partir de un reflector de tamaio (m — 1) x (m — 1) orlado
con la primera fila y columna de la identidad y Vy se define a partir de un reflector
(n—2) x (n—2) orlado con las dos primera filas y columnas de la identidad. Tras los dos
primeros pasos se tiene

x|*%x(0 0 0

Ol*|%x 0 0
A

: A

010
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El tercer paso actia sobre la submatriz A € Rm=2)x(n-2) y asi sucesivamente. Sim > n

hay que completar un total de n pasos y si m = n solo se necesitan n — 1. Tras completar
el proceso se obtiene una matriz de la forma

B
* O
U, U0 AV V- Vg = o — B, (16)
O L%
19)

teniendo en cuenta que en los dos tultimos pasos solo se aplican reflectores por la izquierda
para hacer ceros en las dos ultimas columnas de la matriz y que ademés sim = n, U,, = I,,,.
Por tanto, tomando

U=UUz---U, y V=Vl V,
y teniendo en cuenta que los reflectores de Householder son matrices simétricas se tiene
UTAV = B, o equivalentemente,

A=UBVT.

En el Apéndice se ha incluido una funciéon en MATLAB que implementa la reduccion de
una matriz a forma bidiagonal y una visualizacién grafica de este proceso.

Costo operativo

A la vista de (16) el costo operativo de la bidiagonalizacién de una matriz de R™*" si
solo se quiere hallar B viene dado por

* *

Y Cim—k+1)+>  Co(m—k+1,n—k+1)= Y Ci(k)+ > Co(k,ntk—m)
k=1 k=1 k=m—n*+1 k=m—n*+1
= > @k-D+ Y [kQ+2n—-2m-n)+1+k—(m—n)],
k=m—n*+1 k=m—n*+1

donde n* =nsim >nyn*=n—1sim=n, correspondiente a aplicar los reflectores de
Householder por la izquierda y

n—2 n—2 n—1 n—1
d Ciln—k)+) Con—km—k) =Y Ci(k)+>_ Co(k,k+m—n)
k=1 k=2

k=1 k=2
n—1 n—1
=Y @k=1)+ Y [k(1+2(k+m—n))+k+m—n+1]
k=2 k=2

correspondiente a los reflectores aplicados por la derecha. Tras escribir el término general
de los sumatorios en potencias de k£ y teniendo en cuenta que

Y oom =Yk -3 k) v S Cm) =3 0k - )
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utilizando féormulas bien conocidas se llega a un total de 2mnn* — mn* —nn* + %n*g pro-
ductos/divisiones correspondientes a aplicar los reflectores de Householder por la izquierda
y a un total de mn? — %n3 productos/divisiones debidos a los reflectores aplicados por la
derecha.

Al final del procedimiento, se han aplicado n* reflectores por la izquierda y n — 2 por
la derecha, siendo el costo operativo ~ 2mn? — 2n®, sim > ny ~ gn® si m = n.

En algunas aplicaciones, como en el problema lineal de minimos cuadrados, A € R™*"
con m mucho mayor que n. En este caso es mas eficiente realizar la reduccién a forma
bidiagonal en dos pasos.

En el primer paso se realiza una factorizaciéon QR de A

donde Qpn € R™ ™, Qpyi—n € Rm*(m=n) y R € R™" es triangular superior. Esto involu-
cra multiplicaciones por reflectores solo por el lado izquierdo.

En el segundo paso R es reducida a forma bidiagonal R = UBV7T, donde todas las
matrices son cuadradas de dimensiéon n X n, teniendo asi,

A A .
A= (an ‘ Qm,m—n) (%‘%) <O) 7
Tomando

donde Umn € R™*™ esta formada por las n primeras columnas de U y Umym,n e Rmx*(m=n)

A

Qumn) = O | Uira) € R,

estd formada por las columnas restantes de U,
B
B=|—|eR™"
(©)

V=VeR™"

se tiene A = UBVT. No obstante también es cierto que 4 = U,,, BV.

La ventaja de este procedimiento en el caso de matrices con m > n es que los reflectores
por la derecha son aplicados a la matriz pequena R en lugar de a la matriz A, por
lo que el costo operativo es menor. La desventaja es que los reflectores destruyen la
forma triangular de R y la mayor parte de las multiplicaciones por la izquierda deben ser
repetidas, pero en la matriz pequena R. Aun asi, si m/n > 5/3 el costo anadido de las
multiplicaciones realizadas a mayores por la izquierda es menor que el ahorro obtenido en
las multiplicaciones por la derecha, ver [9] para un andlisis mas detallado.
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2.3. El algoritmo QR implicito para matrices bidiagonales

Una vez hallada la matriz bidiagonal cuadrada B, el problema de calcular la descom-
posicion en valores singulares de A se reduce a calcular los valores singulares de la matriz
B.Si B=UXVT con U,V € R"™"ortogonales y 3 € R diagonal, es la descomposicion
en valores singulares de B, entonces

A = UpnBV" = U USVIVT )
(B2 ()
= (Ol ) () (77)

que es la descomposicién en valores singulares de A, tal como se definié en el Teorema 2,
aunque desde el punto de vista practico es suficiente considerar

- (Umn

A= (0,,0)% (vv)T

Por conveniencia en la notacion, a partir de ahora en lugar de B utilizaremos B € R™*"
para referirnos a la matriz bidiagonal cuadrada

Br M
Ba Y2 O
B=
O Bn—l Tn—1

Bn

Diremos que B es una matriz propiamente bidiagonal si 3; # 0 y ; # 0 para todo 4.

Si B no es una matriz propiamente bidiagonal, se puede reducir el problema de en-
contrar la descomposicion en valores singulares de B a dos subproblemas de dimension
menor. En [10] se pueden encontrar los detalles.

Asumimos entonces, sin pérdida de generalidad, que B es propiamente bidiagonal, y
pasamos a describir el algoritmo () R implicito para encontrar la descomposicién en valores
singulares de B.

Si B € R™ " es una matriz propiamente bidiagonal, entonces BBT y BT B son matrices
propiamente tridiagonales, y se pueden calcular sus autovalores mediante la iteracion QR
con desplazamiento. El algoritmo que vamos a desarrollar es equivalente al algoritmo Q R,
aplicado tanto a BB” como a B” B, pero sin la construccién explicita de las matrices
producto.

Comenzamos el primer paso del algoritmo Q)R implicito eligiendo el desplazamiento
adecuado. La submatriz inferior derecha de dimensién 2 x 2 de BBT es

2 2
(Fan i M), an
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Se calculan los autovalores de esta submatriz y se toma como desplazamiento o el
autovalor de (17) més cercano a 32, (desplazamiento de Wilkinson para BBT). Podrfamos
escoger o también a partir de BT B pero la forma de BB” es algo més simple.

Una iteracién del algoritmo QR con desplazamiento o aplicado a BT B comienza ha-

llando la factorizacién QR
B'B — ol = QR. (18)

Para realizar una iteracion implicita, necesitamos la primera columna de (). Por ser la
matriz R triangular superior, la primera columna de () es proporcional a la primera
columna de BT B — oI que viene dada por

pi—o
Qe
0 . (19)

0

Tomamos entonces Vi, una rotacién de Givens en el plano (1,2), cuya primera columna
sea proporcional a (19). Multiplicando B por Vis por la derecha, modifica solo las dos
primeras columnas de B y se crea una entrada no nula en la posicién (2,1).

Ahora buscamos una rotacién Uf,, en las filas (1,2) tal que U[,BV}5 tenga un cero en
la posicién (2,1). Esta operacién actia en las filas 1 y 2 y crea un nuevo valor no nulo en
la posicién (1,3). Tomamos ahora la rotacién Va3 que actiia sobre las columnas 2 y 3 de
modo que U, BV1,Vs3 tenga un cero en la posicién (1,3), pero aparece un valor no nulo
en la posicion (3,2).

Continuando de este modo, aplicando una rotacién UZTZ 41 por la izquierda que anula el
elemento (i 4 1,4) y genera un nuevo elemento no nulo en la posicién (i, + 2) seguida de
una matriz V4,42 por la derecha que anula el elemento (7,7 + 2) y genera un elemento
no nulo en la posicién (i +2,i+ 1), parai =2,...,n— 2, se consigue que tras aplicar una
ultima rotacién UnT_Ln por la izquierda se anule el elemento (n,n — 1) y se obtenga una
matriz bidiagonal

B=Ur

n—1n

c UgaUly BVigVag - Vi1 . (20)
Tomando U = UyoUss -+ - Up—1n y V = ViaVag - - - Vj,_1,, podemos escribir (20) como

B=UTBV. (21)

Con esto finaliza una iteracién del algoritmo QR implicito. Ademads tenemos BBT =
UTBBTU y BTB = VTBTBV, por lo que BBT vy BT B son esencialmente las mismas
matrices que habriamos obtenido si hubiésemos dado una iteracién del algoritmo QR con
desplazamiento ¢ partiendo de las matrices BB” y BT B para aproximar sus autovalores.
En esta afirmacion juega un papel crucial el hecho de que la matriz V' y la matriz () de
(18) tengan la primera columna igual salvo posiblemente el signo. Un andlisis detallado
puede verse en [10].
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Si tomamos como matriz B la matriz B y repetimos la iteracién QR implicita, las
matrices BBT y BT B tenderan a una forma diagonal y las entradas de la diagonal principal
convergeran a los autovalores. La utilizacién del desplazamiento de Wilkinson hace que
las entradas (n,n — 1) y (n,n) de BBT y BT B converjan la primera a 0, y la segunda
a un autovalor. Por supuesto no se trabaja con BB” ni con BT B sino con B. La répida
convergencia de BBT y BT B hacia una matriz diagonal se traduce en la convergencia de
Yn_1 & 0y de 5, a un valor singular de B.

Una vez que 7,_1 sea menor que una tolerancia fijada puede considerarse como 0 y
reducir el problema a uno de dimensién (n— 1) x (n—1) ignorando la tltima fila y dltima
columna de la matriz B. Reiterando el proceso se encuentran todos los valores singulares
de B.

En el Apéndice se puede encontrar una funcién en MATLAB que implementa la it-
eracion QR implicita junto con una visualizacién grafica de esta implementacion.

2.4. Calculo de los vectores singulares

Si solo se necesita calcular los valores singulares, no es necesario el almacenamiento de
los reflectores usados en la reduccion de la matriz a forma bidiagonal, ni de las rotaciones
empleadas en cada iteracion del algoritmo QR implicito.

Si, por el contrario, necesitamos los vectores singulares, se iran aplicando sobre una
matriz identidad I,,, todas las transformaciones ortogonales que se le hagan a la matriz A
por la izquierda y se aplicaran sobre una matriz identidad I,, todas las transformaciones
ortogonales que se le hagan a la matriz A por la derecha. En ningiin caso se construiran
cada una de las matrices ortogonales que intervienen en el proceso. A pesar de evitar dicha
construccion, el costo operativo que para obtener los valores singulares crece linealmente
con m, pasa a crecer cuadraticamente con el nimero de filas de la matriz A si es necesario
calcular los vectores singulares, algo que es bien conocido en el problema mas simple de
calcular la factorizacién QR de una matriz.
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3. Algunas aplicaciones de la descomposicién en va-
lores singulares

3.1. Compresion y transmision de imagenes

Una aplicacion practica de la descomposicién en valores singulares de una matriz es
la transmisién y compresién de imégenes [2]. El fundamento tedrico de esta aplicacion
es el resultado de aproximacion en la norma de Frobenius recogido en el Teorema 8 de
esta memoria. Dicho teorema permite aproximar cada coeficiente de una matriz por el
correspondiente coeficiente de la matriz que se obtiene al considerar su aproximacion
oOptima por matrices de un rango determinado.

Dada una matriz A de datos de tamano m x n, la transmisién de dicha matriz completa,
supone la transmision de mn valores reales. Si consideramos la descomposicién en valores

.
singulares de A = Zaiuiv;f , €l Teorema 8 permite de igual forma escribir la matriz de

i=1

k
rango k que mejor aproxima a A, como Ay = Z ou;vl . Incrementar en una unidad el
i=1
rango de la matriz con la que aproximamos a la matriz original supone la transmisién
de (m+n) nimeros reales adicionales, puesto que se puede multiplicar previamente cada
vector singular por la derecha por el correspondiente valor singular. Si en vez de transmitir
A, transmitimos la informacién necesaria para generar la aproximacién Ay, es suficiente
transmitir k(m + n) datos, en lugar de los mn que forman la matriz completa.

Figura 3: La figura de la izquierda muestra la imagen original con un total de 50380 datos.
La figura de la derecha utiliza 898 datos, el 2% del total.
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El procedimiento tendra interés sélo si se puede tomar k < . En caso contrario,

ademas de tener que transmitir mas elementos que el niimero de ?)ixeles de la imagen
original habriamos tenido que calcular la descomposicién en valores singulares de la matriz
que, como hemos visto, requiere del orden de m?n operaciones, al ser necesarios también
los vectores singulares.

El teorema de aproximacién permite disponer de una primera imagen no exacta sin
necesidad de disponer de los valores exactos de todos los pixeles.

Figura 4: La figura de la izquierda muestra la imagen con 12572 datos que representa el
25% del total. La figura de la derecha utiliza el 50 % del total de los datos, 25144.

Para mostrar un ejemplo concreto se ha tomado la imagen del cuadrado mégico del
grabado Melencolia T de Alberto Durero [11], representada en la parte izquierda de la
Figura 3. La matriz de datos asociada tiene dimensién 220 x 229, por lo que el niimero
total de coeficientes de la matriz es algo mayor que 50000. Adema&s dicha matriz tiene
rango 220. Si se realiza su descomposicién en valores singulares, cada par de vectores
singulares supone el envio de 449 datos.

En el experimento se muestra en primer lugar la imagen completa al procesar la matriz
A original con las funciones de MATLAB rgb2gray e imshow, y en segundo lugar se
muestran las imagenes que se van obteniendo al procesar, con el mismo comando imshow,
las aproximaciones 6ptimas A, de rango k, para distintos valores de k. En las imédgenes
asi obtenidas podemos observar que con una matriz de aproximaciéon de rango k£ = 1 la
cuadricula del cuadrado mégico queda totalmente definida (imagen derecha de la Figura
3). Con una aproximacién de rango k = 28, lo que corresponde a utilizar solo el 25 % de los
datos, podemos intuir todos los nimeros (imagen izquierda de la Figura 4), obteniéndose
una apreciacion casi perfecta de los elementos de la imagen utilizando solo la mitad de los

35



datos, lo que corresponde a aproximar por una matriz de rango k = 56 (imagen derecha
de la Figura 4).

3.2. Un ejemplo de Climatologia

Otro de los campos de estudio donde se utiliza la descomposicién en valores singulares
de una matriz es en el analisis climatico. En este caso se calcula la descomposiciéon en
valores singulares de la matriz de covarianzas cruzadas entre los datos correspondientes
a dos variables climatologicas espacio-temporales: el predictor y el predictando, que se
conocen en los mismos instantes de tiempo [1].

Mas precisamente, se parte de las matrices S, con los datos del predictor, y P con los
datos del predictando de modo que cada fila contenga los datos correspondientes a un
instante de tiempo y a las distintas localizaciones espaciales en las que se han tomado
medidas. Asumiendo que los datos de ambas corresponden a medidas realizadas en los
mismos tiempos se forma la matriz de covarianzas

C=5Tp,

donde las matrices S y P han sido previamente modificadas restando a cada columna su
media.
Una vez construida C' calculamos su descomposicién en valores singulares obteniendo

cC=UxvT,

donde las columnas de U corresponden a la variable S y las columnas de V' corresponden
a la variable P. Cada pareja de vectores singulares es un modo de covariabilidad entre el
predictor S y el predictando P y la primera pareja de vectores singulares da cuenta de la
maxima cantidad de covarianza al cuadrado entre dichas variables.

Proyectando el campo original sobre el vector singular, se obtiene la serie temporal
de coeficientes de expansion. La correlacion existente entre las series temporales de coefi-
cientes de expansion de cada variable mide la intensidad de la relacion entre ellas.

Para conocer los coeficientes de expansion, es decir, las series temporales que describen
como varia cada modo en el tiempo se contruyen las matrices

A=SU para S

B =PV para P.

Las columnas de las matrices A y B contienen las series temporales de cada modo y
podemos reconstruir Sy P haciendo S = AUT y P = BVT. La matriz diagonal ¥ contiene
los valores singulares de C' y la covarianza cuadrada total en C viene dada por la suma
de los cuadrados de los valores de la diagonal de X. Los valores singulares proporcionan
la fraccién de covarianzas explicada por cada modo singular. Si o; es el i-ésimo valor
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singular, la fraccion de covarianzas correspondiente al par de vectores singulares u; y v;

viene dada por
2

7

2
0;

g

SCF; =

Este valor indica la cantidad de informacién que representa sobre el total cada modo
de covariabilidad. Los coeficientes de las series muestran la variacién del mapa en el
tiempo. Es decir, si estamos interesados en la informacién del predictor dado por u; y del
predictando dado por v;, los coeficientes de expansion sobre la variabilidad vienen dados
por a; (columa i-ésima de A) y b; (columna i-ésima de B).

En nuestro ejemplo particular los datos del predictor son valores medios mensuales del
ano 1967 de altura geopotencial en el nivel de 500 hPa medidos en una malla de 2.5° x 2.5°
(longitud x latitud) que comprende un dominio espacial que abarca el Atlantico Norte,
el mar Mediterraneo y Europa, desde 20° N a 85° N de latitud, y desde 105° W a 55° E
de longitud [6]. Esta regién contiene 1755 nodos. Los datos en cada punto corresponden
a la altura sobre el nivel del mar en la cual la presién es de 500 hPa. Esta altura, no se
corresponde exactamente con la distancia vertical desde el mar hasta el punto donde la
presion es 500 hPa pues se tiene en cuenta la accion de la gravedad. El geopotencial de
500 hPa en un punto del mapa es el trabajo necesario que habria que realizar para elevar
la unidad de masa desde el nivel del mar hasta el nivel en el que la presién es de 500 hPa.
Esta definicién permite adoptar la altitud como algo independiente de la aceleracién de
la gravedad.

0.3

0.2

0.1

Figura 5: Representaciéon de la altura geopotencial y las precipitaciones correspondientes
al primer modo de covariablidad.

La variable regional predictando consiste en 26 series de precipitaciones mensuales acu-
muladas correspondientes a observatorios del sur de Francia, costa Mediterranea Penin-
sular y norte de Africa.

Tras restar las medias temporales en cada punto construimos la matriz de covarianzas
C = STP con C € R'™*26 y calculamos su descomposicién en valores singulares C' =
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UEVT donde U & R1755x1755 ’ D= R1755%26 y Ve [R26%26

Implementando el calculo del vector formado por los SCF;, vemos que en nuestro
ejemplo el 91,9 % de la informacién queda explicada por el modo 1 mientras que el modo
2 aporta solo el 5,3 % de la informacion y todos los restantes modos menos del 3 %.

De esta forma C; = oyuv! representa la mayor parte de la covarianza de los datos y
con Cy = Zle ou;vl se obtiene pricticamente toda la informacién.

Se han representado los mapas correspondientes a la informacién dada por u; y vy y el
correspondiente peso de las series temporales de S'y P.
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Figura 6: Detalle de las curvas de nivel de la altura geopotencial en la peninsula ibérica.
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Figura 7: Representacion de los coeficientes de expansion asociados a los vectores singu-
lares uy y vy.

En la gréfica izquierda de la Figura 5 se muestran las curvas de nivel para las alturas

geopotenciales: las isolineas unen puntos en los que la presion de 500 hPa se encuentra
a la misma altitud. Estas lineas se denominan ”isohipsas” que significa igual altura. Los
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valores que acompanan a las lineas de nivel indican lo que se desvian de la altura geopo-
tencial media las alturas geopotenciales en esos puntos. Los asteriscos que aparecen en
la imagen representan la posicion de las distintas estaciones meteoroldgicas en las que se
han medido las precipitaciones, y estan agrupados en distintos colores en funcion del nivel
de precipitaciéon marcado por cada estacién.

En la Figura 6 se muestra una ampliacién de esta grafica en la zona peninsular.

En la grafica de la derecha de la Figura 5 se han representado las anomalias de las
precipitaciones en cada estaciéon meteorolégica, es decir, lo que el nivel de precipitaciones
en cada estacion se ha desviado de la media, estos datos corresponden al primer modo de
covariabilidad, v.

Las graficas de la Figura 7 muestran los coeficientes de expansién que describen la
variacién en el tiempo de los campos S (izquierda) y P (derecha) para el primer modo de
covariabilidad. La correlacién entre ellos es 0.71, lo que indica un alto grado de relacion
causa-efecto entre el predictor y el predictando.
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Apéndice

Como ya se indicé en la Secciéon 2, en este apéndice se incluyen los programas en
MATLAB que implementan los algoritmos alli descritos para calcular de un modo eficiente
la descomposicién en valores singulares de una matriz. Se incluye también un funcién que
permite visualizar graficamente la actuacién de las distintas transformaciones ortogonales
que se aplican durante este proceso.

A. Implementacién del proceso de bidiagonalizacién de una matriz

function [A, U, V] = bidiagonal(A);

% [A, U, V] = bidiagonal(A) genera una matriz bidiagonal (B) del mismo
% tamafio que A y que se sobreescribe en A y dos matrices ortogonales

% Uy V tales que UxAxV=B.

% Para ello se aplican reflectores de Householder por la derecha y

% por la izquierda sobre la matriz A y sobre matrices identidad de

% dimensiones adecuadas.

% E1 ntimero de filas de A tiene que ser mayor o igual que el nimero

% de columnas.
[m,n] = size(A);

if m<n % Si m < n la funcidén deberd ejecutarse con A
disp(‘El nimero de filas debe ser mayor o igual que el nimero de columnas’);

else

U=eye(m); 7% Se inicializa la matriz ortogonal izquierda
V=eye(n); 7% Se inicializa la matriz ortogonal derecha

for k=1:n-2,
% Se aplica el reflector de Householder Uk por la izquierda a
% las dltimas m-k+1 filas y n-k+1 columnas de la matriz A y a
% las dltimas m-k+1 filas de la matriz que procede de la matriz
% identidad de orden m
w(k:m,1) = house(A(k:m,k));
beta = 2/(w(k:m,1) ’*w(k:m,1));
A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n)-w(k:m,1)*(beta*x(A(k:m,k:n)’*w(k:m,1)))’;
U(k:m,:) = Uk:m,:)-wk:m,1)*(betax(U(k:m, :)’*w(k:m,1)))’;

% Se aplica el reflector de Householder V.k por la derecha a

% las tdltimas m-k filas y n-k columnas de la matriz A y a las

% tdltimas n-k columnas de la matriz que procede de la matriz

% identidad de orden n

z(k+1:n,1) = house(A(k,k+1:n)’);

gamma = 2/(z(k+1:n,1)’*z(k+1:n,1));

A(k:m,k+1:n) = A(k:m,k+1:n)-gamma*(A(k:m,k+1:n)*z(k+1:n,1))*z(k+1:n,1)’;
V(:,k+1:n) = V(:,k+1:n)-gamma*x(V(:,k+1:n)*z(k+1:n,1))*z(k+1l:n,1)’;
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end

%y Se aplica el reflector de Householder U {n-1} por la izquierda
k=n-1;

w(k:m,1) = house(A(k:m,k));

beta = 2/(w(k:m,1)’*w(k:m,1));

A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n)-w(k:m,1)*(beta*x(A(k:m,k:n) ’*w(k:m,1)))’;
U(k:m,:) = Ulk:m,:)-w(k:m,1)*x(betax(U(k:m, :) ’*w(k:m,1)))’;

if m>n % Se aplica el reflector de Householder Un por la izquierda
w(n:m,1) = house(A(n:m,n));
beta = 2/(w(n:m,1)’*w(n:m,1));
A(n:m,n) = A(n:m,n)-w(n:m,1)*(betax(A(n:m,n) ’*w(n:m,1)))’;
U(n:m,:) = Uln:m,:)-w(n:m,1)*(betax(U(n:m,:)’*w(n:m,1)))’;

elseif A(n,n)<0, %Se cambia de signo el elemento (n,n) si es negativo
A(n,n) = -A(n,n);
U(n,:) = -U(n,:);

end

end
end

B. Calculo de la descomposicion en valores singulares de una matriz bidiagonal

Los argumentos de entrada de esta funciéon deben ser los argumentos de salida de la
funcién bidiagonal. Si la matriz de partida ya fuese bidiagonal, se ejecuta directamente
esta funcién tomando la matriz original como B, y U y V iguales a las matrices identidad
de 6rdenes adecuados, sin tener que ejecutar la funciéon bidiagonal

function [B, U, V] = diagonal(B,U,V);

% [B, U, V] = diagonal(B,U,V) genera una matriz diagonal del mismo

% tamaflo que B y que se sobreescribe en B y dos matrices ortogonales
% Uy V tales UxAxV=B (A es el argumento de entrada de bidiagonal).

% Para ello se aplican rotaciones de Givens por la derecha y por la
% izquierda sobre la matriz B y sobre las matrices U y V.

% La matriz B tiene que ser bidiagonal superior y el numero de filas
% de B tiene que ser mayor o igual que el nimero de columnas.

tol=1.0e-4; % Tolerancia utilizada para parar la iteracion
[m,n]=size(B);

if m<n % Si m> n la funcidén deberd ejecutarse con A
disp(‘El nimero de filas debe ser mayor o igual que el nimero de columnas’);
else

fin=n;
B=B(1:n,:); % Se eliminan las filas nulas de B
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while (norm(diag(B,1))>tol) % Se comprueba el criterio de parada
% Se calcula el desplazamiento: el autovalor de C méds cercano a
% B(fin,fin)"2 es sigma(p)
C=[B(fin-1,fin-1)"2+B(fin-1,fin)"2 B(fin,fin)*B(fin-1,fin);
B(fin,fin)*B(fin-1,fin) B(fin,fin)"2];
sigma=eig(C);
[diferencia,pl=min(abs(C(2,2)-sigma));

%y Se aplica la rotacién de Givens V_{1,2} por la derecha a By a V
denominador=sqrt ((B(1,1)"2-sigma(p))”"2+B(1,2)"2*B(1,1)"2);
c=(B(1,1)"2-sigma(p))/denominador;

s=-B(1,2)*B(1,1) /denominador;

taul=B(1:2,1);

tau2=B(1:2,2);

B(1:2,1)=c*taul-s*tau?2;

B(1:2,2)=s*taul+c*tau?2;

gammal=V(:,1);

gamma2=V(:,2);

V(:,1)=c*gammal-s*gamma?2;

V(:,2)=s*gammal+c*gamma?2;

for i=1:fin-2
% Se aplica la rotacién de Givens U {i,i+1} por la izquierda
haByal
[c,s]=givens(B(i,1),B(i+1,1i));
taul=B(i,i:i+2);
tau2=B(i+1,i:i+2);
B(i,i:i+2)=c*taul-s*tau?2;
B(i+1,i:i+2)=s*taul+c*tau?;
gammal=U(i,:);
gamma2=U(i+1,:);
U(i,:)=c*gammal-s*gamma?2;
U(i+1,:)=s*gammal+c*gamma?2;

% Se aplica la rotacién de Givens V_{i+1,i+2} por la derecha
haByalV
[c,s]=givens(B(i,i+1),B(i,i+2));
taul=B(i:i+2,i+1);
tau2=B(i:i+2,i+2);
B(i:i+42,i+1)=c*taul-s*tau?2;
B(i:i+42,i+2)=s*taul+c*tau?;
gammal=V(:,i+1);
gamma2=V(:,i+2);
V(:,i+1)=c*gammal-s*gamma?2;
V(:,i+2)=s*gammal+c*gamma?2;
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end

% Se aplica la tltima rotacién de Givens por la izquierda U {n-1,n}
[c,s]=givens(B(fin-1,fin-1) ,B(fin,fin-1));
taul=B(fin-1,fin-1:fin);
tau2=B(fin,fin-1:fin);
B(fin-1,fin-1:fin)=c*taul-s*tau?2;
B(fin,fin-1:fin)=s*taul+c*tau?2;
gammal=U(fin-1,:);
gamma2=U(fin,:);
U(fin-1,:)=c*gammal-s*gamma?2;
U(fin, :)=s*gammal+c*gamma?;
% Se reduce el tamaflo de la matriz sobre la que se aplican las
% rotaciones si B(fin-1,fin) es menor que la tolerancia dada
if fin>2 && abs(B(fin-1,fin))<tol
fin=fin-1;
end
end

% Se ordenan los elementos diagonales de B y las columnas de U y V
[x,I]=sort(diag(B),1,’descend’);
U(1l:n,:)=U(T,:);

V=v(:,I);

B=[diag(x); zeros(m-n,n)];
end
end

C. Visualizacién grafica de la actuacion del algoritmo de descomposicion en
valores singulares

Representamos graficamente utilizando la funcién mesh de MATLAB la accion de los
reflectores de Householder y las rotaciones de Givens sobre una matriz.

function [A, U, V]= dibujarSVD(A);
% [A, U, V] = dibujarmatriz(A) representa graficamente el cdlculo numérico
% eficiente de la descomposicién en valores singulares mostrando la accién
% de los reflectores de Householder y de las rotaciones de Givens sobre la
% matriz A mediante la funcidén representa. Al mismo tiempo se genera una
% matriz diagonal (D) del mismo tamafio que A que se sobreescribe en A y dos
% matrices ortogonales U y V tales que UxAxV=D.
% E1 numero de filas de A tiene que ser mayor o igual que el nimero de
% columnas.
[m,n] = size(A);
rellena(A);
if m<n % Si m> n la funcién deberd ejecutarse con A

disp(‘El nimero de filas debe ser mayor o igual que el nimero de columnas’);
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else
U=eye(m); 7% Se inicializa la traspuesta de la matriz ortogonal izquierda
V=eye(n); 7% Se inicializa la matriz ortogonal derecha
for k=1:n-2,
% Se aplica el reflector de Householder Uk por la izquierda a las
% tdltimas m-k+1 filas y n-k+1 columnas de la matriz A y a las dltimas
%» m-k+1 filas de la matriz que procede de la identidad de orden m
w(k:m,1) = house(A(k:m,k));
beta = 2/(w(k:m,1)’*w(k:m,1));
A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n)-w(k:m,1)*(betax(A(k:m,k:n) ’*w(k:m,1)))’;
U(k:m,:) = Ulk:m,:)-w(k:m,1)*x(betax(U(k:m,:)’*w(k:m,1)))’;
representa(A);
% Se aplica el reflector de Householder V. k por la derecha a las
% dltimas m-k filas y n-k columnas de la matriz A y a las dltimas
% n-k columnas de la matriz que procede de la identidad de orden n
z(k+1:n,1) = house(A(k,k+1:n)’);
gamma = 2/(z(k+1:n,1)’*z(k+1:n,1));
A(k:m,k+1:n) = A(k:m,k+1:n)-gamma*(A(k:m,k+1:n)*z(k+1:n,1))*z(k+1l:n,1)’;
V(:,k+1:n) = V(:,k+1:n)-gammax(V(:,k+1:n)*z(k+1:n,1))*z(k+1l:n,1)’;
representa(A);
end
% Se aplica el reflector de Householder Un-1 por la izquierda
k=n-1;
w(k:m,1) = house(A(k:m,k));
beta = 2/(w(k:m,1)’*w(k:m,1));
A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n)-w(k:m,1)*(betax(A(k:m,k:n)’*w(k:m,1)))’;
U(k:m,:) = Ulk:m,:)-w(k:m,1)*x(betax(U(k:m,:)’*w(k:m,1)))’;
representa(A);
if m>n % Se aplica el reflector de Householder Un por la izquierda
w(n:m,1) = house(A(n:m,n));
beta = 2/(w(n:m,1)’*w(n:m,1));
A(n:m,n) = A(n:m,n)-w(n:m,1)*(betax(A(n:m,n) ’*w(n:m,1)))’;
U(n:m,:) = U(a:m,:)-w(n:m,1)*x(betax(U(n:m,:) ’*w(n:m,1)))’;
representa(A);
elseif A(n,n)<o0,
A(n,n) = -A(n,n);
Uln,:) = -U,:);
representa(A);
end
end
ceros=zeros(m-n,n) ;
tol=1.0e-4; % Tolerancia utilizada para parar la iteracion
fin=n;
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A=A(1:n,:); % Se eliminan las filas nulas de B
while (norm(diag(A,1))>tol) 7 Se comprueba el criterio de parada
% Se calcula el desplazamiento: el autovalor de C mis cercano a
% B(fin,fin)"2 es sigma(p)
C=[A(fin-1,fin-1)"2+A(fin-1,fin)"2 A(fin,fin)*A(fin-1,fin);
A(fin,fin)*A(fin-1,fin) A(fin,fin)"2];
sigma=eig(C);
[diferencia,pl=min(abs(C(2,2)-sigma));
% Se aplica la rotacién de Givens V_1,2 por la derecha a By a V
denominador=sqrt ((A(1,1)"2-sigma(p))2+A(1,2)"2*xA(1,1)"2);
c=(A(1,1)"2-sigma(p))/denominador;
s=-A(1,2)*A(1,1)/denominador;
taul=A(1:2,1);
tau2=A(1:2,2);
A(1:2,1)=c*taul-s*tau2;
A(1:2,2)=s*taul+c*tau?;
AA=[A;ceros];
representa(AA) ;
gammal=V(:,1);
gamma2=V(:,2);
V(:,1)=c*gammal-s*gamma2;
V(:,2)=s*gammal+c*gamma?2;
for i=1:fin-2
% Se aplica la rotacién de Givens U.i,i+l por la izquierda a By a U
[c,s]l=givens(A(i,i),A(i+1,1));
taul=A(i,i:1+2);
tau2=A(i+1,1i:i+2);
A(i,i:1+2)=c*taul-s*xtau2;
A(i+1,i:i+2)=s*taul+c*tau2;
AA=[A;ceros];
representa(AA);
gammal=U(i,:);
gamma2=U(i+1,:);
U(i,:)=c*gammal-s*gamma?2;
U(i+1, :)=s*gammal+c*gamma?;
% Se aplica la rotacién de Givens V_i+1,i+2 por la derecha a By a V
[c,s]l=givens(A(i,i+1),A(i,i+2));
taul=A(i:i+2,1i+1);
tau2=A(i:i+2,i+2);
A(i:i+42,i+1)=c*taul-s*tau?2;
A(i:i+42,i+2)=s*taul+c*tau?;
AA=[A;ceros];
representa(AA);
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gammal=V(:,i+1);
gamma2=V(:,i+2);
V(:,i+1)=c*gammal-s*gamma?;
V(:,i+2)=s*gammal+c*gamma?;
end
% Se aplica la dltima iteracion de Givens por la izquierda Un-1,n
[c,s]=givens(A(fin-1,fin-1) ,A(fin,fin-1));
taul=A(fin-1,fin-1:fin);
tau2=A(fin,fin-1:fin);
A(fin-1,fin-1:fin)=c*taul-s*tau?2;
A(fin,fin-1:fin)=s*taul+c*tau2;
AA=[A;ceros];
representa(AA) ;
gammal=U(fin-1,:);
gamma2=U(fin,:);
U(fin-1,:)=c*gammal-s*gamma?2;
U(fin, :)=s*gammal+ckgamma?;
% Se reduce el tamaflo de la matriz sobre la que se aplican las
% rotaciones una vez que B(fin-1,fin) es menor que la tolerancia dada
if fin>2 &% abs(A(fin-1,fin))<tol
fin=fin-1;
end
end
% Se ordenan los elementos diagonales de B y las columnas de Uy V
[x,I]=sort(diag(A),1,’descend’);
U(l:n,:)=U(I,:);

v=v(:,I);

A=[diag(x); zeros(m-n,n)];
representa(A) ;

end

Mostramos ahora la funcién en MATLAB representa que dibuja los valores de la
matriz en 3D tomando estos como altura.

function []=representa(A);

[m,n]=size(A);

% Se intercalan filas y columnas de ceros entre cada fila y columna de A
% obteniendo asi una matriz de dimensién (2m+1)x(2n+1). De esta forma se
% obtiene una mejor visualizacién con la funcién mesh de los valores de
% la matriz.

AA=zeros(2*m+1,n); AA(2:2:2*m,:)=A;

A=zeros(2*m+1,2*n+1); A(:,2:2:2%n)=AA;

% Se representan los valores de la matriz en 3D tomando como alturas los
% valores que tiene la matriz.
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figure(1)

x=0:2%n; y=0:2%m;
mesh(x,y,abs(A(2*m+1:-1:1,2*n+1:-1:1)))
axis([0 2*n O 2*m O 5])

axis off

pause (1)

end

Incluimos ahora una ilustracién grafica de algunos pasos del proceso de bidiagonal-
izacion y posterior célculo de la descomposicion en valores singulares de la matriz bidi-
agonal. Para ello se ha utilizado la funcién mesh de MATLAB que permite representar
el tamano de los elementos de la matriz. Mas precisamente, la altura de la pirdamide con
vértice en la posicién (4, j) refleja el tamano del correspondiente elemento a; ; de la matriz.
Se ha trabajado con una matriz de tamano 10 x 8 que se ha generado con el comando
A = rand(10,8). Sus coeficientes, por tanto, estan entre 0 y 1. La escala en todas las
graficas es la misma. En los ejes x e y se ha adaptado al tamano de la matriz y en el eje
z varia entre 0 y 5.

Figura 8: La figura de la izquierda muestra la matriz de partida. La figura de la derecha
representa la matriz una vez que se han aplicado los reflectores de Householder U; por la
izquierda y V; por la derecha (ver demostracién del Teorema 12)
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Figura 9: La figura de la izquierda muestra la matriz bidiagonal obtenida tras aplicar
todos los reflectores de Householder. La figura de la derecha representa la matriz una

vez que se ha aplicado la rotacién de Givens Vs en el plano (1,2) por la derecha (ver

Subseccién 2.3).

Figura 10: La figura de la izquierda representa la matriz una vez que se ha aplicado la

rotacién de Givens UZ, en el plano (1,2) por la izquierda. La figura de la derecha muestra
la matriz bidiagonal que se obtiene al terminar la primera iteraciéon QR implicita. El

ultimo valor de la subdiagonal ya es practicamente nulo.
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Figura 11: La figura de la izquierda muestra la matriz bidiagonal con varios elementos

nulos en la subdiagonal. La figura de la derecha representa la matriz diagonal formada

por los valores singulares de la matriz de partida.
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