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Prefacio

El objetivo de este trabajo Fin de Grado es generalizar algunos resul-
tados sobre el método iterativo de sobrerrelajacién (SOR) de pardmetro w,
para sistemas lineales aumentados. El interés de estos sistemas estaria ya
justificado porque surgen de forma natural en la discretizacién del problema
de Stokes en mecanica de fluidos, de gran interés para las aplicaciones. Este
tipo de sistemas aparecen también en problemas punto de silla en optimiza-
cion.

El punto de partida son los resultados bésicos de convergencia de los
métodos iterativos basados en escisiones de la matriz A estudiados en el
Grado de Matematicas. En el capitulo primero ampliamos la teoria de con-
vergencia del método SOR para sistemas lineales generales con vistas a pro-
porcionar resultados relativos a la eleccién del parametro 6ptimo. Esto nos
lleva a introducir clases de matrices para las que es factible esta optimizacion
del parametro.

El capitulo 2 aporta extensiones del método SOR, para tratar los siste-
mas aumentados. Constatamos en los articulos manejados una diversidad
de extensiones del método SOR para sistemas aumentados, cada una con
su propia teoria de convergencia y de optimizacién del pardmetro. Hemos
seleccionado dos andlisis: uno se refiere al método SOR con un pardmetro
(con y sin preacondicionamiento), y el segundo al que se denomina GSOR
(SOR generalizado), que depende de dos pardmetros.

El capitulo 3 considera métodos iterativos en los que la escisién de la
matriz del sistema es diferente a la de los métodos SOR. Se basan en esci-
siones de la matriz del sistema en una parte Hermitica y otra antihermitica,
con desplazamiento de la diagonal. Desarrollamos una teoria de convergencia
para sistemas generales, senalando las modificaciones que permiten aplicar
los resultados a sistemas aumentados.

El énfasis de la memoria es en el andlisis antes que en un estudio com-
parativo de la eficiencia de las distintas propuestas.

En Valladolid, a 15 de julio de 2019
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Capitulo 1

Métodos iterativos para sistemas
lineales

1.1. Introduccion

Sean A € C™" una matriz cuadrada compleja y b € C™ un vector
complejo dado. Consideramos el sistema lineal

Az =b. (1.1)

La solucién x € C™ existe y es tinica si y solo si A es no singular. Entonces,
x = A~'b. Supodremos a partir de aqui que A es no singular y todas las
entradas de la diagonal son niimeros complejos distintos del cero.

Estudiaremos ahora distintos métodos iterativos. Estos métodos iterati-
vos no calculan, en general, la solucion exacta del sistema, sino que a partir
de una aproximacién inicial (%) van obteniendo sucesivas aproximaciones a
la solucion hasta que se alcanza la precisién deseada. La convergencia de las
aproximaciones asi obtenidas a la soluciéon exacta puede garantizarse bajo
diferentes condiciones que estudiaremos. El niimero de iteraciones necesa-
rias para alcanzar una precision prefijada dependerd, en general, del método
utilizado.

Aunque el punto de partida de este trabajo es el analisis del método
SOR y la optimizacién de su pardmetro, en la siguiente secciéon revisamos
sucintamente la teoria general de convergencia de métodos iterativos para
(1.1) ligados a escisiones A = M — N de la matriz, para lo que nos hemos
basado principalmente en el libro de Varga [6] y el de Young [7].

1.2. Teoria general de convergencia

Consideramos la siguiente escisién para la matriz A

A=M-—-N



y podemos reescribir (1.1) como
Mx=Nx+b (1.2)

Entonces, para un iterante inicial 2(?), el método iterativo genera una
sucesion definida recurrentemente por

MM+ — N p(m) +b, m=20,1,2,... (1.3)

Para que el método sea 1til en la practica necesitaremos que resolver el
sistema lineal (1.3) con matriz M sea mucho més barato computacionalmen-
te que resolver el sistema inicial (1.1) de matriz A. Ademds para que (1.3)
defina el iterante z(™*1) de forma tnica es necesario que M sea regular.

En ese caso, podemos escribir (1.3) como

2t = Gz 4 g, m=0,1,2,... (1.4)

donde G = M~'N se llama la matriz de iteracién del método iterativo y
d= M~1b.
En particular, si z* es la solucién de (1.1), restando de (1.4) la identidad

¥ = Gxr* +d,
se obtiene la siguiente recurrencia para el error (™) = z(m) — z*
em+1) — Ge(m), m=20,1,2,...

Obviamente, e(™ = G™e®) | y se tiene que la sucesién {e(m)},onozo converge
a cero, cualquiera que sea (9, si y solo si la matriz G™ converge a cero.

1.1 Definicién. Sea G € C"*™. Se dice que G es convergente (a cero) si la
secuencia de matrices G, G2, G2, .. .converge a la matriz nula O, y se dice
que G es divergente en caso contrario.

1.1 Teorema. Sea G € C"*™. Entonces, G es convergente si y solo si el radio
espectral (recordemos que el radio espectral es el mayor de entre los valores
absolutos de los autovalores de G, p(G) := max(|\;|)) satisface p(G) < 1.

1

Demostracion. Recordemos que para una matriz G dada, existe una matriz
P € C™™ con la cual podemos reducir G a su forma canénica de Jordan, es
decir,

J1

. Jo
PGP l1=J= . : (1.5)

donde cada matriz J; € C"*" es de la forma



1
i

Como cada matriz J; es triangular superior, también lo es J. Luego,
{A\i}7_; incluye todos los autovalores de G y J (que tienen los mismos au-

tovalores por ser matrices semejantes). De (1.5) se tiene

JI
Jy"
J = ) , m>1
I’
y por la forma que tienen las J;,
Ao2n 1
Mo2) 1
J,L2 — ' . . ‘.
A2\ 1
A2)

22

En general, J" = (d,g”?@)) para 1 < k,l < n;, donde

0 sil <k

d) (i) = ( z Tk ) AR ik < 1 < min(ng,m + k)

0 sim+k<l<n;

es decir,

m m m—1 m m—(n;—1)

e (") ()
m m m m—(n;—2)

Jgr=1| 0 Al <m_2)&

0 0 A

(1.6)

(1.7)

Supongamos entonces que G es convergente, entonces G™ — O cuando
m — oo. Como J™ = PG™P~!, entonces J™ — O cuando m — oo. Enton-
ces, cada J" — O cuando m — oo, luego las entradas diagonales \; de J;
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deben satisfacer |\;| < 1 para ¢ =1,...,r. Luego,

p(G) = p(J) = méx |N\;] < 1.

1<i<r
Reciprocamente, si p(G) = p(J) < 1, entonces, |A\;| < 1 parai =1,...,7.
De (1.7) se deduce que

lim dy) (i) =0, VkI=1,..n

m—r0o0

de forma que cada J; es convergente. Luego, de (1.6), se deduce que J
también es convergente y como J" = PG™P~!, también G es convergente.

|

Para cuantificar la velocidad asintética de convergencia de la sucesion
de errores {e(m)};?,fzo, observemos que si G es diagonalizable, v1,...,v, es
una base de autovectores, Gv; = \jv; parai=1,...,n;y si

0
e( ) = o1V1 + ...+ QpUy,
entonces
Gme® = QA1+ . Ay,

Observemos ahora que si [A;| > |[A2] > ... > |A\,| > 0, entonces cuando

m — oo el término dominante en G™e(?) es el primer sumando del miem-
bro de la derecha, que en cada iteracién se reduce en norma por un factor
A1l = p(G). Asi, el valor p(G) cuantifica la velocidad asintética de conver-
gencia del método iterativo. Sera nuestro parametro principal en el andlisis
de convergencia de los diferentes métodos iterativos.

1.3. El método SOR de parametro w

Describimos primero los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel, que sirven
para motivar la iteracion SOR.
El método de Jacobi corresponde a la escisién

A=D—-FE-F=D(I-D'E-D'F)=D(I-L-U),

para L := D™'E y U := D™'F, donde D es la matriz diagonal cuyas en-
tradas son las entradas diagonales de A, E es una matriz triangular inferior
estricta y F' es una matriz triangular superior estricta. La iteracién es en-
tonces

") = D7YE + F)z™ + Db,

de forma que M; = D~Y(E + F) = L + U es la correspondiente matriz de
iteracion.



El método de Gauss-Seidel corresponde a la iteracién
(D — B)z™) = pa(m 4 p,
cuya matriz de iteracién es Mgs = (D — E)"'F = (I — L)"'U.

Introducimos ya el método SOR . Esta muy relacionado con el método
de Gauss-Seidel, ya que cada componente del nuevo iterante es una media
ponderada de la componente que obtendriamos en el método de Gauss-Seidel
y la misma componente del iterante anterior. Formalmente viene dado por:

$(m+1) _ x(m) Tw {j(m+1) _ m(m)} _ (1 _ w)$§m) + wi‘(m—l—l)

1<i<n, m>0,
donde los vectores auxiliares :El(-m) quedan definidos por
n
a; & fgmﬂ Zawaf (m-+1) Z ai7j:c§»m)+bi, 1<i<n,m>0.(1.9)

j=it1

Podemos combinar (1.8) y (1.9) en una sola ecuacién para obtener

n
i = s 0 =< 3 bl
J=i+1
1<i<n, m2>0.
(1.10)

Entonces, las componentes de cada iterante se definen como

i—1 n
(m+1) W ) o (m1) o (m) (m)
x,; = ;ﬂ bi — Zaz,jx]’ - Z R + (1 - w)xi s

j=i+1
1<i<n, m2>0.

De (1.8) sabemos que J:l(mﬂ) es una media ponderada de ml(-m) y il(-mﬂ)

donde los pesos dependen solo de w. Este pardmetro w se llama factor de
relajacién y el método se conoce como método de sobrerrelajaciones su-
cesivas (SOR). Observamos que para el caso w = 1 este método coincide
exactamente con el método de Gauss-Seidel.

Para escribir el método SOR en forma matricial recurrimos de nuevo a
la representaciéon A = D — E — F. De esta forma (1.10) se convierte en

(D —wE)z™ ) = {(1 —w)D + wF} 2™ + wb, m > 0.

Como D — wE es no singular para cualquier elecciéon de w, entonces
llamando como antes L := D™'E y U := D™'F tenemos

) = (I —wL) (1 =) +wU} 2™ +w(I —wL) D™, m > 0.
La matriz de iteracién serd L, := (I —wL)  {(1 —w)I +wU}.

)



1.4. Convergencia del método SOR

1.2 Teorema. (Kahan, 1958, [6]) Sea £, := (I — wL) ' {wU + (1 —w)I} la
matriz del método SOR, entonces para cualquier w real o complejo,

p(Ly) 2 |w =1 (1.11)

donde la igualdad se da solo si todos los autovalores de L, tienen mddulo
lw—1].

Demostracion. Llamemos ¢(\) = det(A — L) al polinomio caracteristico
de L. Observemos por otra parte que como L es estrictamente triangular
inferior, entonces I —wL es no singular y ademas det(/ —wL) = 1. Por tanto,

S(\) = det(A — L) = det(I — wL) det(\ — L.,)

=det{(I —wL)(A — L)} = det{\[ —wAL — (I —wL)L,}
= det{\ —wAL — (I —wL)(I —wL)"HwU + (1 —w)I}}
=det{ A\ +w— 1) —wAL —wU}.

Denotemos por p al término constante del polinomio ¢(\), que es el producto
de los autovalores de £, cambiados de signo y se obtiene haciendo A = 0 en
la expresion anterior. Por tanto,

(—Ai(w)) =det{(w—1I —wU} = (w—1)"
1

N:

n
1=
donde la ultima igualdad es cierta ya que U es estrictamente triangular
superior. Por tanto,
= mj ; >lw—-1
p(Ly) = max [Ai(w)] = lw -1,
donde la igualdad se verifica solo si todos los autovalores de L, tienen médulo
lw—1].
|

En el caso del método SOR nuestro objetivo es encontrar el valor real de
w que minimiza p(L,). Para ello, el teorema anterior nos muestra que solo
es necesario considerar 0 < w < 2, valores para los que L, es convergente.
Cuando 0 < w < 1 llamamos al método de subrrelajacién y para 1 < w < 2,
de sobrerrelajacién.

1.3 Teorema. (Householder-John) Sea A una matriz simétrica definida po-
sitiva y sea A = M — N, una escision de A, con M reqular y cuyo método
iterativo asociado es

Mz = Nz(™ 4 p

para un (0 fijo. Si la matriz simétrica MY+ N es definida positiva entonces
p(M~IN) < 1.



Demostracién. Como A = M — N , entonces M 1A =1 — M~!N | luego
podemos escribir M !N = I—M~1'A. Sea ahora A un autovalor de I —M 1A
y sea x € C", x # 0, un autovector asociado a A. Entonces,

Me=T-M''A)r= e=1Ir— M 'Az = M 'Azx = Iz — \z =

. (1.12)
M7 Az =(1- Nz = Az = (1 - \)Muz.
Luego A # 1. Consideremos el producto escalar por el vector z = u + iv

y tomemos el vector transpuesto conjugado. Entonces,

e Az = (1 = Na Mz = (1 - N2 Mz,

donde denotamos x al vector transpuesto conjugado de = y A es el conju-
gado de . De aqui deducimos

1 I Ho _ HiygT _
<1_)\+1_>\ 1>$ Az =2 (M* + M — A)x.

Tomamos ahora la parte real en la expresién anterior

1— A2
’1|/\:2('LLTAU + vl Av) = uT (N + NT — Ay + 0T (N + NT — A)w.
Tanto A como M + M — A son definidas positivas, luego de lo anterior se
deduce que |\ < 1. Esto es, p(M~!N) < 1.

|

1.4 Teorema. Sea A una matriz simétrica y definida positiva. El método
SOR de pardmetro w para A converge si y solo si 0 < w < 2.

Demostracion. Ya vimos que 0 < w < 2 es una condicién necesaria para
la convergencia del método para matrices regulares. Veamos entonces que
también es una condicién suficiente. Para ello es suficiente con aplicar el
teorema de Householder-John. Tenemos que ver cudndo es M7 + M — A
definida positiva. Esta condicién queda reducida a que (2w™! — 1)D sea
definida positiva, lo cual ocurre si y solo si 0 < w < 2.

|

Teorema de Ostrowski- Reich

Consideremos ahora que la matriz A € C™*" del sistema inicial Az = b es
una matriz hermitica, es decir, A = A" donde A¥ es la matriz transpuesta
conjugada de A. Supongamos también que A puede escribirse como A =
D — E — EH donde D y E son matrices n x n y D es hermitica y definida
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positiva. Supongamos, por ultimo, que también D —wF es no singular para
todo 0 < w < 2. Entonces,

Ar=b = (D-E-FENz =0 =
(D-E)x=Fz+b = w(D - E)r=wE" 2 +wb

sumando (1 —w)Dzx a ambos lados,

(1—-w)Dz +w(D — E)r = (1 —w)Dz +wE 2z + wb =
Dz —wEr = (1 —w)Dz + wEf 2z + wb =
(D —wE)r = {wE" + (1 —w)D}x + wb

De manera que tenemos el método iterativo siguiente
(D — wE)z™) = {wE" + (1 —w)DYa™ +wb, m >0 (1.13)

que puede llevarse acabo ya que habiamos supuesto que D — wFE era no
singular para 0 < w <2

Llamemos entonces L := D™'E, U := D™'EH  de forma que (1.13) se
puede reescribir como

pm+1) — wa(m) +w(D— wE)_lk‘, m >0

donde L, = (I —wL) " H{wU + (1 —w)I}, de tal forma que el método anterior
es el método SOR de relajaciones sucesivas. Sin embargo, aqui L y U no
tienen que ser necesariamente estrictamente inferiores y superiores.

1.5 Teorema. (Ostrowski, 1954, [6]) Sea A = D—E—FE una matriz Hermiti-
can xn, donde D es Hermitica y definida positiva y D —wE es no singular
para 0 < w < 2. Entonces p(Ly,) < 1 si y solo si A es positiva definida y
0<w<2.

Demostracion. Sea e el vector del error inicial. Los vectores para los erro-
res del método SOR cumplen: e+ = £_e(™) para m > 0. Equivalente-
mente,
(D —wE)e™ ) = (WE" + (1 —w)D)e™, m >0 (1.14)
Denotemos 6™ := (™ — ¢(m+1) para m > 0.
Entonces, de la definicién de A = D — E — Eff podemos escribir (1.14)

como
(D —wE)§™ =wAe™  m>0 (1.15)

y también como
wAe™) = (1 —w)DS™ +wEHS™ ;>0 (1.16)

Operando, podemos combinar (1.15) y (1.16) en una sola ecuacién para
dar

(2 — w)(6™YH DS = u{(eM)H Aem) _ (em+DYH gelmiD)y
(1.17)



Supongamos que A es definida positiva y que 0 < w < 2 y elegimos e(?)

tal que sea un autovector de £, con autovalor asociado \. Luego, e(t) =
L,e0 = Xe® v 50 = (1-X)e® . Entonces, (1.17) se traduce en este caso
particular en

(2—w) 11— AR De® = (1 — [A2) ()7 4c©® (1.18)
w

Veamos que A\ no puede ser igual a 1, pues entonces 6 serfa nulo. Si
fuera A = 1, de (1.15) se deduciria que Ae® = 0y como e es no nulo
por definicién, entonces esto contradiria que A es definida positiva. Como
0 < w < 2, el lado izquierdo de (1.18) es positivo, y como (e(?)7 A4e(0) > 0,
entonces debe ser |A\| < 1. Por tanto, £, es convergente.

Supongamos ahora que para 0 < w < 2, L, es convergente. Tenemos que
ver que entonces A es definida positiva. Como L, es convergente entonces
cuando m aumenta e(™ tiende a cero para cualquier vector inicial e(©).
Luego, (™) Ae(™) tiende a cero cuando m aumenta. Por otro lado, como
D es definida positiva, ()7 D™ > 0. De (1.17) se tiene que

(e(m))HAe(m) - (e(m+1))HAe(m+1) + (%Tw) (5(m))HD5(m)

> (MY AemtD) 1 (1.19)

Si A no fuera definida positiva, podrfamos encontrar un vector no nulo e(®)
tal que (e(9)” 4e(®) < 0. Como ningiin autovalor de £, puede ser igual a la
unidad , entonces no puede ser el vector nulo 6¢) = (I — £,,)e(®). Entonces,
de (1.18) y (6 DFO) > 0 se deduce que (eM)H Ae™) < (e(0)H AeO) < 0.
Pero entonces, (1.19) contradice el hecho de que (e(™)# Ae(™) tiende a cero
cuando m aumenta. Por tanto, A debe ser definida positiva.

|

1.1 Corolario. (Reich, 1949, [6]) Sea A = D — E — Ef una matriz Hermitica
donde D es hermitica y positiva definida y (D —E) es no singular. Entonces,
el método de Gauss-Seidel es convergente si y solo si A es positiva definida.

Demostracion. Se deduce inmediatamente el teorema de Ostrowski, ya que
el método de Gauss-Seidel es un caso particular de (1.14) con w = 1.
|

1.5. Optimizacion del parametro para el método SOR

Consideremos para el sistema (1.1) , Az = b, con A = (a;;) € C™*",
n > 2 la siguiente particion para A,

Al,l Al’g - Al,N
A1 Az ... Aon

. . : (1.20)
Ani An2 ... ANN



donde los bloques diagonales A;; para 1 <7 < N son matrices cuadradas y
no vacias. Cada matriz A;; es de dimensién n; X n; con n; > 1. Asumimos
que cada submatriz diagonal es no singular, de forma que

Ain
D= oz N (1.21)
| AN N
es no singular. La matriz B € C"*"
B:=—-D1'A+1T (1.22)

es la matriz de Jacobi por bloques asociada a la particién (1.20) de A.

1.2 Definicién. Sea A € C™*" (no necesariamente no negativa o irreducible).
Se dice que A es débilmente ciclica de indice k& > 1 si existe una matriz de
permutacién P tal que PAPT es de la forma

0 0 ... 0 Ay
A271 0 N 0
PAPT = 0 Aszp ... O 0 1, (1.23)
0 0 e Ak,kfl 0

donde las submatrices diagonales nulas son cuadradas.

La teoria de matrices no negativas de Perron-Frobenius establece la in-
variancia frente a rotaciones de dngulos 27 /k de matrices no negatives irre-
ducibles que tienen la forma (1.23). Esta invariancia se puede establecer
directamente a partir de la forma (1.23) para matrices generales, un resul-
tado que se debe a Romanovsky [6]

1.6 Teorema. (1936, [6]) Sea A = (a;;) una matriz nxn débilmente k-ciclica.
Entonces

o(t) = det (tI — A) =™ ﬁ(tk — b,

i=1

donde m +1rk =n.

1.3 Definicién. Si la matriz de Jacobi por bloques, B, de (1.22) para la
matriz A de (1.20) es débilmente ciclica de indice p > 2, entonces A es
p-ciclica relativa a la particién de (1.20).
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Las siguientes matrices tienen un especial interés:

Al 00 ... 0 Ap
Asi Ass 0 ... 0 0
Ay = C p>2 (1.24)
0 0 0 ... Ayt A,
A Aip
As1 Azs Asz
Ay = SR (1.25)

AN-1N
AnnN-1  ANnnN

A las matrices de la forma de As se les llama matrices tridiagonales por
bloques. De acuerdo con (1.22), las matrices A; y Ag dan lugar, respectiva-
mente, a las siguientes matrices de Jacobi:

0 0 0 ... 0 By
By 0 0 0 0
0 By, O ... 0 0
Bi=| . N . (1.26)
0 0 0 ... By 0O
0 Bio
Bs1 0 Bog
By — . (1.27)
Byn_1n
By,N-1 0

Observemos que la matriz B; es una matriz débilmente ciclica de indice
p. Por tanto, por definicién, se tiene que la matriz A; es p-ciclica. Por otro
lado, los bloques de la matriz By se pueden permutar para ver que Bs es
una matriz débilmente ciclica de indice 2. Por tanto, la matriz As es una
matriz 2-ciclica, es decir, las matrices tridiagonales por bloques son un caso
importante de matrices 2-ciclicas.

11



1.4 Definicién. Si la matriz A de (1.20) es p-ciclica, entonces se dice que A
es consistentemente ordenada si todos los autovalores de la matriz

B(a) :=aL+a~ Yy,

que deriva de la matriz de Jacobi B = L+ U, son independientes de «, para
a # 0. En ese caso también diremos que B es consistentemente ordenada.
En caso contrario diremos que A y B son inconsistentemente ordenadas.
Veamos que las matrices A; de (1.24) y Ay de (1.25) son matrices con-
sistentemente ordenadas y, por tanto, lo son también By de (1.26) y By de
(1.27).
Para B; consideremos

0 0o 0 .. 0 a~ P B,
OKBQJ 0 0 0 0
0 CYB3’2 0 0 0
Bi(a) := :
0 0 0 ... aBpp-1 0

y es facil comprobar que BY(a) = BY, para cualquier a # 0. Por tanto, los
autovalores de Bj(«) son independientes de «. Asi pues, las matrices A; y
Bj son consistentemente ordenadas.

Centrémonos ahora en la matriz Bo y consideremos los autovalores A de
la matriz Ba(«), es decir,

By(a)z = Az,

donde x # 0. De acuerdo con la particién (1.27), podemos tomar una parti-
cién también para x, de forma que se tiene

1 .
aBjj1Xj-1+ —Bjj1 X1 = AX;, 1<j<N,

donde tanto By como By 41 se definen como matrices nulas. Definamos
entonces Z; = (1/a/71)X;, para 1 < j < N, de forma que la ecuacién
anterior es

Bjj1Zj1+ BjjnZipn =AZ;, 1<j<N.

Luego todo autovalor de Bs(«), para a # 0 es también un autovalor de
Bs. Luego, Bs y As son ambas matrices consistentemente ordenadas. Esto
es, cualquier matriz tridiagonal por bloques es una matriz consistentemente
ordenada.
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1.5 Definicién. Se dice que una matriz A de orden n tiene la propiedad
A de Young si existen dos subconjuntos disjuntos S; y Sz que particionan
W ={1,2,...,n} y tales que si i # j y si o bien a;; # 0 0 aj; # 0 entonces
i€ S yj€eSyobieni € Sy y j € S;. Cuando para un par (i,j) se tiene
que o bien a;; # 0 o bien a;; # 0 se dice que los indices 7 y j estan asociados.
En esta definicién puede suceder que S; o S2 sea vacio, en cuyo caso la
matriz A es diagonal. La definicién anterior es equivalente a la siguiente:

1.1 Proposicién. Una matriz A tiene la propiedad A si y sdlo si A es una
matriz diagonal o existe una matriz de permutacion P tal que PAPT tiene

la forma
Tin=( D1 B
PTAP < c D, (1.28)

donde D1 y Do son matrices diagonales cuadradas y no necesariamente del
mismo orden.

Demostracion. Si A tiene la propiedad A, sean S7 y S los conjuntos que
especifican la definicién. Si S7 o Sy son vacios entonces A es diagonal. En
otro caso, denotemos con sl y s2 el nimero de elementos de S7 y So, respec-
tivamente, y denotemos los indices de Sy por Z’f < zlg <... < i’;k, k=12
Construyamos la permutacién o definida mediante

o) =1, o(id)=2,..., o(ily) = s,
o

I
(z%) =51+ 1, a(i%) =851+2,..., 0(132) = 51 + S9,

Demostraremos que si P es la matriz de permutacién asociada a o, entonces
A" = PTAP tiene la forma (1.28). Sea Ty = {1,2,...,s1} vy To = {51 +
1,...,81 + so}. Basta demostrar que si a;j # 0 e i # j entonces j € Ty si
1€y, yjeTrisiieTs Si a;j # 0e i # j, entonces a,-1(;) ,-1(;) 7 0y por
tanto, 0=1(i) y o~ 1(j) estén asociados. Puesto que A tiene la propiedad A
y puesto que o~ 1(i) # o~ 1(j) se tiene que o bien 0 ~1(i) € S; y 071(j) € S
oo 1(i) € Sy y 071(j) € S;1. Por la construccién de o entonces o bien
i=o(c" i) eTiyj=0(c"2(j) €Taobieni € Ty y j € Ty. Por tanto
A’ tiene la forma que postula el teorema si T} y T son ambos no vacios o
A’ es diagonal.

Reciprocamente, si para alguna permutaciéon P, la matriz A’ = PTAP
tiene la forma (1.28), entonces A’ tiene la propiedad A puesto que A’ es una
matriz tridiagonal por bloques y, por tanto, estd consistentemente ordenada.

|

1.7 Teorema. Sea A de la forma (1.20) una matriz p-ciclica consistentemente
ordenada cuyas submatrices diagonales A;; para 1 < ¢ < N son regulares.
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Siw #0, si X\ es un autovalor no nulo de la matriz L, = (I —wE) " HwF +
(1 —w)I} y si p satisface

A +w—1)P = AP lwP P, (1.29)

entonces pu es un autovalor de la matriz por bloques de Jacobi B = L + U.
Reciprocamente, si p es un autovalor de B y X satisface (1.29), entonces \
es un autovalor de L.

Demostracion. Los autovalores de L, son las raices del polinomio carac-
teristico
det(N — L) = 0. (1.30)

Como I — wL es no singular y det(I —wL) =1,
det(N — L) = det(I —wL)det(A — L,,) = det{(A+w—1)] —wAL —wU}.

Entonces, llamando ¢(A) = det{(A +w — 1)I —wAL —wU}, (1.30) es equi-
valente a

dp(A) =det{ A +w—1)] —wAL —wU} =0.
Se puede probar que
P(N) = det{(A +w — 1)I — \P~D/Py, B}, (1.31)

Como A es p-ciclica, entonces B es débilmente ciclica de indice p y, por
tanto, AP~D/Pw, B es débilmente ciclica de indice p. Aplicando el teorema de
Romanovsky 1.6,

dN) = A +w—1)" ﬁ{()\ Fw— 1P — APl (1.32)
=1

donde los p; son no nulos si r > 1.

Veamos en primer lugar la segunda implicacién del teorema. Supongamos
que p es un autovalor de B y que \ satisface (1.29). Entonces, uno de los
factores de (1.32) desaparece y tendriamos que ¢(A) = 0 lo que implica
directamente que A es autovalor de L.

Veamos ahora la primera parte del teorema. Sea w # 0 y sea A un
autovalor no nulo de £,. Entonces, ¢(A) = 0, luego al menos uno de los
factores de (1.32) ha de ser cero. Si pu # 0 y p satisface (1.29), entonces
A+ w—1 # 0. Luego debe ser (A +w — 1)P = Ap_lwpuf, para algun 1,
1 < i < r, donde p; es no nulo. Combinando esto con (1.29) tenemos que
NP~ L (P —p¥) =0y como Xy g son no nulos, debe ser p? = . Tomando
raices p-ésimas, 1 = p;e? /P con r entero que satisface 0 < r < p. Como B
es débilmente ciclica, entonces p # 0 es autovalor de B. Si uy =0, w #0y
A es un autovalor no nulo de £,,, como p satisface (1.29) entonces de (1.31)
se deduce que ¢(A) = det B =0, luego = 0 es autovalor de B.

|
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1.2 Corolario. Sea la matriz A con la particion (1.20) una matriz p-ciclica y
consistentemente ordenada cuyas submatrices diagonales son no singulares.
Si p es un autovalor de la matriz de Jacobi por bloques B = L+ U, entonces
uP es un autovalor de Li. Reciprocamente, si A es un autovalor no nulo
de L1 y puP? = A\, entonces u es un autovalor de B. Por tanto, el método
iterativo de Jacobi por bloques converge si y solo si el método iterativo de
Gauss-Seidel por blogues converge, y si ambos convergen, entonces

p(L1) = (H(B)Y < 1.

Supongamos que la matriz A es una matriz p-ciclica y consistentemente
ordenada de la forma (1.20) y cuyas submatrices diagonales son no singula-
res. Supongamos también que la matriz de Jacobi B = L+ U es convergente.
Por el corolario anterior, también la matriz £; es convergente y, por conti-
nuidad, también es convergente en un intervalo de w que contenga al 1.

Buscamos wj, tal que p(Ly,) = ming,ecgr p(Ly)-

En concreto, si los autovalores de B son reales y no negativos, el valor
de wy, que minimiza p(L,) de forma unica es la tnica raiz real y positiva de
la ecuacion

(p(B)ws)? = [pP(p — 1)' 7wy — 1)
donde p(B) denota el radio espectral de la matriz de Jacobi por bloques.

1.8 Teorema. Sea la matriz A de la forma (1.20) una matriz p-ciclica con-
sistentemente ordenada cuyas submatrices diagonales, A;; para 1 <1 < N
son regulares. Si todos los autovalores de la p-ésima potencia de la matriz
B de Jacobi por bloques son reales y no negativos y 0 < p(B) < 1 entonces
para wy, la inica raiz real , positiva y menor que p/(p — 1) de

(p(B)wy)? = [pP(p — 1) 7P)(wp — 1)

se tiene que

1. (L) = (wp— 1)(p—1);

2. p(Ly) > p(Ly,), w F# wp.

Ademds, la matriz L, del método SOR es convergente para todo w con
0<w<p/(p—1).

Demostracion. Para p = 2 la raiz de la ecuaciéon anterior que nos interesa
se puede expresar como

Wh

2
B 2 B p(B)
_1—1—\/1—p2(B)_1+<1+s/1—p2(B)) ' (1.33)

Veamos que, efectivamente, la expresién (1.33) minimiza p(L,) para
p = 2 (la misma prueba, con las correspondientes modificaciones, serfa vali-
da para el caso general). Si los autovalores de B? son nimeros reales no
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negativos, entonces como B es débilmente ciclica de indice 2, los autovalores
no nulos de B , u; vienen dados en pares de autovalores con signos opuestos.
Por tanto, —p(B) < u; < p(B) < 1. Por el teorema anterior sabemos que
los autovalores de la matriz para el método SOR, A, y los autovalores de la
matriz de Jacobi, j, satisfacen (A 4+ w — 1)? = Aw?u?. Operando tenemos

Atw=1_ e,
w

Definamos entonces

A fw-—1

gw()\) : T, OJ#O

m(A) =A%, 0<pu<p(B)<1.

Figura 1.1: Optimizacién del pardametro para el método SOR

3 P m{A)
.r!_)_.-r g_ [\}
A1) g,
e ff.--.-)
- :\
A
A

Como se puede observar en la Figura 1.1 , g,(\) es una recta que pasa
por el punto (1, 1) y cuya pendiente decrece al aumentar el valor de w. Como
teniamos g, (\) = m(\), se puede interpretar como la interseccién de estas
dos funciones. Ademas, el valor éptimo para w se obtendra cuando g, () sea
tangente a m(\), ya que el mayor de los dos puntos de interseccién alcanzard

16



su valor minimo cuando esto ocurra. En dicho caso seré

2
14+ 1—p2

Entonces, el valor de la abscisa en este punto es A= wp — 1.Por tanto,

Wp =

min p(Le) = p(Le,) = wp — 1.

Figura 1.2: Optimizacién del pardmetro para el método SOR

15 T T T T

14f /

12} # _

0Bl T
0Bl % 4

0.4 1

Como podemos apreciar en la Figura 1.2, donde el pico corresponde al
valor Optimo wp , es mejor sobreestimar el valor éptimo en una pequena
cantidad que subestimar en esta misma cantidad.
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Capitulo 2

Métodos SOR para sistemas
aumentados

2.1. Los sistemas aumentados y su interés

Sean A € R™*™ una matriz simétrica y definida positiva y B € R™*".
Consideramos el siguiente sistema lineal aumentado

(ar0)(0)=(0) e

donde b € R™ y ¢ € R™ son dos vectores dados. En ocasiones, denotamos a
la matriz del sistema (2.1) con la letra A.

Cuando en (2.1) las matrices A y B son grandes y dispersas, es cuando
los métodos iterativos que vamos a tratar toman mayor relevancia, puesto
que resolveran el sistema con mayor eficiencia que los métodos directos.

El sistema aumentado (2.1) aparece en diversos problemas como pue-
den ser problemas de optimizacion sujetos a restricciones, el método de los
elementos finitos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, problemas
de elasticidad, problemas de minimos cuadrados o problemas de puntos de
silla.

Muchas veces, por simplicidad, reescribiremos el sistema (2.1) como

<—2T§><z>:<fq> (2.2)

Para sistemas aumentados, la matriz del segundo bloque diagonal es nula,
por lo que el método SOR estandar no es aplicable. Desarrollaremos a conti-
nuacién el método SOR para sistemas aumentados como (2.1), basandonos
en el articulo [5]. Ademads, estudiaremos en este capitulo la teoria del método
SOR generalizado para sistemas aumentados utilizando [2] como referencia.
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2.2. El método SOR para sistemas aumentados

Estudiamos el sistema aumentado (2.2), para el cual ya hemos dicho que
no podemos aplicar el método SOR estandar por ser cero uno de sus bloques
diagonales.

Consideramos entonces la siguiente escision para la matriz del sistema
aumentado

A B
(4 2)op o

=(18) (5 0) w-(bF)

y @ es una matriz simétrica y no singular.

Tenemos entonces
e () =( 1)
Y —q
es decir,

(0 o) (o o)-(0 0 )0)-(5)

Definimos la matriz de iteracién

My, = (D —wl) (1 —w)D + wid]

N e D

de tal forma que podemos describir cada iteracién como

o (k+1) (k) . b
<y(k+l)>:/\/lw<y(k,)>+W(D—WE) (_q)

De esta forma, el método SOR para sistemas aumentados en su expresion
componente a componente se escribe como

) = (1 — w)2® + wA=1 (b — By®)
y(k+1) — y(k) + wal(BTx(kJrl) _ q)

donde

(2.4)

En la practica, Q es una aproximacién a la matriz BT A7'B, que es
el complemento de Schur del bloque diagonal A en el sistema aumentado.
La situacién maés simple corresponde a tomar () = I, la matriz identidad
n X n. El resto del capitulo se centra en caracterizar en términos de los
pardametros de convergencia de este método iterativo y la determinacién,
cuando es posible, de los parametros éptimos.
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2.3. Convergencia del método SOR para sistemas au-
mentados

Estudiamos ahora la convergencia del método SOR para sistemas au-
mentados (2.1), para lo que necesitaremos un par de lemas previos.

2.1 Lema. Supongamos que ji es un autovalor de Q' BT A™'B. Si X satisface
A=1)(1 -w—X) =\, (2.5)

entonces A es un autovalor de M,,. Reciprocamente, si A es un autovalor de
My, tal que X # 1, X # 1 —w y u satisface (2.5), entonces p es un autovalor
no nulo de Q 'BTA~'B.

Demostracion. Sea A un autovalor de M, A # 1, A # 1 —w, con autovector

< v > Entonces,
Y

(1-w)A —wB T\ A 0 x
()G o) (0)
(1 —w)Azx —wBy = Mz
{Qy:—)\wBT:E-i-)\Qy

(1 —w—M\)Ax =wBy
(A —1)Qy = \wBTx

Como A es simétrica y definida positiva entonces es invertible. Luego de
la primera igualdad se deduce,

(1-w—ANz=wA"'By.
Como habiamos supuesto que A # 1 — w,
w
=—— A 'By.
o l—w-—2A y
Como Q es no singular, de la segunda ecuacion se tiene

A—=1y = wQ BTz
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Sustituyendo ahora lo obtenido para z

)y = O BT (—Y 4B
(A =1y =@ <1_W_A y

A=1)(1-w—-Ny= ?>Q'BTA'By.
Entonces, como A satisface (2.5), se tiene
Moy = A?Q ' BT A1 By.
Simplificando Aw?,
py =Q 'BTAT'By

es decir, p es autovalor de Q'BT A~ B con autovector asociado y.
Reciprocamente, supongamos que p es autovalor de Q 'BTA~1B con
autovector asociado y,

py = Q™' BT AT By.
Multipliquemos ambos lados por Aw?,
Moy = A?Q BT A1 By.
Como A satisface (2.5),
A=1)(1-w—-Ny= ?Q'BTA By

Aw?
A—1y=—"-—Q 'BTABy.
A=Dy=1——0 y

@ __ A~ By, entonces

1—w—A

Llamando x =
A=1y=) wQ BTz
(A =1)Qy = \wBTz

Qy = - wBTz + \Qy. (2.6)

Como hemos tomado =z = 1_w_/\A_lBy, entonces

(1—w—Nz=wA"'By
(1 —w—M\)Ax =wBy
(1 —w)Azr —wBy = \x. (2.7)
Entonces, de (2.6) y (2.7) se deduce que A es un autovalor de M, con

autovector asociado
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2.2 Lema. Consideremos la ecuacion cuadrdtica x> — bx +c =0, donde b y
c son niumeros reales. Ambas raices de la ecuacion tienen mddulo estricta-
mente menor que 1 siy solo si|c|] <1 y|bl<1+ec.

Demostracion. Denotemos por A1 v A9 a las raices de la ecuacion cuadrética
considerada z? — bz + ¢ = 0.

Supongamos que ambas raices tienen médulo menor que 1, esto es, [A1| <
1y |A2] < 1. Sabemos que ¢ = Aj g, luego se tiene trivialmente que |c¢| =
A1 A2] < 1. Ademds sabemos que b = \; + A2, por tanto,

1+C—’b’_ 1—|—)\1)\2—()\1+)\2) :(1—)\1)(1—)\2) >0 siA+X>0
Sl T XM A A+ e =1+XM)14+X)>0 siA+X<0

En ambos casos, 1 + ¢ — |b] > 0, luego |b] < 1+ c.
Reciprocamente, supongamos |c¢| < 1y |b| < 1+c. Entonces, 14+c—|b] >
0, luego o bien

(I=A)1=A2)>0 (A +A2=0) (2.8)

o bien
(I+X)(1+A2) >0 (A1 + X2 <0) (2.9)

Si (I —A1)(1 —X2) > 0, entonces o bien \; < 1y A2 < 10 bien A\; > 1
y A2 > 1. Como ocurre que |¢| < 1 y sabemos que ¢ = Aj Ay, entonces no
puede ser A1 > 1, Ao > 1. Luego debe ser A\; < 1, Ao < 1. Ahora, si ocurriera
que A\ < —1 0 Ay < —1, entonces como A + Ay > 0, deberia ser A\ > 1 o
A2 > 1, lo cual es imposible en este caso. Por tanto debe ocurrir |A;| < 1y
’)\2‘ <1

Si (1 4+ A)(1+ A2) > 0, entonces o bien \; < —1 y A2 < —1 o bien
A1 > —1y Ay > —1. Como ocurre que |c| < 1y sabemos que ¢ = A\ g,
entonces no puede ser \; < —1, Ay < —1. Luego debe ser \; > —1, \y > —1.
Ahora, si ocurriera que A1 > 1 0 Ay > 1, entonces como A1 + Ay < 0, deberia
ser A\1 < —1 0 Ay < —1, lo cual es imposible en este caso. Por tanto debe
ocurrir [A] <1y [A2] <1

|

2.1 Teorema. Supongamos que B tiene rango mdxrimo y A es simétrica
y definida positiva. Asumimos también que todos los autovalores, u, de
Q 'BTA™'B son reales. Entonces, si p > 0, el método SOR para sistemas
aumentados (2.1) converge para todo w tal que

I<w<

4
Vip+1+1’

donde p es el radio espectral de Q' BT A™1B.
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Demostracion. Del primer lema se sigue que
M4 (W t+w—2A+1-w=0.
Entonces, por el segundo lema, || < 1 siy solo si

1-w|l <1

Wp+w—2<l+l-w=2—w.

De |1 —w| < 1, se tiene que —1 < 1 —w < 1. Luego, directamente obtenemos
que debe ser
0<w<2.

De la segunda condicién , [w?p +w — 2| < 2 — w, se tiene
—2+w<w2u+w—2<2—w - 0<w2,u,<4—2w.
Como p es el radio espectral de Q" 'BTA™1B, p > |u| = p, luego

0 < w?n<w?p<4—2w.

Entonces,
9 9 16 8
wip<d-2w = wp<16-8w = dp< — — —
w w
16 8 4 2 4
:>4p+1<2—+1=<—1> = Vi4p+1<—-1
w w w w
:>\/47+1+1<4:> < 1 <2
= W< —_—
P w Vap+1+1

2.4. Optimizacion del parametro del método SOR para
sistemas aumentados

Estudiemos ahora las posibles elecciones del parametro w que permitirdn

optimizar la convergencia del método SOR. Para simplificar la notacién

denotemos p = p(Q *BTA™'B) y si u es un autovalor no nulo de la matriz
QBT A7 B, llamemos 0 < o = min,,zq p.

2.2 Teorema. Sea g > %, entonces
V1-—w, O<w§2‘/§71

p(My,) = [|2—w—w2p| + wy/(wp+1)2 —4,0}
2 )

M <w < gptr
(2.10)
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Ademds, el valor dptimo del pardmetro wy, y p(M.,) vienen dados por

_AWPml
S <

Wh

_ v -1
p(My,) = NG :

Demostracion. Como hemos visto en el primer lema de la seccién anterior,
A satisface
A=D1 —w—-X\) = ?p

es decir,
M4 (Wi tw—2)A—w+1=0.

Entonces,

(W?u+w—2)+ /(w2p+w—2)2+4(w—1)
2 (2.11)
= 0,502 — w — wip £ wy/ (wp +1)2 — 4y

T

Luego, A es complejo si w < 2‘/;#_1 y es real si w > % Por tanto,

VvV1—w si()<(,u§2‘/;L_1

Al = _
05 [l2 -0 -l oI ] s A <

4

VaApFi+1

2,/f—1
o

Entonces, como es una funcién mondtona decreciente y 1 —w >

1 — w para todo w < 1, si pg > %, se obtiene (2.10).
Para obtener el parametro éptimo trabajemos con la expresién

A=D1 —-w—-X) =I?p

hasta poder escribirla como g, (\) = f(\) para ciertas funciones de las que
podamos hacer un andlisis méas apropiado.
A=D1 -w=N) =X = A= dw—-N—14+w+=p
M2+ 1+ —w=- = A=1)2+ (A= 1Dw=-I?u

(A —1)%+ (%)2 +(A—w= (g)Q Py =

(e = (5 oo = ()

2

Denotamos asi



foN) = 1— 4.

Observemos que g,(1) =1y f,(0) = 1, esto es,g.,(\) pasa por el punto (1, 1)
y fu(\) pasa por (0,1). Entonces, la recta f,cruza la curva parabdlica g,,.
El valor 6ptimo para el parametro w se obtendra cuando f,, sea tangente a
Ju- Esto sucede cuando

251
P

Wh

ya que gi,(A) = 8(A — L+ w/2)/w? y fi,(N) = —4p.
Ademas,

-1
p(Mwb)_ 1 b \//3 .

Figura 2.1: Curva del radio espectral del método SOR aumentado para p = 2

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
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2.3 Teorema. Supongamos que py < %. FEntonces,

[\2 —w —wpo| +wy/(wpo +1)2 — 4#0}
M) = 2
p(M) [\2—w—w2p|+w (wp + 1)2—44

4
5 s wp < w < VT ESEs]
(2.12)

, O<w<wy

donde wy < 2 es la raiz positiva de la ecuacion

12 —w — wpo| +wy/ (wpo + 1)2 — 4o = |2 — w — w?p| + wy/(wp + 1)2 — 4p.

1

Demostracion. De (2.11) deducimos que para todo pg < p < 7,

AGD)] < [A0)]- Tenemos

ocurre

A(to)| = 0,5 [12 = w — w?pao] +wy/(wpo + 1)? — 4o

Ademés, [A(po)| > V1 —w para p > 1.
Para w > W%l),se tiene |A(uo)| < |A(p)|, donde

AW =05[12 = w - wp| +wy/{wp + 1)? = dp]

Combinando las dos igualdades que hemos obtenido, llegamos al resultado
que queriamos probar.
|

2.5. El método SOR generalizado para sistemas aumen-
tados

Con el objetivo de mejorar la velocidad de convergencia del método SOR
para sistemas aumentados, se desarrolla, mediante la introducciéon de un
nuevo parametro, el método generalizado SOR (GSOR).

Consideramos, para el sistema aumentado (2.2), la misma escisién que
en el método SOR, es decir,

A B
(4 B)pcou

=(18) (5 0) w-(b7)

y @ € R™™ ™ es una matriz simétrica y no singular.

donde
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Sean ahora w y 7 dos reales no nulos. Llamemos

0- wl, 0
0o I,
donde I, € R™*™ ¢ [, € R™ "™ son, respectivamente, la matriz identidad
mXxXmymnxXn.
Generalizamos, para el sistema aumentado (2.2), el método SOR como
sigue

)

L (E+1) B | b
< () ) = (D-QL)" [(I-Q)D+U] ( ) >+(DQ£) Q( . )
Equivalentemente, si definimos las matrices

H(w,7) = (D — QL) (I - Q)D + QU]

_ (1—-w)I -wA'B
"\ 1 -wrQ'BTI —wrQ'BTAT'B

1
M(w,7) = Q1D — QL) = ( o 10 )

podemos escribir la versién matricial del método GSOR. para sistemas am-

pliados
(k+1) (k) b
x x
=H(w, T +Mw,7'1< >
(2 ) =#en) (i )+ Men (2
De esta forma, el método generalizado SOR en su versiéon componente a
componente se escribe como

{ ) = (1 — w)z® 4 wA=L(b — By®)

YO+ — (0§ 7 Q-1(BTg(+1) _ o) (2.13)

donde Q es una matriz que aproxima al complemento de Schur, BT A~1B,
y sirve como preacondicionamiento.
Observemos que de forma trivial cuando 7 = w, el método generalizado
SOR se reduce al método SOR, expuesto en el apartado anterior.
Denotemos ahora

N(w,7) = M(w,7) — A= ( (s —01>A ES )

Entonces, podemos considerar la siguiente escisiéon para la matriz A, ma-

triz de coeficientes del sistema aumentado (2.2), A = M(w,7) — N(w, 7).
Entonces, es facil ver que

H(w,7) = M(w,7) N (w,7)

es la matriz de iteracién del método SOR generalizado.
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2.6. Teoremas de convergencia para el método SOR ge-
neralizado

Hemos visto que la matriz H(w, ) es la matriz de iteracién del método
GSOR. Por tanto, el método serd convergente si y solo si el radio espectral
de la matriz H(w, 7) es estrictamente menor que 1, esto es, p(H(w, 7)) < 1.

2.4 Teorema. Sean A € R™ ™ y Q € R™"™ matrices simétricas y de-
finidas positivas. Sea también B € R™*" de rango mdximo. Denotemos
J =Q 'BTA™'B y fimin, fmax al menor y mayor autovalor de J, respec-
tivamente. Entonces, el método GSOR converge si w verifica que 0 < w < 2
y T satisfacela condicion:

2(2 —
0<T<M.
WHmsx

Demostracion. Por las condiciones establecidas en el enunciado del teorema,
se tiene que todos los autovalores, u, de la matriz J = Q 'BTA'B son
reales y no nulos.

Sea A un autovalor no nulo de la matriz de iteracién H(w, ), con auto-
vector asociado (z1,yT)T € R™*". Recordemos que

H(w,7) = M(w,7) " "N(w,7) = ( _i;T 10@ >_1 < © _ol)A Eg >

Y

(1% 2) () (4 ) ()

Equivalentemente,

() e )

Entonces tenemos

Entonces, la relaciéon H(w, 7) < z > =A < “ > se puede escribir como:

(1 —w)Az —wBy = \Ax
Qy = - BTz + \Qy

luego

{ (1 —w—A)Ax =wBy (2.14)

AMBTz =(\-1)Qy

De la primera ecuacién de (2.14) obtenemos, (1 —w — \)z = wA~!By.
Luego cuando A # 1 — w, se tiene que

M(1—w—MNBTz = wBTA !By,
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De aqui y de la segunda ecuacién de (2.14), se tiene que

A=D1 -w-NQy = wBTA'By —
A=D1 -w-ANy= wQ 'BTA™'By —
A=D1 -w—-Ny=AwJy

Si A =1—w # 0, entonces de la primera ecuacién de (2.14) tenemos
0 = By y de la segunda ecuacién de (2.14), —wQy = ArBTz. Por tanto,
y =0y x € ker(BT), donde ker(B™) es el niicleo de B”. Luego, A = 1 —w es
un autovalor de H(w,7) cuyo autovector correspondiente es (z,0)”, donde
z € ker(BT).

Entonces, los autovalores A\ (excepto A = 1 — w)de la matriz H(w,7) y
los autovalores p de la matriz J satisfacen la relacién siguiente

(1-—w—=XNA=1)=Awu
es decir, X\ satisface la ecuacion cuadratica
M4 (rop+w—2DA+1—-w=0 (2.15)

Entonces, de acuerdo con el lema de Young, sabemos que tanto A =1 — w
como las dos raices de la ecuacién cuadratica anterior, satisfacen |A| < 1 si
ysolosi|l —w| <1y |twu+w—2] <2—w. De la primera ecuacién se
obtiene directamente que 0 < w < 2 y de la segunda,

—2<Twp+w—-2<2-—w = 0<Twp <4 -2w =

2(2 - 2(2 -
0<T<M - 0<T<M.
W WHmax

|
De forma analoga se puede probar que si Q € C™*™ es simétrica y definida

negativa, entonces el método GSOR converge si w satisface 0 < w < 2y 7

satisface
212 - w)

WHmin

<1 <0.

2.1 Corolario. Sean A € R™*™ una matriz simétrica y positiva definida,B €
R™*™ de rango mdximo y Q € R™™ no singular y simétrica. Sea también
J = QleTAle. Si p es un autovalor de la matriz J, entonces el A
determinado por la ecuacion cuadrdtica (2.15) es un autovalor de la matriz
H(w, 7). Reciprocamente, si A es un autovalor de la matriz H(w, ), entonces
el p determinado por (2.15) es un autovalor de la matriz J. Por tanto, los
autovalores no nulos de la matriz H(w, ) vienen dados por A\=1—w o

)\:%(2—w—rwu:|:\/(Z—w—Tw,u)Q—ll(l—w)).
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2.2 Corolario. Sean A € R™*™ yna matriz simétrica y positiva definida,B €
R™*™ de rango mdzimo y Q € R™™ no singular y simétrica. Sea también
J = QilBTAle. Si o es un autovalor de la matriz J, entonces el A
determinado por la ecuacion cuadrdtica (2.15) con T = w es un autovalor
de la matriz L(w).Reciprocamente, si A es un autovalor de la matriz L(w),
entonces el p determinado por (2.15) con T = w es un autovalor de la matriz
J. Por tanto, los autovalores no nulos de la matriz L(w) vienen dados por
A=1-wo

1

)\:5(2—w—w2u:|:\/(2—w—w2u)2—4(1—w)>.

2.7. Optimizacion de los parametros en el método SOR
generalizado

Determinamos en esta seccion los valores 6ptimos de los parametros del
método GSOR y el correspondiente factor 6ptimo de convergencia. Para
aligerar la notacion llamemos:

pr(k=1,2,...,n) son los autovalores de la matriz 7 = Q 'BTA™'B

m = min
Hmin 1§k’§nu

‘x = IAaxX g
Hmax 1§k§n'u

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que estos autovalores estan orde-
nados, es decir

0 < pmin =1 < p2 < oo < -1 < fn = Hméx
Hemos probado en la seccidon anterior que los pardmetros del método
deben satisfacer
2(2 —w)

Whmsx

O<w<?2 vy 0<71<

Denotemos también
filw,mop) = % (2—w—7w,u+ \/(27&]77’&)#)274(17(.0))
para (lfﬁpgw<ﬁ y tp<l

flwmm) = % (rop+w—2+/roptw=—2 — 41 —w))
para w> —TE_ v ru>1

(I+7p)?
0 wW> iy, yTu<l1
f3((x)77',,u) = g(W) =V 1 _4w
\ para w < ﬁ
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Estas funciones se obtienen de calcular el valor absoluto de los autova-
lores no nulos de la matriz de iteracién H(w,7) del método GSOR, donde
hemos distinguidos tres casos segun sea positivo o negativo el discriminante
de la ecuacién cuadratica y segun el signo del término 2 — w — Twp.

Se puede ver que fj(w,7,p) >V1l-w>1-w, j=1,2.

Estudiemos ahora la monotonia de estas funciones.

filwry) 1w 14+ 2—w—TWwH

o 2 \/(Q—w—Twu)2—4(1—w)
Ofa(w,,pt) = w1 Twp+w—2

ou 2 \/(Twu+w—2)2—4(1—w)
8f3(w,7',u) — dg(w) O

ou du

Luego,

Ll(g"r’“) <0 para 7(111’;)2 <w< —HQW y Ttu<l
19) T 4
%T”)>O para w>ﬁ y Tp>1

O wW>ir, Y Tu<l1
Es decir, la funcién fi(w, 7, 1) decrece con respecto a p para afﬁ)? <
w < 1+2W vy T <1
La funmon fa(w, T, 1) crece con respecto a p para w > ( )2 y T >1

Por otro lado,

Ofiwrp) . _ 1 (2—w—Twp)(1+7p)—2

Ow B 2 (1 T \/(2 w—Twp)2—4(1— w))
Ofo(w,mp) _ (rwptw—2)(1+7u)+2

Ow - <1 + T+ \/ (rwptw—2)2—4(1— w)>
Ofs(wrp) _  dglw) _

ow T dp T2 l—w

Luego,

afl(w,T,,LL) > 0

9 para (1+ )2<w<1+w y Ttp<l
2]
w >0 para w > W y T > 1
o w> 1+2w y Ttu<l
O f3(w,T,1t) AT
5o~ <0 paraw < Ttrp)?
Es decir, la funcién fi(w, 7, 1) crece con respecto a w para (Hw)g <w<

1+7—u y i<l
La funcién fo(w, T, 1) crece con respecto a w para w > m y T >1
ow > 1eryTu<1

La funcién f3(w, 7, 1) decrece con respecto a w para w < ﬁ
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Ademsds, para cualesquiera ji y T reales positivos para los que las funcio-
nes estén bien definidas,

filw, 7, ) = fa(w, 7, 1) para w= (13_%2
fQ(w ) f3(w77~—7/1) para w = (1_‘:;/;)2
filw, 7, 0) = fo(w, 7, 1) para w= 1_3%/1

y para dos autovalores de J, pia, g € { i | 1 < k < n} paralos que fi
y fo estén bien definidas, tenemos

4
T(pa + p18) + 2

Por otra parte, definimos las siguientes funciones

fi(w, T pa) = folw,Toug) si w=

AT s
w-(7) = 1{775321)2
WH(7T) = (37 ime)?
wo(T) = 4

(H‘min +Hméx)+2

Usando el primer corolario de la seccién anterior, podemos expresar el
valor absoluto de los autovalores A de la matriz H(w,7) como:
Cuando p7 < 1 o bien |A| = |1 — w| o bien

fl(vamu’) para (1+ )22<w < ﬁ
|)‘| f2 (wv T, M) para w e
4
g(w) para w < (1+7;Z)2
y cuando u7 > 1 entonces o bien |A| = |1 — w| o bien

A = { fo(w,T,u) para w > m

g(w) para w < ﬁ

2.5 Teorema. Consideremos el método GSOR. Sea A € R™*™ y @ € R™*"
simétrica y definida positiva, y sea B € R™*™ de rango mdzimo. Denotemos

Limtns Mméax al menor y mayor autovalor de J = Q7 'BTAT'B | respectiva-
mente. Entonces,

(i) cuando T < se tiene que

\/ MII]]I]NII]&X ’
(V1 —w

para 0 < w < w_(7).

12— w—Twimmn + /(2 — w — Twmm)? — 4(1 — w)
p(H(w, 7)) ;ag"a w_ (1) <w < wp(1). )
% (TW,LLméX +w—2+ /(TWhmax +w — 2)2 — 4(1 — w))

para wo(T) < w < 2.

(2.16)
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.. 1 2(2—w)
(ZZ) Cuand() V Hminbmax <7< WHm&x

vV1—-w
para 0 < w < wy (7).

p(H(w, 7)) = 3 (TWMméX +w—2+/(TWhtmax +w — 2)2 — 4(1 — w))

para wi (1) < w < 2.

(2.17)
Ademds, los pardmetros 6ptimos wept Y Topt vienen dados por
w ;= 4\//"min“méx
op (\/Mrriin+\//ﬁn\é,x)2 (218)

T = —a
OPE ™ min o

y por tanto,el factor de convergencia optimo para el método GSOR es

V/Hmax — y/Hmin

VPméx + y/fmin

Demostracion. Para simplificar la prueba vamos a distinguir tres casos en

funcién del pardmetro 7.
Caso (a): 7 <
Caso (b): 7 2 e
Caso (c): H— <T<

P(H(Wc)pta Topt)) =

Hmax

:u‘mln

Caso (a): 7 < —— # . Como Tumsx < 1, entonces para todo p autovalor de
J se tiene Tu < 1. Ademas,

w_(7) Sws (1) <1 <wp(r) < 2.

Recordemos que para A , autovalor de H(w,7) o bien |A| = |1 — w| o bien
4
fi(w,T,u) para (1+7;”)22< w < 175
A=< folw,7,u) paraw > 1+w
g(w) para w < W

Consideremos fijos w, 7 > 0, entonces por la monotonia estudiada para
las funciones f;(w, T, p),7 = 1,2,3 con respecto a p se tiene que

max,, § fi(w, 7, u)|ﬁ <w < ﬁ} = fi(w, T, fmin)
maX/A fQ(W T, ,u)|w > 1+7’,u = f2(w77-7 Nmax)
miix, { fo(w, 7, plw < 2 b — g(w

Ademds, sabemos que el punto de interseccién de fi(w, T, fimm) con
fo(w, T, imax) €s wo(7). El punto de interseccién de fi(w, T, imm) ¥ de g(w)
es w_ (7).
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Entonces, por la monotonia estudiada de las funciones f;(w,7,u),i =
1,2, 3 con respecto a w se tiene que

g(w) para 0 < w < w_(7)
,O(H(W, T)) = fl (wa 7, Mml’n) para Wf(T) <w< WO(T)
fo(w, T, pmax) para wo(7) < w < 2.

Por tanto, para cualquier 7 fijo
argmin,, p(H(w, 7)) = w_(7)

Como p(H(w—(1),7)) = /1 —w_(7), el valor de 7 para el cual se minimiza
p(H(w—(1),7)) es aquel que maximiza w_ (7).
En conclusion, para este caso, los pardmetros éptimos son

o _ L 0 Aminftmix

= y =
Opt Hméx Opt (le’n + ,LLInéX)2
y el factor de convergencia 6ptimo asociado es

(1) (1) _ Hmix — Hmin
p(H(wV, 70 )y = Hméx ~ Hmin
( ( opt Opt)) Hméx + Hmin

Caso (b): 7 > 1.

Hmin
Como Tpumin > 1, entonces para todo p autovalor de J se tiene 7u > 1.
Recordemos que para A , autovalor de H(w, ) o bien |A\| = |1 — w| o bien
4
A = fo(w, 7, 1) paraw > ﬁ
= 4
g(w) para w < ﬁ

Consideremos fijos w, 7 > 0, entonces por la monotonia estudiada para
las funciones f;(w, T, p),7 = 2,3 con respecto a u se tiene que

méXM fg(W,T,ILL)’w > (117-#)2 - f2(w77—7 /*Lméx)
. 4
maXH f3(w> T, :u)|w S ﬁ = g(w)

Ademas, sabemos que el punto de interseccién de fo(w, T, pimax) ¥ de g(w)
es w4 (7).

Entonces, por la monotonia estudiada de las funciones f;(w, 7, u),i = 2,3
con respecto a w se tiene que

g(w) para 0 < w < w4 (1)
fow, 7, pimax)  para w (1) <w < 2.

ottt = {
Por tanto, para cualquier 7 fijo
argming,p(H(w, 7)) = ws (7)
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Como p(H(w4(7),7)) = /1 —wy(7), el valor de 7 tal que p(H(w(7),7))
es minimo es aquel que maximiza w4 (7).
En conclusién, para este caso, los pardametros 6éptimos son

Lo L@ i
Opt Hmin Opt (Mml’n + Nméx)2

y el factor de convergencia 6ptimo asociado es

ix — Hmin
H(w?®, 72 )y = Hméx — Hmin
p(H( opt Opt)) Uméx + Mmin

Caso(c):%<7< L

méax Hmin

1 . Para este valor ocurre

Llamemos 7 = m
T
w_ (7/:) — (,U+ (7/:) — U)O (7/:) — ,umm;umax 5
(\/ Hmin + V Mméx)
Distinguimos de nuevo dos casos en funcién del valor de 7, segin sea

Te(# ?}076[? 1 )

Pmax’ ? Hmin

Para el caso en que 7 € ﬁ, 7|, se tiene:
w_ (1) w4 (1) <1 < wp(r).

Sea a un entero positivo para el que

1 ~
ua—méx{u|u<y <T§T}.
T max
Consideremos fijos w, 7, entonces por la monotonia estudiada para las
funciones f;(w,Tu),i =1,2,3 con respecto a u se tiene que

. Atp 2
MaXy,m<plpa fl (wa T, M)‘ (1+7u)? <w < 1+TH}

méx#mmfuﬁﬂa fQ(vaa :u)|w > 1+27'N} f2 W, T, :uC!)

g(w

fl (wa T, Mml’n)
(

¢ 4
maX#mingﬂgﬂa fg(w’T7 lu’)|w S ﬁ}

Ademds, sabemos que el punto de interseccién de fi(w, T, fimim) y de
fo(w, T, 1a) €s Wo(T) = m y la interseccién de f1(w, T, fimm) v de

g(w) es w_(7).
Por otro lado, por la monotonia de f;(w, 7, u),7 = 1,2,3 con respecto a

w se tiene que

g(w) para 0 < w < w_(7)

méx{\)\] ’:U'ml'n Sp< ,Uu} = fl(waTa Mmin) para w—(T) Sw< a0(7_)
fo(w, T, ne)  para (1) < w < 2.
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De forma similar, sea 5 un entero positivo tal que

1 ~
ug——min{u|u>y <7’§7‘}.
7_

méx
Consideremos fijos w, T, entonces por la monotonia estudiada para las
funciones f;(w, T, p),7 = 2,3 con respecto a p se tiene que

. 4
maxﬂﬁgﬂgﬂméx {f2 (wa T, ,LL)|(/J > ﬁ} = f2 (wa T, }uméx)

. 4
X < { Fo(0 T < i} = g()

Ademas, sabemos que el punto de interseccién de fo(w, 7, pimax) v de g(w)

es wy (7).
Por otro lado, por la monotonia de f;(w, 7, 1), = 2,3 con respecto a w
se tiene que

g(w) para 0 < w < wy(T)

< < < . =
max {[Al | pp < 1 < pmsxc} { fo(w, T, fimax)  para wy (1) <w < 2.

Como w_(7) < wy(7) < 1 < wp(r) < wWo(1), por la monotonia de
fa(w, T, 1) respecto a w, se tiene que

f2(w7 T, ,Ufméx) Z f2(w7 T, ,U’Oé)

Ademas, como fi(w, T, timin) ¥ fo(w, T, tmax) intersecan en wp(7), tene-
mos

g(w) para 0 < w < w_(7)
p(H(w, 7)) =13 f1(w, T, mim) para w_(7) < w < wo(7)
fo(w, T, pmax) para wo(7T) < w < 2.

Por tanto, para cualquier 7 € <urii’ 7’:} fijo
argmin,p(H(w, 7)) = w_(7)
Como p(H(w_(7),7)) = /1 —w_(7), el valor de 7 tal que p(H(w+(7),7))

es minimo es aquel que maximiza w_ (7).
En conclusion, para este caso, los parametros éptimos son

3 _ ~ 1 3) ~ 4\/ Hmin bméx
Topt =1 = —F—— ywot—w_(T)— 5
P V Hminbméx p (\/ Hmin + AV Mméx)

y el factor de convergencia 6ptimo asociado es

v/ Hméx + v/ Hmin

opt’ "opt
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Para el caso en que 7 € {? ), se tiene:

1
? Hmin
wo(7) < wi (1) <w_(7).

Sea a un entero positivo para el que

1 1
,ua:méx{,u\,u<y7'§7'< }
T Mmin

Consideremos fijos w, T, entonces por la monotonia estudiada para las
funciones f;(w, T, 1),i =1,2,3 con respecto a u se tiene que

. 4
maxy <pu<pa fl(wa T, M)‘ﬁ <w< 1+27—“} = fl(w7 T, Hmin)
MAXy, o <p<pia Ja(w, 7, p)jw > ﬁ} = fo(w, T, pa)

. 4
MAXy,,, 0, <p<pa | f3(W, T, p)|w < ﬁ} = g(w

Ademads, sabemos que el punto de interseccién de fi(w, T, pmm) y de

fo(w, T, pa) es @o(T) = m y la interseccién de f1(w, T, pimm) v de

g(w) es w_(7) y de las funciones fa(w, T, o) y de g(w) es Wi (1) = AT pe

(I+7pa)2"
Por otro lado, por la monotonia de f;(w, 7, u),i = 1,2,3 con respecto a

w se tiene que

g(w) para 0 < w < w_(T)
maAX {|A|[ pmin < 90 < pa} = § 1@, T i) - para w(7) < w < Wo(7)
fo(w, T, 1) para @o(T) <w < 2.

De forma similar, sea § un entero positivo tal que

1 1
Mgszn{u\u>yT§T< }
T Hmin

Consideremos fijos w, 7, entonces por la monotonia estudiada para las
funciones f;(w, 7, p),7 = 2,3 con respecto a p se tiene que

. 4
maXHBS#SHméx {fQ(wv T, u)|w > ﬁ} = f2(w7 T, Mméx)

, 4
WX <y { S50 T )0 € (1 | = g(w)
Ademés, sabemos que el punto de interseccién de la intersecciéon de
fo(w, T, tmax) v de g(w) es w (7).
Por otro lado, por la monotonia de f;(w, 7, u),i = 2,3 con respecto a w
se tiene que
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g(w) para 0 < w < w4 (1)

7 < < . =
mi A s <1 S st = { 50 T DS S0

Como wy(7) < wi(1) < w_(7) < 1 < Wy(r), por la monotonia de
fa(w, T, 1) respecto a w, se tiene que

fa(w, T, pmax) > fo(w, T, tia)-

Ademas, como fi(w, T, timin) ¥ fo(w, T, tmax) intersecan en wp(7), tene-
mos

_ g(w) para 0 < w < w4 (7)
p(%((&% T)) - { f2(w77-7 ,Ufméx) para W+(T) <w < 2.

Por tanto, para cualquier 7 € [? #) fijo

? Kmin

argmin, p(H(w, 7)) = w4 (7)

Como p(H(w4(1),7)) = v/1 —wi(7), el valor de 7 tal que p(H(w+ (1), 7))
es minimo es aquel que maximiza wy (7).
En conclusion, para este caso, los parametros éptimos son

7_(4) — 1 y w(4) —w (7/:) _ 4Mminﬂméx
Opt V Hminméx Opt * (\/ Hmin + V Mméx)Q

y el factor de convergencia éptimo asociado es

OPY PV i + /Hmin

De los tres casos (a), (b), (¢) podemos deducir que los pardmetros 6pti-
mos son

Tont = 1 Y Wopt = 4Mm1'n,umé,x
op V/ Hmin méax op (\/ Hmin + +/ /Lméx)z
y el factor de convergencia 6ptimo asociado para el método GSOR es

M ’ J— M .
p(H(wopts Topt)) = ~ e ——.
vV Hméx + v/ Mmin
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Capitulo 3

Métodos HSS para sistemas
generales y sistemas aumentados

3.1. Introduccion

Consideremos el sistema

A BH u\ _(f
(2 %) (5)-(5)
donde A € C"™*", B e C™", C e C™™ feC*,geC™ym<n.
Asumimos que A, B y C son matrices grandes y dispersas.

Un caso particular del anterior con especial interés es el correspondiente
a problemas de punto de silla, para el cual la matriz A es simétrica definidda
positiva, C' = 0, B tiene rango maximo, m y ker(A) Nker(B) = {0}. En este
caso el problema tiene solucién tnica.

Podemos considerar también problemas generalizados de punto de silla.
En este caso, la matriz A tiene una parte simétrica y semidefinida positiva,
H = $(A+ Af); el rango de B es m; ker(H) Nker(B) = {0}; C es simétrica
y semidefinida positiva.

De forma equivalente al sistema que estamos considerando, podemos

resolver el sistema
A BY U f
(5 e)0)-(%) 61

o Ax = b, donde llamamos A a la matriz del sistema (3.1), z = < Z ) y

b= < /
-9

El desarrollo de este tltimo capitulo estd fundamentado en los articulos
1]y [4] .

41



3.2. El método HSS para sistemas aumentados

Consideremos el sistema Ax = b que proviene de un problema de punto
de silla, donde

(4 ) = (3) - (4)

donde A € C™*™ es una matriz hermitica y semidefinida positiva, B € C™*™
tiene rango maximo (m <n), f €C"y g € C™.
Denotemos ahora, H = %(A—i—AH ), a la parte hermitica de A. Entonces,

A 0
W= ( 40 )
Denotemos también, S = %(A — AH) a la parte anti-hermitica de A.

Entonces,
0 BH
s=( 0 )

Consideremos las dos siguientes escisiones de la matriz A, donde o > 0
es un parametro e Z denota la matriz indentidad (n +m) x (n +m):

A=(H+aI)— (oI —S)

A=(S+aZ)—(aZ —H)

Observemos que tanto

_( A+al, O
H+O‘I_< 0 aIm>
como "
ol, B
S—i—aI-(_B aIm)

son matrices regulares. La iteracién hermitica/anti-hermitica (HSS) se ob-
tiene alternando las dos escisiones anteriores en la definicién de los iterantes.
Para un vector inicial (%) = (u(9), p(9)), 1a secuencia de vectores {z(™} para
el método HSS viene dada por:

(m+1/2) — — (m)
{ (H+al)x (aZ —8)z'"™ + b, (3.2)

(S + aZ)zmtY) = (aZ — H)x(m+1/2) 4 p,

La primera ecuacién se traduce en

A+al, 0 wmt/2) N (oI, —BY u(™) f
0 al, pm+1/2) | = B al, p(m) T —q
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Entonces,
{ (A + al,)um*1/2) = qu(m) — BHp(m) 4 f

3.3
pmH1/2) — plm) 4 1 (Bym) g (3.3)

Como la matriz (A + al,) es no singular, el sistema tiene solucién tnica que
podemos determinar. Ademas, la matriz es hermitica y definida positiva,
por lo que para determinar la solucién se puede emplear cualquiera de los
métodos para resolver sistemas con matriz hermitica y definida positiva,
como pueden ser la factorizacion de Cholesky o el método del gradiente
conjugado.

Para resolver la segunda parte de (3.2), nos encontramos con el siguiente
sistema

al, B u(m D) al,—A 0 w(m+1/2) f
(%5 o) G )= ("0 o) G )+())

es decir,

au(m—i—l) + BHp(m+1) — (aIn . A)u(m—l—l/Q + f (3 4)
_Bu(m+1) + Oép(m+1) — ap(m+1/2) —g :
Para resolver este sistema, denotemos
£ = (al, — Aumt2 4 f
y
g™ = apmt1/2) _ g
Entonces podemos reducir el sistema anterior eliminando u(™*1) obteniendo

(BB + o21,)p™ ) = Bf™) 4 qg(m)
y después, despejando de la primera ecuacién tenemos que

m+1) _

ul (fm) — BHp(m+1)y,

1
o

Sin embargo, observemos que el método HSS se puede usar como preacon-
dicionamiento, sin necesidad de resolver los sistemas (3.3) y (3.4) de forma
exacta. Se pueden resolver de forma inexacta (IHSS) para hacer este método
mas competitivo.

3.3. Convergencia del método HSS

Para analizar la convergencia del método HSS (3.2) podemos eliminar
el vector intermedio z("+1/2) de (3.2), para ello utlizamos el siguiente lema
que describe un criterio de convergencia para métodos con iteracién en dos
pasos.
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3.1 Lema. Sea A € C"*™. Consideremos dos escisiones para A, A = M;— N;
para i = 1,2, donde las matrices My y My son no singulares. Sea entonces
20 € C™ un vector inicial dado. Si la secuencia de iterantes {x(™} viene
descrita por:
M m41/2) — Nyglom) 1,
{ MQx(erl) — Ngaf(m+1/2) +b,

para m = 0,1,2,.... Entonces, se puede escribir
) = MIINyMTEN ™ 4 MY+ NoMTYb, m=0,1,2,...

Ademds, si el radio espectral de la matriz de iteracion My *NoM; Ny es
p(My*No M Ny) < 1, entonces la secuencia de iterantes {x(™} converge
a la solucion unica x* € C™ del sistema de ecuaciones lineales anterior para
todo vector inicial z(¥) € C™.

Tomemos entonces en el lema anterior, M1 = oZ + H, N1 = oZ — S,
MgzaI—i—SyNg:aI—H.
Asi, podemos escribir el método como

g mH) = Tt e (3.5)
donde la matriz de iteracion del método es

To = (S+aZ) (o —H)H +aZ) (o - S) (3.6)

c:=(S+al) T+ (o —H)(H+ aT) .

Por otro lado, este método HSS también puede escribirse en ”forma
corregida”:
x(m—&—l) — :E(m) 4 M;lr(m)’

donde la matriz de iteracién es M ! para

1

P A
Observemos que T, = Z — M_1A.

3.1 Teorema. Sea A € C™*" una matriz definida positiva y o una constante
positiva. Consideremos el método HSS para esta matriz, donde la matriz de
iteracion del método viene dada por

To = (S +aZ) HaZ —H)(H + o) HaZ - S),
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para S = (A — A") y H = (A + AM). Entonces, para el radio espectral
de esta matriz se tiene que

p(Ta) <o(a) <1, Va >0,

es decir, el método HSS converge a la solucion unica x* € C" del sistema
de ecuaciones lineales Ax = b, para

o — )\i
a+ A\

o(a) = max
XNENH)

donde \(H) es el espectro de la matriz H.

Demostracién. Observemos que las matrices (aZ + S)~1(aZ — H)(aT +
H) HaZ - 8S) y (o — H)(aZ + H) HaZ — S)(aZ + S)~! son matrices
semejantes. Por tanto, como el espectro de una matriz es invariante por
semejanza, se tiene que

(T +8) HaZ —H)(aZ+H) Y aZ - 3))
(T —H)(aZ+H) Y aZ - S)(aZ+S)™)
(aZ —H)(aZ+H)(aZ —8)(aZ +8)7 2
(aZ — H)(aZ +H) 2]l (aZ — S)(aZ + S) 12

Veamos que ||(aZ — S)(aZ + S)7 |2 = 1. Denotemos para ello Q(a) =
(aZ —8)(aZ+S8)~! y como sabemos que S es anti-hermitica, es decir SH =
—8, tenemos que

(aZ —S)(aZ +8) "M (aZ —S)(aZ+ 8)7!
(@ +8) M (aZ - S)H(aZ - S)(aZ +8)7!
( V(@D —(S)T}HaZ — S)(aZ +8)7!

Por tanto, [|Q(a)|l2 = 1. De aqui se deduce que

Oé—)\i
Oé—{—)\l

_ 1 — a4
p(Ta) < (o = H) (oL +H)" 2 = mix

Como A es definida positiva, también lo es H y, por tanto A; > 0 para todo
i=1,2,...,n. Ademés, o > 0, luego se deduce que p(7,) < o(a) < 1.
|
Como acabamos de ver, para el caso en que la matriz A es definida posi-
tiva, el método HSS es convergente para cualquier valor de a. Sin embargo,
para el caso de problemas generales de punto de silla, la matriz H es solo
semidefinida positiva y es, en general, singular. Por tanto, no es aplicable a
este caso el andlisis de convergencia anterior.
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3.2 Teorema. Para el problema (3.1) supongamos que la matriz A es una
matriz real y positiva, C' es una matriz simétrica y semidefinida positiva
y B tiene rango mdximo. Entonces, para la iteracion (3.5) se tiene que
p(Ta) < 1 para todo o > 0.

Demostracién. La matriz de iteracién del método, 7o := (S + o) HaZ -
H)(H + oZ)"H(aZ — S) es semejante a T := (o — H)(H + o) (oI —
S)(S + o)~ = RU, para

R = (o —H)(H+aZ)™?

U= (aI -8)(S+aT) "

Observemos que la matriz R es simétrica por serlo H y la matriz U es
ortogonal, es decir, su inversa coincide con su traspuesta. La matriz R es
ortogonalmete semejante a la matriz diagonal (n+m) x (n+m), D, es decir,
existe una matriz ortogonal P tal que R = PTDP, donde la matriz D viene
dada por

a—p
a+p1

a2

(D1 0
L0 Dy

para u; , ¢ =1,...n autovalores de H y v; , i = 1,...n son los autovalores
no negativos de C. D; es la matriz diagonal n x n cuyas entradas son los
autovalores de H y D> es la matriz diagonal m x m cuyas entradas son los
autovalores no negativos de C.

Observemos que 3;—/’2 <lparai=1,...,ny g7k <1 parai =
1,...,m. Como para R tenemos PTRP = D, entonces RU es ortogonal-

mente semejante a
PTRUP = (PTRP)(PTUP) = DQ

para Q@ = PTY/P. Ademis, por ser producto de matrices ortogonales es una
matriz ortogonal. Entonces, la matriz 7, es semejante a DQ, luego

p(Ta) = p(DQ) = p(QD).
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Veamos ahora que p(QD) < 1 para todo a > 0. Consideremos la parti-

cién de Q,
0-— < Q11 Q2 >
Q21 Q22 )

Entonces,

Q11D1 Qi12D- )
D= % : .
Q < Q21D1 Q22D>

Sea A € C un autovalor de QD y sea x € C*™™ un autovector asociado.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ||z|j2 = 1.

Si A = 0, entonces es obvio que |A| < 1, luego no hay nada que probar.

Supongamos entonces que A # 0. Como A es autovalor, tenemos QDx =
Az, luego por ser Q ortogonal se tiene que Dz = AQ'z. Luego

IDzl2 = N[|Q 2|2 = Al

Luego,

)\2_2) 2_n o — 2 3 n—+m Oz—l/iz _ 2_1
AP =Dl =3 (25 e S (228 < el =1
=1 i=n+1
(3.7)
Por tanto, |A| < 1. Veamos que, de hecho, esta desigualdad es estricta.
Para ello vamos a probar que existe, al menos, un ¢ (1 < ¢ < n) tal que

. . o 0
x; # 0. Si fuera x; = 0 para todo ¢ = 1,...,n, es decir, si fuera z = < K )7

entonces QDx = \x seria

0Dz — Q1101 Qi12D2 0\ _( Qga2Dz\_( 0
Q21D1 Q22D: z Q2.2D2% Az )

De forma que seria Q1 2D2% = 0.

Veamos ahora que Q12 tiene rango maximo. Recordemos que Q =

P 0
T _ 1,1

P*UP, con P = ( 0 Py
que diagonaliza (al, — H)(al, + H)™' y Pys € R™ es la matriz ortogonal
que diagonaliza (al,, — C)(aly, + C)~t. Recordemos ademds que la matriz
U viene dada por

>. Donde P;; € R" es la matriz ortogonal

al, — S —BT><aIn+S BT >—1

“:(az_‘S)(aI*S)l:( B al, "B aln

_ < Uip Uiz >
U1 Usp )
Operando,

Urp = — [(al, — S)(al, + S)™' + I,] B" [l + B(al, + S) "' B7] -
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Observemos que (al, — S)(al, +S)~! no puede tener a —1 como autovalor,
por tanto, (al, —S)(al, + )~ + 1, es no singular. Ademés, como B(al, +
S)~1BT es real y positiva, la matriz al,, + B(al, +S)~ !B’ es no singular.
También,
PLUL Py PLUL Py
_ PTZ/[P — 1,1%1, ) 1,1%1, ) )
< < P§2U2,1P1,1 P$2U2,2P2,2

Luego,

Q12 =P U12Ps
— P, [(al, — S)(al, + )" + I,) B [al, + B(al, + S)'B"] "' Py,

Esto implica que @12 tiene rango méaximo puesto que tanto Pf: | como
P, 5 son ortogonales y BT tiene rango méximo.

Recordemos que tenfamos que Q1,2D2% = 0 y como acabamos de probar
que Q12 tiene rango maximo, entonces ha de ser D22 = 0. Pero por otro
lado tenfamos que (J22D2% = A%, luego tendriamos que Az = 0 y como
habiamos asumido que A # 0, entonces deberia ser £ = 0, y por tanto,
x = 0. Sin embargo, esto contradice el hecho de que ||z|2 = 1, por tanto,
debe existir al menos un ¢ (1 < ¢ < n) tal que z; # 0. Entonces de (3.7)

Q—
ot
método es convergente.

y como

< 1 para 1 < i < n, se deduce que |A] < 1. Por tanto, el

3.4. Optimizacion del parametro para el método HSS

Usando el primer teorema de la seccion anterior y conociendo el maximo
autovalor y el minimo autovalor de la matriz H podemos obtener el valor de
« que optimiza o(«).

3.1 Proposicion. Sea A € C™™ ™ una matriz definida positiva y sean Ymin
Y Ymax (0s autovalores minimos y mdximos, respectivamente, de la matriz
H = %(A + AH) y sea o una constante positiva. Entonces,

a— A
a—+ A

o = arg min max
« Ymin SAS’Yméx

‘ } = v/ YminYméax

O’(Oz*) _ vV Yméx — 4/ min _V H(H) -1
v/ Yméx + v/ Ymin \/ :‘Q(,H) +1

donde k(H) es el nuimero de condicion espectral de H.

Demostracion. En este caso,

a—A
a—+ A - max

& — Ymin

o+ “Ymin

O — Ymiéx

o+ Ymax

o) =  méx
Ymin SASVméx

Y

b
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Para obtener una aproximacién al factor a que optimice p(7,), podemos
minimizar la cota superior que tenemos para p(7,), es decir, minimizamos
o(a). Sea a* ese valor que minimiza o(«). Entonces, o* debe satisfacer,
a*_’ymin >07 Oé*_’)/méx<0y

* *
A" — Ymin _ Tmix — &

a* + “Ymin Yméx + ar .

Operando,

*

(Oé - ’Ymin)(’)/méx + 04*) = (’Yméx - O[*)(Oé* + ’Vrnl'n)
Oé*f}/méx + (Ot*)2 — YminYmix — a*r)/ml'n = a*’)/méx + YmaxYmin — (Oé*)2 - O5>’<7rr11’n
2(04*)2 = 2’7méx7m1’n

ot = v Yméx Ymin

Entonces,
. T Vot - —_ -
O-(OZ) _ \/m Ymin — \/’m Ymin — \/’m(m \/’m)
VImaTmin T min — Apraymety /A2 VImin (VIméxty/Tmin)
— Vméx—vVmin
- vV 7méx+\/7min.

|
Noétese que este corolario nos da el valor 6ptimo o* que minimiza la cota
superior del radio espectral de la matriz de iteracién, pero no minimiza el
radio espectral en si.
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