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Introduccion.

Este trabajo tiene como objeto introducir las nociones y propiedades bési-
cas de geometria tropical, en especial la de tropicalizacion, asi como presentar
aplicaciones précticas y algunas demostraciones de resultados. Se apoya en
el libro “Introduction to tropical geometry”[1] , en particular en los primeros
capitulos de motivacion para el campo que en la actualidad es muy amplio
y tiene gran cantidad de aplicaciones practicas y tedricas. El trabajo pre-
tende mostrar al lector una seleccién de técnicas y resultados, que permitan
posteriormente interesarse por otros mas especializados y avanzados.

La geometria tropical es un area emergente de las matemaéticas, que se
origin6 en 2002. Se basa en el trabajo de Bergman en andlisis complejo sobre
conjuntos logaritmicos. En concreto, las variedades tropicales se originaron
como limites de imégenes de aplicaciones logaritmicas (tales imagenes se
denominan amebas). El término tropical viene de la informética, y no se debe
a razones cientificas sino al trabajo de una escuela brasilena de computacion
cuando se inicio su estudio.

La aritmética tropical consiste en los niimeros reales junto a infinito con
la suma y producto dadas respectivamente por el minimo y ‘suma’ usuales.
Con estas operaciones se define el semianillo tropical, que juega un papel
similar al de un cuerpo en la geometria ordinaria. Las operaciones clasicas
de minimo y suma son apropiadas (més que la suma y el producto usuales)
para expresar aritméticamente muchos algoritmos cuyo objeto sea la optimi-
zacion, en concreto los algoritmos de programacion dinamica. En particular,
el calculo matricial y el calculo polindémico son posibles en geometria tropical.
En el primer capitulo se describen el calculo aritmético tropical y tres apli-
caciones significativas a la optimizacion: la distancia minima entre puntos de
un grafo cuyas aristas tienen asignadas distancias, la solucién del problema
de programacion lineal entera, y la solucién del problema de asignacién de
ocupaciones.

En el segundo capitulo, se trata el problema de la tropicalizacién de va-
riedades algebraicas. Los ceros de los polinomios definen una variedad alge-
braica, pero los polinomios tienen también una funcién tropical asociada que
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se denomina su tropicalizacién. Los puntos de la variedad tropical asociada
no son los ceros de la funcion polinémica tropicalizada sino los puntos en
los que ésta (que es lineal a trozos) no es diferenciable. Las variedades tropi-
cales se estudian habitualmente a través de sus graficas y su combinatoria.
Se estudia la geometria de las curvas planas tropicales, cuyos resultados son
centrales y clasicos en geometria tropical. En particular se enuncian el teore-
ma de Bézout tropical y los nimeros de Gromov-Witten tanto en geometria
clasica como tropical, cuyos valores coinciden y cuyo calculo tropical es facti-
ble. También se describe cémo, usando geometria tropical, se puede obtener
la ecuacion implicita de una curva algebraica plana unirracional a partir de
una de sus parametrizaciones polinémicas.

El tercer capitulo, estudia el concepto de valoracién y el papel de los
cuerpos provistos de una valoraciéon en algebra conmutativa. Se demuestra,
en particular, que el cuerpo de las series de Puiseux (en un sentido amplio)
es algebraicamente cerrado. La relaciéon clasica ente la geometria algebraica y
el algebra conmutativa permite estudiar las variedades por medio de ideales
de polinomios. El andlogo de esta relaciéon en geometria tropical, estudia
las variedades tropicales a través de ideales de polinomios con coeficientes
en un cuerpo provisto de una valoracién, el particular del cuerpo de series
de Puiseux. Las bases de Grobner en este escenario valuado, de las que se
prueba su existencia, son las que dan lugar a las ecuaciones de la variedad
tropicalizadas. Ademas, se muestran aplicaciones a la geometria algebraica
clasica como la posibilidad de nuevos métodos de calculo de funciones de
Hilbert de ideales homogéneos.



Capitulo 1

Aritmética tropical.

En este capitulo estudiamos las nociones bésicas de aritmética tropical y
algunas aplicaciones dirigidas a la optimizacién.

1.1. El semianillo tropical.

Nuestro objeto de estudio es el semianillo tropical (RU{oc}, ®,®). Este
es el conjunto de los niimeros reales R junto con el punto del infinito, oo, equi-
pado con las operaciones suma y producto tropicales, definidas del siguiente
modo:

r @y = min(z,y), Ty :=x+y.

donde para todo x € R
TrPoo=uzu, T 00 = 0oQ.

Del mismo modo que en la aritmética habitual, el producto ® tiene pre-
cedencia cuando ambas operaciones aparecen juntas en la misma expresion.
Muchos de los axiomas de la aritmética habitual siguen siendo validos en
la aritmética tropical. Por ejemplo, tanto la suma como el producto tropicales
son conmutativos.
r @y =min(z,y) = min(y,z) =y & .
rOyYy=r+ty=y+r=yOux.

También tenemos que ambas operaciones son asociativas, y que el pro-
ducto es distributivo respecto de la suma.

(z@y)@2z=2® (y®2), (z0Y)02z=20 (YO 2).

rO(y®z)=cr+mn(y,z) =min(z+y,z+2)=(r0y)d (z0O 2).

7



8 CAPITULO 1. ARITMETICA TROPICAL.

Ambas operaciones tienen un elemento neutro. oo es el elemento neutro
de la suma, y 0 lo es del producto

Tdoo=uc, r®0=umz.

Una de las ventajas de la aritmética tropical es lo sencillo que es operar.
Veamos esto con una tabla de sumar y otra de multiplicar.

© 1 2 3 45 678 ®© 1 2 3 4 5 6 7 8
1 11111111 1 2 3 4 5 6 7 8 9
212 2 2 2 2 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
31233333 3 34 5 6 7 8 9 10 11
4 1 2 3 4 4 4 4 4 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 1 2 3 45 5 5 5 5 6 7 8 9 10 11 12 13
6 1 2 3 45 6 6 6 6 7 8 9 10 11 12 13 14
7T 12 3 456 77 7 8 9 10 11 12 13 14 15
8 1 2 3 45 6 7 8 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Una caracteristica fundamental de la aritmética tropical es la carencia de
resta. No existe ningin nimero real x que podamos definir como ”8 menos 2”7,
dado que la ecuacién 2@z = 8 no tiene solucién. La division tropical se define
como la resta clasica, con lo cual la division tropical resulta sencilla incluso
para numeros grandes. Tenemos entonces que (RU{oo}, @, ®) satisface todas
las condiciones de un anillo a excepcion de la existencia de elemento inverso
para la suma. Tales estructuras se conocen como semianillos, de ahi el nombre
de semianillo tropical.

Es importante recordar que “0” es el elemento neutro para el producto.
De este modo, el tridngulo de Pascal tiene este aspecto:

Las filas del triangulo de Pascal se corresponden con los coeficientes que
aparecen en el teorema del binomio. Por ejemplo, la cuarta fila del triangulo
representa la igualdad:

(roy)=00s'c00r ' ooorsy* 0oy @00yt

Por supuesto, podemos quitar los ceros en la identidad:
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@yt =2t @3y @ 22? @ aly® oyt

Notese que la siguiente igualdad se cumple en la aritmética clasica para
todo z,y € R:

n-min{z,y} = min{nz,(n — Dz +vy,...,x+ (n — 1)y, ny} = min{nz, ny}.

Por tanto, de las dos igualdades anteriores deducimos que la siguiente
igualdad se cumple para toda potencia en la geometria tropical.

(z@y)" =2"®y"

Las operaciones de sumar y multiplicar vectores y matrices tienen sentido
en el semianillo tropical. Por ejemplo, el producto escalar tropical en R? de
un vector fila con un vector columna es el siguiente:

(U1, U2, u3) © (01,712,?13)T =uU OV Dus © vy Dus® s

= min{u; + vy, uz + vo, ug + v3}.
Mientras que el producto de un vector columna y un vector fila es:

(ula U2, u3)T © (U17 V2, /03) =

U ©Ovr U ©vy u; O3 U +v1 UL+ v2 up+vs
=|Us OV Uy OV U © U3 = Ug + V1 Uz + Vg Uy + Vs
U3 © U U3 O U2 uz©Us Uz +v1 U3z + vy U3z + U3

Cualquier matriz que se pueda expresar mediante producto tropical de dos
vectores tiene rango tropical uno.

Sean x1,xs,...,T, variables que representan elementos en el semianillo
tropical (R, ®,®). Un monomio es cualquier producto de estas variables,
donde la repeticién estd permitida. Habitualmente escribiremos los monomios
con la notacion usual, y por conmutatividad podemos reordenar las variables:

2.3 2
T2 OT1 OrOr30xLOx2Or O Ty = T]THT3TY.

Un monomio representa una funcion de R en R. Cuando evaluamos dicha
funcién en aritmética clasica, lo que obtenemos es una funcion lineal.

Tirsrsx; = 221 + 339 + T3 + 274,
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Observacién. Toda funcién lineal con coeficientes enteros surge de este
modo, luego los monomios tropicales son las funciones lineales con coeficientes
enteros.

Un polinomio tropical es una combinacion lineal finita de monomios tro-
picales.

p(xlu Lo, .. 7xn) =
= a ® xlllll,1212 .. x’;bln s a9 ® 552121171222 .. ‘I’:?n DB A, ® mllmll,;m2 .. x’;Lmn
En esta expresion los coeficientes a; son niimeros reales y los exponentes
15 son enteros. Todo polinomio tropical da lugar a una funcién R"” — R que
se denota por trop(f). Cuando evaluamos el polinomio en aritmética clasica,
obtenemos el minimo de una coleccién finita de funciones lineales:

p(fﬂl, T2,. .. ,ﬂﬁn) = m1n{a1 + 21171 + 2122 + ... F 10Ty,
a9 + i21$1 + Z’QQI‘Q + ...+ iznxn,
9

U+ G 1 1 + GmaTo + oo F G
Dicha funcién p : R — R cumple tres propiedades importantes:
e D es continua.
e p es lineal a trozos, con un nimero finito de trozos.
e p es concava, es decir, p(22) > 1(p(z) + p(y)), Vz,y € R™

Es facil ver que las dos primeras se cumplen, pues p es el minimo de
un conjunto finito de funciones lineales continuas. Para probar la tercera,
tomemos x,y € R". Llamemos ¢ al indice del monomio en el cual p(x + y)
alcanza el minimo (o al indice de uno cualquiera de ellos en el caso de que
el minimo se alcance en més de uno). Llamemos j y k a los indices de los
monomios donde p(x) y p(y) alcanzan el minimo respectivamente. Entonces
tenemos que p(“5%) = (40L+40%) > La;027+a;03%) = L(p(x)+p(y)).

Toda funcion que cumpla estas tres propiedades puede ser representa-
da como el minimo de un conjunto finito de funciones lineales, con lo cual
podemos concluir:

Proposiciéon 1.1.1 Los polinomios tropicales en n variables x1, s, ..., %,
son precisamente las funciones concavas lineales a trozos en R™ con coefi-
cientes enteros.
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Como ejemplo de polinomio tropical, consideremos el polinomio cuartico ge-
neral en una variable z:

pr)=a0r' @b ®cor?®dorPe.

Para representar esta funcién, dibujamos cinco lineas en el plano (z,y): y =
dr +a, 3x +b, 2x 4 ¢, x +d y la linea horizontal y = e. El valor de p(x) es el
menor valor y tal que el punto (z,y) se encuentre en una de las cinco lineas.
El grafo de la funcion es la envolvente inferior de dichas lineas.

Siguiendo estos pasos obtendremos una grafica similar a esta, donde las
cinco lineas estan representadas en azul, y en negro tenemos su envolvente

| 1)/

b-a ¢b d-c e-d

Figura 1.1: Grafo de un polinomio cuartico tropical.

Las cinco lineas contribuyen si se cumple que
b—a<c—-b<d—c<e—d.

Estos cuatro valores de x son los puntos donde p(z) no es lineal, y el polinomio
tiene la siguiente factorizacién en factores lineales:

pr)=a0(x®db—0a)0x®d(c=0)0(xd(d—10c)O(xd(e—d).

Proposicion 1.1.2 Todo polinomio tropical puede expresarse de forma uni-
ca como producto tropical de funciones tropicales lineales, es decir, el Teore-
ma Fundamental del Algebra se cumple en el semianillo tropical.
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Debemos resaltar en este enunciado la palabra “funcion”. Distintos polino-
mios tropicales pueden representar la misma funcién p : R® — R. Lo que
afirmamos es que todo polinomio puede reemplazarse por uno equivalente
que representa la misma funcion, y que puede ser factorizado en factores li-
neales. Por ejemplo, el polinomio p(x) = 2*> ® 37 © 22 ® 12 © = & 3 factoriza
como:

Pe3ore120r03=2"03= (201>

La factorizacién unica de polinomios solo se cumple en una variable. Un
ejemplo sencillo de polinomio en dos variables con dos factorizaciones en
irreducibles es el siguiente:

(z®0)0(yd0)O(zoy®d0) =
=(rz0ydrd0)0(r0ydy®0).

1.2. Programacion dinamica

Para ver por qué la aritmética tropical puede ser 1til en computacién,
consideremos el problema de encontrar caminos méas cortos en un grafo diri-
gido ponderado. Fijemos un grafo G con n nodos, que llamamos 1,2,... n.
Cada arista dirigida (i,7) en G tiene asociada una distancia d;;, que es un
nimero real no negativo. Si (7, j) no es una arista en G entonces d,;; = +00.

Representamos el grafo dirigido ponderado G mediante su matriz de dis-
tancias D¢ = (d;;), donde los d;; son los anteriormente definidos para i # j,
y di; = 0 para ¢ = j. La matriz Dg no es necesariamente simétrica, puede
suceder que d;; # dj;; para algin j,¢. En el caso de que G sea un grafo no
dirigido, representamos G' como un grafo dirigido con dos aristas dirigidas
(1,7) v (4,4) para cada arista no dirigida {i,j}. En este caso la matriz Dg
si serfa simétrica, y podemos pensar en d;; = dj;; como la distancia entre los
nodos 7 y j.

Consideremos la matriz n x n con datos en R>o U {co} que se obtiene al
multiplicar tropicalmente D¢ por si misma n — 1 veces:

D" '=De®Dg® - ® Dg.

Proposicién 1.2.1 Sea G un grafo dirigido ponderado con n nodos con ma-
triz de distancias D¢g. El elemento de la matriz Dg”_l en la fila i y columna
7 equivale a la longitud del camino mas corto del nodo i al nodo j en G.

Demostracién. Llamemos dg) a la minima longitud de cualquier camino

del nodo ¢ al nodo j que use a lo sumo r aristas en G. Tenemos que dz(jl-) = dj;



1.2. PROGRAMACION DINAMICA 13

para cualesquiera dos nodos %,j. Dado que asumimos que los d;; son no
negativos, el camino mas corto del nodo ¢ al nodo j pasard por cada nodo
como maximo una vez. En particular, cualquier camino més corto en el grafo
G usa a lo sumo n — 1 aristas dirigidas. Luego la longitud del camino mas
corto de i a j serd dg“l).

Para r > 2 tenemos una férmula recursiva para la longitud del camino
mas corto:

dy) = min{dy, " +dy; k=12, n}

Usando aritmética tropical, podemos reescribir tal formula como:

dj = @d%’” Odiy = (dyy D, dy ™V, dl V) © (dyda, - dg)”
k=1

De aqui, mediante induccién sobre r, obtenemos que dz(;) coincide con la
entrada en la fila ¢ y columna j de la matriz DS’ Ciertamente, el lado
derecho de la igualdad se corresponde con el producto de la fila 7 de Dgr_l y
la columna j de Dg, que es la entrada (4, j) de la matriz Dg". En particular,
dl(-;fl) coincide con la entrada en la fila ¢ y columna j de Dgn_l, lo cual
prueba el resultado. Veamos un ejemplo de esto tltimo.

Ejemplo 1.2.1 Sea G el grafo dirigido ponderado con n = 4 nodos con
matriz de distancias
0 2 41
1 0 6 4
Do=11 701
3510

Las primera y segunda potencias tropicales son

02 21 02 2 1
105 2 10 3 2
®2 __ ®3 __
D& =113 0 1 y De=1713 01
2510 2410

Los elementos de Dgg son las longitudes de los caminos més cortos en G.

Otro ejemplo de cémo la aritmética tropical se puede aplicar a la re-
solucion de algoritmos en matematica discreta estd enmarcado dentro de
la programaciéon lineal entera. El problema de la programacién lineal en-
tera puede ser enunciado como sigue. Sea A = (a;;) una matriz d x n de
enteros no negativos, sea w = (wy, ws,...,w,) € R™ un vector fila y sea
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b = (by,by,...,b,) € N” un vector columna. El objetivo es encontrar un
vector columna u = (uy, us, ..., u,) € N” que sea solucién del siguiente pro-
blema:

Minimizar w - u sujeto a u € N* y Au = b. (1.1)

Asumamos que todas las columnas de la matriz A suman el mismo niimero
ayque by +by+...+0b, = ma. Esto es conveniente pues garantiza que todas
las soluciones factibles u € N” satisfagan que u; + us + ... + u, = m.

Veamos cémo podemos resolver el problema de programacién lineal entera
usando aritmética tropical. Sean x,xs,...,x, variables y consideremos la
expresion:

w1®x61111@xgal®...®x3d1@__.@anxiLln®$(212n®__.®$;dn.

Proposicién 1.2.2 El valor éptimo del problema (1.1) es el coeficiente del
monomio xlf,xgz, .., 2% en la m-ésima potencia del polinomio anterior.
Ejemplo 1.2.2. Sean d = 2, n = 5, y consideremos el siguiente problema
de programacién lineal

31416 11
(3 5 9 5 0), b—(7) Y w—(2,7,1,8,3).

En este caso tenemos o = 6 y m = 3. La matriz A y el vector w se codi-
fican mediante un polinomio tropical como el de la proposicién del siguiente
modo:

p(x1,72) = 22303 © T2 @ lrjzl © 8wjal @ 328,

La tercera potencia de dicho polinomio, evaluada tropicalmente, es igual a

pOPOpP= 93:%8 &) 7x%6:c§ &) 8xi5x§ &) 53:%43:‘21 &) 63:13:1:3 @ 3:6%2:(:2 @ 4xi1xg

®50°75 @ 6aYz) @ 9zizy” © 1afey @ 15af7y’ @ 16272y” © 21aizy’.

El coeficiente de 212 en pOpGp es 4, luego 4 serd el valor 6ptimo de nues-
tro problema. Una solucién éptima de dicho problema es u = (1, 0,2,0, O)T :

Nuestro 1ltimo ejemplo concierne la nocion del determinante de una ma-
triz X = (z;;) n X n. Dado que no existe resta en la geometria tropical, el
determinante tropical es lo mismo que el permanente tropical, es decir, la
suma de todos los productos diagonales obtenidos tomando las n! permuta-
ciones 7 de {1,2,...,n}:

tropdet(X) := @ Zir(1) © Tar@) @+ O Tpa(n) (1.2)

WESn



1.2. PROGRAMACION DINAMICA 15

donde S, es el grupo simétrico de permutaciones de {1,2,...,n}. Evaluar
el permanente tropical significa resolver el problema de asignacion de opti-
mizacién combinatoria. Imaginemos una empresa que tiene n trabajadores y
n puestos de trabajo y cada puesto debe ser asignado a uno de los trabajado-
res. Llamemos x;; al coste de asignarle el puesto ¢ al trabajador j. El minimo
coste optimo total es:

irél:qn{xlﬂu) + Tan(2) +  + Tn(n) }

Este nimero es precisamente el determinante tropical de la matriz Q) = (z;;).
Es decir, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.3 FEvaluar el determinante tropical resuelve el problema de
asignacion.

En el problema de asignacién buscamos la minima de n! cantidades. Esto
parece requerir un nimero exponencial de operaciones. Sin embargo, existe
un conocido algoritmo en tiempo polinémico para resolver este problema.
Fue desarrollado por Harold Kuhn en 1955, quien lo llamé Método hingaro
de Asignacion[2]. El ntimero total de operaciones es O(n?).

En aritmética clasica, la evaluacion de determinantes y la evaluacion de
permanentes pertenecen a distintas clases de complejidad. El determinante
de una matriz n x n puede calcularse en O(n?) pasos mediante eliminacién
Gaussiana, mientras que calcular el permanente de una matriz n X n es un
problema considerablemente mas dificil.

Los tres ejemplos presentados en esta seccion son algoritmos relevantes
de la programacion dindmica. La programacion dindmica es una aproxima-
cién a la optimizacién que simplifica un problema complicado dividiéndolo
en subproblemas més simples de manera recurrente. Como hemos podido
ver, varios algoritmos relevantes de la programacion dindmica admiten una
formulacién en términos de la aritmética tropical.
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Capitulo 2

Geometria tropical.

En este capitulo presentamos la nocion de variedad tropical, en particular
el caso de las curvas planas, y algunas aplicaciones de la geometria tropical,
tales como la busqueda de ecuaciones implicitas o el calculo de los invariantes
de Gromov-Witten.

2.1. Curvas planas

Una funcién polinémica tropical p : R” — R viene dada por el minimo
de un conjunto finito de funciones lineales. Definimos la hipersuperficie V (p)
como el conjunto de todos los puntos w € R™ donde el minimo se alcanza en
al menos dos de estas funciones. Equivalentemente, un punto w € R"™ esta en
V(p) siy solo si p no es diferenciable en w. Por ejemplo, tomemos n = 1y
sea p el polinomio cubico

pr)=a0’0bor?*®cordd
Si suponemos que b — 1 < ¢ — b < d — ¢, entonces tenemos que
V(p)={b—a,c—b,d—c}

Luego la hipersuperficie V' (p) es el conjunto de las “raices”del polinomio p(x).

Como ejemplo de polinomio tropical en varias variables podemos conside-
rar la funcién determinante p = tropdet definida por (1.2). Su hipersuperficie
V(p) consiste en todas las matrices n X n que son tropicalmente singulares.
Decimos que una matriz es tropicalmente singular cuando la solucién éptima
del problema de asignacion descrito en la secciéon anterior no es unica. Es
decir, de entre las n! maneras de repartir n trabajos entre n trabajadores,
existen al menos dos repartos que minimizan el coste total.

17
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En esta seccion estudiaremos la geometria de un polinomio en dos varia-

bles:

p(z,y) = @ ciy O’ Oy
)

La hipersuperficie tropical correspondiente V' (p) es una curva tropical plana.
La siguiente proposicion resume las propiedades de dicha curva.

Proposicién 2.1.1 La curva V(p) es un grafo finito representado en el plano
R2. Tiene aristas tanto acotadas como no acotadas, las pendientes de las aris-
tas son racionales, y el grafo satisface una condicion de equilibrio alrededor
de cada nodo.

Observacién. Este resultado es consecuencia del Teorema de Estructu-
ra para variedades tropicales. Equilibrio se refiere a la siguiente condicion
geométrica. Consideremos cualquier nodo (z,y) del grafo y supongamos que
es el origen (0,0). Entonces las aristas adyacentes a este nodo estdn conteni-
das en rectas con pendientes racionales. En cada uno de los rayos que emanan
del origen consideramos el primer vector no nulo de que una el origen con un
punto reticular de dicha semirrecta. Se entiende por punto reticular un pun-
to cuyas coordenadas son nimeros enteros. Llamamos a dicho vector vector
reticular primitivo. El equilibrio en (x,y) significa que una suma ponderada
de estos vectores es cero, donde los pesos (que definiremos més adelante) son
fijos para cada arista. Nuestro primer ejemplo es una recta en el plano. Esta
viene definida por un polinomio:

plr,y) =a@rdbOydc donde a, b, c € R.
La curva tropical V(p) consiste en todos los puntos (z,y) donde la funcién
p:R?* 5 R, (x,y) — min(a + x,b+y,c).

no es lineal. Consiste en tres semirrectas con origen en el punto (x,y) =
(¢ —a,c —b) y en direcciones norte, este y suroeste.
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y=c-b

(c-a,c-b) x=c-a

y-x=a-b

Figura 2.1: Recta definida por el polinomio p(z,y) =a ®z®bO y ® c.

Consideremos ahora un polinomio tropical general p en las variables z e
y, consideremos cualquier término v ® z° ® 4/ en p. En la aritmética cldsica
ésto representa la funcién lineal (z,y) — (y+ix+ jy). La funcién polindmica
tropical p : R? — R viene dada por el minimo de dichas funciones lineales. El
grafo de p es céncavo y lineal a trozos. La curva tropical V' (p) es el conjunto
de todos los puntos de R? en los cuales el grafo no es diferenciable.

Como ejemplo consideremos el polinomio cuadratico general

p(r,y) =a0 2 DbOrYy D cOY OdOyDed f O .

Supongamos que los coeficientes a, b, c,d, e, f € R satisfacen las siguientes
desigualdades:

2b<a+c2d<a+ f,2e<c+ f.

Entonces el grafo de p : R? — R es la envolvente inferior de seis planos en
R3. En la siguiente figura podemos observar el grafo de la funcién p(z,y).
En azul tenemos las intersecciones de los planos cuya envolvente inferior da
forma el grafo, que son los puntos donde la funcion no es lineal, y en cada una
de las caras de la “piramide” tenemos la ecuacién del plano. Bajo la piramide
tenemos la curva tropical cuadrética V(p) C R
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Figura 2.2: Gréfica de una curva tropical definida por un polinomio cuadrati-
co.

Dado p(x,y) un polinomio en dos variables, ya sea con la aritmética usual
o la clésica, definimos su poligono de Newton, Newt(p) como la envolvente
convexa en R? de los puntos (7,75) tales que z'y’ aparece en el desarrollo de
p(z,y).

Si p es un polinomio tropical entonces su curva V (p) es un grafo represen-
tado en el plano dual al grafo de una subdivisién de su poligono de Newton
Newt(p). Dicha subdivisién viene dictada por los coeficientes de p. Si se trata
de una subdivision en triangulos, decimos que es una triangulacion, y deci-
mos que es una triangulacion unimodal si cada celda es un triangulo de area
1/2.

Las rectas no acotadas de la curva tropical V' (p) son perpendiculares a las
aristas del poligono de Newton del polinomio p. Dado p(x,y) un polinomio
en dos variables, ya sea con la aritmética usual o la clasica, definimos su
poligono de Newton como la envolvente convexa en R? de los puntos (4, )
tales que x'y’ aparece en el desarrollo de p(x,vy).

Por ejemplo, si p es el polinomio cuadratico anterior, entonces Newt(p)
es el tridngulo con vértices (0,0),(0,2) y (2,0). En la siguiente figura vemos
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el poligono de Newton Newt(p) y la curva V(p), y podemos observar que la
curva V(p) es dual a una subdivisién de dicho tridngulo.

Figura 2.3: Una subdivisién del poligono de Newton de un polinomio
cuadratico y su correspondiente curva tropical.

Veamos algin ejemplo mas de esta dualidad, como el de un polinomio
bicuadratico, es decir, un polinomio de la forma

p(r,Y) =a0 P b0’ PcOy 0dOryPerd fOYDg.

Figura 2.4: Dos curvas bicuadraticas y sus correspondientes subdivisiones del
poligono de Newton.

Por 1ltimo, veamos el caso de un polinomio ctibico. Merece la pena resal-
tar que existe mas de una curva tropical dual a cada polinomio de Newton.
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Figura 2.5: Una subdivisién del poligono de Newton de un polinomio ctibico,
con dos curvas distintas duales a ella.

Si consideramos las curvas tropicales en del plano podemos observar que se
intersecan del mismo modo que las curvas algebraicas. En particular tenemos
que:

Figura 2.6: Dos rectas se cortan en un punto.
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Figura 2.7: Dos puntos definen una tnica recta que pase por ambos.

/

Figura 2.8: Una recta y una cuadrica se cortan en dos puntos.

/

/

Figura 2.9: Dos cuadricas se cortan en cuatro puntos.
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Figura 2.10: Cinco puntos en posicion general definen una tnica cuadrica que
pase por ellos.

Un resultado clasico de la geometria algebraica, el Teorema de Bézout, se
cumple también en geometria algebraica tropical. Para enunciar este teore-
ma, necesitamos definir los pesos que mencionamos tras la proposicién 2.1.1.
Dado cualquier punto (x,y) en el interior relativo de una arista, considera-
mos los monomios v ® z° ® 4’ en los cuales se alcanza el minimo. La suma de
dichos monomios es un polinomio en una variable. Entonces el peso que asig-
namos a dicha arista es igual al niimero de raices no nulas de dicho polinomio.
Llamamos a estos pesos multiplicidad de la arista. Ademas de estas multipli-
cidades, también asignamos un entero positivo a cualesquiera dos rectas con
pendientes racionales distintas en R2. Si sus vectores de direccién primitivos
son (uy,uz) € Z* y (v1,v9) € F? respectivamente, entonces llamamos multi-
plicidad de interseccion de las dos rectas en su tnico punto comiin al entero
positivo |uyvy — ugvy].

Centrémonos ahora en curvas tropicales cuyos poligonos de Newton son
los tridngulos con vértices (0,0),(0,d) y (d,0). Nos referiremos a dichas curvas
como curvas de grado d. Una curva de grado d tiene d semirrectas, posi-
blemente contando multiplicidades, perpendiculares a cada una de las tres
aristas de su poligono de Newton. Supongamos que C'y D son dos curvas
tropicales en R? que se intersecan transversalmente, es decir, cada punto
comun yace en el interior relativo de una unica arista en C'y también en D.
La multiplicidad de dicho punto es el producto de las multiplicidades de las
aristas multiplicado por la multiplicidad de interseccién |uvy — ugvy].
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Teorema 2.1.1 (de Bézout) Consideremos dos curvas tropicales C y D
de grado c y d respectivamente en R%. Si ambas curvas intersecan transver-
salmente, entonces el numero de puntos de interseccion, contados con las
multiplicidades que acabamos de definir, es igual a cd.

Del mismo modo que en la geometria clésica, es posible eliminar la con-
dicion “intersecan transversalmente” del enunciado del Teorema de Bézout.
De hecho, esta situacion es incluso mejor en geometria tropical debido a la
siguiente propiedad. Los puntos de interseccién dependen de manera conti-
nua de los coeficientes en los dos polinomios tropicales. Esta continuidad esta
bien definida en todo el espacio de coeficientes, incluso en los puntos en los
cuales los polinomios son especiales.

Expliquemos esto para la intersecciéon de dos curvas C'y D de grados
¢y d en R?. Supongamos que la interseccién no es transversal. Tomemos
cualesquiera dos curvas cercanas C. y D,, es decir, obtenidas al perturbar
ligeramente los coeficientes de los polinomios que las definen, tales que C, y
D, intersequen transversalmente en un ntmero finito de puntos. Entonces,
de acuerdo al teorema anterior, la interseccién C'. N D, es un conjunto con cd
puntos.

T

Figura 2.11: Interseccion estable de una curva bicuadratica consigo misma.
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Teorema 2.1.2 (Principio de interseccién estable) FEl limite del con-
junto de puntos C.N D, es independiente de la eleccion de perturbaciones. Es
un conjunto bien definido de cd puntos contenidos en la interseccion C' N D.

Tomamos el limite cuando € tiende a 0. Las multiplicidades se suman
cuando dos puntos se juntan. El limite es un conjunto finito de puntos en R?
con multiplicidades, tales que la suma de las multiplicidades es cd. Llamamos
a este limite interseccion estable de las curvas C'y D, y lo denotamos como

C Ny D = lim(C. N D,).
e—0

Entonces podemos fortalecer el enunciado del Teorema de Bézout del siguien-
te modo.

Corolario 2.1.1 Cualesquiera dos curvas de grados c y d en R?, sin impor-
tar como de especiales puedan ser, se intersecan establemente en un conjunto
bien definido de cd puntos.

2.2. Implicitacion

En la practica, una variedad algebraica suele venir representada o bien
como la imagen de una aplicaciéon racional o como el conjunto de ceros de
algunos polinomios en varias variables. La segunda representacion existe para
todas las variedades algebraicas, mientras que la primera requiere que la va-
riedad sea uniracional, lo cual es una propiedad muy especial en la geometria
algebraica. Sin embargo, la primera es frecuente en numerosas aplicaciones,
cuando surgen a partir de conjuntos de datos.

La transicion entre ambas representaciones es un problema basico en el
algebra computacional. La implicitacion es el problema de pasar de la pri-
mera representacion a la segunda, es decir, dada una aplicacion racional ®,
buscamos determinar el ideal primo de polinomios que se anulan en la imagen
de ®.

En esta seccién examinamos un caso sencillo pero relevante. Consideramos
una curva plana en C? dada por una parametrizacién racional:

P:C— C%ts (P1(t), Pa(t)).

Para hacer que la aplicacién ® esté bien definida, asumimos que los polos
de ¢1 y ¢o han sido eliminados del dominio C. El problema de implicitacion
consiste en calcular el tinico (salvo escala) polinomio irreducible f(z,y) que
se anula en la curva Imagen(®) = {(¢,(t), #2(t)) € C*: t € C}.
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Ejemplo 2.2.1 Consideremos la curva plana definida paramétricamente
por

(1) =

B a2 +4t 2 —t2 41
-1 12 ‘

La ecuacién implicita de esta curva es
f(z,y) = 2°y* — 2%y* — ba*y® — 22y — day® — 33xy + 16y* + 72y + 81.

Este polinomio irreducible se anula en todos los puntos (z,y) = ®(¢),t € C.

Hay dos métodos habituales usados en algebra computacional para resol-
ver este problema: las bases de Grobner y las resultantes. Dichos métodos
vienen explicados en el libro escrito por Cox, Little y O’Shea [3]. Para pro-
blemas en dimensiones altas, estos métodos a menudo no se comportan bien
o no dan suficiente informacién geométrica. Aqui es donde aparece la idea de
utilizar la geometria tropical en problemas de implicitacion. Expliquemos la
idea basica tras el proceso para curvas racionales planas.

Supongamos que tenemos una parametrizacion ®, y deseamos calcular
su ecuacién implicita f(z,y). La geometria tropical nos permite calcular el
poligono de Newton Newt(f) directamente desde la parametrizacién ®, sin
conocer f(z,y). Una vez conocemos el poligono de Newton Newt(f), podemos
obtener el polinomio f(x,y) mediante un calculo de &lgebra lineal. Veamos
como funciona dicho célculo.

Supongamos que no conocemos el polinomio f(x,y) en el ejemplo y que
nos es imposible calcularlo mediante bases de Grobner o resultantes. Supon-
gamos también que tenemos su poligono de Newton.

e (). () () Q) )

Este pentagono contiene otros cuatro puntos reticulares adicionales que no
son vértices, luego Newt(f) contiene 9 puntos reticulares. Esto revela que

f(z,y) = a12®y? + a2y’ + c32?Y® + car®y + cszy” + cory + cry® + gy + ¢

donde los coeficientes ¢y, co, ..., cg son parametros desconocidos. Llegados a
este punto podemos establecer un sistema lineal de ecuaciones del siguiente
modo. Para cualquier nimero complejo 7, la ecuacion f(¢1(7), ¢2(7)) = 0 se
cumple. Esta ecuacion es una ecuacién lineal para las nueve incégnitas ¢;. Con
ocho ecuaciones similares podemos, en general, determinar los coeficientes
de forma tnica (salvo escala). Por ejemplo, si tomamos 7 = +2, £3, +4, 5,
entonces obtenemos ocho ecuaciones lineales que determinan que el vector
(cl,02,03,04,05,06,07,08,09)T pertenece al nicleo de la siguiente matriz ra-
cional 8 x 9.
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T :c3y2 x2y3 x2y2 ny ny Ty yQ Y 1
_5 _ 2187 419904 2916 81 _ 7776 54 20736 _ 144
10 625 25 4 125 5 625 25
—4 _ 80 1875 25 16 _ 375 5 5625 _ 75 1
3 16 3 16 256 16
3| 2% sz 16 1 128 4 f2a 32
3 81 9 2 27 3 81 9
—2 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 | & 48 64 266 8 & 3 1
3 15625 40000 2500 @ 800 50 256 16 1
34892 3288105 S 12496 1%15 3 2%%5 495
i D L A
5 235298 3687936 38416 2401 18816 196 9216 96 1
15 625 25 6 125 5 625 25

Siempre podemos obtener la ecuacién implicita de la curva paramétrica a
partir de su poligono de Newton mediante la resolucion de sistemas de ecua-
ciones lineales, las matrices tienden a ser densas, (con entradas generalmente
no nulas) y mal acondicionadas (los errores de redondeo en la resolucién dan
errores importantes en las soluciones). Por tanto es un problema no trivial
obtener los coeficientes numéricamente cuando f(x,y) tiene miles de térmi-
nos.

Sin embargo, desde el punto de vista geométrico tiene sentido considerar
el problema resuelto una vez encontremos el poligono de Newton. De este
modo, a partir de ahora consideraremos la siguiente versién alternativa del
problema de implicitacion.

Problema de implicitacion tropical: Dadas dos funciones racionales
¢1(t) y ¢a(t), calcular el polinomio de Newton Newt(f) de la ecuacién implici-
ta f(z,y).

Veamos ahora la solucién al problema de implicitacién tropical para cur-
vas planas. Aplicando el Teorema Fundamental del Algebra, las dos funciones
racionales dadas pueden ser expresadas como producto de factores lineales
sobre los niimeros complejos C:

G1=(t— ) (t — )" ... (t — )"
po = (t — ) (t — ) ... (t — )™

Los «; son los ceros y polos de alguna de las funciones ¢; y ¢5. Puede ocurrir
que u; sea cero y v; no lo sea, o viceversa.

En lo que sigue no necesitaremos los nimeros «;, si no unicamente los
exponentes u; y v; que aparecen en la factorizacién. Podemos obtener estos
nimeros mediante algoritmos, como el algoritmo de Euclides.
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Escribimos ug = —u1 —ug — -+ — Uy ¥ Vg = —V; — Vg — --+ — Upy, ¥
consideramos los siguientes m + 1 vectores en el plano:

(o) () () ()

Consideremos las semirrectas definidas respectivamente por estos m + 1
vectores. Cada semirrecta tiene una multiplicidad natural, definida como la
suma de las longitudes reticulares de todos los vectores (u;, v;)? contenidos en
la semirrecta. Dado que la suma de todos los vectores es 0, dicha configuracién
de semirrectas satisface la condicién de equilibrio, luego es una curva tropical
en el plano R2.

El siguiente resultado solamente es cierto si tomamos la hipotesis de que
® sea inyectiva.

Teorema 2.2.1 La curva tropical V(trop(f)) definida por el polinomio des-
conocido f coincide con la curva tropical determinada por los vectores

Uo U1 (5) Um

UO Y Ul Y 'UZ AR Um
Podemos obtener el poligono de Newton Newt(f) a partir de la curva
tropical V(f) como sigue. El primer paso consiste en rotar nuestros vectores

90 grados:
Vo U1 V2 Um
_UO 9 _u1 3 _u2 YA _um

Dado que la suma de estos vectores es 0, existe un poligono convexo P cuyas
aristas son trasladados de dichos vectores. Construimos P ordenando los vec-
tores crecientemente de acuerdo al angulo que forman con el eje X positivo,
y a continuacién simplemente concatenéandolos. El poligono P es tinico salvo
translacién. Entonces existe un tnico transladado P* del poligono P con-
tenido en el primer cuadrante R, y con interseccién vacfa con ambos ejes
coordenados. Estas tltimas condiciones son necesarias (y suficientes) para
que un poligono reticular (es decir, cuyos vértices estén situados en puntos
reticulares) sea el poligono de Newton de un polinomio irreducible en Clz, y].

Corolario 2.2.1 El poligono P* equivale, es decir, es iqual salvo traslacion,
al poligono de Newton Newt(f) del polinomio irreducible que es ecuacion
implicita de la curva parametrizada por .

Esto resuelve el problema de implicitacion tropical para curvas planas en
C. Veamos como se aplica esto a nuestro ejemplo:
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Ejemplo 2.2.2 Consideremos la aplicacién ® definida anteriormente por:

o(t) =

B2 +4t 2 —t2+1
2—-1 7 12 ’

® factoriza del siguiente modo:

pr(t) = (t — 1)t + 1)+ 2)2
Go(t) = (t — )2t 2(t + 1) (¢t +2)°.

Por tanto, nuestra configuracién de vectores sera:

(5) () () (7)-6)

Si los rotamos y ordenamos crecientemente de acuerdo a su angulo en forma

0000

Figura 2.12: Poligono de Newton de la curva definida paramétricamente por
.

El poligono P* obtenido a partir de estas rectas tiene como vértices los

puntos (8) , (%) , (g) , (?,) , <(2)> , es decir, es el pentdgono considerado en

2.1), a partir del cual serd posible calcular f mediante dlgebra lineal.
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Figura 2.13: La curva definida por ¢ y su correspondiente subdivision del
poligono de Newton.

La técnica de implicitacién tropical puede ser usada, en principio, para
calcular la tropicalizacién de cualquier variedad algebraica presentada me-
diante una parametrizacion, aunque los detalles son mas complicados que el
caso simple aqui presentado.

2.3. Enumeracion de curvas

El avance que trajo los métodos tropicales a la atencién de los geémetras
fueron los trabajos de Mikhalkin [4] sobre los invariantes de Gromov-Witten
en el plano. Dichos invariantes cuentan el namero de curvas algebraicas com-
plejas de determinado grado y género que pasan por determinado ntmero
de puntos. Mikhalkin probd que, para calcular estos invariantes, las curvas
complejas pueden ser sustituidas por curvas tropicales, y luego desarrollé una
férmula combinatoria para contarlas en el caso tropical. Como caso trivial,
ya hemos visto anteriormente que hay una tnica recta tropical (curva de
grado 1) que pase por dos puntos dado en el R% El objetivo de esta seccién
es presentar las ideas basicas y el resultado principal en el caso general.

Empezamos repasando algunos datos clasicos sobre curvas en el plano
proyectivo complejo P%. Si C' es una curva regular de grado d en P?, entonces
su género aritmético es el numero de asas de la superficie de Riemann de C'
definida en el plano proyectivo. Dicho género es

1
9(C) = 5(d=1)(d—2).
Lo que es més, ese mismo ntimero cuenta los puntos reticulares en el interior
del poligono de Newton de la curva general de grado d. Aqui tomamos como
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poligono de Newton del polinomio que define la curva en una carta afin. Dicho
poligono es el tridangulo con vértices (0,0),(d,0) y (0,d). Podemos expresar
esto como

g(C) = #(int(Newt(C) N Z?)).
El conjunto de todos las curvas de grado d forma un espacio proyectivo de
dimensién

(d;2> —1:%(d—1)(d—2)+3d—1.

+
2
la curva C', ésta puede adquirir una o mas singularidades. El tipo mas sencillo
de singularidad es un nodo. Cada vez que una curva adquiere un nodo, el
género se reduce en uno. Por tanto para una curva singular Cj;,, con v
nodos y ninguna otra singularidad, el género es

Dependiendo de los (d 2) coeficientes del polinomio homogéneo que define

§(Cuing) = (d = 1)(d ~2) — v

Lo otros puntos singulares de C' que no sean nodos, si existen, contribuyen
al valor de v con una cantidad > 1 concreta que la geometria local de la curva
asigna a dicho punto.

Estamos interesados en el siguiente problema de geometria enumerativa:
¢Cudl en el nimero N, 4 de curvas irreducibles de género g y grado d que
pasan por g + 3d — 1 puntos genéricos en el plano proyectivo complejo P??

Esta pregunta tiene sentido dado que el espacio de curvas de grado d y
género g tiene una dimension esperada de g 4+ 3d — 1, basandonos en las dos
ecuaciones anteriores, y cada uno de los puntos supone una condiciéon extra
en la curva. Esperamos que el nimero N, 4 de curvas que satisfagan todas las
condiciones sea finito. La teoria de Gromov-Witten nos ofrece las herramien-
tas para probar que es finito. Llamamos a los nimeros N, 4 invariantes de
Gromov- Witten del plano P2. Veamos algunos de estos nimeros de manera
explicita.

Ejemplo 2.3.1. Los mas sencillos de los invariantes de Gromov-Witten son
No1 =1,y Ny2 = 1. Esto se puede expresar diciendo que una tnica recta que
pasa por dos puntos, y una unica conica a traves de cinco puntos genéricos.
También tenemos [V} 3, que expresa que una Unica cubica pasa a traves de 9
puntos. Tengamos en cuenta que para d = 1,2 el género vale 0 y para d = 3
el género vale 1, es decir, las rectas y las conicas no singulares tienen género
0 y las cibicas no singulares tienen género 1.
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Ejemplo 2.3.2. El primer nimero no trivial es Ny 3 = 12. Veamoslo en mas
detalle. Dicho niimero concierne a curvas definidas por polinomios ctibicos
de la forma

f= 00:1:3 + cla:Qy + 0251;22 + chyz +cqxyz + c5xz2 + 06y3 + c7y22 + ng,z2 + 0923.

Para unos coeficientes generales ¢, ..., ¢y la curva f = 0 es diferenciable con
género g = 1. La curva se vuelve racional, es decir, el género pasa a ser g = 0,
precisamente cuando la curva tiene un punto singular. Esto ocurre si y solo
si el discriminante de f se anula. El discriminante A(f) es un polinomio
homogéneo de grado 12 en las diez incégnitas cg,...,c9. Es una suma de
2040 monomios:

A(f) = 19683cycscy — 26244cacacrcscy + - - - — cacscicace.

El estudio de los discriminantes y resultantes es el tema del libro escrito por
Gel'fand, Kapranov y Zelevinski, [5] que contiene varias formulas para cal-
cularlos. Veamos una formula simple para calcular nuestro discriminante. La
Hessiana H de las cuadricas %, g—g, % es un polinomio de grado 3. Formamos
la matriz 6 x 6 M(f) cuyos datos son los coeficientes de las seis cuadricas
9f of Of 9H 9l OH Entonces tenemos que A(f) = det(M(f)).

Ahora supongamos que la cubica f = 0 debe pasar por 8 puntos dados
en P2, Esto se traduce en 8 ecuaciones lineales en las incégnitas cq, c1, . . ., cq.
Si combinamos nuestras 8 ecuaciones lineales con la ecuacién de grado 12
A(f) = 0, obtenemos un sistema de ecuaciones con doce soluciones en P.
Estas soluciones son los vectores de coeficientes de las Ny3 = 12 ctbicas

racionales que buscamos.

Ejemplo 2.3.3. Las curvas cudrticas en el plano P? pueden tener género
0,1,2 6 3. Los numeros de Gromov-Witten para estos casos se conocen y son:

Noa =620, Ny 4 = 225, No g = 27, N3 4 = 1.

En este caso 27 es el grado del discriminante de una cuértica homogénea en
tres variables. Ny 4 = 620 significa que hay 620 cudrticas racionales que pasan
por 11 puntos en posicién general del plano.

Teorema 2.3.1 (de Mikhalkin) Los nidmeros de Gromov-Witten pueden
determinarse tropicalmente. [4]

Veamos qué significa exactamente este teorema. Consideremos las curvas
tropicales de grado d en R%. Cada una dichas curvas C es el grafo plano dual
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a una subdivisién regular del triangulo con vértices (0,0), (0,d) y (d,0). Deci-
mos que la curva C' es no singular si la subdivisién consiste en d? tridngulos,
cada uno con area 1/2. De manera equivalente, la curva tropical C' es no
singular si tiene d? vértices. Estos vértices son necesariamente trivalentes.

Decimos que una curva tropical C' es simple si cada vértice es o bien
trivalente o bien es localmente la intersecciéon de dos segmentos. Equivalen-
temente, C' es simple si la correspondiente subdivisiéon consta tinicamente de
tridngulos y paralelogramos. Las curvas tropicales no singulares son simples;
el reciproco no es cierto. En este caso los tridngulos pueden tener un area
mayor. Sea t(C) el nimero de vértices trivalentes y sea r(C) el nimero de
aristas no acotadas de C.

Definimos el género de una curva tropical simple C' mediante la férmula

g(C) = %t(C) _ %mc) +1

Esta definicién tiene sentido para curvas tropicales no singulares. Si C'
es no singular, entonces t(C') = d* y r(C) = 3d, y con lo cual obtenemos la
formula del género de una curva compleja no singular clasica.

1, 1 1
=’ - = 1==(d—1)(d—2).
9(C) = 5d* = J3d+ 1= 5(d—1)(d~2)

Finalmente, es posible definir la contribucion de una curva simple C' en
términos de los tridngulos de la subdivision correspondiente, obviando las
singularidades correspondientes a vértices de valencia cuatro.

Veamos un enunciado mas preciso del teorema anterior.

Teorema 2.3.2 (Principio de correspondencia de Mikhalkin) El nime-
ro de curvas tropicales simples de grado d y género g que pasan por g+3d—1
puntos genéricos en R?, contando cada curva con su contribucion, es iqual al
nimero de Gromov-Witten N, q del plano proyectivo complejo Pg.

La prueba dada por Mikhalkin [4] utiliza métodos de geometria comple-
ja, aunque mas tarde Gathmann y Markwig [6][7] desarrollaron una prueba
algebraica. El principio de correspondencia de Mikhalkin llevé al desarrollo
de los espacios de modulos tropicales y la teoria de interseccién tropical en
dichos espacios.

Para acabar veamos un ejemplo mas de lo que se puede hacer con las cur-
vas tropicales en la geometria enumerativa. Para los invariantes de Gromov-
Witten N, 4 para curvas racionales, es decir, con género g = 0, se ha podido
probar que se satisface la siguiente recurrencia:

3d — 4 3d — 4
Noa= Y (dfdg (3 e 2) — d3d, (3 . 1)) No.g, No.d,-

di1+do=d
d1,d2>0
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Usando ahora el principio de correspondencia de Mikhalkin, también
Gathmann y Markwing [8] presentaron una prueba de esta férmula mediante
métodos tropicales. Lo que hicieron fue probar que el nimero de curvas tro-
picales simples de grado d y género 0 que pasan por 3d — 1 puntos satisface
la ecuacién dada.

Ejemplo. A lo largo de esta secciéon hemos visto los valores de cuatro pri-
meros niumeros de Gromov-Witten de género cero.

Nog =1, Nyo =, No3z =12, Ny 4 = 620

Con estos valores, y utilizando la recursion que acabamos de enunciar, resulta
sencillo calcular los siguientes, tarea complicada de otro modo.

3d—4 3d —4
N0,5 = Z (d%dg (3d1 . 2) - d?dQ (Sdl o 1)) NO,leO,dg = 88664.

di+dso=5
d1,d2>0

3d — 4 3d — 4
Nog = Z (didg (3 4 — 2) — did, (3 i 1)) No.g, No.a, = 26825616.

di1+do=6
d1,d2>0
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Capitulo 3

Algebra tropical

En este capitulo definimos el concepto de valoracion sobre un cuerpo, y la
utilizamos para definir un andlogo tropical a los ideales y bases de Grobner
habituales.

3.1. Cuerpos y valoraciones

Sea K un cuerpo. Denotamos por K* a los elementos no nulos de K. Una
valoracién en K es una funcién val : K — R U {cco} que satisface las tres
condiciones siguientes:

(1) val(a) = oo si y solo si a = 0.
(2) val(ab) = val(a) + val(b).
(3) val(a + b) > min{val(a), val(b)} para todos a,b € K.

A menudo identificamos una valoracion K con su restriccion K* — R. La
imagen de val es un subgrupo aditivo I, de los nimeros reales R, llamado
grupo de valores de (K,val). Todo cuerpo K tiene una valoracién trivial,
definida por val(a) = 0 para todo a € K. Dada una valoracién val no trivial
en K, podemos asumir que el grupo de valores I',, contiene el 1. Esto no
es una restriccién seria, dado que (A - val) : K — R U {oo} es también una
valoracion para cualquier A € Ry, v tiene la misma utilidad que la valoracion
val.

Lema 3.1.1 Si val(a) # val(b) entonces val(a + b) = min(val(a), val(b)).

37
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Demostracién. Podemos suponer que val(h) >val(a). Dado que 1? = 1,
tenemos que val(1) = 0, y del mismo modo, dado que (—1)? = 1, tenemos
que val(—1) = 0. Esto implica que val(b) =val(—b) para todo b € K. El
tercer axioma implica que

val(a) > min(val(a + b), val(—b)) = min(val(a + b), val(b))
y por tanto val(a) >val(a 4+ b). Por otro lado tenemos
val(a + b) > min(val(a), val(b)) = val(a)

y tenemos que val(a + b) =val(a). Consideremos el conjunto de todos los
elementos del cuerpo con valoracién no negativa:

R ={ce K :val(c) > 0}.

El conjunto R es un anillo local. Esto significa que R tiene un tnico ideal
maximal:
mg = {c € K :val(c) > 0}.

El anillo cociente k = R/my es un cuerpo, conocido como cuerpo residual

de (K, val).

Ejemplo 3.1.1. Una de las motivaciones originales para el estudio de las
valoraciones es la valoracion p-ddica en el cuerpo K = Q de los racionales.
Aqui p es un nimero primo, y la valoracién val: Q* — R viene dada por
val,(q) = k para ¢ = pa/b, donde a,b € Z y p no divide ni a ni b. Por
ejemplo,

valg(4/7) = 2,valz(17/27) = —3.

El anillo local R es la localizacion del anillo de los enteros Z en el primo p.
Sus elementos son los nimeros racionales a/b donde p no divide a b. El ideal
maximal myg consiste en los racionales a/b donde p divide a pero no b. El
cuerpo residual k es el cuerpo finito con p elementos, denotado Z/pZ = F,,.

Ejemplo 3.1.2. Sea K el cuerpo de las series de Puiseux con coeficientes
complejos. Los elementos de este cuerpo son series formales de potencias

c(t) = e t™ + ot ™ + c3t™ 4 - -

donde los ¢; son niimeros complejos no nulos paratodo i,y a; < as < az < - -
son numeros racionales con un denominador comun. Utilizamos la notacion
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C{{t}} para el cuerpo de las series de Puiseux sobre C. Podemos escribir

esto como la unién
c{{t}y} = J (')

n>1

donde C((t'/™)) es el cuerpo de las series de Laurent en la variable formal
¢,

Este cuerpo tiene una valoracién natural val: C{{t}}* — R que asigna
a cada elemento c(t) € C{{t}}* el menor exponente a; que aparece en la
expansién en serie de ¢(t). El cuerpo de las funciones racionales C(t) es un
subcuerpo de C{{t}} dado que cada funcién racional ¢(¢) en una variable ¢
tiene una expansion unica como serie de Laurent en . La valoracién de una
funcién racional ¢(t) es un entero positivo si ¢(t) tiene un cero en t = 0. Es
un entero negativo si ¢(t) tiene un polo en ¢ = 0. Por tanto, val(c(t)) indica
el orden del cero o el polo.

Veamos tres ejemplos para ilustrar la valoracion en C{{¢}} y la inclusién

de C(t) en C{{t}}.

42 — T3+ 95 2 7 3
T 2 g + =t° + -+ tiene val(c(t)) = 2.

c(t) =

6411t 3 6 2
14t + 3t° . 3, ,
c(t) = T3 8 2t7° + ?t + -+ tiene val(c(t)) = —3.

m = 3,14159265358979 . .. tiene val(m) = 0.

El siguiente teorema afirma que el cuerpo de las series de Puiseux es
algebraicamente cerrado, de modo que tenemos una inclusién de m en
C{{t}}. Como ejemplo, consideremos las dos raices de la ecuacién > —z+t =
0. Las raices son

() = \/—: ki ! ( ) con val(z1 () = 0.

() = \/7 - ,i: ( ) con val(za(t)) = 1.

De manera similar, todo polinomio en una tnica variable con coeficientes en
C(t) tiene sus raices en C{{t}}.

Observacién. En este ejemplo podemos sustituir C por cualquier otro
cuerpo k y construir el cuerpo k{{t}} de las series de Puiseux sobre k. Si k
es algebraicamente cerrado de caracteristica 0, también lo serd k{{¢}}. Sin
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embargo, si el cuerpo k es algebraicamente cerrado de caracteristica p > 0,
entonces el cuerpo de las series de Puiseux k{{t}} no serd algebraicamente
cerrado. Mds concretamente, el polinomio 27 — x — ¢t~! no tiene raices en

k{{t}}.

Teorema 3.1.1 Dado k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
0, el cuerpo K = k{{t}} de las series de Puiseuzr es también algebraicamente
cerrado.

Demostracién. Tenemos que ver que, dado un polinomio F' = 7" ¢z’ €
Klz], existe y € K con F(y) = Y. j¢y" = 0. Para ello describiremos
un algoritmo que construye y anadiendo sucesivamente potencias cada vez
mayores de t. Podemos asumir que F' tiene las siguientes propiedades:

1) val(¢;) > 0 para todo i.
2) Existe j con val(c;) = 0.
3) Co 7A 0.

(
(
(
(4) val(co) > 0.

Para justificar (1) y (2), notemos que si @ = min{val(¢;) : 0 < i < n},
entonces multiplicar ' por ¢t~ no cambia la existencia de una raiz. Para (3),
basta observar que si ¢y = 0, entonces y = 0 es una raiz y no tenemos que
buscar mas.

Para justificar (4), supongamos que F' satisface los tres primeros supues-
tos pero val(cg) = 0. Si val(¢,) > 0, entonces podemos construir G(z) =
a"F(1/x) = Y1 o', que tiene la forma que buscamos, y si G(y') = 0
para y' € K*, entonces F'(1/y') = 0. Si val(cy) =val(c,) = 0, entonces consi-
deramos f = F € k[z], es decir, la imagen de F' médulo mg. Esto no es una
constante, dado que val(c,) = 0. Dado que k es algebraicamente cerrado, el
polinomio f tiene una raiz A\ € k. Entonces

F(e) = Flz +\) = zn: <§n: & (Z) Aj—i)

i=0 \ j=i

tiene término constante F(0) = F(\) con valoracién positiva, y F satisface
las tres primeras propiedades. Si ¢/ es una raiz de F', entonces y’ + \ es una
raiz de F.

Llamemos Fy = F. Construiremos la secuencia de polinomios F; = Y. cla’.
Podemos asumir que cada uno de los F; satisface las 4 propiedades anteriores
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siguiendo el mismo razonamiento. Definimos el diagrama de Newton como la
envolvente convexa en R? del conjunto

{(i,7) € N*: existe k con k < i,val(ch) < j}.

Este conjunto es una nocién distinta, pero similar, al poligono de Newton
definido anteriormente. De hecho, el diagrama de Newton es la suma de
Minkowski del poligono de Newton y el cuadrante RZ,,.

El diagrama de Newton tiene una arista con penaiente negativa que co-
necta el vértice (0,val(c))) con un vértice (k;, val(cj,). Salvo el signo, dicha
pendiente es
val(cf) — val(cg, )

ky

Sea f; la imagen en k[z] del polinomio t~¥(%) F(t17) e K[z]. Notemos
que f; tiene grado k; y un término constante no nulo. Dado que k es algebrai-
camente cerrado, podemos hallar una raiz A; de f;. Sea r;,; su multiplicidad.

Entonces fij(z) = (z — A\))"*gi(x), donde g;()\;) # 0. Definimos

w; =

E+l Z Cl+1 t—val(cé)Fvl(twl (.CC + A[))

I+1

Los coeficientes ¢; " del nuevo polinomio Fj1;(z) vienen dados por la formula

z+1 Z ltzwl —val(c}) (]))\Z J (3.1)

La imagen de esta serie en el cuerpo residual k es

N 1 81f
Cé—H ; ax]l (/\l)

Para 0 < 7 < ryy; esto es cero, dado que A; es una raiz de f; de multipli-
cidad r;;;. Para j = r;;; esto es no nulo. Entonces tenemos que val(c l“) >0
para 0 <[ < 144,y val(e ”1) = 0 para j = ;1. Notemos que aqui utilizamos
el hecho de que la caracteristica de k es cero.

Si ¢t = 0, entonces # = 0 es una raiz de Fi,;, luego \it™ es una raiz
de F;. Mediante sucesivas sustituciones obtenemos que Zé’:o Aot e
una raiz de Fy = F', y tendriamos lo que buscamos. Por tanto podemos
asumir que cé“ # 0 para cada [, luego Fj; satisface las condiciones de (1) a
(4) presentadas anteriormente. Esto asegura que podemos continuar nuestra
construccion.
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La observacion anterior sobre val(c?’l) implica que k;11 < 141 < k;. Dado
que n es finito, el valor de k; solo puede reducirse un nimero finito de veces.
Por tanto, existen k € {1,...n} y m € N tales que k; = k para todo [ > m.
Esto significa que r; = k para todo [ > m, de modo que f; = p(z — \;)* para
todo [ > m, y algun yy; € k.

Sea N; tal que ¢! € k((t"/™M)) para 0 < j < n. Por (3.1) podemos to-
mar N;;; como el minimo comun multiplo de N, y el denominador de wj.
Queremos ver que N; + 1 = N; para | > m. Ciertamente, tenemos que
w; = val(c))/k, luego basta ver que val(c}) € —Z para [ > m. Dado
que f; es una potencia pura, tenemos que val(cj) = (k — j)val(ck, 1) para
0 < j <k, y por tanto val(cl,_,) = 1/kval(c}) pertenece a —Z Esto asegura
que y; = Z;:o A\t pertenece a k((tY/M)).

Hemos encontrado un N tal que y; € k((t'/V)) para todo [, luego el limite

— i o pwotw;
y=limy; = At

J20

estd contenido en k((t'/V)).
Falta mostrar que y es una raiz de F'. Para ver ésto, consideremos z; =
D s ATy notemos que y = gy + 0T -1 Tenemos que

Fy(z) = ™D Fyy (241).

Dado que zy = y, tenemos que

I
val(F Zval )+ val(Fr1(z41)) > Zval Vi > 0.

7=0

Pusto que val(c)) € +Z, tenemos que val(F(y)) = oo, luego F(y) = 0 como
queriamos.

Observaciéon. Cuando la caracteristica de k es 0, el cuerpo de las series de
Puiseux k{{t}} es la clausura algebraica del cuerpo de las series de Laurent

k((2)).

3.2. Bases de Grobner

En esta seccion introduciremos las bases de Grobner sobre un cuerpo
K dotado de una valoracion. En lo que sigue, el cuerpo K no necesita ser
algebraicamente cerrado, pero asumimos que val escinde, es decir, existe un
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homomorfismo de grupos abelianos ¢ : 'y, — K*, w — t*“. Asi, t* representa
la imagen de w, y se tiene, por tanto, t**%¥ = t¥ + t* y t denota t'. Esta
hipdtesis es necesaria para definir bases de Grébner.

Si a € K satisface val(a) > 0, de modo que a € R, denotamos por a la
imagen de a en el cuerpo residual k. La escision ¢ garantiza que para cada
elemento a € K* tenemos un elemento no nulo ¢t—v%@q € k. La funcién
resultante es K* — k* es un homomorfismo de grupos multiplicativos. Para
un polinomio f con coeficientes en R, denotamos por f al polinomio obtenido
cambiando cada coeficiente a por a.

Nuestro primer objetivo es definir bases de Grobner para un ideal ho-
mogéneo en el anillo de polinomios S = K{zg, x1, . .., ,]. Empecemos con un
tinico polinomio f = )" o1 cu™ en S. Fijemos un vector peso w € R"*1,
La tropicalizacién de f es la funcién lineal a trozos trop(f) : R — R dada
por

trop(f)(w) = min{val(c,) + w-u:u € N y ¢, # 0}.

trop(f) es el polinomio tropical inducido por el polinomio clasico f. Sea
W = trop(f)(w). La forma inicial de f respecto a w se define como

inW(f) = E Cut—val(cu)$u € k[l‘o, L1yew- ,ZL‘n].
ueN"F1;
val(cyy+w-u=Ww

Cuando w = (w,,...,w,) € T ! la forma inicial puede expresarse como

ing (f) =t Z CutW gt = t=top(HW) f(fwogy . twny,).

ueNn+1

Ejemplo 3.2.1. Sea f = (t + t*)xo + 2221 + 3t*xy € C{{t}} [0, 1, 22]. Si
w = (4,2,0), entonces W = min{1+4,2+2,4+0} =4, y ing(f) = 221+ 3.

Si [ es un ideal homogéneo en k[xzy, ..., z,], entonces su ideal inicial con
respecto a w se define como

ing (1) = (inw (f) : f € 1) Cklzog,...,x,)]

La notacién afirma que iny(7) es el ideal en kxo, ..., z,| generado por los
ing(f) cuando f € I. Un conjunto G = {g1,...,9,} C I es una base de
Grobner para I respecto de w si ing (/) = (inw(g1), - .., inw(gn))

Proposicién 3.2.1 Sea I C K|xy,...,x,] un ideal homogéneo. Fijemos w €
R™. Entonces iny(I) es homogéneo, y podemos elegir una base de Grobner
homogénea para I. Ademds, si f € iny(I), entonces g = iny(f) para algin
fel
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Demostracién. Para ver que iny(I) es homogéneo, consideremos f =
Y i fi € S con cada f; homogéneo de grado 4. La forma inicial iny (f) es la
suma de las formas iniciales de los f; que cumplen trop(f)(w) =trop(f;)(w).
Dado que cada componente homogéneo f; pertenece a I, el ideal principal
iny (1) esta generado por elementos iny(f) con f homogéneo. La forma inicial
de un polinomio homogéneo es homogénea, luego esto significa que iny (1) es
homogéneo. Dado que el anillo de polinomios es noetheriano, iny (1) esta ge-
nerado por un numero finito de formas iniciales iny(f), luego los polinomios
f correspondientes forman una base de Grobner homogénea para I. Para
probar la dltima afirmacién del enunciado, sea g = > ay2"ing (fu) € inw (1),
con a, € k* y fu € I para todo u. Entonces g = Y aying(z"f,). Pa-
ra cada a, elegimos un ¢, € R con val(cy) = 0y & = ay, y tomamos
Wy = trop(fu)(w)+w-u. Sea f = > cut~"uz". Entonces por construccién

trop(f)(w) = 0, y ing (f) = >_, aur"ing (f) = g.

Ejemplo 3.2.2. Sea K = Q con la valoracién 2-adica, luego k = Z/27Z.
Tomamos n = 3 y consideramos la recta en P%, definida por el ideal

I = (x¢ + 2x1 — 329,311 — 429 + H23)

Siw = (0,0,0,0), entonces los dos generadores son una base de Grobner y
ing(I) = (xg + 29, 21 + x3). Esto es un ideal en el anillo de los polinomios
con coeficientes en Z/27. Si w = (1,0,0, 1), entonces iny (1) = (z1,x2), y de
nuevo podemos tomar los generadores como base de Grobner. Cabe destacar
que las bases de Grobner no son unicas, por ejemplo, en este ltimo caso
(ro + Txg — 221, 71 — 1029 + x3) es también una base de Grébner.

Observacién. Nuestra definicion de bases de Grobner estad restringida a
ideales polinémicos I homogéneos. Con esta restriccion, cada base de Grobner
G genera el ideal /.]9] Esta misma definicién de bases de Grébner tiene sentido
para ideales polindémicos no homogéneos , aunque en general éstos no estaran
generados por sus bases de Grébner. Por ejemplo, G = (x — %) es una base
de Grobner para el ideal I = (z) en el anillo K[z] para w = 1, pero G no
genera [.

El siguiente paso es iterar esta construcciéon, tomando formas iniciales
de formas iniciales. En el iteracién externa, aplicamos el operador in, a un
polinomio f con coeficientes en k, tomando en k la valoracién trivial. Lo
mismo hacemos en el lema 3.2.2 y el corolario 3.2.2 pero con ideales I en
lugar de polinomios f.

Lema 3.2.1 Sea f € K[xg,...,z,] yw,v € R"™. Existe ¢ > 0 tal que para
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todo € con 0 < € < e tenemos
mv(mw(f)) = Znw&’V(f)-
Demostracion. Sea f = ZueNnH cor". Entonces

in(f) = Z Cal VU W gt

ueNntl:
val(cu)+w-u=W

donde W = trop(f)(w). Sea W’ = min(v-u : val(¢y) +w - u = W). Entonces

iny (inw(f)) = > cat™Wa®

v-u=W’

Para todo € > 0 lo suficientemente pequeno tenemos que
trop(f)(w + ev) = min(val(cy) + w-u+ev-u) =W + W’
y por tanto
{u:val(cy)+(wWHev) u=W+eW'} = {u:val(cy)+w-u=W,v.u=W'}

Esto implica que ingyev(f) = iny(iny(f)) para todo € con 0 < € < e.

Mas adelante veremos que esta igualdad se mantiene si sustituimos el
polinomio f por cualquier ideal homogéneo . El siguiente lema prueba una
de las contenciones.

Lema 3.2.2 Sea I un ideal homogéneo en Klzo, ..., x,], y sea w € R
Entonces existen v € R™™ y e > 0 tales que iny(ing (1)) y ingiev(I) son
ideales monomiales, y tenemos la contencion iny (ing (1)) C inyiev(I).

Demostracién . Dado v € R*"!, denotamos por M, al ideal generado por
todos los monomios en iny(iny (7)), y por M¢ al ideal generado por todos
los monomios en iny e (I) para algin € > 0. Escogemos v € R"! con M,
maximal, de modo que no exista v/ € R"™! con M, C M,. Esto es po-
sible dado que el anillo de los polinomios es Noetheriano. Si iny (ing([))
no es un ideal monomial, entonces existe f € [ tal que ninguno de los
términos de iny (iny (f)) pertenece a M,. Elegimos v/ € R"*! de modo que
iny (iny (inw (f))) sea un monomio. Por el lema 3.2.1 existe ¢ > 0 para el cual
inyyev (inw(f)) es este monomio. Aplicando el lema 3.2.1 a iny(f) tenemos
que para € suficientemente pequeno, el ideal iny ey (iny(/)) contiene cada
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generador " de M, dado que 2" = in (iny(f)) para algin f € I. Esto con-
tradice la eleccién de v, luego concluimos que iny(iny(I)) = M, para esta
eleccion de v.

Sea M, = (z",...,z%), y escojamos fi,...fs con iny(ing(f;)) = ™.
Aplicando el lema 3.2.1, existe € > 0 con iny . (f;) = 2" para todo i. Para
dicho € tenemos que iny (iny (7)) C inyeyv (7). Podemos asumir que v € R**!
ha sido elegido de modo que M sea lo mas grande posible, es decir, no
existe v’ tal que M, = My y M; C MS,. De nuevo, si ingiey(f) € Mye
no es monomial, entonces existe f € I tal que ningtin termino de iny ey (f)
pertenece a M. Razonando de manera similar al caso anterior, escogemos v’
de modo que M C Mg, .., para un € lo bastante pequenio. Ademas, para
¢’ lo bastante pequeno tenemos que M, = M, ... De esta contradiccién
obtenemos que iny . v (1) es un ideal monomial. Entonces tenemos la inclusion

iny(ing (7)) C ingyev ().

En lo que sigue denotarermos por Sx = Klzo, ..., z,] v Sk = K[z, ..., 4]
a los anillos de polinomios que contienen un ideal homogéneo dado I y a sus
varios ideales iniciales iny (7). Mediremos el tamano de estos ideales mediante
sus funciones de Hilbert. Dichas funciones son funciones numéricas N — N,
d — dim(Sk/I)4. Para un d lo suficientemente grande, las funciones de Hil-
bert concuerdan con un polinomio (llamado polinomio de Hilbert) cuyo grado
es uno menos que la dimensién de Krull del cociente del anillo polinémico
modulo dicho ideal. Las bases de Grobner se utilizan para calcular invarian-
tes de I que se pueden encontrar en las funciones de Hilbert, tales como la
dimensién, puesto que la funcién de Hilbert de un ideal y la de su ideal inicial
coinciden en grado y en género, como veremos a continuacién. Apliquemos
esto a nuestra teoria de bases de Grobner.

Proposicién 3.2.2 Sea I C Sk un ideal homogéneo, y sea w € R*! tal que
inw(I)q estd generado sobre k por sus monomios. Entonces los monomios x*
de grado d que no estan en iny(I) forman una K-base para (Sk/I)q.

Demostraciéon. Sea B, el conjunto de monomios de grado d no contenidos
en ing (/). Veamos primero que la imagen de B, en (Sk/I)q es linealmente
independiente sobre K. Esto implicarfa que dimy iny, (I); > dimg I; dado que
|B4| = (”:d) — dimy iny (1)4. De ser dicho conjunto linealmente dependiente
existiria f = Y cux™ € I, con z% ¢ iny([)para cada ¢, # 0. Tenemos
entonces que iny(f) € ing([)4, y por tanto cada término de iny(f) estd en
iny (I)g4, lo cual contradice la construccién de f.

Nos falta ver que el conjunto de los monomios x" de grado d que no estan
en iny (/) generan (Sk/I)q. Para cada monomio 2" € iny,(1)4, elegimos f,, €
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I con iny(fy,) = 2. Dicha eleccién es posible gracias a la proposicién 3.2.1.
Notemos que el conjunto {f, : " € iny ()4} es linealmente independiente
en Sk. De no serlo, existirian a, € K no todos nulos con Y aufu = 0.
Escribimos f, = 2" + Y cuyz¥. Sea u’ que minimiza val(a,) + W - u para
todo u € N"*! con z% € iny(I)s. Entonces ay + Zu?éu, uCaw = 0, luego
existe u”’ # u’ con val(ay) + val(cyw) < val(ay). Entonces val(ay) +
val(cyry) + w -0’ < val(ay) + w -1’ < val(ay) + w-u”, lo cual contradice
que ing(fe) = 2. Esto muestra que dimg I; > dimy ing (1) Entonces
tenemos que dimg(Sk/I)s = dimg(Sy/inw(1))a, y B es una K—base para
(Sk/1)a.

Corolario 3.2.1 Para cualquier w € R"™ y cualquier ideal homogéneo I en
Sk, la funcion de Hilbert de I coincide con la de su ideal inicial ing (1) C Sk,
es decir,

dime (S /T)q = dim(S/inw())a  ¥d >0

Esto implica que las dimensiones de Krull de los anillos Sk /I y Sk/inw (I)
coinciden.

Demostracién. Aplicando el lema 3.2.2 tenemos que existen v € R*H!
y € > 0 con iny(ing (1)) C ingyev(I), siendo ambos ideales monomiales.
Sea % € inwieyv()a\iny(inw(7))q. Por la proposicién 3.2.2, los monomios
no presentes en iy (/)s generan (S/I)y. Entonces existe un polinomio
fu = 2% — fl € I; donde ninguno de los monomios de f; pertenecen a
iNwiev(])q. Entonces ing(fy) contiene inicamente monomios que no perte-
necen a iny (iny (7)), luego iny (ing (fu) € iny(ing (7))q. De esta contradiccién
concluimos que iny ey (/) = iny(ing(1))g. Aplicando la proposicién 3.2.2 a
iny (/) obtenemos

dimk(Sk/inw(])d) = dlmk(Sk/lnv(lnw(I)))d
Aplicdndolo a I, obtenemos dimg(Sk/I)q = dimg(Sk/inwiev(f))q. Luego

tenemos que, para cualquier w € R"" dimg(Sk/I)g = dimy(Sk/ing(I))q
para todos los grado d.

Corolario 3.2.2 Sea [ un ideal homogéneo en K|xy,...,x,|. Para cuales-
quiera w,v € R"! existe € > 0 tal que

Ny (1N (1)) = ingyserv (1) V0 < € <.
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Demostracién. Sea{g,...,gs} Ck[xo,...,z,] un generador de iny (iny (1)),
donde cada elemento g; es de la forma iny (iny(f;)) con f; € I. Por el lema
3.2.1, existe € > 0 tal que ¢g; = iny(iny(f;)) = inwsev(fi) parai =1,...,s
y para 0 < € < ¢;. Esto implica que iny(ing (7)) C ingev(I). Por el corola-
rio 3.2.1, los dos ideales iny (ing (7)) v inw4ev(£) tienen la misma funcién de
Hilbert que I, luego la contencién no puede ser estricta.

Ejemplo 3.2.3. La funcién de Hilbert del ideal en el ejemplo 3.2.2 es
dimg(Q[zo, 21, 2, x3]/1)q = dimg(k[zo, 21, T2, 3] /ing (I))g = d + 1

En este caso k = Z/27Z es el cuerpo de dos elementos. El polinomio de
Hilbert d + 1 nos muestra que las variedades proyectivas V(I) y V (iny (1))
tienen ambas dimension 1 y grado 1. Ambas son lineas rectas en IP% y en P}
respectivamente.
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