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1.- JUSTIFICACION

La motivacién de este trabajo fin de master nace de la propia creencia del autor en el
acercamiento de las matematicas al alumnado para romper esa barrera que de alguna manera
existe entre ellos y la matematica como ente abstracto y ciencia de reglas fijas sin demasiada
relacidn con otros saberes y situaciones cotidianas.

Este acercamiento a los alumnos se pretende hacer a través de lo que se ha titulado como
complementos exdticos atractivos, elementos poco comunes, peculiares que atraigan por lo
sorprendente de su propuesta, muchos de ellos desconocidos para el publico general y que
pueden incrementar el interés por las férmulas, definiciones, teoremas y problemas clasicos en
la educacidn secundaria. Este trabajo intenta, de alguna manera, conferir cuerpo a la
asignatura de matemdticas en la ensefianza secundaria complementandola en este sentido.

La parte visual de un objeto matematico, los contraejemplos, la curiosidad, el descubrimiento
de algo novedoso pueden motivar a los alumnos y, por qué no, también al docente y asi guiar
al alumno en su implicacidn, investigacion y trabajo matematicos, “El éxito en matemadticas se
puede relacionar con la riqueza y la flexibilidad de las representaciones mentales de los
conceptos matemdticos” (Azcarate y Camacho, 2003).

Un enfoque clasico de la motivacidn tiene que ver con las metas hacia las que se orienta la
actividad del alumno, en este sentido, Tapia (1992), establece como una de las metas: “A)
Metas relacionadas con la tarea...a) Experimentar que se ha aprendido algo o que se va
consiguiendo mejorar y consolidar destrezas previas, esto es, el deseo de incrementar la propia
competencia. Se supone que cuando el sujeto aprende algo -nuevos conocimientos, nuevas
destrezas -, se produce una respuesta emocional de cardcter gratificante ligada a la percepcion
de competencia. b) Experimentarse absorbido por la naturaleza de la tarea, superando el
aburrimiento y la ansiedad, por lo que aquella tiene de novedoso y revelador sobre algtn
aspecto de la realidad o sobre uno mismo...”.

Las matematicas en la educacion secundaria en Espaia es un dmbito demasiado ambicioso
para abordar desde el punto de vista de este trabajo fin de master por lo que se ha encontrado
necesario acotar dicho ambito. La eleccion del autor se ha centrado en el bachillerato de
Ciencias y Tecnologia en Castilla y Ledn, por tres motivos fundamentales, el primero es que los
complementos exéticos mds interesantes requieren ciertos conocimientos o ideas asentadas
en las mentes de los alumnos, el segundo tiene que ver con la creencia en la Geometria y su
aplicabilidad en la vida cotidiana y el tercero tiene una base normativa en el Decreto 42/2008,
de 5 de junio, por el que se establece el curriculo de bachillerato en la Comunidad de Castillay
Ledn.

Este Decreto presenta un objetivo novedoso con respecto al Real Decreto 1467/2007, de 2 de
noviembre, por el que se establece la estructura del bachillerato y se fijan las ensefianzas
minimas. El objetivo referido parece fundamental en el aprendizaje del alumno:

“8. Desarrollar métodos que contribuyan a adquirir hdbitos de trabajo, curiosidad,
creatividad, interés y confianza en si mismos.”
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Ambos Decretos presentan las matematicas, en la introducciéon y en los objetivos, con un
enfoque hacia situaciones cotidianas, de la vida real y con conexiones con otras ciencias o
saberes:

“Aunque se desarrollen con independencia de la realidad fisica, tienen su origen en ella y son
de suma utilidad para representarla. Nacen de la necesidad de resolver problemas prdcticos y
se sustentan por su capacidad para tratar, explicar, predecir y modelar situaciones reales y dar
rigor a los conocimientos cientificos. Su estructura se halla en continua evolucion, tanto por la
incorporacion de nuevos conocimientos como por su constante interrelacion con otras dreas,
especialmente en el dmbito de la ciencia y la técnica”

“1. Comprender y aplicar los conceptos y procedimientos matemdticos a situaciones diversas
que permitan avanzar en el estudio de las propias matemdticas y de otras ciencias, asi como en
la resolucion razonada de problemas procedentes de actividades cotidianas y diferentes
ambitos del saber.”

“4. Apreciar el desarrollo de las matemdticas como un proceso cambiante y dindmico, con
abundantes conexiones internas e intimamente relacionado con el de otras dreas del saber.”

Otra idea en la que insisten los dos Decretos, también en la introduccidn y en los objetivos del
curriculo, es la novedad, la exploracidn, la investigacion y la creatividad en matematicas:

“A menudo, los aspectos conceptuales no son mds que medios para la prdctica de estrategias,
para incitar a la exploracion, la formulacion de conjeturas, el intercambio de ideas y la
renovacion de los conceptos ya adquiridos.”

“..generan hdbitos de investigacion y proporcionan técnicas Uutiles para enfrentarse a
situaciones nuevas.”

“La resolucion de problemas debe servir para que el alumnado desarrolle una vision amplia y
cientifica de la realidad, para estimular la creatividad y la valoracion de las ideas ajenas,”

“3. Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacion cientifica y las destrezas propias
de las matemdticas (planteamiento de problemas, planificacion y ensayo, experimentacion,
aplicacion de la induccion y deduccidn, formulacion y aceptacion o rechazo de las conjeturas,
comprobacion de los resultados obtenidos) para realizar investigaciones y en general explorar
situaciones y fendmenos nuevos.”

“7. Mostrar actitudes asociadas al trabajo cientifico y a la investigacion matemadtica, tales
como la vision critica, la necesidad de verificacion, la valoracion de la precision, el interés por el
trabajo cooperativo y los distintos tipos de razonamiento, el cuestionamiento de las
apreciaciones intuitivas y la apertura a nuevas ideas.”

Una vez decidido el ambito o alcance del trabajo fin de master, la finalidad perseguida ha sido
aportar elementos atractivos en todas las areas de los contenidos de los dos cursos de
bachillerato, de manera que constituyan un completo apoyo o complemento para el profesor
de Matematicas | y Il del bachillerato de Ciencias y Tecnologia.

El propio curriculo de bachillerato de Ciencias y Tecnologia recoge los contenidos a impartir y
su importancia:
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“Los contenidos de Matemdticas, como materia de modalidad en el bachillerato de Ciencias y
Tecnologia, giran sobre dos ejes fundamentales: la geometria y el andlisis. Estos cuentan con
el necesario apoyo instrumental de la aritmética, el dlgebra y las estrategias propias de la
resolucion de problemas. En Matemadticas I, los contenidos relacionados con las propiedades
generales de los numeros y su relacion con las operaciones, mds que en un momento
determinado deben ser trabajados en funcion de las necesidades que surjan en cada momento
concreto. A su vez, estos contenidos se complementan con nuevas herramientas para el
estudio de la estadistica y la probabilidad, culminando asi todos los campos introducidos en la
educacion secundaria obligatoria, independientemente de que se curse la materia de
Matemaditicas Il. La introduccion de matrices e integrales en Matemdticas Il aportard nuevas y
potentes herramientas para la resolucion de problemas geométricos y funcionales.”

A continuacién se ha querido destacar qué partes de los contenidos del curriculo de
bachillerato de Ciencias y Tecnologia se han abordado:

MATEMATICAS |

1. Aritmética y dlgebra:

— Numeros reales. Valor absoluto. Desigualdades.
Distancias entre la recta real. Intervalos y entornos.
— Resoluciodn e interpretacion grdfica de ecuaciones e
inecuaciones.

— Utilizacion de las herramientas algebraicas en la
resolucion de problemas.

2. Geometria:

— Medida de un dngulo en radianes. Razones trigonométricas
de un dngulo. Uso de formulas y transformaciones
trigonométricas en la resolucion de triangulos y problemas
geomeétricos diversos.

— Vectores libres en el plano. Operaciones. Producto

escalar. Mddulo de un vector.

— Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de rectas.
Distancias y dngulos. Resolucion de problemas.

— Idea de lugar geométrico en el plano. Conicas.

3. Andlisis:

— Funciones reales de variable real: clasificacion y
caracteristicas bdsicas de las funciones polinémicas,
racionales sencillas, valor absoluto, parte entera, trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas.

— Dominio, recorrido y extremos de una funcion.

— Operaciones y composicion de funciones.

— Aproximacion al concepto de limite de una funcion,
tendencia y continuidad.

— Aproximacion al concepto de derivada. Extremos
relativos en un intervalo.

— Interpretacion y andlisis de funciones sencillas,
expresadas de manera analitica o grdfica, que describan
situaciones reales.
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4. Estadistica y Probabilidad:

— Distribuciones bidimensionales. Relaciones entre

dos variables estadisticas. Regresion lineal.

— Estudio de la probabilidad compuesta, condicionada,
total y a posteriori.

— Distribuciones binomial y normal como herramienta
para asignar probabilidades a sucesos.

MATEMATICAS Il

1. Algebra lineal:

— Estudio de las matrices como herramienta para
manejar y operar con datos estructurados en tablas y
grafos.

— Operaciones con matrices. Aplicacion de las operaciones
y de sus propiedades en la resolucion de problemas
extraidos de contextos reales.

— Determinantes. Propiedades elementales de los
determinantes. Rango de una matriz.

— Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales.

2. Geometria:

— Vectores en el espacio tridimensional. Producto

escalar, vectorial y mixto. Significado geométrico.

— Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio.

Resolucion de problemas de posiciones relativas. Resolucion
de problemas métricos relacionados con el cdlculo

de dngulos, distancias, dreas y volumenes.

3. Andlisis:

— Concepto de limite de una funcion. Cdlculo de limites.
— Continuidad de una funcion. Tipos de discontinuidad.
— Interpretacion geométrica y fisica del concepto de
derivada de una funcion en un punto.

— Funcién derivada. Cdlculo de derivadas. Derivada

de la suma, el producto y el cociente de funciones y de la
funcién compuesta. Aplicacion de la derivada al estudio
de las propiedades locales de una funcién. Problemas de
optimizacion.

— Introduccion al concepto de integral definida a partir
del cdlculo de dreas encerradas bajo una curva. Técnicas
elementales para el cdlculo de primitivas. Aplicacion

al cdlculo de dreas de regiones planas.

Los complementos exdticos atractivos propuestos se detallan en el siguiente cuadro, en el que
se aprecia el peso de la Geometria y el Analisis del bachillerato de Ciencias y Tecnologia y por
tanto, en esa misma relacién, se han desarrollado mas complementos en estas dos areas.
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BACHILLERATO DE
CIENCIAS Y TECNOLOGIA

CIRCULOS DE CODIGOS DE
FORD HAMMING

ALFOMBRA DE
SIERPINSKI /
ESPONJA DE

MENGER

SUPERHUEVO

FUNCION DE | WEIERSTRASS

INFINITOS TROMPETA DE
MONOS TORRICELLI

El objetivo general del trabajo fin de master es desarrollar un tema, en este caso los
complementos exdticos atractivos, mediante la utilizacién de los conocimientos adquiridos a lo
largo del curso. Asignaturas que han aportado para la realizacién de este trabajo de forma
general han sido “Aprendizaje y Desarrollo de la Personalidad”, “Procesos y Contextos
Educativos” y “Disefno Curricular en Matematicas”.

En esta linea, se han estructurado cada uno de los complementos en cuatro partes que reflejan
pinceladas de asignaturas tales como “Ideas y conceptos matematicos a través de la historia”,
“Complementos de Matematicas”, “Didactica de la Matematica” y “Metodologia y Evaluacion
en Matematicas”. Las cuatro partes de cada complemento son:

»  BREVE RESENA HISTORICA
Autor/es del elemento atractivo, afio de aparicién del elemento,...
La pretensidn de este apartado es de situacion del complemento en el tiempo y de
conocimiento de algunos de los matematicos mas relevantes de la historia de las
matematicas. “El andlisis historico cumple varias funciones: en primer lugar pone de
manifiesto que las nociones matemdticas no se han desarrollado de manera aislada,

MASTER EN PROFESOR DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS 11
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sino conectadas unas con otras, en segundo lugar, muestra el contexto de problemas
en los que han aparecido los conceptos, y en tercer lugar, nos hace comprender que el
desarrollo no ha sido lineal, sino con avances, retrocesos e indecisiones, nos da cuenta,
en definitiva, de las concepciones que han aparecido a lo largo de la historia de la
matemdtica” (Sierra, Gonzdlez y Lopez, 2002).

TEORIA MATEMATICA
Base tedrica de la matematica de bachillerato a la que hace referencia el complemento
exotico.

EL COMPLEMENTO EXOTICO
Descripcion del elemento atractivo, relacidon con otras ciencias y saberes,...

PROPUESTA DE ACTIVIDAD
Tareas que se pueden proponer en el aula en relacidn al complemento exédtico y/o a la
teoria matematica en la que se sustenta.

12
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2.- DESARROLLO

2.1.- LOS CIRCULOS DE FORD
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BREVE RESENA HISTORICA

Los circulos de Ford fueron descritos por el matematico estadounidense Lester Randolph Ford
en 1938, en un articulo en American Mathematical Monthly.

TEORIA MATEMATICA

Este complemento se puede enmarcar en la unidad didactica de los nuimeros reales,
concretamente al exponer el conjunto de los nimeros racionales.
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Este conjunto de los niumeros racionales, denotado por la letra Q, esta formado por:
a
Q= b la,b0Z;b#0

Los numeros racionales se pueden expresar como nimeros decimales, en unos casos exactos
y en otros casos periédicos. De igual forma los nimeros decimales, tanto exactos como
periddicos, pueden expresarse como nuimeros racionales.

Por tanto podremos decir que

decimale decimales
exactos periodicos

Los numeros de la forma B asi definidos se denominan también fracciones. El conjunto de

fracciones equivalentes representa un mismo numero racional. La fraccién irreducible con
denominador positivo es el representante canénico del conjunto de fracciones equivalentes.

EL COMPLEMENTO EXOTICO

a 1 1 a
Un circulo de Ford es un circulo centrado en —, = | Y con radio - donde — es una
b 2b 2b b

fraccion irreducible, es decir, ayb son nimeros enteros primos entre si.
El circulo de Ford asociado a la fracciéon a/b se denota como C[a/ b].

Algunas de sus propiedades son facilmente apreciables al representar graficamente estos
circulos:

a
- Son tangentes en el punto E 0 |a la recta real, al eje OX.

C a
- Si tenemos dos circulos tangentes entre si C[a/b] y C[C/d] con 4 > b’ entonces

a+c
b+d

existe otro circulo tangente a ellos dos y a la recta real que serd C

Representacidn grafica de los circulos de Ford en el entorno [0,1]
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Los circulos de Ford han inspirado también al mundo del arte. Jos Leys ha creado algunas
formas bonitas, a partir de circulos de Ford, que se muestran a continuacion y al comienzo de
este complemento.
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PROPUESTA DE ACTIVIDAD

1.- ¢Cudl de estas afirmaciones es correcta?:
a) Dos circulos de Ford son tangentes entre si.
b) Dos circulos de Ford son tangentes entre si y a la recta real.
c) Dos circulos de Ford son tangentes entre si o son disjuntos.

2.- Nombra al menos tres circulos de Ford tangentes al circulo C[3/4].

3.- Dado un circulo de Ford cualquiera, éCudntos circulos de Ford tangentes a este circulo dado
existen?

4.- Plasmar en papel en clase de Dibujo (previo acuerdo con el profesor correspondiente)
circulos de Ford conociendo la construccion de circunferencias tangentes a una recta y a otra/s
circunferencia/s dada/s.
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2.2.- EL SUPERHUEVO

BREVE RESENA HISTORICA

Hacia el afio 1965 Piet Hein, cientifico, matematico, disefiador e inventor popularizé el
superhuevo o superelipsoide, objeto éste apreciado en el arte por su belleza y en la fisica por
su estabilidad sobre cualquiera de sus extremos.

El superhuevo fue fabricado en varios materiales y llegd a ser muy popular como juguete y
objeto novedoso en los afios 60. Hoy en dia, aparece en candeleros, diferente mobiliario,

cubito de hielo, esculturas,...
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TEORIA MATEMATICA

La unidad didactica en la que se encuadra el Superhuevo como complemento es la unidad de
cOnicas, en concreto la elipse.

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos
fijos Fy F’, llamados focos, es una cantidad constante.

y
B(0, b)
P(x, y)
b
J/
i A(a, 0)
A(-a,0)| F(c, 0) 0 c F(c, 0) X
B0, -b)

La suma de distancias a los focos es constante para cualquier punto de la elipse.
PF + PF'= constante

Por tanto, tomando como punto el vértice A, tendremos que

AF + AF'= constante = 2a

Por tanto, para cualquier punto P de la elipse, la suma de distancias a los focos es 2a:
PF + PF'=2a

Tomando el punto P en el vértice B, se obtiene:

BF + BF'=2a—= 2BF =2a—= BF =a

Como el tridngulo OFB es rectangulo se verifica que

a®=b®+c?

que es la expresidn de relacién entre los elementos principales de la elipse.

La ecuacién reducida de la elipse es la ecuacidn cuyo centro es el origen de coordenadas y sus
ejes son los ejes de coordenadas.
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Acabamos de establecer que
PF + PF'=2a

A partir de la expresion de la distancia entre dos puntos, se tiene que

J(x=0)2 +(y-0)% +,/(x+0)? +(y-0)% =2a

Pasando una raiz al segundo miembro y elevando al cuadrado

(W(x-¢)? +(y—0)?)? = 2a—+/(x+c)? +(y—0)?)?

(x—c)® +y® =4a® —4a,/(x+C)* + y* +(x+)* +y?

Si aislamos el término de la raiz en el primer miembro y operamos

da,/(x+C)* +y® =4a’ +(x+c)> +y* - (x-c)* —-y?
4a,/(x+C)? + y? =4a® +4cx
ay(x+c)?+y? =a’ +cx

Volviendo a elevar al cuadrado los dos miembros vy utilizando la relacion mostrada
: 2 _ |2 2 .
anteriormente a“~ =b“ +C“, se obtiene

b2X2 +a2y2 = a2b2

Si dividimos ambos miembros por a’b?, podemos obtener la ecuacién reducida de la elipse
de eje mayor OX:

EL COMPLEMENTO EXOTICO

Hein propuso una superelipse que aportaba una solucién para una rotonda en el cruce de dos
vias en Estocolmo. La necesidad de obtener una curva que optimizara el interior y una
ortogonalidad que diera servicio al trafico dio como fruto una elipse digamos “inflada” de
exponentes 2,5:

25 25

X yr _ _
75 + 075 =1, con a/b=6/5

El resultado fue muy satisfactorio en todos los requisitos previos establecidos.
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El superhuevo en su forma tridimensional mas generalizada se obtiene a partir de la
superelipse:

25 25
X2 ,
25+y25:
a=” b~

1, estavezcon a/b=4/3

Y girando esta curva alrededor del eje x.
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PROPUESTA DE ACTIVIDAD
1.- ¢Qué ocurre si a la elipse le aumentamos los exponentes a 3, a 4 o incluso a 10?
2.- Y si disminuimosa1,5,al0a0,5?

3.- Dibuja estas figuras de forma aproximada.

+ee
X 1

10 Super-ellipses
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2.3.- LA FUNCION DE WEIERSTRASS

BREVE RESENA HISTORICA

Karl Wilhem Theodor Weierstrass, aleman, matematico y profesor de secundaria, descubrié la
funcién de su propio nombre en 1861 y sorprendié al mundo matematico al mostrarla en
1872. El conocido y reconocido como padre del analisis moderno llegd a formular algunos de
los teoremas mas simples y fundamentales del analisis de funciones como son el teorema de
Bolzano-Weierstrass y el teorema de Weierstrass.

Algunos de sus discipulos mas destacados fueron Bolzano, Cantor, Lie y Kovalevskaya.
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TEORIA MATEMATICA

Este complemento se sostiene sobre las unidades didacticas de analisis matematico que
incluyen continuidad y derivabilidad.

De forma no formal la idea de continuidad se intuye a partir de la idea grafica de representar
una funcion en un papel con un solo trazo sin levantar el lapiz del mismo.

Ahora, de forma formal, decimos que una funcién es continua en un punto X=X, si se

cumplen las tres condiciones siguientes:

* Existe el limite de f(X) cuando Xtiendea X, .
* Lafuncion estd definida en X,.

¢ Ambos valores coinciden:

lim f(x) = f(x,)
X=X

Si tenemos dos funciones, f y (g, continuas en X, , se verifican una serie de propiedades:

- La funcién resultante de su suma, f + (g, es también continua en X, -
- De igual forma, f —Q, es continua en X, -

- Ot OR, la funcidn resultante t [ f es continua en X, .

- Para el producto de funciones, f [ges continua en X, .

- Si se cumple que g(X,) # 0, la funcién resultante f/Q seré continua en X, .

La derivada de una funcién f en un punto X,, denotada como f'(X,), es el limite cuando h

tiende a O, del cociente incremental entre f (X, +h) = f(X,) y h:

f'(xo)zlhi[r(‘) f(x0+hr)]—f(x0)

En cuanto a la derivabilidad, decimos que una funcién f es derivable en un punto X, cuando

la funcién tiene derivada en ese punto.

EL COMPLEMENTO EXOTICO

La funcion de Weierstrass es continua en todos sus puntos pero no es diferenciable en ninguno
de sus puntos. Esta funcion estd definida por:

f(x)= i a* cosp*7x)

3n
con 0<a<l, besunnimero entero impar y positivo, y ab > 1+7
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Esta funcién se construye, por tanto, con infinitas funciones trigonométricas formando una
densa oscilacidn de cardcter infinito para un entorno finito.

La conexidn con las formas fractales es evidente. Un fractal muy conocido es la curva de Koch,
una curva igualmente continua en todos sus puntos y no derivable en ninguno de ellos. Ambas
graficas, asi como otras con la misma singularidad que fueron apareciendo con posterioridad, a
medida que agrandamos su representacién grafica, nos muestran mds y mas detalle.
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Las formas fractales han conseguido representarse de forma muy bella como aportacion de las
matematicas al arte.

PROPUESTA DE ACTIVIDAD

1.- Construir la curva fractal de Koch paso a paso generando cada vez un nivel mayor de detalle

ol
2 eln,
el F i

2.- Partiendo de la funcién f(X) = |X| , ¢Es continua en todo su dominio? ¢y derivable en todos

sus puntos?

3.- Sabemos que la funcién f(X) = x[5enl/x) no es derivable en el punto X =0, por tanto,
¢Podemos decir que es continua en todo R?
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La funcién de resonancia es una funcién en cierta forma similar a la funcién anterior:
X(t) = Atser{w,t)
A medida que pasa el tiempo t, la curva se hace mas y mas grande. Este tipo de oscilaciones,

en su version extrema puede llegar a colapsar la estructura de un puente como ocurrié con el
puente de Tacoma.

Por este motivo son desaconsejados los desfiles militares o de otro tipo sobre puentes, pues
llevan un ritmo constante que podrian provocar dafos en la estructura de estas
construcciones.
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2.4.- EL TEOREMA DE LOS INFINITOS MONOS

BREVE RESENA HISTORICA

El nombrado teorema de los infinitos monos fue planteado por Emile Borel, fisico y
matematico francés, en el afio 1913.

Emile pretendia ilustrar la magnitud de un acontecimiento extraordinariamente improbable en
su libro “Mécanique Statistique et Irréversibilité”.

TEORIA MATEMATICA
Este teorema complementa la unidad didactica de Probabilidad.
Comenzaremos con unas definiciones basicas en probabilidad:

- Espacio muestral (denotado con la letra E): Conjunto formado por todos los resultados de
un experimento o fenémeno aleatorio.
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- Suceso de un experimento o fenémeno aleatorio (denotado con las letras A, B,C,...): Cada
uno de los subconjuntos del espacio muestral E

- Suceso seguro: el formado por todos los resultados posibles del experimento y, por tanto, es
coincidente con el espacio muestral E.

- Suceso imposible: el que nunca es verificado y se representa con el conjunto vacio [ .
Sea E el espacio muestral de un experimento o fendmeno aleatorioy S el espacio de sucesos

aleatorios asociado a este espacio muestral, se llama probabilidad a la aplicacién P definida
entre Sy R, siendo R el conjunto de los nimeros reales:

P:S - R[0]]
A = P(A)

La aplicacién P definida verifica los siguientes axiomas:
1) La probabilidad del suceso seguro o espacio muestral E es 1.
P(E) =1
2) Sea Aun suceso cualquiera, su probabilidad es un nimero no negativo.
P(A)=0

3) Si Ay B son dos sucesos incompatibles, es decir An B =0, la probabilidad del
suceso union es la suma de las probabilidades de cada suceso.

P(AUO B) = P(A) + P(B)

Pasamos ahora a enunciar una serie de propiedades Utiles para el calculo de probabilidades de
sucesos.

» Si tenemos un suceso A, el suceso contrario denotado con A se puede conocer a
partirde A:

P(A) =1-P(A)
* Para el suceso imposible [, su probabilidad es O:
P(O)=0

* Si tenemos Ay B dos sucesos compatibles, es decir An B # [, la probabilidad del
suceso union es:

P(ADB) = P(A) + P(B) - P(An B)
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e Regla de Llaplace: La probabilidad de un suceso Aformado por hsucesos
equiprobables es el cociente entre el nUmero de resultados favorables y el nimero de
resultados posibles N:

Py =1
n

EL COMPLEMENTO EXOTICO

El teorema de los infinitos monos originariamente dice que si se pusieran un millén de monos
a mecanografiar teclas al azar durante 10 horas seguidas al dia, podrian escribir cualquier libro
de la Biblioteca Nacional Francesa.

Tiempo mas tarde, y ya popularizado el teorema por la curiosidad que despertaba, se volvid a
formular de esta manera: “Si infinitos monos, en un intervalo infinito de tiempo,
mecanografiasen teclas al azar, acabarian escribiendo cualquier obra de William Shakespeare.”

PROPUESTA DE ACTIVIDAD

1.- Si partimos de un teclado con 28 letras, por ejemplo, minusculas, 10 nimeros, 10 simbolos
y la barra espaciadora, y queremos que un mono escriba la frase siguiente: “la vida es bella”
¢éCual seria el nimero de combinaciones posibles que el mono pudiera teclear?

2.- Volviendo al caso anterior, ¢Cudl seria la probabilidad de que el mono acertara a escribir
dicha frase?

3.- Suponiendo que el mono pulse una tecla por segundo, ¢Cuantos afios deberia estar
escribiendo el mono para practicamente estar seguros de que haya redactado al menos una
vez la frase correcta?
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2.5.- LOS CODIGOS DE HAMMING

BREVE RESENA HISTORICA

Richard Wesley Hamming, matematico estadounidense y premio Turing 1968, presento a la
comunidad matematica en 1950 los cddigos de deteccion y correccidon de errores, dando al
nacimiento de la Teoria de Cédigos.

La Teoria de cddigos tiene importantes aplicaciones en los sistemas de informacion y
comunicacion.
TEORIA MATEMATICA

Dentro de la unidad didactica de matrices, mds concretamente en las operaciones de matrices,
podemos encuadrar este complemento.
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Una matriz A se define como un conjunto de elementos dispuestos en M filasy N columnas:

A

a;

Operaciones bdasicas con matrices:

Suma:
Ay,
A+B= %1

Ay
a11+b11

a21 + b21

a,th,

a,
A

e
a12 + b12

a22 + b22

a.,+b

m

Sea A un ndmero real,

; Ay
AA= AR %2
aml a'm2

Producto de matrices:

m2

Producto por un numero:

a:I.2 aln
a21 a22 a2n
am:l. am2 amn
a, ) (by by b,
a.2n + b21 b22 b2n
a'mn bml bm2 bmn
aln + bln
a2n + b2n
amn + bmn
a,| (A, A,
a2n _ A l}21 /1 l]a'ZZ
A, A, A,

ALz,

Al

RF:]

2n

Para multiplicar matrices es necesario que el nimero de columnas de la primera matriz sea
igual al nimero de filas de la segunda.

a
a21

AlB

Ay

a;
a22

am2

ay [b11+a12 [b21+"'+ain [bnl
ay [ﬂ)ll +a, EbZl Tt a,, [bnl

Ay [bu"'amz [ﬂ)21+"'+amn [bnl Ay [b12+am2 [ﬂ)zz *ee

aln bll b12
a2n b21 b2
amn bnl an
ay, by, +ay, [y, +--

Ay [b12+a22 |:5322"""

+a

mn

+a, b,
+ a2n l:ﬂ)nZ

(B,

ay [blp ta, [ﬂ)Zp e

ay [blp 3, [pr +

Ay [ﬂ)lp +a,, |:ﬂ)2p *ee
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EL COMPLEMENTO EXOTICO

Un cddigo puede definirse como el conjunto de signos que envia un emisor para que un
receptor comprenda un mensaje. Cuando se produce ruido en el canal de comunicacién, el
codigo permite la correccion de errores.

Vamos a suponer que un emisor envia un mensaje en cédigo binario, es decir, por el canal de
comunicacién pasan “ceros” y “unos”. Cuando se produce ruido, un “uno” enviado puede
llegar al receptor como un “cero”. En este caso podemos enviar un mensaje mas largo a
propdsito para que el receptor pueda detectar el error y asi tener la seguridad de recoger el
mensaje completo.

Esto se realiza habitualmente en la actualidad afiadiendo lo que se llaman signos de control.
Un buen ejemplo de ello es el DNI espafiol que utilizamos todos los dias. La letra del DNI se
asigna como combinacién de los ocho nimeros, es un signo de control que permite detectar
un error en el mensaje al introducirlo en, por ejemplo, un programa informdtico de una
administracién publica.

NACIONAL DE IDENTIDAD

= RPELLIDOT
ESPANA 06"

NOMBRE
| NOMBRE
SEXO  NACIONALIDAD
M ESP
FECHA DE NACIMIENTO
|| 05 1972
DESP
AAA,

o VALIDO HASTA
o 01 01 2016

b g [ y
DNINUM. i gi] y

Tomds Dominguez (2003) establece un buen ejemplo de cédigo lineal:

“Suponemos que estamos mandando una ‘palabra’ digital de tres letras U,u,U, donde U, =0

o 1. Tomamos una matriz de dimensién nx3 formada por 0’s y 1’s. Por ejemplo, para n = 3,
consideramos

>

I
=)
o B
o R K
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Alargamos el cédigo poniendo

1 00 X,
010 X,
ul ul
(uu,u.) |5 U :O 01 U _| %
14243 A 2 o1 11 2 X,
U, U,
1 01 Xg
110 Xg
en base 2, donde X, =U; para i = 1,23. Asi se obtiene la siguiente correspondencia entre los

cédigos que queremos enviar y los cédigos alargados con tres cifras de control

000 — 000000,

100 — 100011,
010 — 010101,
001 — 001110,
110 — 110110,
101 — 101101,
011 — 011011,
111 — 111000.

Vemos que los numeros de control pueden coincidir, pero lo hacen para palabras que se
diferencian en los tres digitos. De esta forma, si suponemos que sdlo se produce un error (o
dos), la secuencia de control lo advertird. Pero también es importante que en caso de error el
receptor sea capaz de regenerar la palabra enviada. En efecto, la distancia minima entre dos
palabras de este cddigo (esto es, la distancia de Hamming = numero de cifras diferentes entre
dos palabras) es 3. De esta manera, si hay un error, sélo una de las palabras correctas es
posible. Los dos problemas —deteccion de errores y reconstruccion de la palabra correcta—
son la clave de esta teoria.”- Se refiere a la Teoria de cddigos - “Elegir la matriz (de
comprobacion de la paridad) mds apropiada en este caso o disefiar otros tipos de codigos es un
problema de gran interés y dificultad. “

Supongamos que el emisor envia el cdédigo 100, pero por un error en la comunicacién del
ultimo digito, el receptor recibe 101. Este confundira el mensaje. Pero si utilizamos el cddigo
con las tres cifras de control, el mensaje enviado seria 100011, sin embargo el mensaje
recibido por el error mencionado anteriormente seria 101011, que difiere en solo un digito, El
receptor ya no confundiria el mensaje puesto que el cédigo alargado de 101 es 101101 que
difiere en dos digitos. Ademds tampoco habria otra combinacidon con solamente un digito
distinto. Un programa podria corregir al minimo error posible y el receptor recibiria el mensaje
correctamente.
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PROPUESTA DE ACTIVIDAD

1.- A partir del siguiente cddigo lineal en sistema binario (uluz)y matriz de control

11
A=|0 1|, écuantos digitos de control tiene este cédigo?
10

2.- Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, calcula los cddigos alargados de 00,01, 10y 11.

3.- Para el caso del DNI con la letra de control, ¢cudntas filas y columnas tendrd su matriz de
control?
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2.6.- LA ALFOMBRA DE SIERPINSKI Y LA ESPONJA DE MENGER

BREVE RESENA HISTORICA

W. Sierpinski

Waclaw Sierpinski, matematico polaco, dedicd buena parte de su vida al estudio de la
geometria fractal. Su fama se debe a la figura conocida como alfombra de Sierpinski.

El matematico austriaco Karl Menger, por su parte, describio la esponja de su mismo nombre
en 1926. Las caras de este objeto son precisamente alfombras de Sierpinski.
TEORIA MATEMATICA

Estos complementos pueden encajar en la unidad didactica de Areas y Volimenes desde el
punto de vista de la Geometria.
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Si tenemos un paralelogramo definido por dos vectores Uy V, el drea que describen serd el
maddulo de su producto vectorial.

paralelogramo  — | UXV|

Area
En el caso de que tengamos un tridngulo conocidos sus tres vértices, A,B,C, el drea definida
por dos de sus lados, ABy BCva a ser:
] 11— —
Area , == E.]ABXAC‘
A2
ABC

Si partimos de un paralelepipedo definido por los vectores U, Vy W, su volumen es el valor
absoluto del producto mixto de los tres vectores:

VOIumenparalelepbedo = |[G'\7’ W]|

Para un tetraedro determinado por tres vectores U, Vy W, el volumen engendrado es:

1. _
VOIumenparalelepbedo = E [l:[U,V, W]|

EL COMPLEMENTO EXOTICO

LA ALFOMBRA DE SIERPINSKI

La alfombra de Sierpinski es una figura plana (que no quiere decir que tenga dimensidn 2, de
hecho es de dimensién 1,58...) formada a partir de un cuadrado que mediante iteraciones
sucesivas se divide en 3x3=9 cuadrados quitando el del medio. A continuacidn, se repetiria la
misma operacién en los 8 restantes y asi sucesivamente en un numero infinito de iteraciones.
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Las propiedades que le confieren un caracter exético son de tipo geométrico. El drea a cada
iteracidn se vuelve cada vez mds pequefia de forma que en el limite illega a ser nula! Y no solo
queda ahi si no que con la misma velocidad su perimetro se vuelve cada vez mas grande para,

en el limite jllegar a ser infinito!

Si partimos de una alfombra de lado 1 U, podemos ver facilmente que el drea en su primera
2 3
. .7 8 2 . .z 2 2 )
iteraciéon es —U", en la segunda iteracion | — | U“, en la tercera 5 us,..., enla l-ésima
8 [
. .z , 2 . . . . , . . s
iteracion sera | — | U7, por tanto, cuando tiende a infinito el nUmero de iteraciones, su area

tiende a O, puesto que para potencias iguales, el numerador es mas pequefio que el
denominador.

Sierpinski trabajo con otras figuras fractales como el tridngulo de Sierpinski y otras curvas,
entre otras, el pentagono, hexagono y octégono de Sierpinski.
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LA ESPONJA DE MENGER

42
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La esponja de Menger es un objeto fractal de dimensidén 2,72..., cuya construccion iterativa
comienza tomando un cubo y dividiéndolo en 3x3x3=27 cubos. Después quitando el cubo
central, y los de los centros de cada cara. A continuaciéon, en una segunda iteracién repetimos
el proceso con cada uno de los 27-7 = 20 cubos restantes y asi hariamos sucesivamente con
infinitas iteraciones.

La esponja de Menger presenta también unas propiedades geométricas asombrosas. Su area
crece a medida que las iteraciones nos presentan cada vez mayor nimero de caras por lo que
en el limite jtiende a infinito! A su vez su volumen se acerca a 0 a medida que nos acercamos
al infinito.

De igual forma que veiamos como el area de la alfombra de Sierpinski tendia a O, partimos

, . L 20 ;5
ahora de una esponja de lado 1 U, el volumen en la primera iteracién es Eu , en la segunda
2 3 i

oo (20) 5 20)" 5 o 3
iteracion | — | U”, enlatercera| — | U”,...,enla I -ésima iteracién es | — | U, por tanto,
27 27 27

cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito, su volumen tiende a O, ya su numerador es
menor que el denominador.

La expectacidn creada por este objeto ha inspirado y sigue inspirando a otras ciencias y
saberes como la fisica, la arquitectura, la escultura, la fotografia,...
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PROPUESTA DE ACTIVIDAD

1.- Calcular el drea del triangulo de Sierpinski de lado 2 uZen su tercera iteracion.

2.- A partir del tridngulo de la actividad anterior, calcular vectorialmente el drea para la
primera iteracion.

3.- A partir de la propuesta en Internet de la profesora Elena E. Alvarez Saiz para el tridngulo de
Sierpinski, realizar con Geogebra su construccion hasta la quinta iteracion.
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4.- Conociendo que tanto el area de la alfombra de Sierpinski, como el volumen de la esponja
de Menger tienden a ser nulos, afirmar cual de las dos propiedades geométricas tiende a
0 con mayor rapidez y justificar la respuesta.

5.- Investiga en Internet sobre la relacidn entre los tridngulos de Pascal y de Sierpinski

6.- Realizar con papel en tres dimensiones, o mas bien en 2,72... dimensiones, una esponja de
Menger de nivel 2 inspirada en la esponja de nivel 3 realizada por el IES Carlos Bousofio de
Majadahonda (Madrid).

7.- Indica cédmo calcularias vectorialmente el volumen de un tetraedro de Sierpinski en su
segunda iteracion.
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2.7.- LATROMPETA DE TORRICELLI

BREVE RESENA HISTORICA

Evangelista Torricelli, fisico y matematico de origen italiano, descubrid este objeto matematico
con aspecto de trompeta en 1641. Ademas de conocerse como trompeta de Torricelli, se
nombra cuerno de Gabriel.

Torricelli trabajé conjuntamente con Galileo en la astronomia telescdpica y es ampliamente
recordado por la invencion del bardmetro.

TEORIA MATEMATICA

Este complemento se encuadra en la unidad didactica de Integral definida, concretamente en
su ultima parte, cuando se da el salto del calculo del drea de una superficie plana al cdlculo del
volumen de un cuerpo de revolucién.

Partiendo de un trozo de curva y = f(X), con xD[a, b], podemos hacer que gire alrededor
del eje X de forma que engendre un cuerpo de revolucion.
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Si tomamos una rodaja entre X,_, y X, su volumen serd el drea de la rodaja por su altura, es
decir,

TOf(C) (% = %)

Por lo tanto, el volumen de este cuerpo de forma aproximada sera la suma de todas las rodajas
entreayb

n
2
anf (€)% = %4)
i=1
Si pasamos al limite podemos obtener el valor exacto mediante la integral

j:nmf (X)2dx :n[j: f (x)2dx

EL COMPLEMENTO EXOTICO

1

Consideramos la funcion f(x) =—,

48 MASTER EN PROFESOR DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS



TRABAJO FIN DE MASTER COMPLEMENTOS EXOTICOS ATRACTIVOS EN LA FORMACION MATEMATICA
LUIS DEL CAMPO GUTIERREZ DEL BACHILLERATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA DE CASTILLA Y LEON

Tomamos ahora solamente la funcién en el intervalo [1,c0) y la hacemos girar alrededor del
eje de abscisas obteniendo la conocida Trompeta de Torricelli de longitud infinita.

La particularidad de este objeto estriba en una paradoja: el area de la trompeta al ser de
longitud infinita resulta ser también infinita, por tanto, es intuitivo pensar que su volumen es
también infinito jpero no! es finito y se puede demostrar calculandolo.

Segln la teoria expuesta para el calculo del volumen de un cuerpo de revolucidn, el volumen
de este cuerpo se puede calcular de la siguiente forma

J.lw {1/ x)? dx :ﬂEf (1/x)*dx

PROPUESTA DE ACTIVIDAD
1.- Calcular el volumen de la trompeta de Torricelli
2.- {Podrias pintar la superficie interior de la trompeta? i Por qué?

3.- Puesto que su volumen es finito, ¢ Qué ocurriria si rellenaramos la trompeta vertiendo una
cantidad suficiente de botes de pintura? ¢Habriamos pintado su superficie interior?
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2.8.- SOLUCIONARIO

LOS CIRCULOS DE FORD

1.- ¢) Dos circulos de Ford son tangentes entre si o son disjuntos.
2.- C[5/7], c[4/5], c[2/3], C[7/9], c[a/1]....
3.- Infinitos

4.- (A realizar bajo la supervision del profesor de dibujo).

EL SUPERHUEVO

1.- La elipse se inflaria cada vez mas a medida que aumentan los exponentes, asemejandose
cada vez mas a un rectangulo con las esquinas redondeadas.

2.- A 1,5 la elipse se empieza a desinflar, a 1 se vuelve un rombo y a 0,5 alcanza forma
estrellada.

3.- (A realizar sobre papel en el aula).

LA FUNCION DE WEIERSTRASS

1.- (A realizar en el aula)
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2.- Si, es continua LOX R; No es derivableen X=0.

3.- No, de hecho esta funcién es continua X[ R—{O}.

EL TEOREMA DE LOS INFINITOS MONOS

1.- 28+10+10+1 =49 teclas
L+a+_+v+i+d+a+_+e+s+_+b+e+l+l+a =16letras y espacios
49" = 1104010%" combinaciones posibles
2.- A = acertar a escribir la frase
1 -28
P(A) = — = 9054010
110410
27
3. e ?n?r‘]‘m EGS —— = 5603(10"afios
—— [60—— 24— [B65——
min h dia ano
LOS CODIGOS DE HAMMING
1.- Tiene tres digitos de control: X;, X, y Xg
10 U, X
0 u X
P U U, ? ?
=11 =lu U, (=] X
A u, u,
01 u, X,
10 U, Xs
2.- 00-> 00000
01-> 01110
10 -> 10101
11->11011

52

MASTER EN PROFESOR DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

COMPLEMENTOS EXOTICOS ATRACTIVOS EN LA FORMACION MATEMATICA
LUIS DEL CAMPO GUTIERREZ DEL BACHILLERATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA DE CASTILLA Y LEON



B e O BACHILLEAATo o1 ClENCIAS  TECNOLOGIN D CASTILAY 126
3.-
1 0 0 0 O O 0 O
o1 0 0 0 0 o0 ofl"™
O 0 1 0 0 0 0 o™
O 0 0 1 0 0 0 o0f|"™
0 0 0 0 1 0 0 o]f"|=
O 0 00 0 1 0 off®
O 0 0 0 0 0 1 of|"™
0 0O 0 0 0 0 1 37
8, By By B Bgs Bgs gy Bog)
Uy X
u2 X2
u3 X3
u, Xy
= Ug = X
Ug X5
l"I7 X7
Ug X

Qgqly T 3gyU, + 8g3Us + g U, + gsUs + Ayl + 8g;U; + 85U X
La matriz de control A tendra 1 filay 8 columnas.

A=(ag, @, 8y 8y Bgs Beg By Agy)

LA ALFOMBRA DE SIERPINSKI Y LA ESPONJA DE MENGER

1.- Tomando base x altura / 2, y teniendo en cuenta que a cada iteracién el area se reduce

hasta —:
4

3
A= % 0/3 [ﬁ%) u? = 0,73071u?

2. C(1,v/30)
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AB= (200) y AC= (1+/30)
ABxAC = (002V/3)
. Sy 3
A cada iteracion el area se reduce hasta Z :
11— — 1
A=LiABxAQE W = L V3R u? =12990402
y [ABXAGE " =2 2030
3.-
Acciones Pasos a realizar

Abrir Geogebra
ﬂ -

(=T =T =

Hacer doble clic sobre el icono

Modificar el aspecto de la Elegir Menu Edita. Desmarcar opcién ejes
vista grafica
Elegir MenU Edita. Desmarcar opcién cuadricula.

Definir un triangulo de

lado el segmento AB Teclear en el campo entrada: A=(-3,0)

Teclear en el campo entrada: B=(0,3)

Teclear en el campo entrada: T=Poligono[A,B,3]

Generamos los triangulos
correspondientes a la
etapa 1

Elegimos la herramienta Punto Medio:

Al ol

A
® Muevo Punto
>i\/ Interseccion de Dos Ohjetos

[ -]
‘ .i Punto Medio o Centra

"

L]
) I
o

J-F""'Td__‘
W

o

o

* Marcamos los puntos A y B. Se obtiene D.
* Marcamos los puntos A y C. Se obtiene E.
e Marcamos los puntos B y C. Se obtiene F.

Nota: También se puede obtener el punto medio de otros
dos, Py Q, tecleando en la ventana entrada
PuntoMedio[P,Q].

Creamos el triangulo t1 cuyos vértices son los tres
puntos obtenidos:
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e Seleccionamos la herramienta triangulo
 Hacemos clic en los puntos D, E, F, D.

Rellenamos el triangulo generado de blanco. Para ello, le
seleccionamos y en sus propiedades elegimos como color
blanco y en la pestafa Estilo la opcién Sombreado con
valor 100.

o Propledades &

Oeins #1 | Bisxo; Coler| Estlo | Avanzado:
=-Funta

4 A Bensor ga Trazo

iB

3 €

40

3 E b T & F "B 1812

3 E

= Sagrents Eshls de Trapy ——w
#n
o Sornbricido

]

]

] ] Fid vl )

ol

-«
- Triangusa ¥
L1 *>

[ & 8o | Clgrs

Modificamos el dibujo
para que no se visualice
nada mas que los puntos la opcién Muestra Objeto y Muestra Rétulo de aquellos

y los cuadrados.

Elegir del menu Edita la opcién Propiedades y desmarcar

objetos que se desee.

Para visualizar mejor los
segmentos de la etapa
anterior se pueden encuentran en el listado de objetos dependientes y
desplazar los puntos Al,
... , A8 horizontalmente
una longitud L+1.

Crear una herramienta
que sea Sierpinskil para
repetir el proceso sobre Herramientas Nueva.
cualquier cuadrado.

Basta hacer clic sobre los puntos Al, ..., A8 que se

redefinirles sumandoles (0,2/3*L)

Elegir del menu Herramientas la opcién Creacién de

En la pestana Objetos de Salida incluir D,E,F,r1.
En la pestaia Objetos de Entrada incluir A y B.
En la pestafia Nombre e Icono elegir Sierpinskil.

Pulsar sobre el botdén Concluido.
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4.- El volumen de la esponja de Menger tiende a O mas rapidamente que el drea de la

alfombra de Sierpinski. Eso es debido a que el volumen de la esponja se reduce en 727,

mientras que el area de la alfombra se reduce en }6 = %7.

5.-
Relacién con el tridngulo de Pascal

Observacion: Una propiedad muy llamativa del tridngulo de Sierpinski es su conexién con el
triangulo de Pascal. El triangulo de Pascal define de arriba abajo los coeficientes de cada uno
de los términos del desarrollo de un binomio elevado a la potencia correspondiente a la

profundidad del tridngulo.

Ahora, superponiendo un tridngulo de Sierpinski sobre el de Pascal (siendo los dos de igual
tamafio) se puede comprobar que los tridngulos coloreados de azul se corresponden con los

numeros impares y los naranjas con los pares.

RS R ARE LR T |
N e 3 T L R BT AT
1) 18 (2 5G] (0] (96026 8T
TR LM M e e 1
0000 [aa ) 130 200 ) 2100 120 (481000
R - LR e e = - T T |
IR P - B R B R R 12_ 1
IS el R AR LR PR TR RT AR p e LR | EE R kSRS
10 B ) DG L 20T 00N (AT TR0GT 2007 1001 3ed ML B ]

1 LS VIRE 4SS IRES 3000 SDO5 35 38 5005 MGT 1365 458105 0018 1

Pregunta: éQué pasaria si se pinta de blanco cuando el nUmero al que corresponde la celda
es multiplo de un numero concreto (3, 5, 7) o se pinta de negro cuando no es multiplo? éQué

pasaria si pintamos los nimeros primos del triangulo de Pascal?
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6.- (A realizar bajo la direccion del profesor de matematicas durante una evaluacién entera
con la mayor parte de tiempo fuera de clase y con la implicacidn de todos los alumnos)

7.-

2
3
oo _y.ta .
Volumen,, ..., = []Iu,v,w]| [ﬁ—z siendo ael lado del tetraedro

ol

LA TROMPETA DE TORRICELLI

1.- El volumen de la trompeta de Torricelli sera:

0 °°d 1
V=ITEJ-1 (]/X)de=7T[J-l X—Z(: 1-=|=n

2.- (Se trata de provocar un pequeiio debate en el aula, la respuesta mas probable entre los
alumnos es: no, porque la trompeta de Torricelli es infinita)

3.- (Seguimos alimentando el debate. Habriamos pintado la superficie interior, pero claro, hay
que tener en cuenta las limitaciones fisicas puesto que las particulas de pintura no son
infinitamente pequefias)
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3.- CONCLUSIONES

Estos ocho complementos exdticos deben acercar al alumno a las matematicas de bachillerato
de Ciencia y Tecnologia. El autor tiene el deseo y el convencimiento de haber aportado un
apoyo al docente que le permita tender una mano al alumnado para que este construya su
propio conocimiento matematico gracias a la motivacién y emocion que estos complementos
le puedan transmitir, “el esquema conceptual es algo no siempre verbal que asociamos
mentalmente al nombre del concepto; puede ser una representacion visual del concepto pero
incluye también las experiencias y las sensaciones vividas en relacion al mismo” (Azcdrate y
Camacho, 2003).

Se trata de conseguir que el alumno desarrolle sus capacidades, procesos légicos y en
definitiva su intelecto para afrontar su siguiente evolucién educativa y/o futuro profesional.

Con los ocho elementos atractivos que se proponen, el autor ha abarcado las siete areas del
curriculo de bachillerato de Ciencias y Tecnologia, a saber, Aritmética y algebra, Geometria,
Andlisis y Estadistica y probabilidad de 12 de bachillerato y Algebra lineal, Geometria y Analisis
de 22 de bachillerato.

Una vez analizados los complementos exéticos, ha sido grato haber encontrado en estos ocho
elementos relaciones muy claras entre ellos a pesar de su disparidad de origenes y areas
matematicas. Uno de los conceptos que se repiten en los complementos realizados es la idea
de infinito. Hasta seis de los ocho complementos presentados incluyen este concepto tan
intrigante y atractivo: los circulos de Ford, la alfombra de Sierpinski, la esponja de Menger, la
funcién de Weierstrass, el teorema de los infinitos monos y la trompeta de Torricelli.

Otro nexo de unidn entre varios de los complementos exéticos han sido los fractales (que no
dejan de estar relacionados directamente con la idea de infinito), presentes en cuatro de los
ocho elementos: los circulos de Ford, la alfombra de Sierpinski, la esponja de Menger vy la
funcion de Weierstrass.

Este trabajo fin de master tiene una clara vocacion de continuidad que se detalla en el
apartado de lineas futuras.
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4.- LINEAS FUTURAS

Las posibilidades que abre el presente trabajo fin de master son interesantes y variadas:

* Enfoque puramente motivacional del alumno y/o profesor en cuanto a los
complementos exdticos

¢ Complementos atractivos para bachillerato de Ciencias Sociales, otros cursos de la
ESO, Atencidn a la Diversidad, Ensefianza de Adultos,...

e Desarrollo de los elementos atractivos en el ambito de otras Comunidades
Auténomas.

¢ Investigacidn en el aula para valorar de forma significativa la influencia de estos
complementos en el rendimiento académico.

e Focalizar en un determinado area de las matematicas como pueda ser la Geometria
por sus grandes posibilidades o el Analisis por su mayor complejidad en cuanto a
conceptos nuevos e ideas menos intuitivas para el alumno.

¢ Complementar con elementos atractivos cada una de las unidades didacticas de un
mismo curso de la ESO o el Bachillerato.

e Desarrollo de complementos exéticos atractivos en torno a un tema concreto como
puedan ser el infinito o los fractales.
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