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Resumen

Este proyecto se centra en el analisis limite o calculo plastico de poérticos de
barras esbeltas mediante un método directo basado en el Principio de
Trabajos Virtuales (PTV). EI método consiste en buscar el mecanismo de
colapso de la estructura a partir de las ecuaciones de equilibrio planteadas
mediante problemas virtuales en desplazamientos. Este tipo de
planteamientos es poco sistematico y requiere invertir tiempo en la busqueda
del mecanismo adecuado.

Este proyecto trata de buscar una forma de sistematizarlo gracias a la teoria
de mecanismos y a la optimizaciéon basada en criterios energéticos para
obtener las ecuaciones necesarias en una estructura planteada y que
automaticamente sea capaz de resolver el problema planteado. Ademas se
hara uso de las ecuaciones de compatibilidad precisas para conocer los giros
en las rétulas plasticas en el momento del colapso de la estructura.
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Abstract

This project focuses on limit analysis or plastic calculation of slender bar
frames using a direct method based on the Virtual Works Principle (VWP). The
method consists in looking for the mechanism of collapse of the structure
from the equilibrium equations posed by virtual displacement problems. Such
approaches are piecemeal and require time to find the right mechanism.

This project tries to find a way to systematize it thanks to the theory of
mechanisms and optimization based on energy criteria in order to obtain the
necessary equations in a proposed structure that will automatically be able to
solve the problem posed. In addition, use will be made of the precise
compatibility equations to know the rotations in the plastic labels at the
moment of the collapse of the structure.

Key words

Optimization

Energy

Plastic calculation
Collapse mechanism

Plastic hinges



Indice

RESUMEBIN it a e e e e s s s ee e e e e e s 3
Palabras ClAVE ......ooeieieeeee ettt st st st b e e e ae e e re e 3
Y o1 1 Tl PP PP TSP PPPPRRPRRRPRR 4
(GN][S 4
LR TR LS T {8 L OO 7
INAICE @ ECUACIONES .......ceeeveeeeceeeete ettt ettt es s sttt s s ae st s es s anaeee 9
INAICE 8 TADIAS «.evveveieeeeececte ettt a ettt s s sttt n s st et s s sttt en s anaee 10
CAPITULO 1 oottt 11
N [ { oo [ ol ol e o H OO TSSO PP R UPTOPTII 12
O R ] o1 1<Y 1Y/ 1R 12
1.2. Justificacion del trabajo .....cicuieei i 12
1.3. Estructura del dOCUMENTO .....cooiiiiiieieeete ettt st et s 13
CAPITULO 2 oottt et 15
2. Marco tedrico. CAlCUlO PIASLICO. ..cccuuiiiiiiie e e e 16
2.1, FUNAamento RiSTOMICO. ...cciiiueiiiiieiie et 16
2.2. Comportamiento de |a SECCION ......ciivciieiiiciiie et saree s 16
0 T o 11 o T USRI 18
2.4,  Seccidn sometida @ esfuerzo axil .......ccoceevieniiniinii e 19
2.5.  Seccion sometida a fleXion PUIa .......ccueeieeiiii e 20
2.6.  Seccion sometida a flexion SIMPIe .........eeeeiiieiciiieeeee e 23
2.7.  Seccion sometida a flexion COMPUESTA.........eeeieiiiiieeiiiie e 24
2.8, OtroS fACLOIES ...eevuieiieeiieiee ettt sttt ettt et re e sane e 25
2.9. Teoremas fundamentales de andlisis PIAStiCO .......ccevviviiiiiiiiiiiie e, 26
2.9.1. Teorema del limite SUPEIION.....cciiiiiiieicieee et 26
2.9.2. Teorema del limite iNferior .......cooiiiiiiiiiii e 27
2.10. MELOAOS A€ rESOIUCION ....eoueiiiiiiiiiieeie ettt sttt sae e 27
2.10.1.  MELOdO ESEALICO .. uueeueieieeieeiee ettt ettt ettt s 27
2.10.2.  MEtOdO CINEMEATICO....iitieiierieeriierite ettt et s s 28
2.11. Calculo del grado de hiperestaticidad..........ccceeuviieiiiiiee i 28
2,111, ESTructura iSOSTATICA....ccueeiiieieiritieieee et 31
2.11.2.  Estructura hiperestatiCa......ccccoeeeiecuiie ettt et e 31
2.11.3.  MIECANISIMOS . .eveeeeiireeeeiiteeeesitee e e st e e st e e e s e e e s sare e e s s sne e e e eeareeeessnrenessannenesennnens 32


file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023002
file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023007

2.12. (0o qU1 o] - 1 d oF- LS 32

2.13. Calculo plastico en estructuras. Caso de cargas puntuales.........ccccccvveeeeciveeeeennnnn. 33
2.14. Calculo plastico en estructuras. Caso de cargas distribuidas.........ccccceevecvveernnnnn.. 37
CAPITULO 3 .ottt s 41
3. TeOoria de MECANISIMOS ....ciiiiiieeiieeeteeeee et e stee ettt sbe e s bee e sabeesbeeesaeeesbeeesaseesaseesneeesareesnnes 42
3.1, CINeMAtiCa dIrECLA .eoviei ittt st e s e e naee s 43
3.1.1 Matrices de transformacion homogeéneas...........ccccueieeeiieiiiciiee e 44

3.2.  Aplicacidn de la teoria de maquinas al calculo plastico.......cccecvveeeeciieiicciiee e, 48
CAPITULO 4 .ot 49
A, RESUIAUOS ..ottt ettt ettt e s bt st e sbe e e sabeesbteesabeesbeeesareenas 50
4.1. Ejemplo 1. Pértico biempotrado con carga puntual. .....ccceccvveveviiieeiiiiiieeciieee e, 50
4.2. Ejemplo 2. Pértico empotrado-apoyado con carga puntual.......ccccceeeevveeeicieeeennnenn. 57
4.3. Ejemplo 3. Pértico biempotrado con carga distribuida .........cccccoveeiiiiiiieiiieece 59

4.4. Ejemplo 4. Pdrtico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y cargas

Lo [y g1 o1V ] e 1= 1SR PUURRRRRN 63
CAPITULOD 5 ottt ettt ettt a et et es s s s et et s s s s astesesesesnasassetessas 66
5.1. CONCLUSIONES .....ocvvviieieeecteteteteseseeaete sttt st s s sttt s s s assese s s s s ssaebeseses s s sssesesesnans 67
5.2, LINEAS FUTURAS ...ttt ettt ettt ae bt s st ettt s aste st s s s s st tesnas 67
CAPITULO 6 oottt ettt ettt sttt s ettt es st et e st s s as b et et es s s anaesetesnas 70
..................................................................................................................................................... 70
T = 11 o] [To == - PR TR 71


file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023030
file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023035
file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023041
file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023044

Indice de Figuras

Figura 1. Diagrama tension-deformacion.........ccecceeceerieeeceeciee e 17
Figura 2. Diagrama tension-deformacion simplificado. ......cccccceeeveecceeecceeecceee e 18
Figura 3. ESfUErzo axil €N SECCION.......ciccceee ettt 19
Figura 4. Momento fleCtOr €N SECCION. ...ueeccieeeceee e et e e e 20
Figura 5. HipOtesis A& NAVIEK ....ccueccuiecieceeceec ettt 20
Figura 6. Distribucion de tENSIONES .......cccueerieeiieciee et 21
Figura 7. Plastificacion de una seccion sometida a flexion pura. ......ccccceeceeeeceeeenee. 22
Figura 8. Distribucion de tensiones en una seccion sometida a flexion

(070101 o 11 1= = S 23
Figura 9. Seccion sometida a flexion COMPUESTA. ....ccecererreerieerernerre e 24
Figura 10. Plastificacion de una seccion sometida a flexion compuesta.................. 25
Figura 11. Plastificacion se una seccion sometida a flexion compuesta. ................ 25
Figura 12. Viga biempotrada. Ejemplo calculo limite SUPErior ......cccceccceeeceereeeeennee. 26
Figura 13. Viga biempotrada. Ejemplo del teorema de limite inferior. ..................... 27
Figura 14. POrtico empotrado-apoyado.......ccceeceeeeeeieeerieeeireeceeesseeceeesreeseeesneeeeeeneas 30
Figura 15. Barra empotrada. Caso iSOSTALICO .....eeuereruerieririeereeniesese s 31
Figura 16. Barra biempotrada. Caso hiperestatico. ......cccccceeeeeeeceerceersieecieeecee e 31
Figura 17. Barra empotrada con rotula. MecaniSmo. .......cccceeceeeeeceeecceeeeceeeeeeee e 32
Figura 18. POrtico con carga pUNTUAL. ...cc.eecceeeeceee et 34
Figura 19. Mecanismo de colapso 1 de un poértico con carga puntual..................... 34
Figura 20. Mecanismo de colapso 2 de un poértico con carga puntual.......ccc..c....... 35
Figura 21. Mecanismo de colapso combinado de un poértico con carga

10 LU = | 35
Figura 22. Estudio de angulos de un dintel de un pértico con carga puntual.......... 36
Figura 23. POrtico con carga distribuida. ......cocccereerienneeneeee e 37
Figura 24. Mecanismo de colapso de un pértico con carga distribuida. .................. 38
Figura 25. Mecanismo de colapso en un poértico con carga distribuida.

FY o] Toz= Yol o] T L= I = 1V A 38
Figura 26. Mecanismo de 4 Darras. ... e e e e e e e e s e e nnne s 42
Figura 27. Mecanismo de UNa eStrUCTUNA. .....cooiueiriiee e 42
Figura 28. ESquUemMa de UN rODOT .......eeiiiiieeieee et 44
Figura 29. Robot para el MEtodo DH.......ccoviriiirieeeee et 45
Figura 30. Ejes y numeracion de eslabones segun el método DH..........cccccceveueenneen. 45
Figura 31. Situacion de los ejes Z en los eslabones segln el método DH................ 46
Figura 32. Sistema de referencia en cada eslabon segun el método DH ................ 46
Figura 33. Ejemplo 1. Portico biempotrado con carga puntual.......cccccceeeceeeeeeennnee. 51
Figura 34. Geometria. Portico biempotrado con carga puntual. ......ccccceeeervenrcennneen. 52
Figura 35. Grados de hiperestaticidad. Poértico biempotrado con carga

10 LU= | 52
Figura 36. Matrices de Teoria de Maquinas. Pértico biempotrado carga

10 411 Y SN 53



Figura 37. Mecanismos propuestos. Portico biempotrado carga puntual. ............... 54
Figura 38. Ecuaciones de compatibilidad. Portico biempotrado carga puntual....... 54
Figura 39. Ecuaciones de energia. Portico biempotrado carga puntuail. .................. 55
Figura 40. Funciones de compatibilidad. Portico biempotrado carga puntual......... 55
Figura 41. Mecanismo de colapso. Portico biempotrado carga puntual................... 56
Figura 42. Ejemplo 2. Pértico empotrado-apoyado con carga puntual. .................... 57
Figura 43. Geometria. Portico empotrado-apoyado carga puntual. .......cccccceereueenee. 57
Figura 44. Calculo de GH. Portico empotado-apoyado carga putnual........ccceeeueeen.e. 58
Figura 45. Ejemplo 3. Portico biempotrado con carga distribuida. ........cccccercueenn.e. 59
Figura 46. Diagrama de flujo del COAIZ0. ....uuivuirriirriieciieee et 60
Figura 47. Datos. Portico biempotrado carga distribuida.........cccceeeveereieeccieecceeeenne. 61
Figura 48. Valor incial de x. Pdrtico biempotrado carga distribuida. ......c.ccceeeunenn.ee. 62
Figura 49. Ejemplo 4. Portico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales

e L0 1 010 1o =T PR 63
Figura 50. Datos. Portico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y

L0 1S3 U 110 o F= T S 63
Figura 51. Geometria. Portico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales

LA L= 1 10 1o = T S 64
Figura 52. Posicion de x. Pértico a dos aguas biempotrado con cargas

puntuales ¥ diStribDUIdaS. i e 64


file:///C:/Users/Irene/Desktop/TFG/borrador.docx%23_Toc45023164

Indice de ecuaciones

Ecuacion 1.
Ecuacion 2.
Ecuacion 3.

TENSION €N UNQ SECCION. ..eeeeeeeeereeeeiireeeieeeeiseeeeseeeeseeeeseeeeseesesseeseseesnns 19
Tension en un punto de UNA SECCION. ..eevccueeeeeecrrieeecree e e e ee e aseeeeeans 20
Momento elastico que SOPOorta UNa SECCION. ....cccveeeeecreeeeeeirreeeeeesreeeens 21

Ecuacion 4. Momento plastico de UNa SECCION ......eeeeccueeeerecireeeieireeeeeessreeseenseeesenns 22
Ecuacion 5. Formacion de rétulas debido a la flexion compuesta........ccccceeeeeuveenneee. 23
Ecuacion 6. Tension de una seccion sometida a flexion compuesta........ccceceeuveenneee. 24
Ecuacion 7. Relacion de grados de hiperestaticdad .......c.ccceeeceeeeceeecceeccceee e 29
Ecuacion 8. Grado de hiperestaticidad eXterN0......ccccccvueeerecvreeeeecieeeeeccreee e eereee e 29
Ecuacion 9. Grado de hiperestaticidad global. .......ccccecoeeeeieeccieecceeceeeee e 29
Ecuacion 10. Grado de hiperestaticidad global. Nadmero de incognitas..........cc....... 29
Ecuacion 11. Grado de hiper estaticidad global. Nimero de ecuaciones................ 29
Ecuacion 12. Grado de hiperestaticidad global. Caso eSpecifico. .....cccceveceeeereennnee. 30
Ecuacion 13. Numero de ecuaciones de equilibrio. .....cccceecccveeeeccieeeeeciieeesccceeeeeenns 33
Ecuacion 14. Relacion desplazamiento-angulO.....cccueecceeeeceeecceeeeeceee e eeee e e 36
Ecuacion 15. Principio de Trabajos Virtuales.........cccccevveeceecieecceee e 36
Ecuacion 16. Matriz NOMOZENEA. .....cccereererieeeieereesie e eeeseeesee st see s sse e e nse s 47
Ecuacion 17. Matriz de transSformMacion ..........ecceeeeceeeeceeecceeecee e ree e 47
Ecuacion 18. Matriz de cambio de base para estructuras de 2 dimensiones. ........ 48
Ecuacion 19. Matriz de transformacion para estructuras en 2 dimensiones........... 48
Ecuacion 20. Restriccion de compatibilidad........cceeeeeeceeeeeecieecceeceecceec e 50



Indice de Tablas

Tabla 1. Parametros a identificar segin el método D-H.......cccoceeoeeevericeeeieeciecceeenee, 47
Tabla 2. Resultados. Portico biempotrado con carga puntual. ......cccceeeeeeeeeeecceeenns 56
Tabla 3. Resultados. Portico empotrado-apoyado con carga puntual........ccceeueenn..e. 58
Tabla 4. Resultados. Portico biempotrado con carga distribuida. ......ccccceeeveeeecneennee. 62
Tabla 5. Resultados. Portico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y

[0 TS0 ] 0] VT T = 1= 65

10



CAPITULO 1

INTRODUCCION
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1. Introduccion

1.1. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es la continuacion del estudio del calculo
plastico impartido en la asignatura de cuarto curso del grado de ingenieria
mecanica, Estructuras y Construcciones Industriales. En ella, se adquieren
unos conocimientos sobre este campo que alcanzan hasta la capacidad de
resolver manualmente mediante el método de combinaciéon de mecanismos
posibles el momento de colapso plastico en estructuras sometidas a cargas
puntuales, lo que incluye los valores de las cargas limites, los momentos
internos, los giros y desplazamientos que se producen en consecuencia.

En este proyecto se profundizara en dichos conocimientos con el fin de
obtener una base soélida para poder avanzar hasta obtener un cédigo que
sistematice lo mas sencillamente posible el calculo, que antes se realizaba
manualmente, de estructuras sometidas a cargas uniformemente
distribuidas, como puede ser por ejemplo el caso de un poértico sometido a
cargas de viento o de nieve.

El calculo plastico puede resultar una tarea complicada de resolver a mano
por varias razones, la primera de ellas y mas importante, que aunque sea una
estructura sencilla sin muchos elementos implicados, se pueden obtener
numerosos mecanismos posibles de fallo, siendo imprescindibles el estudio
de cada uno de ellos y el ensayo posterior de la posibilidad fisica de estos. Por
otro lado se presenta la dificultad de encontrar un PFV adecuado para nuestra
estructura estudiada en la obtencion tanto del desplazamiento como de las
fuerzas.

1.2. Justificacion del trabajo

Con la creacion de un cédigo basandonos en los criterios energéticos y
gracias a la teoria de mecanismos, que nos ayuda a plantear las ecuaciones
de equilibrio de forma sistematica, aumentamos la rapidez de resolucion y la
ausencia de posibles errores.

Por lo que la creacion de un proyecto de este tipo esta completamente
justificado, ya que facilita la resolucion de estructuras que contengan mas
elementos complejos asegurandonos de su correcta resolucion.
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1.3. Estructura del documento

Se ha querido estructurar el proyecto de forma progresiva, comenzando por
una base teodrica, tanto por la parte del calculo plastico como por la parte de
la teoria de maquinas, seguida por la resolucion y explicacion de unos casos
practicos en los que se pone en uso la teoria en la cual se basan.

En cuanto al marco tedrico del area de estructuras, se ha querido destacar el
comportamiento de secciones frente a diferentes esfuerzos que
posteriormente serviran para justificar ciertas afirmaciones y simplificaciones.
Se continGa con la explicacion de los teoremas en los que se basan los
criterios de resolucion y en los posibles métodos a los que se recurre para su
calculo.

Se ha hecho especial hincapié en el calculo de grados de hiperestaticidad, ya
que es el primer paso para enfrentarse a un problema de calculo plastico y sin
el cual no se podria continuar.

Por Gltimo, en este capitulo, se explica la formacion de rotulas, las cuales son
imprescindibles para la formacion de un mecanismo, y se presentan dos
formas de resolucion, un caso con carga puntual y otro con carga distribuida.

El capitulo 3, se centra en documentar la parte tedrica de maquinas,
prestando especial interés en la resolucion de la cinematica directa y en
particular en el método Denavit-Hartenberg, el cual sera usado para redactar
el codigo.

El capitulo 4 presenta unos casos practicos los cuales se han sistematizado
mediante un codigo en MATLAB, y por ultimo las conclusiones obtenidas y las
lineas futuras en las cuales se podria seguir ampliando el campo de estudio.
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO.

CALCULO PLASTICO.
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2. Marco teoérico. Calculo plastico.

2.1. Fundamento historico.

Se comienza a hablar del concepto de plasticidad en 1713 con Parent, autor
de establecer la distribucion lineal de tensiones en una seccion sometida a un
momento flector. Tresca enunciara su criterio de plastificacion dando pie a la
Teoria de la Plastificacion en 1864. Posteriormente autores como von Mieses,
Levy y Prandtl entre otros, daran forma a este estudio proporcionando teorias
y ensayos Utiles para la evolucion del estudio en este campo. Sin embargo,
aportaciones como las de Neal [2] junto a su equipo de estudio de la escuela
inglesa de Cambridge en los anos 40 sobre el analisis limite es lo que nos
introduce a la actual teoria del calculo plastico.

Cabe destacar la relacion intima del calculo plastico con la programacion
matematica, ya que gracias a esta y a su aplicacion sistematica a los distintos
problemas de esta area se produjo un importante avance en el estudio de la
plasticidad y de casos limites. Fourier entre ellos fue un pionero en dicha
aplicacion.

Posteriormente Doblaré [1] se basara en las teorias anteriormente propuestas
para exponer calculo plastico por flexion, tanto pura como simple vy
compuesta, en porticos simples y vigas.

2.2. Comportamiento de la seccion

Una seccion se puede comportar de forma elastica o de forma plastica, esto
depende de la maxima tension que esté soportando. Si la maxima tension
que soporta es inferior o igual al limite elastico del material del que esta
formado, se tratara de un comportamiento elastico; si por el contrario, esa
maxima tension supera el valor limite, su comportamiento sera plastico. Para
obtener esta carga limite se usa el Calculo Plastico.

Para comenzar detallando el comportamiento de la seccion, se hara uso del
diagrama tension-deformacion de la figura 1

16



Figura 1. Diagrama tension-deformacion

Este diagrama representa la relacion existente entre la tension aplicada sobre
una probeta, por ejemplo, con la deformacion que dicho elemento de estudio
presenta.

Como anteriormente se ha citado, podemos encontrar dos comportamientos
destacados unidos por un tercero. El primero de ellos seria el comportamiento
elastico, desde el punto O hasta el A. En este tramo, la probeta es sometida a
una tension maxima que no supera el limite elastico, y por consiguiente
cuando este esfuerzo cese, la probeta volvera a su forma inicial. Se puede
observar con facilidad que la pendiente es una recta con una inclinacion
constante, esto quiere decir que la tension ejercida sobre nuestro objeto de
estudio es proporcional a la deformacion existente en él. La relacion entre
ambos se conoce como la constante de proporcionalidad E, o habitualmente
llamada Médulo de Young.

El tramo de transicion entre los dos comportamientos previamente
enunciados se conoce como fluencia. Una vez alcanzado el punto A en el
diagrama propuesto, se observa una caida de la tension hasta B. Estos
puntos son conocidos respectivamente como limite de fluencia superior y
limite de fluencia inferior. En el tramo BC la deformacion aumenta
considerablemente sin necesidad de aportar una tension mayor. Este tramo
se conoce como fluencia plastica. Las deformaciones comienzan a ser
irreversibles.

Tras haber alcanzado el punto C, el material proporciona un endurecimiento
por deformacion, esto quiere decir que para que la probeta se siga
deformando es necesario seguir aplicando tension. La relacion entre los dos
parametros estudiados ya no es lineal y termina al alcanzar el punto D,
conocido como tension Ultima. La tension de éste punto es la maxima que
soporta el material estudiado, y da lugar al dltimo tramo, la estriccion de la
probeta hasta alcanzar la rotura en E.

17



En la realidad se efectian algunas simplificaciones compensandolo
posteriormente con factores de error. Entre ellas se encuentran:

- Se ignora el limite de fluencia superior, ya que se encuentra muy
proximo al limite inferior.

- Se sustituye el comportamiento no lineal del efecto del
endurecimiento por deformacion por uno lineal debido a la escasa pendiente
del primero.

Se obtiene de esta forma un diagrama cémo el de la figura 2 mucho mas
sencillo.

Figura 2. Diagrama tension-deformacion simplificado.

2.3. Hipotesis

Para poder resolver estos problemas se deben asumir ciertas hipotesis con
las que se trabajara durante todo la exposicion:

- Se asume un material homogéneo e isétropo.

- Se supone la condicion de pequenos desplazamientos y
deformaciones.

- No se tienen en cuenta los fenomenos de inestabilidad, es decir, el
pandeo.

- Se admiten las hipétesis de Navier.

- Se admite un comportamiento elastico-plastico ideal.

18



- No se tienen en cuenta los efectos de las deformaciones permanentes
y de las tensiones residuales.

- Solo se trabajara con cargas estaticas.

Estas hip6tesis seran aceptadas durante todo el proceso de calculos
posteriores.

2.4. Seccion sometida a esfuerzo axil

Una seccion esta sometida a un esfuerzo de tracciéon o de compresion como
se muestra en la figura 3, cuando sobre sus caras actlan fuerzas iguales en
valor pero de sentido contrario y cuya accién pasa por el centro de gravedad
de dicha seccion.

TRACCION

— —

COMPRESION

Figura 3. Esfuerzo axil en seccion.

Como consecuencia de esto, la tension existente en cualquier seccion sera
constante, ecuacion 1, ya que el valor de la carga y del area estudiada no
varia.

0O = —

A

Ecuacion 1. Tensién en una seccion.

Si se aumenta el valor de la fuerza que actla, la tensibn aumentara
linealmente hasta que toda la seccion alcance el valor de fluencia
simultaneamente.
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2.5. Seccion sometida a flexion pura

Para que una seccion esté sometida a flexion pura debe existir un momento
flector actuando sobre ella como el que se muestra en la figura 4.

nd

Figura 4. Momento flector en seccion.

| estudio de la flexion pura se basa en la hipotesis de Navier, la cual enuncia
que:

“Las secciones que son planas y perpendiculares al eje de la viga de estudio
antes de producirse la deformacion seguiran siendo planas y perpendiculares
al mismo eje después de la deformacion.”

Este postulado aparece reflejado en la figura 5.

Linea Neutra

/\

Figura 5. Hipdtesis de Navier

Aplicando unos principios basicos de trigonometria se llega a obtener que la
tension en cada punto de la seccion sea proporcional a la distancia de la linea
neutra como muestra la ecuacion 2

=M=z
7="7

Ecuacion 2. Tensién en un punto de una seccion.
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Cabe destacar que la tension en la linea neutra es nula, ya que en dicho
punto z es igual a 0. De esta forma, la distribucion de las tensiones en la
seccion tomara la forma reflejada en la figura 6.

|

Linea Neutra %

— M

M <M,

Figura 6. Distribucién de tensiones

En los extremos superior e inferior de la seccion donde zmax, S€ obtiene un
momento elastico correspondiente al obtenido en la ecuacion 3 y es el
momento maximo que soporta la seccion sin que plastifique ninguna zona de
la seccion.

I

Meastico = @
Zmax

Ecuacion 3. Momento elastico que soporta una seccion.

Siendo !

= W conocido como modulo resistente.

Si a la seccion se le aplica el momento elastico, la distribucion de tensiones
sera la dibujada en la figura 6, pero si dicho momento se va aumentando, las
distribuciones de las tensiones tomaran las siguientes distribuciones
presentes en la figura 7, pasando primero por una fase elastoplastica y
posteriormente produciendo la plastificacion de la seccion.

21



L4 G 5]
—::1 Plastico pe—q
rr 7
f / /‘ =
| L f ::1
\" \‘ Elastico \"‘
\\ \\ ! \ -
» N =
H :::: Plastico 5
(e} o] L]
M <M. M.sM=<M M=M

Figura 7. Plastificacion de una seccién sometida a flexion pura.

En el punto de plastificacion se forma cuando el momento aplicado es el
momento plastico, ecuacion 4.

=S
Ecuacion 4. Momento plastico de una seccion

Siendo S el médulo plastico de la seccion.

Este punto de plastificacion es de gran importancia en el estudio propuesto
de calculo plastico, ya que, lo que se busca es la rotura de la seccion y la
plastificacion supone un comportamiento muy similar al de una rétula con
rozamiento interno. Una vez que se alcanza este valor, la seccion tomara el
nombre de rotula plastica.

Como ocurre normalmente, el valor de M,, es un valor ideal, en la realidad
éste valor no se alcanza ya que en la fase elastoplastica la parte elastica debe
de estar en equilibrio con la parte plastica, y la primera debe soportar la
fluencia de la segunda, lo que crea unas deformaciones que el material no es
capaz de soportar, por lo que el valor del momento plastico serd menor que el
teorico.

Otro factor importante es el factor de forma, se trata de la relacion entre el
momento plastico y el elastico M,,/M, , este factor es el incremento resistente
a flexion de la seccion entre ambas fases, elastica y plastica.
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2.6. Seccion sometida a flexion simple

Una seccion sometida a flexion pura tiene una carga compuesta por un
momento flector, mientras que una seccion sometida a flexion simple posee
un esfuerzo cortante y un momento flector. Esto quiere decir que existira una
tension normal y ademas, una tension tangencial debido al efecto del
esfuerzo cortante.

La seccion sometida a flexion simple tendra unas tensiones distribuidas como
aparecen reflejadas en la figura 8.

_Cimax

Y\M | | Tmax
Q

Gmax

Figura 8. Distribucién de tensiones en una seccion sometida a flexion compuesta

Se puede observar que para los valores de z mayor, es decir, en los extremos
de la seccion, la plastificacion sera causada por la tension normal, mientras
que en la zona de la linea neutra, lo hara la tension tangencial debida al
esfuerzo cortante.

En este caso la formacién de una rétula plastica se puede deber al esfuerzo
cortante, al momento flector o a ambas. Para saber cudl de ellos sera la
causa del fallo se usara la ecuacioén 5.

M 3
:—:—h

TV T

Ecuacion 5. Formacion de rétulas debido a la flexion compuesta

Siendo M el momento flector, V el esfuerzo cortante y h la altura de la
seccion.

Si el valor de a > Th quiere decir que la plastificacion se producira en los
extremos debida a la tension normal.

Si el valor de a < Th quiere decir que la plastificacion se producira en el
centro de la seccion debida a la tension tangencial.
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Si el valor de a = Th quiere decir que la plastificacidn se producira por
ambas tensiones, la tangencial y la hormal.

Al igual que en el caso de flexion pura, el valor del momento ira aumentando
hasta producir la rétula plastica de la seccion.

2.7. Seccion sometida a flexion compuesta.

La flexion compuesta se da cuando la resultante de las tensiones normales
gue actuan sobre la seccién no pasa por el centro de gravedad de ésta, figura
0.

h /.

Resultante

B

Figura 9. Seccion sometida a flexion compuesta.

Para hacer el estudio de la plastificacion, se debera aplicar la ecuaciéon 6,
donde N es el esfuerzo axil, A la seccion, M el momento que crea la resultante
frente al centro de gravedad, / la inercia de la seccion y z la distancia presente
entre la seccion que se estudie y el centro de gravedad.

U=Z+Tz

Ecuacién 6. Tension de una seccién sometida a flexion compuesta.

La plastificacion comenzara a producirse en la linea que soporte mayor
tension e ira progresando hacia el centro segin vaya aumentando el valor del
axil y del momento hasta alcanzar los valores limites o plasticos de estos.

En el ejemplo de las figuras 10 y 11 se observa como aumenta la tension
plastica. Este ejemplo propuesto se encuentra en el documento Calculo
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Plastico de Estructuras de Barras: Teoria. de la Universidad de Granada. Ver
bibliografia [5].

Figura 11. Plastificacion se una seccion sometida a flexion compuesta.

2.8. Otros factores

Se ha mencionado los casos de flexion pura y flexion simple ya que son las
que se veran implicadas a lo largo de este trabajo, pero se ha de tener en
cuenta que existen otros casos, como por ejemplo, secciones sometidas a
esfuerzo axil, secciones sometidas a flexion compuesta o a torsion.

Ademas de los esfuerzos que soporta una seccion, se han de tener en cuenta
otros factores que influyen en el calculo de la plastificacion:

- Deformaciones y tensiones residuales.
- Rigidizacion tras la deformacion.

- Tensiones de contacto.
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2.9. Teoremas fundamentales de analisis
plastico

Como se ha visto anteriormente, el punto de limite elastico se forma al
alcanzar una carga y un momento determinado (Me); y la plasticidad de la
seccion estudiada se alcanzara con una carga superior y un momento plastico
denominado como Mp. A veces es complejo encontrar es carga de colapso,
por lo que se opta por acotarlo entre dos valores gracias a dos teoremas
fundamentales del calculo plastico, el teorema del limite superior y el del
limite inferior.

El cumplimiento de ambos teoremas proporcionara un valor para la carga de
colapso correcta.

2.9.1. Teorema del limite superior

Una carga de P¢ la cual provoca un mecanismo de rotura en una estructura
sera mayor o al menos igual que la verdadera carga de colapso P,

P, > P,

Este enunciado violaria el cumplimiento anteriormente expuesto de que el
momento maximo que puede soportar una seccion sea Mp. en el ejemplo de
la figura 12.

Figura 12. Viga biempotrada. Ejemplo calculo limite superior

Sélo cuando se elige el mecanismo verdadero de colapso, se cumplira la
condicion de que la carga es igual a la de colapso, es decir b, =F.
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2.9.2. Teorema del limite inferior

Una carga Pe menor que la carga de colapso Pp, a diferencia del teorema
anterior de limite inferior, si que cumpliria con la condicion de que el
momento seria inferior o igual a Mp en el punto B, pero al ser una carga menor
de la limite, no se alcanzaria a producir la tercera rétula, por lo que no se
alcanzaria el estado plastico de la estructura. En la figura 13 se muestra un
ejemplo grafico con una viga biempotrada.

Figura 13. Viga biempotrada. Ejemplo del teorema de limite inferior.

Sélo se podria producir el mecanismo de la viga si la carga Pe es igual a la
carga de colapso Py,

2.10. Métodos de resolucion

Para la resolucion de estos problemas manualmente se pueden tomar varias
opciones, dependiendo de las estructuras que se traten de resolver seran
mejores unos que otros.

- Métodos estatico

- Métodos cinematico

2.10.1. Método estatico

ste método esta basado en el método del limite inferior anteriormente
presentado. Tomando una estructura cualquiera se comienza por dibujar el
diagrama de momentos flectores suponiendo unas cargas hiperestaticas
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donde la mayor de ellas sera la de colapso. Se deberan identificar los puntos
de mayor momento flector, ya que seran los posibles puntos donde se
formaran las secciones de rotura.

Partiendo de las ecuaciones de equilibrio e identificando las incégnitas
presentes en el problema, se deberan suponer estados de colapso, y
comprobar que cumplen las condiciones de plasticidad, P,; < P, y que
M; < M,, siendo M; el momento en cada seccion en el momento del colapso
plastico.

2.10.2. Método cinematico

Este método esta basado en el método del limite superior anteriormente
enunciado. Se deben suponer todos los mecanismos posibles de rotura
plastica de la estructura seleccionada y calcular la carga limite o de colapso
de cada caso y comprobar que cumple los principios de la plasticidad. Para
que esto se dé, la carga de colapso sera la menor hallada en los posibles

mecanismos, ya que B, < F,.

Este método es el que se va a tratar de sistematizar como objetivo de este
proyecto planteado. Los pasos que se deben seguir para resolver un problema
con este método son:

- ldentificar los puntos donde es mas posible que se formen rotulas
plasticas (ver apartado 2.12. Rétulas)

- Seleccionar los posibles mecanismos que se pueden formar (ver
apartado 2.13y 2.14)

- Calcular la carga de equilibrio para cada mecanismo gracias al
principio de los trabajos virtuales

- Escoger de todas las cargas limites calculadas en el apartado anterior
la menor de ellas, ya que esta sera la que cumpla los principios
plasticos propuestos en el apartado 2.9.1.

2.11. Calculo del grado de hiperestaticidad

Este calculo es el primer obstaculo que se debe superar en cualquier
problema de resistencia de materiales. Es de vital importancia ya que el valor
de este determinara el método de resolucion del problema planteado.
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Se entiende como grado de hiperesaticidad el numero de fuerzas
redundantes que posee una estructura, es decir, el nimero de incégnitas que
no pueden ser resueltas por las ecuaciones de equilibrio.

Para realizar el calculo, primero hay que desglosar el grado de
hiperestaticidad en tres; global, interno y externo. Para ello se usara la
ecuacion 7.

GH = GHE + GHI

Ecuacioén 7. Relacion de grados de hiperestaticdad

Se comenzara con el grado externo (GHE). Su calculo es muy sencillo, ya que
lo que se va a tratar es de ver la estructura como un conjunto valorando sélo
los apoyos presentes, de ésta forma la ecuacion 8 es la que evalla este
conjunto.

GHE =R -3
Ecuacion 8. Grado de hiperestaticidad externo.

Siento R la suma de las reacciones que aporta cada apoyo.

Siguiendo con el grado global, para su calculo no existe una ecuacion
especifica, sino que habra que valorar cada estructura por separado,
ecuacion 9. Se puede considerar que:

GH=1-E

Ecuacién 9. Grado de hiperestaticidad global.

En este caso, | es el numero de incognitas que se deben calcular, ver
ecuacion 10, fuerzas existentes y las 6 reacciones de cada barra (3 en cada
extremo)

I =6B+R
Ecuacién 10. Grado de hiperestaticidad global. Nimero de incégnitas

y E el ndmero de ecuaciones de las que se disponen para dicho calculo,
ecuacion 11.

E =3N+3B+ N,

Ecuacién 11. Grado de hiper estaticidad global. Nimero de ecuaciones.
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Es decir, 3 ecuaciones por cada nudo (N) debidas al equilibrio de fuerzas de
las ecuaciones estaticas, 3 ecuaciones por barra (B) debidas a las fuerzas de
equilibrio de cada una de ellas, y por Ultimo el nimero de ecuaciones extra
(Ng), estas ecuaciones son las que se obtienen por ejemplo, al encontrar una
rétula en la estructura, lo que hacer que el momento flector sea nulo; otro
ejemplo podria ser una corredera.

Por dltimo el grado interno, que se obtendra restando estos dos
anteriormente citados.

Cabe destacar que en muchos problemas, el grado de hiperestaticidad puede
ser calculado como muestra la ecuacion 12.

GH=(R+3c)—(3+1)

Ecuacion 12. Grado de hiperestaticidad global. Caso especifico.

Donde R es el nUmero de ecuaciones, ¢ el nUmero de bucles cerrados que se
encuentran y | el nimero de rétulas. Se puede comprobar facilmente que para
la estructura de la figura 14 el grado de hiperestaticidad es:

GH=(5+3%x0)—(3+0)=2

Figura 14. Pértico empotrado-apoyado

Una vez calculado el grado de hiperestaticidad, se pueden dar tres casos
- GH=0, se trata de una estructura isostatica.
- GH>O0, se trata de una estructura hiperestatica.

- GH<O, se trata de un mecanismo.
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2.11.1. Estructura isostatica

Cuando la estructura tiene un grado de hiperestaticidad igual a cero, se trata
de una estructura isostatica, es decir, que el nimero de reacciones y
esfuerzos internos se pueden conocer aplicando solamente las ecuaciones de
equilibrio. La estructura de la figura muestra un problema isostatico.

Figura 15. Barra empotrada. Caso isostatico

En la figura 15, se puede ver con facilidad que el empotramiento proporciona
tres incognitas debido a la naturaleza del apoyo, que seran resueltas gracias
a las ecuaciones estaticas, es decir, usando el equilibrio de fuerzas.

2.11.2. Estructura hiperestatica

En éste caso, las estructuras tienen un grado de hiperestaticidad mayor que
cero, es decir, que poseen mas restricciones de las necesarias para que esté
en equilibrio. Esto es un problema anadido, ya que con las tres ecuaciones de
equilibrio no son suficientes para calcular todas las incognitas generadas en
el problema.

Figura 16. Barra biempotrada. Caso hiperestatico.

En la figura 16 se aprecia un caso de una estructura hiperestatica, los dos
empotramientos anaden 6 incognitas a resolver, lo cual, con las ecuaciones
de equilibrio no son suficientes.
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La mayoria de las estructuras con las que se van a tratar van a ser
hiperestaticas, y lo que se va a buscar es ir reduciendo estos grados hasta
obtener un mecanismo.

2.11.3. Mecanismos

Cuando el grado de hiperestaticidad es menor que cero, se trata de un
mecanismo, esto quiere decir que se poseen un nimero menor del minimo de
reacciones, por lo que la estructura no sera estable, como se muestra en la
figura 17. Este tipo de estructuras también son conocidas como estructuras
hipostaticas.

Figura 17. Barra empotrada con rétula. Mecanismo.

2.12. Roétulas plasticas.

Una vez que se conoce el grado de hiperestaticidad, el siguiente paso seria
conocer el nimero de rétulas que se pueden formas y las secciones posibles
donde se formen, las cuales pueden ser:

- Zonas de union de las distintas barras.

- Apoyos empotrados.

- Zonas de aplicacion de cargas puntuales o concentradas.
- Secciones intermedias de barras con carga distribuida.

- Zonas con cambio de seccion.
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En funcion de las rotulas que se formen en una estructura dada se pueden
diferenciar 3 tipos de mecanismos:

- Mecanismo incompleto, se forman menos de GH+1 rétulas.
- Mecanismo completo, se forman GH+1 rétulas.

- Mecanismo supercompleto, se forman mas de GH+1 rétulas.

El conjunto de estas secciones en una estructura se denomina Numero de
Posibles Rotulas (NPR) y junto con el grado de hiperestaticidad aplicando la
ecuacion 13 forman en numero de ecuaciones de equilibrio (EQ) que deben
ser planteadas.

EQ = NPR — GH
Ecuacion 13. Numero de ecuaciones de equilibrio.

Tras estos céalculos se deben plantear los diferentes mecanismos posibles de
la estructura, calculando con ello las cargas de colapso y los momentos
plasticos junto con los desplazamientos de los nudos de cada uno de los
diferentes mecanismos. Para ello se usaran los problemas virtuales PFV
(problema de fuerzas virtuales) y PDV (problema de desplazamientos
virtuales).

Por Gltimo se deberan comprobar todos los casos estudiados ensayandolos y
validandolos.

Como objetivo de este proyecto, anteriormente mencionado, se hara uso de la
teoria de los mecanismos para sistematizar este proceso.

2.13. Calculo plastico en estructuras. Caso de
cargas puntuales.

Se ha hablado de secciones y de vigas, pero el caso mas comun en la realidad
es el calculo de pérticos. En este capitulo ampliaremos el método cinematico
para la resolucion de un problema plastico a un pértico como el que se
muestra en la figura 18 para abordar algunos aspectos importantes.
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Figura 18. Pértico con carga puntual.

A la hora de seleccionar los diferentes tipos de mecanismos posibles, se
pueden dar casos formados por la combinacion de dos mecanismos no
lineales, lo que hace que se complique la resolucion de estos. Se conoce
como mecanismo no lineal aquel que no es posible construir dicho
mecanismo con otros mas sencillos. Las figuras 19 y 20 muestran dos

mecanismos no lineales, mientras que la figura 21 muestra la combinacion
de las anteriores.

Figura 19. Mecanismo de colapso 1 de un pértico con carga puntual.
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Figura 20. Mecanismo de colapso 2 de un pértico con carga puntual

|P
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+26

Figura 21. Mecanismo de colapso combinado de un poértico con carga puntual.

Se observa que en la figura 21 el punto d, extremo superior derecho, tiene un
desplazamiento horizontal y vertical.

Una vez que se han identificado las secciones con posibles rétulas y se han
planteado los mecanismos que pueden producir el colapso de la estructura,
se pasara a desarrollar el estudio de los angulos gracias a la trigonometria y
teniendo en cuenta la hipotesis de pequenos desplazamientos. Por ejemplo,
el mecanismo de la figura 19, el punto intermedio del dintel, c, tiene un
desplazamiento vertical y hacia abajo que se va a conocer como 8. Separando
dicho dintel en dos barras bc y cd como muestra la figura 22, el
desplazamiento de ambas es el mismo, por lo que se puede hacer la relacion
de la ecuacion 14:
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Figura 22. Estudio de angulos de un dintel de un pdrtico con carga puntual

tan 0 ZE

Ecuacién 14. Relacién desplazamiento-angulo

Asumiendo la hipotesis de pequenos desplazamientos, obtenemos que
tan 8 = 6, por lo que,

0 bc=2¢6
Analogamente para el otro angulo
acd=94

En este caso se cumple que las distancias bc y cd son iguales, por lo que al
tener el mismo desplazamiento los angulos son iguales.

El signo de los angulos se obtiene dependiendo si desde un punto escogido el
angulo se hace mas pequeno o mas grande, siendo negativo en el primer
caso y positivo en el segundo.

Una vez identificados los angulos, el siguiente paso es la aplicacion del PTV
(Principio de Trabajos Virtuales) que relaciona los momentos de las rétulas
propuestas y los angulos de dichas rétulas con los desplazamientos y la carga
aplicada en el momento de colapso seleccionado como posible caso de
plastificacion. Ecuacion 15.

i

P6 == ZMl'gi

0

Ecuacion 15. Principio de Trabajos Virtuales.

En el caso que se esta proponiendo de la figura 19 con los angulos calculados
de la figura 21 se obtendria

PObc = My (—8) + M,(+26) + My (—6)

PbC:—Mb+2MC_Md
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Los momentos que se producen son los momentos plasticos en las secciones
de rotura, por lo que la carga de colapso del mecanismo estudiado seria:

4,

€7 b

Este mismo proceso de calculo de la carga critica se haria para cada caso
propuesto. La menor carga obtenida sera la carga de colapso que hace que la
estructura plastifique con el mecanismo que proporciona dicha carga, como
se menciono en el teorema del limite superior (apartado 2.9.1).

2.14. Calculo plastico en estructuras. Caso de
cargas distribuidas.

Si se posee una estructura con una carga distribuida como muestra la figura
23, se anade una nueva incognita al problema base, que es la posicion del
punto b, posible rétula para uno de los mecanismos que se pueden plantear.

Figura 23. Pértico con carga distribuida.

La resolucion del problema sera la misma, solo que se debera arrastrar la
incdgnita de la posicion del punto b hasta que se platee el problema de
trabajos virtuales donde habra que minimizar la carga critica.

Se plantea un mecanismo de colapso en la figura 24, donde esta implicada la
distancia que se desconoce.
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Figura 24. Mecanismo de colapso de un portico con carga distribuida.

Se analizaran los angulos de la misma forma que para el caso de carga
puntual,

6=0BL—x)=ax

3L —x
a=——=26

X

Una vez obtenida la relacion de angulos, el siguiente paso sera plantear el
PTV en funcion de todas las incognitas presentes (gp, X ¥ Mp), para ello se
descompondra la carga distribuida en dos cargas puntuales correspondientes
a cada tramo de barra afectado como muestra la figura 25

c d
_C( -1
qx
—_— X
= o o-+6
3L
q (3L-x) ]
—— —
apf-o e
T mrrr
5L

Figura 25. Mecanismo de colapso en un pértico con carga distribuida. Aplicacién del PTV
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x (3l —x)6 (3l —x)?%0
qpxiT +q,(3l - x)T

3L60 3L—x
:Ma(_9)+Mb (T>+MC< x 9)

Si este mecanismo fuera de colapso, los momentos en los nudos que poseen
rétulas serian momentos plasticos

912 —3Lx 6L 4
T kTP

Se minimizara la carga de colapso ya que se busca la menor carga

94, “12LOL —6L0) _ oo 3,
—_— = - = - — = > X ==
dx (912 — 3Lx?) x 2
16
W =5z Mv

Este proceso habria que realizarlo con todos los mecanismos posibles y elegir
la menor carga minimizandola respecto a x y el mayor momento
maximizandolo respecto a x también.
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CAPITULO 3

TEORIA DE

MECANISMOS.
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3. Teoria de mecanismos

En teoria de mecanismos se entiende como mecanismo a el conjunto de
elementos mecanicos, uno fijo, conocido como la bancada, que se encuentra
en contacto con otros mediantes uniones en las que puede haber
movimientos relativos entre ellos, figura 26.

Figura 26. Mecanismo de 4 barras.

Esta definicion se puede adaptar al estudio de estructuras y del calculo
plastico, siendo la bancada una barra que uniria los apoyos de la estructura, y
las uniones en las que puede haber movimientos serian las rétulas que van
plastificando. Por ello es un método Util para la resolucion de problemas en
los que intervienen estructuras cuyo fin es calcular el mecanismo en el que se

van a convertir, figura 27.

Figura 27. Mecanismo de una estructura.

El estudio de la teoria de mecanismos se divide en dos partes:

- Cinematica, consiste en el estudio del movimiento sin tener en cuenta
las casusas que lo producen. Dentro de la cinematica se pueden
encontrar dos métodos de estudio:
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o Cinematica directa, se trata de conocer la localizacion del
objeto de estudio a partir de los valores de las articulaciones y
los parametros geométricos de este.

o Cinematica inversa, se trata de conocer los parametros tanto
geométricos como de las articulaciones a partir de la
localizacion del robot o de la estructura en el caso aplicado.

- Dinamica, consiste en el estudio del movimiento incluyendo las
acciones que lo producen.

Este proyecto usara el calculo cinematico directo para tratar de sistematizar el
calculo plastico de una estructura dada, ya que lo que se pretende es calcular
los desplazamientos producidos.

La teoria de mecanismos es mucho mas completa, no sélo es capaz de
posicionar un punto determinado, en el caso de la cinematica directa, sino
que también es capaz de calcular aceleraciones y velocidades, herramienta
gue no sera de utilidad para este proyecto, ya que como se ha mencionado
anteriormente en el apartado 2.3. Hipotesis, se asume la premisa de
pequenos desplazamientos, por lo que los parametros de velocidad vy
aceleracion no seran de interés.

3.1. Cinematica directa

A la hora de abordar el problema de la cinematica directa se encuentran
varios caminos

- Métodos geométricos, los cuales no son sistematicos y se basan en la
trigonometria y en relaciones geométricas para obtener la posicion
final del robot o del objeto de estudio. Pueden resultar Gtiles cuando
se cuentan con pocos grados de libertad y con buena vision espacial

- Métodos basados en cambios de sistemas de referencia. Se trata de
un método sistematico, el cual usa matrices de transformacion
homogéneas basadas en el método de Denavit Hatenberg.

En este proyecto se hara uso del segundo método, ya que se busca la
sistematizacion del problema plastico.
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3.1.1 Matrices de transformacion homogéneas

Se entiende, como ya se ha mencionado, que un robot es una cadena
cinematica formada por elementos rigidos, a los que se les denomina
eslabones, unidos mediante articulaciones, ver figura 28 .

Figura 28. Esquema de un robot

Se plantea un Sistema de Referencia en la base y se sitlan los diferentes
puntos de cada eslabdén segun el SR fijado inicialmente. Estos puntos crean
una matriz de transformaciones homogéneas la cual es funcion de las
coordenadas articulares y relaciona el extremo del robot en funcion del
sistema de referencia de la base, el cual se ha implantado inicialmente. Dicha
matriz de transformacion homogénea se conocera con el nombre de T.

Para seguir resolviendo éste problema de cinematica directa se deben seguir
una serie de pasos que el método Denavit Hartenberg logra sistematizar. Para
ello se hara un ejemplo practico con la figura 29 cuyo mecanismo ha sido
obtenido de la plataforma OCW de la Universidad del Pais Vasco del apartado
de Modelado Geométrico y Cinematico del Robot, ver bibliografia [12]
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Figura 29. Robot para el método DH.

Asignacioén de un Sistema de Referencia
1. Numerar los eslabones y las articulaciones, siendo el nidmero O la
base del robot de estudio.
2. Localizar los ejes de las articulaciones como aparece reflejado en la
figura 30.

Figura 30. Ejes y numeracion de eslabones segtin el método DH
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3. Situar el eje Z de cada uno de los eslabones excepto el ultimo, es
decir de 0 a n-1, siendo n el numero total de eslabones. La direccion
del eje sera el propio de la rotacion si es rotativo, y el de
desplazamiento si es prismatico como se muestra en la figura 31.

Figura 31. Situacién de los ejes Z en los eslabones segun el método DH

4. Se situaran el resto de coordenadas del sistema de referencia, X e Y,
en cada eslabon de la cadena cinematica como se muestra en la
figura 32.

Figura 32. Sistema de referencia en cada eslabon segtn el método DH
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Identificacion de los parametros

5. Este paso consiste en tabular una serie de parametros presentes en
la tabla 1:
a. 9;, valor que se obtiene al girar el eje Z;_, para hacer
paralelos los ejes X; y X;_1
b. d;, valor que se obtiene en el eje Z; para hacer coincidir dos
sistemas de referencia contiguos
c. a;, valor que se obtiene en el eje X; para hacer coincidir dos
sistemas de referencia contiguos
d. «a;, valor que se obtiene al hacer girar el eje X; para que
coincida el sistema de referencia completo i con el sistema
i-1.
U; di a a
Bl i 0 0°
90° d, 0 90°
0° ds 0 0°
I, L, 0 O0°

Tabla 1. Parametros a identificar segtin el método D-H.

A WN PR

Obtencién de las matrices homogéneas

6. La matriz homogénea se denomina como A, y tiene la siguiente forma,

ecuacion 16.
cosB; —cosa;senb; sena;senf; a;cosb;
i-14 — senf; cosa;cosf; —sena;cosf; a;senb;
l 0 sena; cosa; d;
0 0 0 1

Ecuacién 16. Matriz homogénea.

- Creacion de matrices de transformacion
7. Esas matrices se conocen con el nombre de T, y relacionan el sistema
de referencia de la base con el del extremo del robot en funcion del
numero de coordenadas que posea como muestra la ecuacion 17.
O _ 0414243
ol = 14243434

Ecuacion 17. Matriz de transformacion
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3.2. Aplicacion de la teoria de maquinas al
calculo plastico.

En el estudio de calculo plastico en dos dimensiones como se propone en
este proyecto, las simplificaciones que puede ofrecer la teoria de mecanismos
son de gran importancia y facilitan la resolucion de este tipo de problemas.

La matriz homogénea que se ha mencionado en el apartado anterior, pasaria
solo a estar compuesta por las variables de las componentes X e Y, siendo
todos los elementos referentes al parametro Z nulos.

La matriz de cambio de base para los casos que sea oportuno tendra la
siguiente forma, ecuacion 18:

cosf; —senf; 0
R =|senf; <cosf; 0
0 0 1

Ecuacion 18. Matriz de cambio de base para estructuras de 2 dimensiones.

Siendo los elementos relacionados con z nulos debido a que sblo presenta
pares prismaticos, es decir, no hay rotaciones en torno a este eje por estar
solo en dos dimensiones. Asi mismo, todas las rotulas que se van a
considerar van a ser de revolucion Unicamente, por lo que, sélo al angulo que
se denomina como 6; va a ser variable a determinar.

Con todo ello, la matriz de transformacion que se obtendra tendra siempre la
misma estructura, ecuacion 19,

cosd; —senf; 0 Oy;— Oy 4

i sen; cosf; 0 O0,;—0,; 4
1 0 0 1 0
0 O 0 1

Ecuacién 19. Matriz de transformacion para estructuras en 2 dimensiones
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CAPITULO 4

RESULTADOS
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4. Resultados

Una vez que se han establecido las bases tedricas en las que se fundamenta
los resultados que se mostraran a continuacion, se van a proponer varios
ejemplos que se han resuelto creando un codigo que sistematice la
resolucion.

Este proyecto, como se ha mencionado anteriormente, se basara en la
cinematica directa de Teoria de Mecanismos para resolver problemas
bidimensionales de Calculo Plastico, es decir, porticos o estructuras planas,
tanto con carga puntual como con carga distribuida.

Para sistematizar la resolucion de este tipo de problemas, se usan criterios
energéticos junto a las técnicas de optimizacion, y es el propio algoritmo de
optimizacion el que busca el mecanismo de colapso tras imponer las
restricciones adecuadas para el problema planteado.

La optimizacion busca maximizar la energia total del sistema y minimizar la
energia disipada, ademas de cumplir las restricciones de las ecuaciones de
equilibrio y de las ecuaciones de compatibilidad incluyendo la compatibilidad
de los giros y los momentos acumulados en las rotulas, es decir, que giro y
momento tengan el mismo signo, ecuacion

M-6>0
Ecuacién 20. Restriccion de compatibilidad

Se plantearan 4 ejemplos diferentes, portico biempotrado con carga puntual,
portico empotrado-apoyado con carga puntual, portico biempotrado con carga
distribuida y por ultimo, un poértico a dos aguas biempotrado con cargas
distribuidas y cargas puntuales.

4.1. Ejemplo 1. Pdrtico biempotrado con carga
puntual.

La estructura que se va a resolver en el ejemplo 1 es la mostrada en la figura
33. Se trata de un poértico plano biempotrado con dos cargas puntuales en el
centro del dintel y en el extremo derecho de éste.
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Figura 33. Ejemplo 1. Pértico biempotrado con carga puntual

Se trata de una estructura de acero S275 con los siguientes parametros
L =4m
P =F =1000N

2.1 x 101N
E=——s—
m

S =628 x10"°m3

Estos parametros deberan referenciarse al principio del codigo.

A

continuacion, en la figura 34, se describira la forma de la estructura, es decir,
los puntos de los nodos, las fuerzas que acttan, tanto las conocidas como las
que se encuentran presentes en los empotramientos y los valores

relacionados con las barras.
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Ceomstria

{{[0,
{[o, LI,
{[L, L1.
{[2*L, LI,
{[2*L,0],
:

i
VR

C']r {.Fxlr i

{0, Ok},

{0, -F}},
{E, Qk}k,

{"Fx",

"Mz'}},

H &

adas f
%

coorden
{{vE}};
{{I=z,
{{[1,
31,

por material

= A

o} 3 - lista por tip erfil
21, [1,
[1, 11},
{3, 41, [1, 1]},
{4, =1, [1, 11}

% definicion,

iz,

- r

e

}; propiedades (material,perfil)

nd=length (nodos) ;
nkb=length (barras);

Figura 34. Geometria. Pértico biempotrado con carga puntual.

Los valores de nd y nb son respectivamente el nUmero de nodos y el nUmero
de barras que contabiliza el programa. Datos que usaremos para el calculo

del grado de hiperestaticidad.

NPE=nd;

zH=0;
for i=l:nd

kKi=nodos{i}{2Z}{1}:

if kk=='"Fx'

H=EH+1;

end
end
GH=3* (GH-1) ;
EC—=NPR-GH;
fprintf ({'Ecuaciones de equilibric = %d ‘n',EQ):
fprintf ("'Ecuaciones de compatikilidad = %4 \n',GH):

Fig

Para ello se

ura 35. Grados de hiperestaticidad. Pértico biempotrado con carga puntual.

crea un bucle for, el cual recorre todos los nodos (nd) y almacena

en la variable kk el valor correspondiente a la fuerza existente, en el nodo
estudiado, del eje x. En la figura 35, a la hora de describir los nodos, el
programa crea una lista de dos grupos, el primero corresponde a las
coordenadas (x, y), y el segundo a los valores de las fuerzas presentes dichos
nodos (Fx, Fy, Mz) ya sean conocidos o no. Por lo que en el bucle for, lo que
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hace es seleccionar nodo a nodo el segundo grupo, el de las fuerzas, y el
primer valor presente que corresponde a la fuerza en el eje Xx.

Una vez almacenado ese valor, el bucle if hace una comparacion, la cual, si se
cumple, anade 1 al valor GH antes de pasar al siguiente nodo. Una vez
recorridos todos los puntos, se calculara los grados de libertad y el nUmero de
ecuaciones de equilibrio.

En la siguiente parte es donde se hara uso de la Teoria de Mecanismos.
Primero se debera tener en cuenta la hipotesis de pequenos desplazamientos
como se mencion6é en el apartado 2.3. Hipotesis y posteriormente se
describiran todas las matrices que estan implicadas, como las homogéneas,
las matrices de giros y desplazamientos virtuales, y por ultimo la de
momentos reales. Todas ellas seran matrices de ceros, ya que es la forma de
inicializar la variable. Ver figura 36.

dw=0.0001;

mt=zeros (nd,3,3); ¥ matrices T1i

mmlI=zeros (3,3)r; % matriz T

qi=zeros (EQ,NPR): % giros wvirtuales

di=zeros (EQ,2,HPR); % desplazamientos wirtuales
Mi=ones (1,HFE)}; % momentos reales

Figura 36. Matrices de Teoria de Maquinas. Pértico biempotrado carga puntual.

Una vez que se tiene todos los parametros definidos, se comenzara a resolver
los mecanismos propuestos gracias a la optimizacion, ver figura 37. Para ello
se propondran dos mecanismos con unos momentos virtuales iniciales, qO,
los cuales, una vez resuelto el mecanismo, seran actualizados con los valores
que corresponden.
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0=[0 1 1 1 0];

options = optimoptions({'fsolve
[d, fun])=f=solve (Eposicion,dv*gl, options) ;
Ji ({1, :)=a:

% desplazamiento de los nodos

di(l, :,:)=delta(g):

a P

% mecanismo (MC2)
J0=[1 1 0 1 1];
[g, fun])=f=solve (Eposicion,dv*qgl, options) ;

Ji(2,:)=d:
A1 ({2, :,)=delta(Jg):
Figura 37. Mecanismos propuestos. Portico biempotrado carga puntual.

La funcidon optimoptions, establece opciones para devolver la visualizacion
iterativa de la funcion de fsolve, la cual resuelve la funcidon posicion, ver anejo
1, y devuelve la solucion a la variable q. Posteriormente, dicha variable sera
almacenada en la primera fila de gi, matriz de los desplazamientos.

Una vez calculados los mecanismos, se plantean las ecuaciones de
compatibilidad mediante la aplicacion del PFV, figura 38.

mi=zercos (GH,NPR); % momentos wvirtuales
mO=[1 0 0 0 1]: % E
[m, fun]=fzolve (EmomentosVirtuales, ml, options) ;

-

mif(l,:)=ms;

mO=[0 1 © 0 0]: % ECZ
[m, fun]=fzolve (EmomentosVirtuales, ml, options) ;

mi (2, )=m;

mO=[0 0 1 0 O0]: % EC3
[m, fun]=fsolve (EmomentosVirtuales, ml, options) ;
mi (3, :)=m;

Figura 38. Ecuaciones de compatibilidad. Pértico biempotrado carga puntual.

Para ello, primero se inicializa la variable de los momentos virtuales y gracias
a la mismo funcion usada anteriormente, fsolve, se resolveran los
mecanismos de colapso propuestos gracias a la funcion momentosVirtuales,
ver anexo, y se asignaran dichos valores a la variable mi.

Por Ultimo se plantean las ecuaciones de energia, figura 39. Para ello
propondremos unos valores iniciales, sO, unos valores minimos, Ib, y unos
valores maximos, ub. Todos ellos tienen una longitud de 1+2*NPR, que en
nuestro caso son 11 valores, de los cuales el primero de ellos esta asignado
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al valor de lambda, factor por el cual se multiplica la fuerza inicial para
obtener la de colapso.

s0=zeros (1, 14+2*HPE) ;
s0(1)=100;
s0(2:24+HFE-1)y=zeros (1, HFER) ;
80 (24NPR:end)=zero=s (1, HEFR) ;

lb=zeros (1, 1+2*HFE) ;
1b(2:24HFE-1)=-1.0;
1b (24NPR:end)}=-50.0;

ub=zeros (1, 1+2*HFPE) ;
ub (1)=1000;

ub (2:24HNPR-1)=1.0;
ub (24HPR:end)}=50.0;

Figura 39. Ecuaciones de energia. Pértico biempotrado carga puntual.

Una vez definidos los valores iniciales y los maximos y minimos, se pasara a
resolver la ecuacion de la energia, ver anejo 1, gracias a la funcion fmincon, la
cual buscara minimizar la energia disipada.

options = optimoptions ('fmincon’', 'Display','iter’, "TolFun',1le-30, "TolX',1le-50);
[2,fval]=fmincon (@energia, =0, [1,[1,[1,[].1lb,ub,@restricciones, options)

lambda=s (1) ;
M=Mp*s (2:1+HNPR) ;

s0=ones (1,NFR-1) ;
[s,fval]=fmincon (@energiaDisipada,s0, [1,[1,[1,[1,[1,[]1,@restriccionesZ,options);

g=zeros (1,HER) ;
g{[1l 2 4 5])=s{(:):

Figura 40. Funciones de compatibilidad. Pértico biempotrado carga puntual.

Una vez ejecutado todo el codigo, podriamos conocer cualquier valor que
fuera de interés para el problema, como pueden serlo la carga de colapso, y
los momentos flectores y los giros de las posibles rétulas, tabla 2.
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Cargade Colapso | 129524,69 N

Momento Flector en “a” | -172700,0 Nm
Momento Flector en “b” 1,27 Nm

Momento Flector en “c” 172700,0 Nm
Momento Flector en “d” | -172700,0 Nm
Momento Flector en “e” 172700,0 Nm

Giro en “a” 0,0rad
Giro en “b” 0,0rad
Giro en “¢” 0,00656 rad
Giro en “d” -0,01312 rad
Giro en “e” 0,00656 rad

Tabla 2. Resultados. Pértico biempotrado con carga puntual.

Se observa que los momentos flectores de los nudos a, ¢, d y e, son
momentos plasticos, por lo que habra rétulas plasticas en ellos formando el
mecanismo de colapso como muestra la figura 41.

|P
28 P

———

+26

Figura 41. Mecanismo de colapso. Pértico biempotrado carga puntual.
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4.2. Ejemplo 2. Poértico empotrado-apoyado con
carga puntual

La estructura que se va a resolver en el ejemplo 2 es la mostrada en la figura
42. Se trata de un poértico plano empotrado-apoyado con dos cargas
puntuales en el centro del dintel y en el extremo derecho de éste.

P
b C d B
E.A. 1
E.A. I E AL
a e

Figura 42. Ejemplo 2. Pértico empotrado-apoyado con carga puntual.

A la hora de definir la estructura se debera tener en cuenta el apoyo movil con
las reacciones de éste, por lo que el codigo se vera como muestra la figura
43.

nodos = {{[0, 0], {'"Fx', '"Fy','M=z'}}, % empotramiento
{[o, L1, {0, O, Ok},
{[L, L], {0, -F, O},
{[2*L, L1, {F/6, 0O, Ok},
{[2*L,01, {'F=", "Fy', 0O}} % apoyo fijo

}:; % coordenadas / fuerzas

Figura 43. Geometria. Pértico empotrado-apoyado carga puntual.

El resto del codigo se vera igual que el anterior, excepto a la hora de calcular
los grados de libertad, se debera tener en cuenta que los dos apoyos son
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diferentes, por lo que en el bucle for habra que anadir una condicién
adicional. Figura 44.

for i=l:nd
kkl=nodos{i}{2}{1}:
kk3=nodos{i}{2}{3};
if (kkl=='Fx'} & (kk3=—"M=z")
GH=GH+3; % empotramiento
gelseif (kkl=="Fx')E& (kk3==0)
GH=GH+2; % apoyvo fijo
IPR=NPE-1;
end
end
_1=___1_3'_

Figura 44. Calculo de GH. Pértico empotado-apoyado carga putnual.

La variable de almacenaje kk1 es la misma que en el caso anterior, guarda el
valor de la fuerza en el eje x de cada nodo, mientras que kk3 almacenara el
valor del momento presente en cada nodo. De esta forma, se podra conocer
si es un empotramiento o un apoyo fijo.

Una vez ejecutado todo el cédigo, se obtienen los valores de la tabla 3.

Cargadecolapso |  172660,0 N
Momento Flector en “a” -115095,0 Nm
Momento Flector en “b” -172700,0 Nm
Momento Flector en “c” 172700,0 Nm
Momento Flector en “d” 172700,0 Nm
Momento Flector en “e” 0,0 Nm

Giro en “a@” 0,0 rad
Giro en “b” 0,0 rad
Giro en “¢” 0,0655616 rad
Giro en “d” -0,0349461 rad

Tabla 3. Resultados. Pértico empotrado-apoyado con carga puntual.
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4.3. Ejemplo 3. Pértico biempotrado con carga
distribuida

La estructura que se va a resolver en el ejemplo 3 es la mostrada en la figura
45, Se trata de un portico plano biempotrado con una carga distribuida en la
barra vertical de la izquierda.

q c d

a €
[T

57Ls

Figura 45. Ejemplo 3. Pértico biempotrado con carga distribuida.

El caso de carga distribuida anade incognitas a resolver como la posicion de
las rétulas plasticas que se forman en el mecanismo, por lo que se debera
tener en cuenta a la hora de crear el codigo y el algoritmo que resuelva el
problema propuesto.

En el siguiente diagrama se muestra la metodologia que se ha seguido para
crear el codigo. Figura 46.
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Se observa en el diagrama de flujo, que el comienzo se basa en recoger los
datos de la estructura que se vaya a estudiar, nodos, barras, cargas externas,
apoyos Yy los datos relacionados con el material de construccion. Una vez
identificados todos los parametros, se continuara con el calculo de los grados
de libertad (nSS), el nimero de posibles rétulas plasticas (nPPH) y como
consecuencia de ello, el nimero de ecuaciones de equilibrio (nEE). Para todo
ello se hara uso de la teoria de mecanismos y de los mecanismos virtuales.

Se continGa con las restricciones impuestas, tanto la de concordancia de
signo en el giro y en el momento flector de un mismo punto, como el
cumplimiento del teorema del limite superior, donde el momento flector en
cualquier punto no puede superar el momento plastico.

Finalmente se obtendran los resultados del momento flector y del giro,
siempre y cuando se cumplan las condiciones de energia disipada, la cual
debe de ser la minima, y de energia total, la cual debe de ser maximas. Tras
ello se itera el resultado obtenido comenzando todo el proceso para verificar
gue es el adecuado y entra dentro de los limites de tolerancias impuestos.

Los valores que se van a usar para este ejemplo son los que se muestran en
la figura 47.

I=1.0;

F=0*1.0%10"5;

LA1%10°11;
e0.0%10"-8;

sigma F=275%1076;
Mp=5*sigma F:
p=1000.0;

Figura 47. Datos. Pértico biempotrado carga distribuida.

Se puede observar que el valor de la fuerza puntual F esta multiplicada por
cero, por lo que en este ejemplo s6lo habra una carga distribuida, p,
pudiéndose adaptar a cualquier tipo de problema que presente ambos tipos
de fuerzas.
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Se comienza inicializando las variables como en el primer ejemplo, es decir,
poniendo todos los valores a cero, y se supone un valor para la rétula que
creara la carga distribuida. En este caso se ha supuesto en valor central.
Figura 48.

Xx0=0,5*%3*L*ones(1,1);

lbl=zero=s(1l,1):
ubl=3*L*ones (1,1} ;

Figura 48. Valor incial de x. Pértico biempotrado carga distribuida.

Los limites entre los que estara comprendido el valor de x, sera la longitud de
la barra en la cual esta aplicada la carga distribuida.

Como se debe cumplir esta condicion, se debera iterar la funcién
Cargadistribuida, ver en anexo, cuyo objetivo es identificar la posicion de la
rétula plastica que se conoce como b probando con puntos iterados hasta
cumplir las condiciones establecidas.

Una vez que se conoce dicho punto, y por lo tanto la carga de colapso, el
mecanismo de colapso y los momentos flectores, se obtendran los giros.

Los valores que se obtienen tras ejecutar el programa son los presentes en la
tabla 4.

Posicién de la rotula “b” 2,17 m
Carga de Colapso 143243,97 N
Momento Flector en “a” -172700,0 Nm
Momento Flector en “b” 172700,0 Nm
Momento Flector en “c” 126497,93 Nm
Momento Flector en “d” -172700,0 Nm
Momento Flector en “e” 172700,0 Nm
Giro en “a@” -0,01827 rad
Giro en “b” 0,00004 rad
Giro en “¢” 0,0 rad
Giro en “d” 0,0 rad
Giroen “e” 0,01039 rad

Tabla 4. Resultados. Pértico biempotrado con carga distribuida.
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Se observa que los momentos en los puntos a, b, d, e, son los momentos
plasticos, lo que quiere decir que el mecanismo de colapso tendra las rétulas
plasticas en dichos puntos.

4.4, Ejemplo 4. Pértico a dos aguas biempotrado
con cargas puntuales y cargas distribuidas.

Por ultimo, se realizara el ejemplo propuesto en la figura 49 con los datos de
la figura 50. Se trata de una geometria mas complicada que las anteriores, un
poértico biempotrado a dos aguas, mas comun en la vida real, que posee dos
cargas puntuales y dos cargas distribuidas.

=TS
dog

L L;

Figura 49. Ejemplo 4. Pértico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y distribuidas.

g.0%10"-&;
sigma F=275.0%1076;
Mp=5*sigma F;
p=1000.0;
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Figura 50. Datos. Pértico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y distribuidas.

A la hora de describir la geometria del portico se debera tener en cuenta el
angulo que forman las dos barras superiores. Figura 51.
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nodos = {{[0, 0], {'"Fx', 'Fy','M='}}, % empotramiento
{[0, Lpf2], {0, O, O}},
{[o, Lpl, {0, O, Ok},
{[Ld/2, (Lp+ld/2*tam{alpha))], {0, O, Ok},
{[Ld, (Lp+Ld*tan({alpha)}l, {0, -F, 0}},
{[2*Ld, Lp], {F, 0, 0}},
{[2*L4,0], {"Fx', "Fy', 'Mz'"}}

}; % coordenadas / fuer=zas
material = {{vE}}; % una lista por material
perfil = {{Iz, Mp}}; % una lista por tipo de perfil

barras = {{[1, 2], [1
{rz, 31, 11, 11,
{rs, 41, 11, 11,
{14, s1, 11, 11,
{rs, &1, 11, 11,
{le, 71, 11, 1],

}; % definicion,

11,

Hip

i

H oo o m o=
‘. . . .

Figura 51. Geometria. Pértico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y distribuidas.

Al tener cargas distribuidas, se debera calcular la posicion de las rétulas que
se forman en esas zonas. Al igual que en ejemplo anterior, se parte del punto
medio de la barra, iterando sucesivamente hasta obtener la posicion final.
Figura 52.

lbl=zeros(l1l,2):
ubl=[Lp Ld/fcos(zlpha)];:

xl=ubl/Z;

Figura 52. Posicion de x. Portico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y distribuidas.

Una vez ejecutado el programa, los datos que se obtienen tras el colapso de
la estructura son los que aparecen en la tabla 5.
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Posicion del punto “b” 2,0m
Posicion de la rétula “d” 4,2978 m
Factor de carga de colapso | 26,65
Momento flector en “a” -172700,0 Nm
Momento flector en “b” -75867,11 Nm
Momento flector en “c” -85590,12 Nm
Momento flector en “d” 172700,0 Nm
Momento flector en “e” 134895,97 Nm
Momento flector en “f” -172700,0 Nm
Momento flector en “g” 172700,0 Nm
Giro en “a” -0,00615 rad
Giro en “b” 0,0rad
Giro en “c” 0,0 rad
Giro en “d” 0,0 rad
Giro en “e” 0,0rad
Giro en “f” -0,0231 rad
Giro en “g” 0,0200 rad

Tabla 5. Resultados. Pértico a dos aguas biempotrado con cargas puntuales y distribuidas.

Se observa que las rétulas aparecen en los puntos donde el momento es igual
al momento plastico, como en los ejemplos anteriores, que son los dos
empotramientos, el punto d, que corresponde al punto medio del dintel con la
carga distribuida y el punto f, que corresponde a extremo superior derecho.
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CONCLUSIONES Y

LINEAS FUTURAS



5.1. CONCLUSIONES

El objetivo de este proyecto buscaba crear un codigo que sistematizara un
proceso de calculo, el cual, manualmente puede llegar a ser largo y tedioso.
Para cumplir dicho objetivo han hecho falta numerosos conocimientos que se
van adquiriendo a lo largo de la carrera de Ingenieria Mecanica.

En la asignatura de Estructuras y Construcciones Industriales gracias a la
aplicacion del Principio de las Fuerzas Virtuales (PFV) y las ecuaciones de
equilibrio, obtenidas gracias al PTV, se consigue encontrar el mecanismo de
colapso que hace que la estructura deje de ser util.

Gracias a este proyecto, se ha conseguido implementar un cédigo en
MATLAB, el cual sistematicamente obtiene las ecuaciones de equilibrio
necesarias para la resolucion ademas de las ecuaciones de compatibilidad,
las cuales proporcionaran los giros de las rétulas creadas tras el colapso.

Para la resolucion, ademas se hace uso de la optimizacion basada en los
criterios energéticos citados anteriormente, los cuales hacen que los
mecanismos no se resuelvan mediante el ensayo error de todos los posibles
casos.

La motivacion para realizar este proyecto ha sido la capacidad de poder crear
una forma mas eficaz de resolver problemas de calculo plastico planos
usando herramientas de otro campo de la ingenieria que a priori se pueden
considerar independientes entre ellas, pero que de forma adecuada logran
solucionar el problema con el que se estaba tratando. Ademas la aplicacion
directa a la resolucion de estructuras como naves industriales, hace que el
problema planteado se pueda plasmar a un caso real.

5.2. LINEAS FUTURAS

Este trabajo se ha centrado en porticos planos con barras esbeltas, sobre dos
apoyos, por lo que se crea un bucle cerrado (teniendo en cuenta la bancada
que forma una linea imaginaria que uniria los dos apoyos), y con cargas
puntuales y/o cargas distribuidas.

Si se pretende resolver una estructura que no cumpla las siguientes
condiciones se deberia implementar el codigo para cumpliera los nuevos
requisitos propuestos.
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Alguna de las posibles modificaciones en las que se podria trabajar son:

68

Apoyos de la estructura. Ampliar el nimero de apoyos de la estructura,
creando por ejemplo bucles abiertos.

Barras que componen la estructura. Se trata de implementar el codigo
para que sea capaz trabajar con voladizos, por ejemplo.

Dimensiones de la estructura. Se ha trabajado con poérticos planos, es
decir, en dos dimensiones. El objetivo de ampliar este proyecto para
estudiar el calculo plastico de estructuras en tres dimensiones es
ambicioso, ya que supondra una tarea compleja.
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