El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

Dpto. Didactica de las Ciencias Sociales, Experimentales y de la
Matematica

Analisis del estudio de la geometria del
triangulo en la educacidn secundaria.

Trabajo Final del Master Universitario de Profesor en Educacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato. Especialidad de Matematicas.

Alumno: Adriano Citoler Serrat
Tutor: José Cano Torres

Valladolid, Mayo-Junio de 2020




Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

indice de contenido

1.- IntroducCiON ¥ ANTECEACNTIES. ... .ccvieieiiieieitieieceeteeeete et e e et e steetesteebesseesbeeaeessesseesseensesseesnseeenses 3
2.- MArco tEOTICO Y ODJELIVOS....cuviriieiiiiieiiitieteeeieteetesteeteeteetesteesaessaeseessesseessesseensessaensesssesesssensneens 5
215 ATEA PSICOLOICA. ..o 6
225 ATEA QIAACHICA. ...t 7
3.- Sistemas axiomaticos en 1a GEOMELITIA..........c.ieriieiieriie ettt 9
3.1.- La estructura de un siStema aXiOmMALICO. ......ceevterueerieerrierieetiesieeieesreeseeseeeeseeseneesseessneeseens 9
3.2.- Sistema axiomatico de EUCIHAES.........c.ceciiiiiiiiiiieeie e 10
3.3.- Otros sistemas axiomaticos para la geometria euclidiana..........cccoecevervenenneeincineenieenn 11
3.3.1.- Sistema axiomatico de David Hilbert............cccccveriiiiiieniieiieieceeeee e 12
3.3.2.- Sistema axiomatico de George David Birkhoff............ccocoiiiniiiini 13
3.3.3.- Sistema axiomatico SMSG (The School Mathematics Study Group).........ccccceeevuneeen 14

4.- Analisis teXt0S Marea VEITE. ........cocuiruieriirieiieieriieieritee ettt ettt ettt st 16
4.1.- 1° ESO. Matematicas 1°de ESO......cccooiiiiiiiiiiieieeeeee et 16
4.1.1.- Capitulo 7. Sistemas de Mmedida............ccecoveeriiiiiienieiiieeeee e 16
4.1.2.- Capitulo 8. Figuras planas............ccceccueeeiierieeriieniiieiiesieeieeseesseesiaessseesssseeessseeesssneens 16
4.1.3.- Capitulo 9. LoNGItUAES Y ATCAS.........ovoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e ee e 21

4.2.- 2° ESO. Matematicas 2° de ESO......cccoooiiiiiiiiiiieieee ettt 23
4.2.1.- Capitulo 5. Sistemas de Medida...........cceevviiriiiiieniieiieeeee e 23
4.2.2.- Capitulo 6. Longitudes y Areas. SEMEJANZA. ................ccovvveevervrverreeereressreessenesneeen. 24
4.2.3.- Capitulo 7. Cuerpos geométricos. VOIUMENES. ........cc.eecueriieriinieniinienieniesieesiee e 25

4.3.- 3° ESO. Matematicas orientadas a las ensefianzas acad€micas...........ccccevvererveerieerieneenneenns 26
4.3.1.- Capitulo 7. Geometria del Plano..........ccceeeuerieriirieriiniereeereee e 26
4.3.2.- Capitulo 8. Movimientos en el plano y en el €Spacio.........ccceeceevervenierieneeniieeieeeieenns 30
4.3.3.- Capitulo 9. Geometria en el espacio. GIobO terraqueo........ccceevveveieierierienierieeriieeieeens 33

4.4.- 4° ESO. Matematicas orientadas a las ensefianzas acad€micas..........cccceevveveeeveeriierueneenneenns 36
4.4.1.- Capitulo 7. SCMEJANZA.......cccveruieieriieieeiienteeeterteetesteetesteeteseeessesssesseensesnseesaseessseessneenes 36
4.4.2.- Capitulo 8. TriZONOMELITA. ....ccuerveeiireieiieiietietestteteeteeteetteteeete st eseesseesesseenseeseeseenseean 41
4.4.3.- Capitulo 9. GEOMEIITA. ......ecuieueeieieiieiieieeiteteet ettt ettt etteste e e seeebesseeseessenseenseenn 43

4.5.- 1° Bachillerato. Matematicas I (o Bachillerato de ciencias).........c.cccceevveevrieneeevieeseecnreennnee. 45
4.5.1.- Capitulo 4. TriZONOMELITA. ....cverveeiieiieiieeietietesteeteeiterteeeteteeetesseesaesseebesseenseeseeseenseens 45
4.5.2.- Capitulo 5. GEOMEIITA. ......ecvieieriieiieeieieeiiete et ettt e e ette b e etbesseeseeseeesbesseeseessenseenseean 51

4.6.- 2° Bachillerato. Matematicas II (6 Bachillerato de ciencias)........c..ccceevveeeiiieeeieeeecnneeeennen. 57
4.6.1.- Capitulo 4. Geometria en €l eSPacio-VECIOTES. ......c.ccceervreierieererieeieneeeseeeenieeeieeensee e 58
4.6.2.- Capitulo 5. Rectas y planos en €l €SPacion.........c.ecveruerieriieienieeienieeieseesieseeenieeeveeseneens 64
4.6.3.- Capitulo 6. Geometria métrica en €l ESPACIO.......cccverrierierrierierierieeierieeeesieesieeeieeeieeens 66

5= COMCIUSIONES. ...ttt ettt ettt s bbbt be bt e bt bt e bt e bt eb e s bt eb e sb e e bt sbeebesbeesbee b e emtesenennee 69
6.~ Propuestas DIAACHICAS. ......eeuveriieiieiieitieieie ettt ettt ettt et et esbe et esbe e b e sseebeesaenseensesseensesssensennnenses 72
R 3 10) 10T 4 2 i T TSRO U ST RU SRS 83

2

El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

1.- Introduccion y Antecedentes.

En el presente TFM se va a estudiar la geometria del triangulo en la educacion secundaria. El acercamiento y

analisis del problema se va a realizar desde varios puntos de vista.

L.

Desde un punto de vista histérico, se contemplara como se abordo el acercamiento a la geometria y a
las matematicas desde la Prehistoria, pasando por todas las épocas hasta la actualidad.

Euclides que vivi6 en Alejandria durante el reinado de Ptolomeo I, realiz6 el primer acercamiento a
la geometria desde un punto de vista riguroso en su obra Los Elementos. Es posible que no fuese
quien realizase por primera vez todas las demostraciones recogidas en su obra, pero por lo que si
tiene crédito es por ser la primera persona que realizoé una recopilacion, organizacion y exposicion
del material. Material que fue y ha llegado hasta nuestros dias como la piedra angular en torno a la
que gira la construccion de la geometria.

Posteriormente muchos matematicos, o grupos de matematicos, han construido la geometria euclidea
de una forma mas rigurosa, haremos un repaso también sobre los diferentes tipos construcciones
axiomaticas de la geometria.

Asimismo, se hard un repaso por las teorias de acercamiento al proceso de educacion-aprendizaje
que se han formulado a lo largo de la historia.

Primeramente desde un punto de vista psicoldgico en el que hay dos ramas diferenciadas.

La mecanicista, o conductista, que dice que el organismo es pasivo, el aprendizaje viene
condicionado por el ambiente, las leyes del aprendizaje se pueden aplicar a todas las especies, toda
conducta se puede reducir a una serie de asociaciones simples. En definitiva, el sujeto es pasivo y no
es tenido en cuenta para la adquisicion del aprendizaje.

Y la Organicista, o cognitivismo, hay interaccion entre las variables ambientales y personales, hay un
procesamiento de la informacion entre el estimulo y la respuesta, lo interesante es el proceso no tanto
la conducta. Basicamente pone al alumno en el centro del aprendizaje.

Y posteriormente, desde un punto de vista didactico, mencionando los principales métodos
didacticos utilizados en la actualidad y por otro lado, diferentes clasificaciones para clasificar los
objetos de la educacion en funcidon de su nivel de dificultad. Taxonomia de Bloom, niveles de
demanda segun Stein & Smith

Se tiene en cuenta los antecedentes de los trabajos realizados previamente en esta area del
conocimiento y con intencion de llegar un poco mas lejos en esta area del conocimiento. En
particular el TFM Fundamentos de la geometria desde un punto de vista axiomatico de Elena
Dominguez Campillo.

Por tltimo, se va a realizar un analisis de una coleccion de libros de secundaria, en particular, de la

editorial Marea Verde. Con dos ideas, el analisis de la presentacion de la teoria por un lado y de los
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problemas presentados en esa coleccion de libros.

El analisis se realizara teniendo en cuenta las teorias didacticas y psicologicas presentadas y la
fidelidad a los sistemas axiomaticos de la geometria y los niveles de dificultad de la didactica. Se
intentara ilustrar como se esta ensefiando la geometria a los alumnos de secundaria y bachiller y
plantear algunos ejercicios o actividades que aporten su granito de arena para intentar mejorar la

calidad de los contenidos.
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2.- Marco teorico y Objetivos.

El marco tedrico que engloba los fundamentos de este trabajo es multidisciplinar y aqui voy a presentar los
distintos aspectos que se tienen que tener en cuenta para abordar el problema objeto de este trabajo.
En el libro Los siete saberes necesarios para la educacion del futuro de Edgar Morin (2000) se desgranan
siete saberes fundamentales que la educacion del futuro deberia tratar, en cualquier sociedad y sean cuales
sean sus antecedentes culturales.
1. Las cegueras del conocimiento: el error y la ilusion.
2. Los principios de un conocimiento pertinente.
3. Ensefiar la condicién humana.
4. Enseiar la identidad terrenal.
5. Enfrentar las incertidumbres.
6. Ensefar la comprension.
7. La ética del género humano.
El texto de Edgar Morin nos da un marco filos6fico sobre el futuro, los problemas y las dificultades de la
condicién humana y nos da un marco global valido para cualquier sociedad y cualquier cultura del mundo
para afrontar la educacion en el futuro.
Un texto mas concreto son Los cuatro pilares de la educacion de Jacques Delors (1994), que se estructura en
cuatro lineas de educacion bésicas.
1. Aprender a conocer. A conocer el mundo en su simplicidad y en su complejidad, desarrollando
estrategias para aprender a aprender. Sus teorias, sus realidades...
2. Aprender a hacer. Tiene un enfoque mas profesional, aunque no sélo profesional, aprender a resolver
problemas, a desarrollar pensamiento para afrontar la vida tanto profesional como individualmente.
3. Aprender a vivir juntos, aprender a vivir con los demas. A entender al otro, sea de tu cultura o de otra
diferente, siempre desde el respeto y la comprension.
4. Aprender a ser. Comprender la identidad individual y la colectiva, cuestionarse los paradigmas
establecidos y desarrollar un pensamiento propio.
Este texto concreta de una manera precisa y muy didactica cuales deben ser las aspiraciones del docente con
respecto a los alumnos y nos da una guia clara para formar personas saludables y con espiritu critico, a la vez
que solidarias. Presenta un ideal de la clase de formacion que se tiene que dar a los alumnos.
Otro texto, que recoge lo indicado por Jacques Delors y lo concreta aiin mas, de hecho aparece en la ley
espaiola, es las 7 competencias bdsicas indicadas en el articulo 2 de la Orden ECD 65/2015 que son:
1. Comunicacién lingiiistica.
2. Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia.

3. Competencia digital.
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4. Aprender a aprender.

5. Competencias sociales y civicas.

6. Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.

7. Conciencia y expresiones culturales.
Estas siete competencias basicas, sumarizan y concretan lo expresado por Jacques Delors en su articulo,
llegando a una guia mas concreta de las competencias deseables que debe adquirir cualquier alumno.
Estos tres articulos, presentan los marcos y los conocimientos/competencias que es deseable que los alumnos
aprendan.
Ahora bien, entrando mas en concreto, el proceso de Educacion-Aprendizaje, se puede enfocar desde dos

areas del conocimiento, el psicologico y el didactico.

2.1.- Area psicolégica.

Ha habido dos principales paradigmas para explicar el aprendizaje desde el ambito psicologico:
*  Conductismo.

¢ Constructivismo.

El conductismo se basa en los siguientes enfoques,

*  Nacemos sin conocimientos y todo lo obtenemos mediante mecanismos asociacionistas.

* No contempla los procesos mentales. Solo estudia la conducta observable.

* El organismo es pasivo: el aprendizaje viene condicionado por el ambiente (mecanicismo).

* Las leyes del aprendizaje son aplicables a todas las especies

* Toda conducta, por compleja que sea, puede ser reducida a una serie de asociaciones entre elementos

simples.

El principal paradigma del conductismo es que cualquier individuo o animal puede aprender cualquier cosa
si se le presentan los estimulos basicos. Trata al sujeto del aprendizaje como un sujeto pasivo.
Los referentes del conductismo son el conductismo clasico (Pavlov) aplicado basicamente para animales, el
condicionamiento operante (Skinner) que introduce el reforzamiento-penalizacion de una conducta y por
ultimo el aprendizaje vicario (Bandura), que presenta la figura del modelo a seguir.
El paradigma conductista esta superado y se prefiere el constructivista, ahora bien, hay ciertos rasgos que

permanecen, por ejemplo el uso del refuerzo-castigo, en determinadas ocasiones.

El constructivismo, por el otro lado, plantea un enfoque radicalmente opuesto de la educacion. El alumno se
convierte en el centro de la ensefianza, no con mostrar los conocimientos, cada alumno los asimila y los
construye a su manera. Existen como principales exponentes,

* Piaget, teoria genética del aprendizaje, cuya principal idea es que cuando un nuevo concepto que no
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encaja en el esquema preexistente, entra a formar parte del conocimiento del alumno, éste, tiene que
reestructurar lo que ya conocia para darle a cabida al nuevo concepto, haciendo asi un ejercicio que
consolida el conocimiento.

* Brunner, aprendizaje por descubrimiento, se desea que el alumno sea una parte activa de su
aprendizaje orientdndole a descubrir los nuevos conocimientos y haciendo un esfuerzo para
integrarlos en los preexistentes.

*  Ausubel, aprendizaje significativo, se presentan los nuevos conceptos con una estructura clara y un
sentido 16gico, los cuales el alumno los integrara en los conocimientos preexistentes.

*  Vigotsky, teoria contextual, establece dos niveles, lo que el alumno puede aprender sin ayuda que es

su nivel real y lo que puede alcanzar con ayuda, nivel potencial.

Se puede decir, que el alumno debe ser el actor principal en su propia enseflanza (adquisicion de
conocimientos). Que es tan importante el contenido como los procesos de aprendizaje y evaluacion. El papel
del alumno es aprender a aprender lo que se reforzara con el paso del tiempo (a mas capacidad de aprender,
mas autonomia y mas capacidad de aprender) es una especie de circulo virtuoso. Y por ultimo el papel del

docente es el de mediador, en el sentido de que facilita los medios al alumno para aprender.

También cabe resefiar que los alumnos de secundaria estan en un momento del desarrollo de la personalidad,
fisico e intelectual. Se encuentran en un momento de efervescencia con muchos cambios en muchos niveles,
a nivel de desarrollo social, autoconocimiento, autoestima, identidad personal, empatia, capacidad de juicio
moral... Pero también se produce una maduracion fisica, el paso del nifio al adulto, que conlleva no sélo el
crecimiento fisico sino el desarrollo intelectual, a lo largo de estos afios se van desarrollando la capacidad de
pensamiento abstracto, de formular hipotesis, desarrollo de la memoria, suposiciones.

El docente tiene que tener todos estos cambios que se estan produciendo en los alumnos.

2.2.- Area diddctica.

La didactica de la matemadtica se ocupa de indagar metodica y sistemdticamente los procesos de ensefianza
v aprendizaje de las matemdticas asi como los planes para la cualificacion profesional de los educadores
matematicos. La didactica de la matematica tiene como objeto delimitar y estudiar los fenomenos que se
presentan durante los procesos de organizacion, comunicacion, transmision, construccion y valoracion del
conocimiento matematico (Rico, Sierra & Castro, 2000).

Por la definicion de este trabajo, en esta apartado del estudio se centrard en la idea de crear tareas
matematicas, para ello vamos a incorporar la ideas del articulo Smith, Margaret Schwan, and Stein, Mary
Kay. (Febrero 1998) “Selecting and Creating Mathematical Tasks: From Research to Practice.” Mathematics
Teaching in the Middle School 3: 344-50.
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(Cuales son las caracteristicas de una clase que hace que los estudiantes vean las matematicas de una manera

diferente y que es lo que aprenden? ;Son los grupos pequefios? ;Trabajo orientado a proyectos? /Es la

naturaleza de las tareas que se les proponen?. Desde este TFM se pretende dar respuesta a la Gltima pregunta.

Asi segiin Smith & Stein, hay cuatro niveles de demanda cognitiva,

1.

Memorizacion.

Implica reproducir formulas o hechos..., identificar objetos o definiciones de memoria.

No son ambiguas. Implica reproducir lo que se ha establecido de una manera clara anteriormente.
Procedimientos sin conexiones a conceptos o significados.

Son algoritmicas, se aprende un procedimiento y se reproduce. Se centran en conseguir respuestas
correctas. No requiere explicaciones.

Procedimientos con conexiones a conceptos y significados.

El uso de los procedimientos tiene como objetivo el desarrollo de conocimientos mas profundos de
conceptos e ideas matematicos.

Normalmente se presentan de diferentes maneras, diagramas, tablas, texto, simbolos, al hacer las
conexiones entre éstas se desarrolla conocimiento matematico.

Se pueden usar los procedimientos estudiados, pero requiere un esfuerzo para saber cual es el
apropiado en cada momento.

Hacer matematicas.

Requiere pensar fuera de los procesos algoritmicos, el camino para la resolucion de la tarea no esta
marcado ni es claro.

Requiere exploracion y entendimiento de los conceptos, procesos o relaciones.

Requiere el andlisis de la tarea para ver si se pueden limitar las posibilidades, ademas de hacer un

analisis critico de los resultados.

Estas son algunas de las caracteristicas de los niveles de demanda cognitivos segiin Smith & Stein.

Hay un comentario significativo de Stein & Lane (1996), sugiere la importancia de comenzar con tareas de

alto nivel cognitivo (puntos 3 o 4) si se quiere que los alumnos desarrollen la capacidad de pensar, razonar y

solucionar problemas.
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3.- Sistemas axiomaticos en la geometria.

Para desarrollar este apartado voy a seguir el libro, Venema, A. (2012). Foundations of Geometry. Second

Edition. Boston, U.S.A. Pearson.

3.1.- La estructura de un sistema axiomadtico.

Un sistema axiomatico tiene cuatro partes, que vamos a desarrollar a continuacion.

Términos indefinidos v términos definidos.

La primera parte de un sistema axiomatico son los términos indefinidos, o primitivos. Estas constituyen las
palabras técnicas que se usaran en el sistema. Un diccionario, por ejemplo, parece tener todos los términos
definidos, pero sin embargo habra cierta circularidad en las definiciones. Por tanto, se plantean unos
términos indefinidos que sean obvios para todos, y partiendo desde ellos se construird todo el sistema. Asi
pues, los términos definidos, estan construidos solamente desde los términos indefinidos sin hacer ninguna
suposicion extra.

Axiomas o postulados.

Los axiomas son afirmaciones que se aceptan sin prueba, estan en el nicleo del sistema, todo lo demas en el
sistema debe deducirse 16gicamente desde estos.

Teoremas y pruebas.

Los teoremas y la prueba de estos, son la parte mas larga de un sistema axiomatico, y siguen una estricta
organizacion logica. Asi pues, el primer teorema tiene que probarse usando solo los axiomas. Para el segundo
teorema se pueden utilizar los axiomas y el primer teorema y asi sucesivamente se va construyendo el
sistema.

Modelos e interpretaciones.

En un sistema axiomatico, los términos indefinidos no tienen un significado definido en si mismos,
unicamente lo que esta explicitamente indicado en los axiomas.

Por tanto, una interpretacion del sistema axiomatico es una forma de darle significado a los términos
indefinidos. Y una interpretacion se llama modelo si los teoremas deducidos son ciertos para esa
interpretacion. Y ya que los teoremas se han deducido logicamente de los axiomas tinicamente, sabemos que
los teoremas seran ciertos en todos los modelos.

Se dice que una afirmacion es independiente de los axiomas si es imposible afirmarla o negarla a partir de los
axiomas.

Los axiomas se dice que son consistentes si no se puede llegar a ninguna contradiccion logica desde ellos.

Una propiedad que se quiere para todos los sistemas axiomaticos.
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3.2.- Sistema axiomatico de Euclides.

El proceso de introducir logica dentro de la geometria comenzo6 con Tales de Mileto, alrededor del 600 a.C. y
se culmind con el trabajo de Euclides de Alejandria sobre el 300 d.C. La “geometria euclidea”
probablemente no se origind con ¢l mismo, pero su contribucion fue organizar y presentar los resultados de
la geometria griega de una manera logica y coherente. Y publico sus resultados en una serie de 13 libros
conocidos como “Los Elementos”, que es la obra con mas ediciones después de “La Biblia”.
Resulta casi imposible cuantificar la importancia de “Los Elementos de Euclides” para el desarrollo de las
matematicas y de la cultura humana en general. Se convirtieron en el modelo para el desarrollo de las teorias
cientificas. Asombra la claridad con la que los expuso y en base a la pura logica dedujo una gran variedad de
conclusiones.
Sin afan de mostrarlo completamente, voy a enunciar algunas partes del Sistema Axiomatico de Euclides.
Axiomas o postulados.
* Postulado 1. Se puede trazar una linea recta de cualquier punto a cualquier punto.
* Postulado 2. Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una linea recta.
* Postulado 3. Se puede trazar un circunferencia con cualquier centro y radio cualquiera.
* Postulado 4. Todos los angulos rectos son iguales.
* Postulado 5. (postulado de las paralelas) si una linea recta corta a otras dos lineas rectas, y hace que
los angulos interiores en el mismo lado menos que dos angulos rectos, las dos lineas rectas, si se
prolongan indefinidamente, se cortan en el lado en el que estan los angulos que son menos de dos

angulos rectos.

V.

- el

o+ f< 1807

llustracion 1: Prueba grafica de los 5
postulados de Euclides. wikipedia.org

10




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

Nociones comunes.

* NCI. Cosas que son iguales a la misma cosa también son iguales entre si.

* NC2. Si a cosas iguales afiadimos la misma cosa, los totales también son iguales.
* NC3. Si a cosas iguales les sustraemos lo mismo, lo que queda también es igual.
* NC4. Cosas que coinciden con otra son iguales entre si.

* NCS5. El todo es mas grande que la parte.

Con todo esto establecido (postulados, nociones comunes y definiciones) Euclides desarrolla todo su cuerpo
de proposiciones y teoremas, establecidos con una demostracion logica que constituye lo que conocemos

como “Geometria Euclidiana”.

3.3.- Otros sistemas axiomdticos para la geometria euclidiana.

Los dos mil afios de esfuerzo para entender el lugar del quinto postulado de Euclides en los fundamentos de
la geometria resultaron en mas que el descubrimiento de que el V postulado es independiente de los otros.
También se obtuvo un punto de vista de lo que un sistema axiomatico debe contener.

El moderno tratamiento de la geometria, se formul6é con un mayor numero de axiomas que los que utilizo
Euclides. Sigue sin haber pleno acuerdo en como los axiomas de la geometria plana se deben formular.

Hoy en dia se sabe que el sistema axiomatico de Euclides no contiene todas las suposiciones necesarias, hay
acuerdo en que faltan tres tipos basicos de informacion en el modelo de Euclides.

La primera, hace falta una suposicion que garantice que las lineas y circulos son continuos y que no tienen
agujeros, es la asuncion de completitud.
Proposicion 1. Dado un segmento
construir un tridangulo equilétero.

Con centro A y radio AB se construye la
circunferencia ¢ y con centro B y radio
AB se construye la circunferencia d. Ya
que A es el centro de ¢ entonces AC y

AB son iguales y por similar razon BA

y BC son también iguales y por tanto™
AB, AC y BC son iguales. Por tanto el

triangulo ABC es equilatero.

Con la salvedad que se ha enunciado

arriba, de los axiomas enunciados porl/ustracion 2: Proposicién 1. Elementos de Euclides.
9

eogebra.org.
Euclides no se deduce que c y d seg & &
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corten en C.

La segunda, hace falta una asuncion que nos permita mover triangulos en el plano.
La tercera, se necesita una asuncion que gobierne cuando un rayo esta entre otros dos rayos o un punto esta

entre otros dos puntos.

Hay dos maneras de salvar estas dificultades para conseguir un conjunto completo de axiomas.

La primera es fijar los axiomas que resuelvan estas dificultades en términos puramente geométricos, dos
matematicos han desarrollado un sistema axiomatico de esta manera y son David Hilbert (1899) y Oswald
Veblen (1904).

La segunda manera de organizar los fundamentos de la geometria se debe a George David Birkhoff en los
afios 1930, la idea es basar los axiomas de la geometria en el conocimiento previo de los nimeros reales. De
esta manera, todas las propiedades de los nimeros reales se pueden usar para la construccion del sistema
axiomatico de la geometria, (el orden, la completitud...). La geometria construida de esta manera con los
numeros reales, se llama geometria métrica porque los niimeros reales se usan para medir ciertas cantidades

geométricas.

3.3.1.- Sistema axiomatico de David Hilbert.

El sistema de David Hilbert, es mas extenso que el planteado por Euclides, como se deduce de lo anterior.

Términos Indefinidos.

¢ Punto.
* Linea.
¢ Plano.

*  Estar sobre (incidencia).
* Entre.

*  Congruencia (relacion de equivalencia).

Axiomas
Axiomas de incidencia (8 en total)
» Al-1. Para cada dos puntos distintos A, B existe una linea 1 que contiene los puntos A, B.
* AI-2. Para cada dos puntos distintos A, B existe una tnica linea que contiene a los puntos A, B.

* AI-3. Existen al menos dos puntos en una linea. Existen al menos tres puntos que no estan sobre una

12
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linea.
* AI-8. Existen al menos cuatro puntos los cuales no estan sobre un plano.
Axiomas de orden (4 en total)
* AIl-1. Si un punto B est4 entre un punto A y un punto C, entonces A, B y C son tres puntos distintos
de una linea y B también estd entre C y A.
Axiomas de congruencia (5 en total)
¢ AIII-5 (6 Lado-Angulo-Lado(LAL)). Si para dos tridngulos AABC y AA'B'C', las congruencias
AB=AB y AC=AC y /BAC= /B'AC = ZABC = /AB'C

Axioma de las paralelas (1 en total)

e AIV-1.Sea 1 cualquier linea y A un punto que no esta sobre 1. Entonces hay una tinica linea en el
plano, determinada por 1 y A, que pasa por A y no intersecta a |
Axiomas de continuidad (2 en total)
* AV-1. (Axioma de medida o Axioma de Arquimedes). Si AB y CD son cualesquiera segmentos,
entonces existe un niimero n tal que n segmentos CD construidos contiguamente desde A, a lo largo

del rayo desde A a través de B, sobrepasaran el punto B.

Esta es una relacion no completa de los axiomas de Hilbert, son 20 en total, con este sistema axiomatico,

Hilbert construy6 la geometria euclidiana.

3.3.2.- Sistema axiomatico de George David Birkhoff-

Los axiomas de Birkhoff se publicaron en Annals of Mathematics en 1932.

El uso del sistema de los nimeros reales consigue reducir drasticamente el nimero de axiomas necesarios.

Términos indefinidos.
*  Punto.
* Linea.

¢ Distancia.

+  Angulo.
Axiomas.
* Postulado de la medida de la linea. Los puntos A, B, ... de cualquier linea 1 se pueden poner en

correspondencia (1,1) con los niimeros reales x de tal manera que

xg — xa| = d(A B)V A B

13
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* Postulado del punto y la linea. Dados dos puntos P y Q distintos existe una tinica recta 1 que los
contiene a ambos.

* Postulado de la medida de angulo. Las medias lineas (o rayos) 1, m,... desde cualquier punto O se
pueden poner en correspondencia (1,1) con los nimeros reales a (mod 27) tal que si A es distinto de
O y B es distinto de O y son puntos en | y m respectivamente, la diferencia a,,-a; (mod 2m) es el
angulo AOB. Ademds, si el punto B en m varia continuamente en una linea r que no contiene al

vértice O, el nimero a,, también varia continuamente.

/

B

(@) A
|

Hlustracion 3: Postulado de
la medida de dangulo.
geogebra.org.

* Postulado de similaridad. Si en dos triangulos AABC, AA'B'C', y para alguna constante k>0,
d(AB) =k-d(A B) y d(A,C") =k -d(AC)y ZB'AC =" /BAC =
d(B,C')=k-d(B,C)y ZC'BA =" ZCBA;y ZAC'B' =" ZACB

El postulado de similaridad de Birkhoff implica el postulado 5 (o de las paralelas de Euclides) y también el
axioma AIII-5 (o LAL) de Hilbert.

3.3.3.- Sistema axiomdtico SMSG (The School Mathematics Study Group).

Los sistemas axiomaticos clasicos (o mas rigurosos) tienen la dificultad de que hay que hacer muchas
demostraciones las cuales muchas de ellas son obvias para poder comenzar con la demostracion de otros
resultados que no son tan obvios.

Con esta idea se creo SMSG, dar un niimero de axiomas, que aunque sea superior al necesario, hay axiomas
redundantes (que se pueden demostrar a partir de otros) y una segunda idea es que fuese asequible su
comprension por parte de los alumnos de secundaria.

Se parti6 de los sistemas axiomaticos de Birkhoff y MacLane para su enunciado. Tiene componentes que son

puramente geométricos y también tiene componentes que estan basados en la geometria métrica (o en las
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propiedades de los nimeros reales).

Asi, al igual que los otros sistemas axiomaticos, parte de,

Términos indefinidos.

Punto.

Linea.

Plano.

Estar sobre.
Distancia.

Medida de angulo.
Area.

Volumen.

Axiomas o Postulados.

Se mencionaran algunos a modo de ejemplo, hay un total de 22.

P1. (El postulado de incidencia). Dados dos puntos diferentes, hay una tnica linea que los contiene a
ambos. Que aparece exactamente el mismo postulado en otros sistemas axiomaticos.

P2. (El postulado de la distancia). Para cada par de puntos corresponde un Gnico nimero positivo.
P9. (El postulado de la separacion del plano). Dada una linea y un plano que la contenga, los puntos
del plano que no estan sobre la linea forman dos conjuntos tal que,

o Cada conjunto es convexo.

© SiPestd en un conjunto y Q en el otro, entonces el segmento PQ, intersecta la linea.

P15. (El postulado LAL). Dada una correspondencia entre dos tridngulos (o entre un triangulo y el
mismo). Si dos lados y el angulo incluido son congruentes con las partes correspondientes del
segundo triangulo, entonces la correspondencia es una congruencia.

P16. (El postulado de las paralelas). A través de un punto externo hay como mucho una linea paralela
a una linea dada.

P17. (El postulado del area). A cada region poligonal le corresponde un tnico nimero.

P22 (El principio de Cavalieri). Dados dos sélidos y un plano. Si cada plano paralelo que intersecta
los solidos y es paralelo al plano dado y las dos intersecciones tienen la misma area, entonces los dos

solidos tienen el mismo volumen.
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4.- Analisis textos Marea Verde.

En este apartado vamos a proceder a la recopilacion de informacion, estudio y analisis de los texto
seleccionados, en este caso de la editorial Marea Verde.

Los libros que se van a analizar corresponden a los libros de Matematicas de 1° y 2° de ESO y los libros
orientados a las ciencias aplicadas de 3° y 4° de ESO y Matematicas I y Matematicas II de Bachillerato.

Los libros se descargaron de la pagina web de la plataforma el dia 5 de Mayo de 2020 adjunto el enlace
http://www.apuntesmareaverde.org.es

Se va presentar una descripcion de contenidos de los Bloques de Geometria correspondientes en cada libro,
prestando atencion a la introduccion de los conceptos, en particular, como se introduce el tridngulo, los
problemas propuestos y como todos los aspectos anteriores se relacionan con los sistemas axiomaticos que
fundamentan la geometria.

Se realizaran comentarios que se subrayan en cursiva, para una mayor claridad.

4.1.- 1° ESO. Matemdticas 1° de ESO.

En este libro el bloque de geometria consta de los siguientes temas:
* Sistemas de medida.
*  Figuras planas. Poligono, circulo y circunferencia.

* Longitudes y areas.

4.1.1.- Capitulo 7. Sistemas de medida.

Hace una introduccion al Sistema Internacional de unidades de medida, repasando otras unidades de medida
también. Longitudes, superficies, volumenes, masa, temperatura,...

En este capitulo esta implicita la idea de conmensurabilidad y completitud de los numeros reales, es decir,
que a partir de una unidad fijada que represente una cierta propiedad o dimension, cualquier cantidad
sobre esa propiedad se puede expresar como una cantidad multiplicada por la unidad tomada como patron.
Yendo mds lejos, es una proporcion de la misma. Con este concepto se introducen implicitamente las ideas

de conmensurabilidad y completitud que se reflejan en los sistemas axiomaticos.

4.1.2.- Capitulo 8. Figuras planas.
Definiciones de puntos, rectas, semirrectas y segmentos, bastante ajustadas a las definiciones de los sistemas
axiomaticos, como se ve en el extracto del libro de la siguiente figura. Sigue con definiciones de rectas

paralelas, secantes y coincidentes.
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El elemento mas sencillo del plano es el punto. El signo de puntuacién que tiene este mismo nombre
sirve para dibujarlo o también un pequefio circulo si
queremos destacarlo. Es muy util nombrarlo y para

. : . : ello se utilizan letras mayusculas A, B, C, ...
< P i Al igual que el punto, la recta es un objeto
- > 1
- < » | elemental del plano. Constituye una sucesion infinita
> 1 £ o 7 =
— s /< 5 ' de puntos alineados en una misma direccién. Las
A » i rectas se nombran con letras mindsculasr, s, t,...
Imagina que cada uno de los limites de la hoja de Una semirrecta es cada una de las partes en las que

tu cuaderno, de la pizarra o de cada una de las  queda dividida una recta por un punto que
paredes de la habitacion en la que estds, se | pertenece a ella. El punto se denomina origen. Las
prolonga indefinidamente sin  cambiar su | gemjrrectas se nombran con letras mindsculas o

mcl'mam.cm o0 posicion. Los objetos resultantes referenciando su origen: semirrecta de origen O,
serian ejemplos de planos. :
semirrecta p, ...

Para representarlos y estudiar bien sus U t | yhes . did
elementos, nos quedaremos solo con una parte de I gmIcih0 ) Tl Porooil O [Euta COMPIC 1GKe

cada uno. Por ejemplo, en los casos anteriormente entre dos puntos de la misma. Los puntos se llaman

citados, con la misma hoja, la pizarra o la pared tal =~ €xtremos. Los segmentos se nomb_ran mediante sus

como las vemos. extremos, por ejemplo: segmento AB o segmento de
extremos A, B.

llustracion 4: Latasa, M. (2020). Matemdticas 1° ESO. apuntesmareaverde.org.es

Definicion de angulo como, se llama angulo a la region del plano delimitado por dos semirrectas con origen
comun. Las semirrectas que lo limitan se llaman lados y el origen vértice.

Nombra los diferentes tipos de angulos, agudo, obtuso, recto. Angulos segun su posicion, consecutivos,
adyacentes, opuestos por el vértice.

Medida de angulos en el sistema sexagesimal. Operaciones con ellos.

Angulos complementarios y suplementarios.

Indicando que los primeros suman 90° y los segundos 180°. En este caso esta implicito el V Axioma de
Euclides (o de las paralelas en el resto de sistemas axiomaticos), aunque es un resultado que desde nuestro
mundo fisico, el que estamos acostumbrados a experimentar, resulta evidente.

Se habla también de angulos de la circunferencia, el central y el inscrito, presentando la siguiente

demostracion grafica, que tiene profundidad y a la vez es muy visual y comprensible por los alumnos.
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En una circunferencia tienen especial importancia los angulos centrales (tienen su vértice en el centro
de la circunferencia) y los dngulos inscritos (tienen su vértice en un punto de la circunferencia).

Angulo central Angulo inscrito

B=

N‘:b-:

Se verifica ademas que un angulo inscrito mide la mitad que un dngulo central que abarca el mismo arco
de circunferencia.

Demostracion:

& Trazamos un angulo inscrito en la circunferencia CAB que tenga un
lado que pase por el centro O de la circunferencia. Trazamos su
central COB. El triangulo OAC es isosceles pues dos de sus lados
son radios de la circunferencia. Trazamos por O una recta paralela
a AC. El angulo CAO es igual al angulo DOB pues tienen sus lados

o paralelos. El angulo ACO es igual al angulo COD por alternos
internos entre paralelas, y es igual al dngulo CAO por ser el
< triangulo isésceles. Por tanto, el central mide el doble que el
& angulo inscrito.
B

llustracion 5: Latasa, M. (2020). Matemdticas 1° ESO. apuntesmareaverde.org.es

Definiciones mediatriz, bisectriz, y otros elementos del tridngulo.

Se han ido planteando problemas y se han resuelto ejercicios encaminados a la familiarizacion con los
nuevos conceptos, con cuestiones como identifica, calcula,... Y finalmente hay un apartado con geogebra en
el que se proponen y resuelven ejercicios del mismo tipo.

Poligonos.

Poligonos y lineas poligonales definidas a partir de la definicion de segmento, de una forma rigurosa.
Elementos de los poligonos, lados, vértices, angulos y diagonales. Clasificacion de poligonos, o bien,
coéncavos o convexos, o por su numero de lados, tridngulos, cuadrilateros,... Y finalmente, poligonos
regulares.

Circulo y circunferencia.

Circunferencia es una linea cerrada y plana cuyos puntos equidistan de un punto interior a la misma

llamado centro y Circulo, la porcion de plano delimitada por una circunferencia.
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Elementos de una circunferencia, centro, radio, diametro, cuerda y arco. Y elementos del circulo, segmento
circular, arco circular y corona circular. Semicirculo como un sector circular particular.
Posiciones entre recta y circunferencia, tangente, secante o exterior. Y por ultimo, algunas propiedades de la
circunferencia, como que por ejemplo la recta tangente a la misma es perpendicular al radio que pasa por el
punto de tangencia.
Tridngulos.
Se presentan como un poligono de tres lados, que se ha definido antes, y se clasifican por tres lados iguales,
dos lados iguales o ningtin lado igual y por los angulos. También se dan varias propiedades fundamentales de
un triangulo.

* Lasuma de los angulos de un triangulo es 180°.

* En un tridngulo cualquier lado es siempre menos que la suma de los otros dos y menor que su
diferencia. (asi se garantiza que es un poligono y no una linea poligonal)

Y se presentan rectas y puntos notables del tridngulo, medianas, bisectrices, alturas y mediatrices.
Y se sumarizan las cuatro rectas notables con sus centros en la ilustracion que se acompaiia.
Igualdad de tridngulos, en este apartado se presentan los criterios de igualdad de tridangulos. Siendo
rigurosos, deberia hablarse de congruencia de triangulos, aunque se sacrifica la rigurosidad por un lenguaje
mas cercano y comprensible hacia los alumnos.
Y se realiza la construccion grafica del triangulo en tres casos. En el caso que tengan los tres lados iguales,
dos lados iguales e igual el angulo comprendido entre ellos y tienen un lado igual adyacente a dos angulos
también iguales.
Se habla de igualdad de triangulos y se dan los tres criterios para comprobar que un triangulo es igual a
otro. Tres lados iguales LLL, dos lados y el angulo entre ellos LAL o dos angulos y su lado ALA. Estos tres
criterios son equivalentes y se pueden demostrar uno a partir del otro.
De hecho Euclides demuestra LAL en la proposicion IV del libro 1. Mientras que es un axioma en los demas

sistemas axiomaticos.
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Ejemplo:

Circuncentro O Incentro |

\ Mediatriz
. AB
Ty

B 2
Mediatriz
~ BC

Bisactrizdgl
éngul

Bisectrizdel
angulo C

Se llama altura de un tridngulo a la recta que pasa por un vértice y es perpendicular al lado opuesto.
Las tres alturas de un triangulo se cortan en el ortocentro.

Se llama mediana de un tridngulo a la recta que pasa por un veértice y por el punto medio del lado
opuesto. El punto de corte de las medianas se llama baricentro.

Ejemplo:

ko M
*j:::;:‘g\\
i3

Altora._
desde C
—biedians
desde A

A
A s
‘,-" Alturz desde B % Mediana
/ Adesde B
Ortocentro H Rastenion

llustracion 6: Latasa, M. (2020). Matemdticas 1° ESO. apuntesapuntesmareaverde.org.es

Cuadrilateros.

Se presenta como un poligono de cuatro lados, ya que se ha definido en apartados anteriores. Y los clasifica
entre concavos y convexos, para a continuacion hacer la clasificacion de los cuadrilateros convexos.

Indica que hay cuadrilateros paralelogramos, con angulos y lados iguales dos a dos, (cuadrado, rectangulo,
rombo y romboide) y no paralelogramos, trapecios y trapezoides.

Se indican algunas propiedades de los cuadrilateros, entre otras, que la suma de sus angulos es de 360° y se
hace una demostracion grafica dividiendo el cuadrilatero por una de sus diagonales, obteniendo dos
triangulos que cada uno suma 180° y por tanto queda demostrada la propiedad.

Al final del capitulo, en el apartado Revista y Curiosidades, habla de diferentes tipos de presencia de los
poligonos en los disefios de construccion, de mapas,... también habla de mosaicos como todo recubrimiento

del plano con piezas que no pueden dejar huecos ni superponerse, define el mosaico regular que esta
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formado por poligonos regulares todos iguales indicando que sélo hay tres posibilidades e invita al alumno a
encontrarlas.

Y se hace la siguiente mencion a Euclides, que corresponden con definiciones del sistema axiomatico de la
geometria de Euclides.

Los problemas planteados, al igual que en el capitulo anterior estan orientados a afianzar y relacionar los
conceptos introducidos, identifica y clasifica las siguientes figuras y problemas de hallar la incégnita que

falta cuando se han dado las demas como datos.

EUCLIDES, UN GRAN GEOMETRA

En el siglo 11l a. C. Euclides ensefiaba Matematicas en la
escuela de Alejandria. Su obra principal fueron Los
Elementos, gue han sido durante siglos la base de la
geometria.

Las aportaciones mas interesantes de Euclides fueron
definiciones y postulados como éstos:

“Un punto es aguello gue no tiene partes”
“Una linea es una longitud sin anchura”
“Las extremidades de una linea son puntos”

Mlustracion 7: Latasa, M. (2020). Matemdticas 1° ESO.
apuntesmareaverde.org.es

4.1.3.- Capitulo 9. Longitudes y Areas.

Perimetros y Areas de poligonos.

No se plantea siquiera hablar de unicidad de area, se da por supuesto. Esta es una propiedad de la
superficies poligonales que se deducen en la geometria euclidiana. En los postulados de SMSG, se enuncia
en el numero 17 que para cada region poligonal le corresponde un tinico numero positivo.

Define perimetro de una figura plana como la suma de las longitudes de sus lados y area de una figura plana
como lo que mide la region limitada por los lados de la figura.

Se pasan a definir las 4reas del cuadrado y del paralelogramo como 1> y b*h respectivamente, el area del
tridangulo y el 4rea del trapecio, rombo y romboide con las féormulas conocidas sin demostracion geométrica.
Sin embargo, cuando se introduce el area del poligono regular indica que todos los poligonos regulares se
pueden dividir en tantos triangulos iguales como lados tiene el poligono de donde se deduce la formula a
partir del area del tridngulo (semiperimetro*apotema). Para calcular el area de los poligonos irregulares

igualmente por triangulacion.
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Y por tltimo algunas ideas sobre calculo de perimetros de poligonos.

Perimetros y areas de figuras circulares.

Empieza definiendo m, como el cociente entre la longitud de la circunferencia y su diadmetro. De donde el
perimetro es inmediato, estd implicito, y también dice que m es un numero irracional. Y también se da la
formula para el calculo de la longitud de un arco de circunferencia como la parte proporcional entre el
angulo o que abarca el angulo y 360°, es decir, 0/360°. Un problema de este bloque con contenido histoérico y
gusto por las matematicas, Antiguamente se definia el metro como la diezmilllonesima parte del meridiano
que pasa por Paris, segun esta definicion, ;jcuanto mide (en metros) el diametro terrestre?.

A continuacion se pasa a definir el area del circulo, y se indica que el area del circulo se puede imaginar
como el area de poligonos regulares inscritos en la circunferencia de radio r, con cada vez mas lados. Y asi,
semiperimetro * apotema.

2mr

T = Tr

(3]

Con lo que tenemos una demostracion intuitiva del drea del circulo. Que supone una aproximacion al
calculo infinitesimal para los alumnos.

Y a partir de aqui se hallan las férmulas para la corona circular, como sustraccion entre dos circulos
concéntricos y del sector circular como la parte proporcional del angulo con respecto a 360° como se ha
hecho antes con la longitud del arco.

Y por ultimo, se plantea este problema de la medida de el radio de la tierra y esta nota histdrica sobre los
primeros hallazgos de 7.

En este apartado los problemas son del tipo calcula utilizando las férmulas que hemos deducido y definido.

/ Medida del radio de la Tierra. \ / El numero nt (P1) \

Eratostenes de Cirene estimo, de forma muy precisa Es un nimero sorprendente con
para su época, el radio de la Tierra. Para ello debié infiTta.s cifras decimales no
medir con cuidado longitudes (entre la ciudad de Syena periodicas. )
cerca de Assuan y Alejandria), angulos (del Sol en el Su rastro mas antiguo se
solsticio de verano). Como ese angulo era 1/50 de la encuentra en el Papiro de
circunferencia determiné que el radio de la Tierra era Ahmes donde se le da un valor
50 veces la distancia calculada. de 3.16.

\ / Arquimedes lo valoré6 como

22/7 que es 3.1429.

Actualmente, con ayuda del
ordenador, se calculan mas y
mas de sus cifras decimales. En
2009 se hallaron mas de dos

billones y medio de decimaly

llustracion 8: Latasa, M. (2020). Matemdticas 1° ESO. apuntesmareaverde.org.es
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4.2.- 2° ESO. Matematicas 2° de ESO.
En este curso el bloque de geometria consta de los siguientes capitulos, en los que se afianza y expande lo ya
impartido en el curso anterior.

* Sistemas de medida.

* Longitudes y areas. Semejanza.

*  Cuerpos geométricos. Volimenes.

4.2.1.- Capitulo 5. Sistemas de medida.

Se habla de la necesidad de un sistema de medidas standard para todo el mundo. Hay ejemplos multiples en
la historia de lo dificultoso que resultaban los intercambios comerciales y la comunicacion cuando habia
multiples sistemas de medidas para todo, peso, dinero, longitudes,...

Define el término magnitud como una caracteristica de un cuerpo, sustancia o fenémeno fisico que se puede
medir y expresar cuantitativamente, es decir, mediante un nimero.

También indica que si queremos poder entendernos con la gente cuando hablamos de las magnitudes todos
necesitamos hablar de lo mismo, es decir, tenemos que adoptar la misma unidad de medida para cada una de
las magnitudes fundamentales y se introducen el kilogramo, el metro y el segundo como algunas de las
unidades de medida del Sistema Internacional.

Se introducen las longitudes, superficies y volimenes, se ensefia como se opera con esas magnitudes, como

I . . .
3 pimera definicion de kilogranio se decidis Ise pueden hacer cambios de unidades, por ejemplo, de

durante la  Revolucion Francesa  y jcentimetros a metros, de litro a m’...

. 3
?Spec’ﬁcaba s (?ra la ma.sa de un dm® (un ISe hace algo parecido con las unidades de masa, el
litro) de agua destilada al nivel del mary 3.98 |
grados centigrados. jkilogramo.

Hoy se define como la masa que tiene el ISe habla de el sistema sexagesimal, como se opera en
prototipo internacional, compuesto de una
aleacion de platino e iridio que se guarda en
la Oficina Internacional de Pesas y Medidas. Isistema decimal sino por el sexagesimal.

jeste sistema, indicando que el tiempo no se rige por el

R ncis S i)

________________ =Y por ultimo, se habla de unidades monetarias y las
Matematicas 2° ESO. apuntesmareaverde.org.es transformaciones de unas a otras utilizando una
proporcion.

En este capitulo con los cambios de medidas y los diferentes sistemas de medidas se introducen igualmente y
de manera implicita las ideas de conmensurabilidad (dado un patron, todo se puede medir con él) y
completitud de medidas es una propiedad de los numeros reales. En este punto se puede introducir a los

alumnos las diferentes formas de construir la geometria, puramente con conceptos geométricos o desde la

geometria métrica como hizo G.D. Birkhoff.
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4.2.2.- Capitulo 6. Longitudes y Areas. Semejanza.

Teorema de Pitagoras.

Se introduce el Teorema de Pitagoras y se plantea la demostracion geométrica de la suma de los cuadrados de

los lados a modo puzzle, es una demostracion muy grafica y visualizable por parte de los alumnos.

Semejanza.

Dice que dos figuras son semejantes si sus longitudes son proporcionales y sus angulos iguales. Y lo
- - - . . : particulariza para el caso de los

Dos tridngulos son semejantes si tienen todos los dngulos iguales y los lados proporcionales.
tridangulos como se ve en la
siguiente figura. Se dan varios

criterios de semejanza para

triangulos que son:

* tienen dos angulos

a
Mlustracion 10: Suberbiola, P.L.(2020) Matematicas 2° ESO.

iguales.
apuntesmareaverde.org.es

* tienen los tres lados
proporcionales
* y el tercero, tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.
Los criterios de semejanza de triangulos tienen que nacer necesariamente de los criterios de igualdad de los
triangulos, los cuales se enunciaron en el curso anterior. Para extender el concepto de igualdad de
triangulos a semejanza de triangulos una herramienta perfecta es el Teorema de Tales, que se enuncia a

continuacion.

Hay un apartado de tridngulos en posicion de Tales y se pasa a enunciar el Teorema de Tales. Que se refleja

en el grafico siguiente.

El teorema de Tales establece una relacién entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son cortadas por varias
rectas paralelas.

Dadas dos rectas, y varias rectas paralelas entre si, que las cortan
respectivamente en los puntos A, B, Cy A’, B’, C’. Entonces el
Teorema de Tales afirma que los segmentos son proporcionales:

AB_pc_AC
AB  BC AC
llustracion 11: Suberbiola, P.L.(2020) Matematicas 2° ESO. apuntesmareaverde.org.es

Se pasa a introducir las razones de semejanza entre longitudes superficies y volumenes. Se hace con un
cuadrado de lado 1 y lado 21 y con un cubo de lado 1 y lado 21.

Desde los dibujos y algebraicamente se deduce que estan en proporcion k, k y k¥, para longitudes, dreas y
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volumenes, respectivamente.

Se pasa a hablar de mapas y escalas y su relacion con la semejanza que se acaba de explicar y de como
transformar una medida en un plano o una fotografia si sabemos la escala con la que se hicieron.

Se repasa todo lo explicado en el curso anterior sobre areas de cuadrilateros, triangulos, poligonos regulares
e irregulares, y también sobre perimetros de circunferencias, arcos y areas de circulos, sectores de circulos,
coronas de circulos. Se plantea una pequefa actividad utilizando geogebra para averiguar el valor de T,
comparando el perimetro de una circunferencia con su didmetro.

El tema termina con algunas referencias historicas al Teorema de Pitagoras. En particular, se remarca ésta,
hablando de la cuerda de los 13 nudos que es una introduccion a las ternas pitagdricas asi como a una
situacion practica de uso de las matematicas y también que el resultado del Teorema de Pitagoras ya era
conocido antes de que el autor del que lleva su nombre hubiese nacido, debiéndose a los pitagéricos su
demostracion y formalizacion.

No se dice explicitamente, pero la forma de construir la semejanza de los triangulos se ajusta a los sistemas
axiomadticos. Congruencia de triangulos y proporcionalidad. Y se construye desde los sistemas axiomdticos
geométricos puros o desde la geometria métrica introducida por Birkhoff.

Los problemas vuelven a ser de calculo, utilizando las formas introducidas en el tema asi como de identificar

para afianzar conceptos y de aplicaciones de poligonos y figuras planas, mosaicos, frisos,...

Teorema de Pitagoras y los egipcios ]

(Incluso hoy algunos albafiiles

/ | verifican la perpendicularidad
Doz milabas antes da de los marcos de las pfjertas Y
de las ventanas mediante la
regla que llaman: 6, 8 y 10.

Cristo, en las orillas del
Nilo, los egipcios
utilizaban una cuerda P o
con trece nudos para
trazar angulos rectos.
Sabian que un
triangulo cuyos lados
miden 3, 4 y 5 era un
triangulo rectangulo.

llustracion 12: Suberbiola, P.L.(2020) Matemdticas 2° ESO. apuntesmareaverde.org.es

4.2.3.- Capitulo 7. Cuerpos geométricos. Volumenes.

El espacio.

Hace una introduccion de la idea de espacio. Tiene tres dimensiones, ancho, largo y alto. Se acerca a
distintos objetos cotidianos que tienen formas geométricas, envases de conservas, de leche, una rosquilla... y
algunos otros ejemplos.

Para pasar a los conceptos de punto, recta y plano de una forma intuitiva, observando tu habitacion. Para
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luego hablar de las posiciones relativas entre planos, paralelos o secantes y la posicion relativa entre rectas
en el espacio, paralelas, se cortan o se cruzan. Ambos temas de una manera intuitiva.

Hay otro apartado de representacion de cuerpos geométricos del espacio en el plano, un buen ejemplo son los
planos de construccion de multiples objetos o edificios que usan en la vida cotidiana, piezas industriales,
catedrales o edificios (planta, alzado y perfil).

Poliedros.

Se define el poliedro regular como aquel que todas sus caras son poligonos regulares y en cada vértice
concurre el mismo numero de caras.

Se presentan los tnicos 5 poliedros regulares y se plantea su construccion con papel a partir de una figura
plegable.

Se habla de prismas, su clasificacion, que muchos de los rascacielos tienen forma de prisma de base
cuadrada. Se buscan formas prismaticas en la naturaleza, etc.

Piramides con un discurso parecido, troncos de pirdmides.

Superficies de poliedros.

También se introducen los cilindros y los conos de forma andloga a los prismas y las pirdmides. Y se habla
de la esfera relacionandola con el globo terraqueo.

Y se dan las formulas de areas y volimenes de cilindros, conos y esferas.

Los problemas son de calculo, asimilacion y comprension de los conceptos explicados. Por ejemplo, ;por

qué no existe un poliedro regular cuyas caras sean hexagonos regulares.

4.3.- 3° ESO. Matemdticas orientadas a las enseiianzas académicas.
En el bloque de geometria de 3° ESO volvemos a tener 3 capitulos

* Revision de geometria en el plano.

*  Movimientos en el plano y en el espacio.

* Revision de geometria en el espacio. Globo terraqueo.

4.3.1.- Capitulo 7. Geometria del plano.

El capitulo comienza enunciando los 5 axiomas de Euclides y se le situa como el referente historico que fue

capaz de realizar por primera vez una construccion de la geometria plana, por medio de la logica, el rigor, y

el razonamiento.
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Tales, Pitagoras y muy posteriormente Euclides son matematicos griegos a los que debemos el estudio
de la Geometria deductiva. Anteriormente egipcios y babilonios utilizaron la Geometria para resolver
problemas concretos, como volver a poner lindes a las tierras
después de las inundaciones del Nilo. Pero en Grecia se utilizé el
razonamiento ldgico para deducir las propiedades. Euclides
intenté recoger el conocimiento que existia y escribié Los
Elementos que consta de 13 libros o capitulos, de los que los seis
primeros tratan de Geometria Plana, y el Ultimo de Geometria en
el espacio. En este libro define conceptos, tan dificiles de definir
como punto o recta, y enuncia los cinco axiomas (de Euclides) de
los que parte como verdades no demostrables, y a partir de ellos
demuestra el resto de las propiedades o teoremas. Estos axiomas
son:

1. Dados dos puntos se puede trazar una recta que los une.
2. Cualquier segmento puede ser prolongado de forma
continua en una recta ilimitada.
3. Se puede trazar una circunferencia de centro en cualquier
punto y radio cualquiera.
4. Todos los angulos rectos son iguales.
5. Dada una recta y un punto, se puede trazar una Unica recta paralela a la recta por dicho punto.
En este capitulo vamos a recordar cuestiones que ya conoces de Geometria en el plano, profundizando
en algunas de ellas, como en los criterios de semejanza de los triangulos. De este modo vas a ser capaz
de resolver un buen nimero de problemas.

Euclides

llustracion 13: Suberbiola, P.L. (2020). Matemadticas orientadas a las ensefianzas académicas. 3°B
ESO. apuntesmareaverde.org.es

El bloque de geometria del plano comienza con esta vifieta hablando un poco de la historia de la geometria
en el plano. Y la concluye con el enunciado de los 5 axiomas de Euclides, en los que basé la construccion de

la “geometria euclidiana”.

Lugares geométricos.

El apartado comienza definiendo algunos lugares geométricos.

La circunferencia, es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un mismo punto (centro) es
un valor determinado (el radio).

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan a los extremos del
mismo.

Dado un angulo delimitado por dos rectas, la bisectriz del angulo es el lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de las mismas.

Rectas notables y puntos del tridangulo, se hace un repaso a lo visto en el curso anterior. Mediatrices,
circuncentro; bisectrices, incentro; alturas, ortocentro; medianas, baricentro. Define las circunferencias
circunscrita e inscrita. Y enuncia la existencia de la recta de Euler, en cualquier triangulo el circuncentro, el

ortocentro y el baricentro, estin sobre una misma linea a la que se denomina recta de Euler. Esta recta
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contiene otros puntos notables. El incentro esta en dicha recta solo si el triangulo es isosceles.
Finalmente en este apartado, se plantea una actividad mediante el uso de geogebra para la construccion de

todas las rectas y puntos notables de un triangulo general hasta hallar finalmente la recta de Euler.

Semejanza.

Se plantea a modo de repaso, de la misma manera que se plante6 en el curso de 2° de ESO. Ver el apartado
del curso anterior.

La semejanza se construye desde la igualdad de triangulos o congruencia, y con el Teorema de Tales se

establece la proporcionalidad entre los lados de los triangulo y de alli la semejanza.

A'ngulos= longitudes y areas.

Se enuncia el Teorema de Pitdagoras, y se da una de las conocidas demostraciones geométricas del mismo.

Se pasa a enunciar el resultado de que la suma de los angulos de un triangulo es de 180°y se extiende a que

la suma de los dngulos de cualquier poligono de n lados es (n-2)*180° y se presenta la siguiente
demostracion geométrica, para el caso

particular de un pentdagono, pero que es

E— p— dcilmente generalizable para cualquier otro

poligono, como se puede ver intuitivamente.
Hlustracion 14: Suberbiola, PL. (2020). Matemdticas Lsto es unicamente cierto para geometria
orientadas a las ensefianzas académicas. 3°B ESO. euclidiana, y también suponer que la suma

apuntesmareaverde.org.es de los dngulos de un triangulo sea 180° es

equivalente que aceptar el postulado de las paralelas de Euclides.
Y por ultimo plantea una tabla resumen con la areas y perimetros de varios poligonos ya conocidos

(tridangulo, cuadrado, rectangulo, poligono regular de n lados, rombo, trapecio,...)

Se habla de los angulos de la circunferencia, angulos central e inscrito y se introduce y demuestra la
propiedad, dngulo central=2*angulo inscrito, con la misma demostracion que se plante6 en el curso anterior.
Longitudes y areas de figuras circulares que también se presentan como en el curso anterior. Se comienza
definiendo 7, como el cociente entre el perimetro de una circunferencia y su diametro y se plantea el cuadro

resumen que se ve en la siguiente figura.
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En resumen

Area de la corona circular

L=2-m-r A=mn-r? A=n-R*-n-r=n-(R?-r)

It s la razon entre la longitud de una circunferencia y su didgmetro.
Es un namero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas.
Una aproximacion de it es 3.14, otra 3.1416 y otra 3.141592

' h

L_nQ-Z-ﬂ-r _ni’-ﬂ'r-rr _n‘—’-r{-r’Rz—ll,}
3602 360¢ 3602

Hlustracion 15: Suberbiola, PL. (2020). Matematicas orientadas a las
ensenianzas académicas. 3°B ESO. apuntesmareaverde.org.es

Se plantean problemas de calculo de la magnitud desconocida dadas otras magnitudes utilizando las formulas
introducidas, también hay problemas de asimilacion de los conceptos introducidos y también de razonar y
relacionar, como por ejemplo, el siguiente:

Tales observo que el circuncentro de cualquier triangulo rectangulo siempre estaba en el punto medio de la

hipotenusa, observa la figura y razona la afirmacion.

Tlustracion 16: Suberbiola, PL.
(2020). Matematicas orientadas a las
ensenianzas academicas. 3°B ESO.
apuntesmareaverde.org.es
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En este capitulo se han repasado conceptos ya introducidos en cursos anteriores y en particular el de
semejanza, como ya se dijo en los comentarios sobre la semejanza del curso anterior se puede construir

puramente desde la geometria o desde la geometria métrica (la estructura de los numeros reales).

4.3.2.- Capitulo 8. Movimientos en el plano y en el espacio.

Transformaciones geométricas.

Introduce las transformaciones geométricas con un ejemplo. Imagina que estads mirando un mapa con el
movil, puedes moverte a través de él, girarlo. Siendo el mapa basicamente siempre el mismo. Estas
manipulaciones son las transformaciones geométricas, ya que mantienen las propiedades geométricas mas
basicas: longitudes, areas y angulos.

Isometrias.

Viene del griego Iso=igual, metrias=medidas, por tanto, igual medida. Asi que en el ejemplo del movil con el
mapa, siempre que no se haga zoom, se estard realizando una isometria. Y asi de una forma intuitiva y
familiar se acerca a los alumnos a este concepto.

Y define isometria de la siguiente manera: Las isometrias, (movimientos o congruencias), son
transformaciones que conservan angulo y distancias (aunque no tienen porque conservar la orientacion de los
angulos). Las isometrias en el plano son las traslaciones, los giros y las simetrias.

Isometrias directas, giros y traslaciones. Isometrias inversa, las simetrias, en las que se conservan distancias
y angulos pero no se pueden superponer, por ejemplo, las manos.

Y las semejanzas, cuando se amplia o reduce una imagen, siguiendo con el ejemplo del mévil, en las que se
conservan los angulos y la proporcionalidad entre las distancias, pero no las distancias.

También se indica que las transformaciones geométricas introducidas se pueden componer, dando lugar a una
composicion de transformaciones geométricas.

Traslaciones.

Se introduce el concepto de vector. Mediante un ejemplo para llegar a dar sus caracteristicas. Se plantea un
ejemplo cotidiano para ir de un lugar que esta en O a un destino que esta en A.

Moédulo. Y se define como, para un vector u,it = (@, y) — |u| = /22 + y2de acuerdo al Teorema
de Pitagoras.

Direccion, que es la recta que contiene al segmento.

Sentido, que va desde el origen O al extremo A.

Y por tanto, todos los vectores, que tengan el mismo modulo, direccion y sentido, son equipolentes.
Indicando que todos los vectores que son equipolentes son un vector libre y cada uno de sus vectores fijos,
un representante.

Se dan algunas propiedades de los vectores, suma, producto por escalar y se introducen algunos problemas
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para operar con ellos.

Y ahora se pasa a la definicion de traslacion que consiste en trasladar los puntos de la figura inicial mediante
el vector libre u, que los transformara como en el ejemplo inicial, y se plantea esta prueba de que la
traslacion es una isometria directa, de vector de traslacion AB, ya que los paralelogramos tienen los angulos

iguales y los lados iguales, por tanto conservando, angulos y distancias.
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[lustracion 17: Salvador, A. Molero,
M. (2020). Matematicas orientadas a
las ensenianzas académicas 3°B ESO.
mareaverde.org.es

Se enuncia la composicion de traslaciones como una segunda traslacion, a realizar después de la primera y la
traslacion inversa, como si la traslacion original es v=(a,b), entonces la inversa sera w=-v=(-a,-b).

Y por ultimo, las traslaciones en el espacio que son del todo analogas a las traslaciones en el plano salvo que
el vector de traslacion, v=(a, b, c), en el caso del espacio tiene tres coordenadas.

Giros o rotaciones.

Se plantea con el ejemplo de la manecilla de los minutos del reloj analdgico. Y se indica que para definir un
giro, necesitamos un centro de giro O, y un angulo o y el sentido de giro de ese angulo.

Los giros son isometrias ya que mantienen las distancias y los angulos y el sentido de los angulos, por lo que
son transformaciones directas.

Se habla de composicion de giros con el mismo centro, es también un giro.

Y también de centro de simetria, si un punto O es centro de simetria, entonces todo punto de la figura se
transforma en otro punto de la figura. Se muestran ejemplos de mosaicos de La Alhambra.

Y también extiende el giro al espacio y el centro de simetria al espacio.

Simetrias.

Simetria axial, que se plantea con el ejemplo de una mariposa. Se ve que conserva longitudes y magnitudes

de los angulos, pero no la orientacion de estos tltimos. Siendo por tanto una transformacion inversa.
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Puntos invariantes que son los que pertenecen al eje de simetria. Se puede ver que las rectas perpendiculares
al eje de simetria se transforman en ellas mismas.
Composicion de simetrias. Dos simetrias de ejes paralelos es una traslacion y dos simetrias de ejes secantes

es un giro. Se ejemplifican en la siguiente ilustracion.

Tlustracion 18: Salvador, A. Molero, M.
(2020). Matematicas orientadas a las
ensenianzas academicas 3°B ESO.
mareaverde.org.es

Mientras que cuando trasladamos estas mismas ideas al espacio tenemos el plano de simetria que se
ejemplifica en muchos objetos cotidianos, sillas, mesas, etc.

Se plantean como resueltos, que ademas ayudan a interiorizar los conceptos introducidos, multitud de
ejercicios de isometrias utilizando geogebra.

Se extienden los conceptos introducidos al espacio a modo de comentarios, y se plantea un resumen de

propiedades y caracteristicas de las isometrias, en particular, los puntos invariantes.

Mosaicos, frisos y rosetones.

Es un apartado que es una aplicacion practica de los conceptos introducidos. Se utilizan las isometrias para
hacer esas construcciones explicando en cada momento cuales son las isometrias necesarias para llegar a la
construccion de las mismas. Una muestra de la aplicacion de las matematicas que sirve para ensefiar a los
alumnos otro punto de vista y que las matematicas sirven para ordenar estructuras y ademas de una forma
visual y manipulativa. Y que los modelos y patrones que se pueden crear con las matematicas estan en todas

las realidades de la vida cotidiana y del ser humano.
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ Mosaicos de la Alhambra

Como sabes los arabes de Espafia eran grandes
matematicos y en los mosaicos de la Alhambra
demuestran, ademas de su sentido artistico,
sus conocimientos de Matematicas. Se ha
demostrado que, partiendo de un motivo
minimo, y aplicdndole giros, simetrias,
traslaciones... sélo hay 17 formas distintas de
completar el plano haciendo un mosaico. Es
sorprendente que esas 17 formas ya se
encuentren en los mosaicos de la Alhambra.

Hlustracion 19: Salvador, A. Molero, M. (2020). Matematicas orientadas a las ensefnianzas
académicas 3°B ESO. mareaverde.org.es

4.3.3.- Capitulo 9. Geometria en el espacio. Globo terrdaqueo.

Perpendicularidad y paralelismo en el espacio.

Se introduce toda la casuistica de posiciones relativas en el espacio. Punto-recta, punto-plano, recta-plano,
plano-plano y recta-recta.

Para plantear que todo plano divide al espacio en dos semiespacios.

Y define la perpendicularidad en el espacio, plano-plano, plano-recta y recta-recta.

Poliedros.

Una region cerrada del espacio limitada por poligonos. Con sus elementos, caras, vértices, aristas, angulos
diedros, angulos poliedros, diagonales y plano diagonal.

Teorema de Euler para poliedros convexos, un poliedro es convexo si el segmento que une dos puntos
cualesquiera del poliedro esta dentro del mismo.

Y se enuncia el Teorema de Euler haciendo algunas comprobaciones, C+V=A+2.

Se introducen los poliedros regulares con la definicion que se dio en el curso anterior, y se prueba que sélo
hay cinco porque el uso del siguiente poligono, el hexagono, daria un angulo poliedro de 360° y eso no es
posible.

Y se introduce la definicion de poliedro dual, el que se obtiene al unir los centros de las caras del poliedro
actual y unirlas entre si. Estableciendo relaciones de dualidad entre todos los poliedros. En las matematicas

siempre se puede ir un poco mas lejos.
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Prismas, paralelepipedos y pirdmides y troncos de pirdmide, dando una clasificacion y algunas de sus
propiedades.

Teorema de Pitagoras en el espacio. D*=a’+b*+c?, con una demostracion grafica y algebraica.

Area lateral y total de un poliedro.

Se deducen las formulas en base a conocimientos previos de las areas de los poliedros, regulares, prismas,
piramides, troncos de piramides.

Cuerpos de revolucion.

Cilindros, conos, troncos de cono y esferas. Se obtienen al hacer girar una linea alrededor de una recta fija
denominada eje.

Se dan las formulas de las areas y superficies de todas ellas, de las tres primeras acudiendo a conocimientos
previos y haciendo la extension desde figuras planas a figuras en tres dimensiones.

Para la esfera se plantea la formula de Arquimedes sin demostrarse. Se dice que la superficie de la esfera es
igual que la del cilindro que la inscribe de la que se indica en el dibujo. Por tanto, 2 tR*2R=47R%. Se puede

concluir como corolario que el area de la esfera equivale a cuatro circulos maximos.

R

2R| |

llustracion 20: Latasa, M. Ramos, F. (2020). Matemdticas orientadas a las ensefianzas
académicas. 3°B ESO. apuntesmareaverde.org.es

Volumen de un cuerpo geométrico.

Se enuncia el principio de Cavalieri: Si dos cuerpos tienen la misma altura y al cortalos por planos
paralelos a sus bases, se obtienen secciones del mismo drea, entonces los voliimenes de los dos cuerpos son
iguales.

Se enuncia de manera parecida al Postulado 22 de SMSG, aunque se afiade que los planos sean paralelos a
sus bases, esta condicion ultima no es necesaria. El principio de Cavalieri es otro acercamiento al calculo
infinitesimal. Se puede calcular un volumen por la suma de infinitas “tajadas” obtenidas como el principio
de Cavalieri indica.

La interconexion de diferentes dreas de las matemdticas es un muy buen ejercicio para los alumnos.

Con este enunciado se pueden extender los resultados de prismas rectos a prismas oblicuos. Lo mismo
sucede para piramides y para conos, quedando los troncos de estas figuras como la sustraccion del cono o
piramide superior (el que falta) al cono o pirdmide total.

Volumen de la esfera se hace también con el método de Arquimedes como se ve en la ilustracion anterior,
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indicando que el volumen que falta para llenar el cilindro es justamente el de un cono de la misma base y
altura que el cilindro. Llegando tras operar a la formula del volumen de esfera, V=4/31R>.

Se indica que esa demostracion no es rigurosa, y se muestra un dibujo que el volumen de la esfera seria la
suma de infinitas piramides que recubriesen su superficie con vértice en el centro. Y sumando las infinitas

piramides conseguiriamos el volumen de la esfera.

Globo terrdqueo.
Es un apartado descriptivo sobre la tierra, husos horarios, paralelos, meridianos.
Es sin nombrarla la introduccion de otro tipo de geometria, una geometria no euclidea, ya que no se cumple

el V postulado. (la suma de los angulos de un triangulo es mas de 180°).

Y para finalizar el capitulo, en el apartado curiosidades hay muchas y muy interesantes, se va a sefialar esta,
porque relaciona las matematicas entre si, e introduce otra area matematica, los grafos.
Se plantean problemas de calculo utilizando las formulas que se han obtenido, y también de asimilacion y

relacion de los conceptos introducidos en este tema.

Los poliedros regulares pueden ser “aplastados”
sobre un plano, eligiendo una caray
proyectando los lados del poliedro desde un
punto por encima del centro de esta cara. La
figura que se obtiene se llama diagrama de
Schlegel. Estos diagramas son ejemplos de
grafos. Gran parte de las propiedades de los
poliedros se conservan en ellos y ayudan a que
muchos problemas se resuelvan con facilidad.

Hlustracion 21: Latasa, M. Ramos, F. (2020).

Matematicas orientadas a las ensefianzas
académicas. 3°B ESO. apuntesmareaverde.org.es
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4.4.- 4° ESO. Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas.
El bloque de geometria de 4° de ESO tiene tres capitulos

* Semejanza.

*  Trigonometria.

*  Geometria.
4.4.1.- Capitulo 7. Semejanza.

El capitulo comienza en su introduccion con la presentacion del problema clasico de la duplicacion del cubo.

Figuras semejantes. Razon de semejanza. Escala.

Dos poligonos son semejantes si conservan sus angulos y sus lados son semejantes. Asimismo, también se
dice que dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. A
ese coeficiente de proporcionalidad se le llama razon de semejanza.

Esa razon se puede expresar algebraicamente mediante nimeros, con cocientes y multiplicaciones. Sin
embargo, cuando se habla geométricamente se habla de proporcionalidad en cuanto a longitudes.

Se vuelve a hacer el repaso de lo ya introducido en los cursos anteriores de la semejanza entre longitudes,
superficies y volumenes. Con las demostraciones de cuadrados de lado 1y 21 y cubos de lado 1y 2I,
obteniendo las razones de semejanza entre ellas como k, k* y k°.

Se plantea el problema de construir la torre Eiffel a escala con 1 kg de material si en realidad pesa 8.000.000

Kg y mide 320 metros, ;cual sera la altura del modelo a escala?.

Teorema de Tales.

Se enuncia a modo de repaso el Teorema de Tales.

En la demostracion se asume que el area de una superficie poligonal, un triangulo en este caso, es siempre
la misma y ademds que las dreas se pueden sumar. Ambos conceptos ya se habian dado por supuestos
anteriormente. De hecho para SMSG (The School Mathematics Study Group) estan dados como axiomas.
Con esto se consigue que no sea necesario demostrar dos resultados que son bastante obvios en la
geometria euclidiana y a cambio se realiza la demostracion del Teorema de Tales. Un muy buen ejemplo de

hacer matematicas.
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Para la demostracion se utilizan los triangulos ABC, ADC y OCA, que se muestran en la figura.

Vamos a dar varios pasos para demostrar el teorema de Tales.

e El drea del tridngulo ABC es la misma que el drea del triangulo ADC pues tienen la misma base,
(AC), y la misma altura (h), la distancia entre las rectas paralelas a y b:

Area (ABC) = Area (ADC)=CA - h/2 =5

Hlustracion 22: Murioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las ensefianzas academicas 4°B ESO.
apuntesmareaverde.org.es
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s El area del triangulo OCB es la misma que el area del triangulo OAD pues hemos sumado a las
areas de los tridngulos anteriores, el drea del triangulo OAC:

Area (OCB) = Area (OAD) =S5+ §'

s Calculamos el cociente entre las dreas de los tridangulos OAC y OBC. Para calcular las dreas,
tomamos las bases que estan sobre la recta r, entonces la altura de ambos triangulos es la
misma pues tienen el vértice C comun, por lo que el cociente entre sus dreas es igual al cociente
entre sus bases.

¢ Del mismo modo calculamos el cociente entre las dreas de los tridngulos OAC y OAD tomando
ahora las bases sobre la recta r’ y |a altura, que es la misma, la del vértice comun A:
Area(OAC)_ S' _OAh, /2 _0A Area(OAC)_ S _OCh, /2 _oc

Area(0BC) S+S' OBh /2 OB Area(OAD) S+S' OD-h,/2 OD

o Yahemos demostrado que Area (OBC) = Area (OAD) = S, sustituyendo:

Area(0OAC) OA_OC 0A 08B (1)
—_— s — 5 =5 — =,
Area(0OBC) OB OD  0OC 0D

Hustracion 23: Mufioz, J. (2020). Matemdticas orientadas a las ensefianzas academicas 4°B ESO.

apuntesmareaverde.org.es
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e Para obtener la otra relacion de proporcionalidad utilizamos un razonamiento similar.
Calculamos el cociente entre las dreas de los tridngulos OAC y ABC tomando las bases sobre la
recta ry la altura del vértice comun C.

e Después calculamos el cociente entre las areas de los triangulos OAC y ADC tomando las bases
sobre la recta r’ y la altura, que es la misma, desde el vértice comun A, por lo que ese cociente
es proporcional a las bases OCy CD:

Area(OAC) _S' _OAh, /2 _OA Area(0AC) _S' _OCh,/2 _0OC

Area(ABC) S ABh /2 AB Area(ADC) S CD-h, /2 CD

e Perocomo las dreas de ABCy de ADC (S) son iguales se obtiene:

Area(OAC)_OA_OC  0A AB

= = = = . (2)
Area(ABC) AB (D oc cp

lgualando las expresiones (1) y (2) se consigue la primera afirmacion del teorema de Tales:

OA_0B_AB _ OA_OC_AC

= = = = =
oc oD D OB 0D BD

Ilustracion 24: Murioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las ensefianzas academicas 4°B ESO.
apuntesmareaverde.org.es

Se enuncia el reciproco del Teorema de Tales, que dice que si se cumplen las proporciones indicadas en el

Teorema de Tales, entonces las rectas que cortan son paralelas, pero no se demuestra.

Se dan varias aplicaciones del Teorema de Tales, la division de un segmento en n partes iguales, con el

procedimiento conocido.

Y también indica que con el Teorema de Tales se va a poder conocer mucho mas de la semejanza de

triangulos, porque a partir de este momento se puede trasladar o girar uno de ellos para ponerlo en posicion

de Tales con el primero.

Semejanza de tridngulos.

Se repiten los criterios de semejanza para triangulos de los cursos anteriores.

Dos angulos iguales.

Los tres lados proporcionales.
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* Dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.

Los criterios de semejanza se repiten como en el curso anterior.

Teorema de la altura y el cateto.

Dos demostraciones que dan una idea de la potencia de la semejanza de triangulos del Teorema de Tales
que se acaba de demostrar.

Que se demuestran por semejanza en el triangulo rectangulo. En la ilustracion siguiente, los tridangulos

ABAC, ABHA y AAHC son semejantes, por tanto,

%_Eii_f_’:}h?_ i)
HA HC h d —f

que es el Teorema de la altura, y el siguiente que corresponde con el Teorema del cateto.

BH AB e ¢
-—=—-—= =ae

BA BC ¢ a

Mlustracion 25: Muiioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las ensefianzas
academicas 4°B ESO. apuntesmareaverde.org.es
Se plantea el siguiente problema sobre el pentagono de la figura. Por un lado, prueba que los triangulos ABF
y BDA son semejantes y calcula la relacion de proporcionalidad entre ellos.
Una forma de introducir a los alumnos en las proporciones historicas, como el numero aureo, ¢. Que

permite hablar de otros temas e interrelacionar las matematicas con otros campos del saber humano.

Hlustracion 26: Murioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las
ensenianzas academicas 4°B ESO. apuntesmareaverde.org.es
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4.4.2.- Capitulo 8. Trigonometria.

Se introduce el tema, con una resefia historica sobre una tablilla de Babilonia en la que aparece la primera
referencia historica conocida a la trigonometria que etimoldgicamente significa medicion de angulos.
Sistemas de medida de angulos.

Dos sistemas de medida, el sistema sexagesimal que ya se conoce y el S.I. en el que la unidad basica de
medida es el radian: es un angulo tal que cualquier arco que se le asocie mide lo mismo que el radio utilizado
para trazarlo. Por tanto un angulo completo tiene 27 rad.

Razones trigonométricas de un dngulo agudo.

Se definen las razones trigonométricas a partir de un tridngulo rectangulo cualquiera con la expresiones

conocidas y se expresan algunas relaciones fundamentales de de la trigonometria con su demostracion.
5 5 SETLOK
sen“o+ costo = 1 — = tana
COS0K
Las demostraciones son inmediatas a partir de las definiciones de las razones trigonométricas y ademas son
muy enriquecedoras para los alumnos para establecer conexiones entre las diferentes dreas de las

matematicas.

Razones de 30° 45°y 60°.

Se resuelven a partir de los triangulos correspondientes aplicando el Teorema de Pitagoras se llega a todas
ellas de una manera deducida y comprensible.

Resolucion de triangulos rectangulos.

Es un caso particular de la semejanza de triangulos ya introducida. Y es importante por la frecuencia con la
que aparecen los triangulos rectangulos en los problemas reales.

Que se define como hallar las amplitudes de los tres angulos y las longitudes de los tres lados. Se parte desde
distintos casos iniciales.

* Se conoce un angulo B y la hipotenusa. Por tanto también conocemos el angulo recto, y el tercer
angulo y con las razones trigonométricas de cualquiera de los angulos agudos obtenemos las
longitudes de los otros dos lados.

*  Se conoce un angulo B y un cateto. Muy parecido al anterior.

* Se conocen los tres lados. Con las razones trigonométricas se puede hallar cualquiera de los angulos
agudos, cuando el otro es recto y el tercero se obtiene de la suma hasta 180°.

Razones trigonométricas de un dngulo cualquiera.

Se introducen los conceptos de circunferencia goniométrica (circunferencia de radio 1) y de cuadrantes
segun los divide el plano cartesiano.

Y hace la relacion entre la funciones trigonométricas seno y coseno de cada uno de los cuadrantes con las del
primer cuadrante, se va a plasmar la del cuarto cuadrante para ilustrar el proceso.

En la ilustracion se tienen dos triangulos AOP' y AOP, y ademas se trata de una circunferencia goniométrica
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(de radio 1). Ademas, B es el angulo AOP y o AOP'. Asi tenemos, sena = AP’ = -AP = -senf3, y también
cosa = OA = OA = cosf. Quedando establecidas la relacion entre las razones trigonométricas del primer y

cuarto cuadrante, ya que con seno y coseno relacionados se pueden extraer todas las demas y sus relaciones.

J/—- = ) -H-H-L\-.
// ~, P

.I';. F \'\.

; b
/ ‘;I
! o |
|II o : ,ﬂ, Il
| 3 /

\'1 \‘-._ _.f

N !
R / P
\\-Hﬂ"\—-.. ..-""H/

Hlustracion 27: Muiioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las ensefianzas
academicas 4°B ESO. apuntesmareaverde.org.es

Resolucion de triangulos cualesquiera.

En este apartado se enuncian el teorema de los senos y el de los cosenos, demostrando el primero, y dejando
el segundo para el afio que viene.

Teorema de los senos.

Se resuelve estableciendo semejanzas entre triangulos. Dado un triangulo cualquiera, se trazan dos alturas y
se plantean las relaciones que son necesarias, relacionando por semejanza los triangulos rectangulos que
aparecen en ambos casos y llegamos a la conocida formula.

i1 b ©

-‘if"}f_-:f -‘if‘}i‘ﬁ -‘if‘?iﬁ
Teorema de los cosenos.
Que se enuncia, con la formula conocida, se indica que es una generalizacion del Teorema de Pitdgoras,
cuando se elige a como la hipotenusa y el angulo entre los lados b y ¢ es de 90°, lo que se puede comprobar

facilmente.

Eac

a® = b + % — 2becosA
Con estos dos Teoremas, los alumnos tienen dos herramientas mas para poder resolver triangulos (calcular
las longitudes de sus lados y la amplitud de sus angulos). De hecho son las herramientas mds potentes para
la resolucion de triangulos en el plano.
Se plantean muchos problemas relacionados con la vida cotidiana en las que se le da uso a ambos teoremas.
Como vienen acostumbrando los hay de cdlculo y de asimilacion e identificacion de los nuevos conceptos
introducidos. Esta nota del apartado la revista, abre la puerta a pensar de otra manera y en el caso de la

geometria a pensar, que hay mdas geometrias y que hay que perseguir la verdad hasta las ultimas
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consecuencias. Obteniendo en este caso resultados que son curiosos, como se indica en la Ilustracion.

/ TRIGONOMETRIA ESFERICA

La trigonometria esférica estudia los tridngulos que se forman
sobre una superficie esférica

® En la trigonometria esférica la distancia mas corta entre
dos puntos no es una recta, sino un arco.

® Los angulos de un triangulo esférico suman mas de 180°

* Es la base de la navegacion y la astronomia. Curioso,

\ éno?

Hlustracion 28: Muiioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las ensefianzas academicas 4°B ESO.
apuntesmareaverde.org.es

4.4.3.- Capitulo 9. Geometria.

La geometria es una de las ramas mas antiguas de las matematicas y que etimoldgicamente significa 'medir
la tierra', a la que consideramos plana porque es muy grande, aunque en realidad es esférica. Mucha de la
informacion que recibimos se puede interpretar desde un punto de vista geométrico.

Teorema de Pitdgoras y Teorema de Tales.

Este apartado se plantea como un resumen de ambos teoremas, ya conocidos, ademas del Teorema de
Pitagoras en el espacio.

Recopilacion de ambos Teoremas, ademas de la expresion para el espacio del Teorema de Pitagoras, que es
la distancia euclidiana entre dos puntos en el espacio.

Y por otro lado, con la semejanza entre un cubo y otro se obtienen las relaciones que también se cumple
para el resto de figuras en el espacio. Las relaciones de semejanza (x, 1, i) entre figuras del espacio.
Cuando la relacién es « para las dimensiones es K’y K’ para las superficies y los voliimenes.

Longitudes, Areas y Volamenes.

También estd planteado como un repaso. Principio de Cavalieri, enunciado igual que en el curso anterior. Y
de ahi todas las formulas, ya conocidas, que se vuelven a deducir, primero de superficies de prisma, cilindro,
piramide y tronco de piramide, cono y tronco de cono, y luego los volimenes. Y por ultimo abordando la
esfera, menciona es un cuerpo no desarrollable, y plantea las formulas del curso pasado demostradas por
Arquimedes, tanto para superficie como para volumen, éstas, sin demostracion.

Hay un apartado dedicado a los poliedros regulares, de los que se calcula su area. Se omite el calculo de los
volimenes.

Iniciacién a la geometria analitica.

Puntos y vectores.

En el plano cartesiano, ya introducido, un punto A es un par ordenado de niimeros reales (X,y), siendo x la
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primer coordenada o abscisa e y la segunda coordenada u ordenada. Y vector con origen en D (d;,d;) y
extremo en E(e,e,), tiene las siguiente componentes, y se denota de la manera expresada en la formula
siguiente.

ﬁ: l:f"] — u:'lr]. gy — ﬂrg]
Se acompafia de una representacion de puntos y vectores en el plano cartesiano que ayudan a visualizar los
conceptos. No obstante, ya se ha tratado el tema de isometrias en el que se introducian los vectores.
Y la generalizacion al espacio de estos conceptos es afiadir una coordenada extra.
Distancia entre dos puntos.
De la forma ya introducida, ya sea para puntos en el plano o en el espacio, mediante la formula que se

deduce del Teorema de Pitagoras para la distancia.

D =/ (e1 — d1)? + (e3 — dy)?
Extendiéndose también al espacio, afiadiendo la diferencia al cuadrado en la tercera coordenada. Como se ha
introducido con el Teorema de Pitagoras en el espacio.
Ecuaciones y rectas y planos.
Ecuaciones de la recta en el plano.
Se presentan varias expresiones de la recta en el plano, las ecuaciones, explicita, implicita, vectorial y
paramétrica.

Y se inicia la operativa con estas expresiones para calcular rectas paralelas y perpendiculares.

Explicita, y=mx+n

Implicita, ax+bx+c=0

Vectorial, OX=0A-+tv, con t el parametro que para

cada valor, con t en R, va generando los distintos

puntos de la recta.

De ésta ultima, se obtiene la ecuacion paramétrica.
{;z: =ay +ty Yy = az -+t

En la ecuacion paramétrica tenemos las componentes

del vector acompafiando al parametro t, de donde se

puede deducir que dos rectas son paralelas si sus

vectores directores son proporcionales, es decir,

v=kw, con k algin R, y son perpendiculares si vw=0

(viw+vaw,=0) si el producto escalar de sus vectores

directores es nulo. [lustracion 29: Murioz, J. (2020). Matematicas
orientadas a las enserianzas academicas 4°B
ESO. appuntesmareaverde.org.es

Y con un proceso mas o menos laborioso se llegan a conclusiones andlogas para las otras formas de
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expresion de las rectas.

Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio.

Mientras que para las ecuaciones en parametricas y vectorial, llegamos a expresiones andlogas para la recta,
en el resto de ecuaciones las cosas cambian un poco, ya que en el espacio, ax+by+cz+d=0, ecuacion en la
que ha aparecido la tercera dimension z, ahora es una ecuacion de un plano y una recta en implicitas tiene
dos ecuaciones, lo que es 16gico, ya que la interseccion de dos planos es una recta, y por tanto la recta, debe
cumplir ambas ecuaciones simultineamente, siendo las siguientes las ecuaciones de la recta en el espacio,
ax+tby+cz+d=0 y a'x+b'y+c'z+d'=0.

De los problemas planteados se enuncian los dos siguientes. El primero pone de manifiesto que nuestra
intuicion nos puede engariar y que tenemos en las matemadticas una herramienta fantastica que nos ayuda a
racionalizar las experiencias y por tanto a emitir juicios fundados en base a un andlisis y el segundo ayuda

a pensar, hace aprender a aprender, haciendo uso de todos los recursos disponibles.

i D)
4. El radio de la Tierra es de 6.240 km aproximadamente.
Rodeamos la Tierra con un cable. ¢Cuanto deberiamos
aumentar la longitud del cable para que se separase por el
ecuador una distancia de dos metros? ¢ Menos de 15 m? ¢ Mas
de 15 my menos de 15 km? ¢{Mas de 15 km?

Para empezar hazlo mas facil. Piensa en la Tierra como una
manzana que tiene un radio de 3 cm.

%

p
5. ¢éComo podemos construir cuatro triangulos

equilateros iguales con seis palillos con la condicion de
que el lado de cada triangulo sea la longitud del palillo?

\
Hlustracion 30: Murioz, J. (2020). Matematicas orientadas a las enserianzas academicas 4°B ESO.
apuntesmareaverde.org.es

4.5.- 1° Bachillerato. Matemadticas I (o Bachillerato de ciencias).
En este curso el bloque de geometria esta dividido en dos capitulos:
* Capitulo 4. Trigonometria.

* Capitulo 5. Geometria Analitica.
4.5.1.- Capitulo 4. Trigonometria.

La trigonometria ya era conocida en el pasado, todo lo que se va explicar en este capitulo ya era conocido en

el siglo IT a.C. Sin embargo en Grecia se resolvieron mediante geometria métrica, no con las formulas
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analiticas que se van a ensefiar en este capitulo.

Problemas como el de la duplicacion del cubo, que es imposible resolver con regla y compds es bastante
sencillo con el uso de ecuaciones.

La trigonometria se utilizaba para multiples usos y por eso es estudiada desde la antigiiedad y por todas las
culturas. Es basica para la astronomia, la agrimensura y la navegacion, tres actividades que fueron basicas
para el desarrollo y la conservacion de las civilizaciones del pasado. Poder medir los campos, navegar y la
astronomia que se estudi6 porque era basico conocer el devenir de las estaciones y asi conocer los momentos

adecuados para la siembra, la crecida del Nilo...

Razones trigonométricas.

El apartado comienza con las medidas de angulos, haciendo repaso a las formas de medir los angulos. El
sistema sexagesimal utilizado histéricamente y el radian del S.I. por su interés para el resto de las disciplinas
de las matematicas.

Se pasan a presentar, de manera parecida al curso anterior, las razones trigonométricas de un angulo agudo.

. cateto.opuesto  a
senlo) = - = -
hipotenusa b C
- ¥
o cateto.contiguo ¢ <
cos|o) = ; =7
hipotenusa b b
r a
' . i} o e
tala) cateto.opuesto i 7 sert o) /
gla) = ; =—-—=T=— e
cateto.contiguo C ;—J cos( o) A 0

a c BeO0

A partir del triangulo de la figura y se expresan en funcion de los
lados del triangulo.
Con las relaciones de ese triangulo, y aplicando el Teorema de Pitagoras, también se puede deducir la

siguiente ecuacion.

2 2 2
a e b .y

PR ! 2 2 ;
_LE_J =1=sen“a+cosa = 1
)

PRI R b
Razones trigonométricas de 30°, 45°y 60°.

Valgan las siguientes como ejemplo del proceso deductivo que se lleva a cabo.

hoL oz kg b2 2VBL_ g
"‘IE;”BE):EJ: E :T t'(].ﬁb[:]:i 5 fﬁbo_%_L_ EL _\/E

De forma andloga se obtienen las razones trigonométricas de 30° y para las de 45° se utiliza un tridngulo

rectangulo isosceles.
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llustracion 31: Garcia, A. Lorente, J.L. (2020). Matematicas 1.
Bachillerato de Ciencias. apuntesmareaverde.org.es

Se deducen y se describen las razones trigonométricas de los angulos complementarios y también las
relaciones entre razones trigonométricas de los cuatro cuadrantes del plano cartesiano, como ya se introdujo
en el curso pasado.

Razones trigonométricas de la suma de angulos.

Para demostrar estas relaciones se parte del esquema de la figura. De donde tenemos,

{lustracion 32: Garcia, A. Lorente, J.L. (2020). Matematicas 1.
Bachillerato de Ciencias. apuntesmareaverde.org.es

.. REB .
senfa) = % — CB = OBsen(a) “tnla) = PB — RB = PBsen(a)
t'fl.ﬁlf{:j = % — RP = thTJ-‘ilftT:‘
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cos(a) = % — OC' = OBcos(a)
sen(b) = ? — PB = sen(b)
) OB

['(J.‘iLlri = T — 0B = t'(i.ﬁ[bj

sen(a+b) = CB+RP = OBsen(a)+PBcos(a) = cos(b)sen(a)+sen(b)cos(a)
cos(a+b) = OC—RB = OBcos(a)—PBsen(a) = cos(a)cos(b)—sen(a)sen(b)

Y estableciendo las relaciones anteriores se deducen las formulas de la suma de angulos para el seno y el
coseno. El proceso que se ha seguido para la demostracion de las formulas anteriores es otro ejemplo de
hacer matematicas un proceso en el que no se sabe que algoritmos aplicar, que hay que llegar a un
esquema. Es un ejercicio en el que se interrelacionan disciplinas matematicas y se ve esta ciencia como algo
en la que todo es deducible y que no hay que creerse nada, sino que todo tiene que poderse demostrar y

entender por parte del alumno.

Y dividiendo las dos expresiones anteriores se obtiene la siguiente expresion,
sen{a+b)
rg{a " b} _ cos(a)cos(b) _ tg{é‘} an t{b}
_coslath) 1 — tg(a)tg(b)

cas(a)cas(b)

Esta demostracion introduce una idea, que a menudo sucede cuando se estd operando con ecuaciones, que
es la de multiplicar una ecuacion por 1, introduciendo términos que nos van a ayudar para llegar a la
expresion que deseamos encontrar cuando operamos con una ecuacion.

Se indica que las demostraciones se han realizado unicamente para angulos del primer cuadrante, que
también son validas para el resto de angulos, pertenezcan al cuadrante que pertenezcan, pero que las otras
demostraciones son independientes de éstas, y que también se tienen que llevar a cabo para ser rigurosos
matematicamente.

Se introducen las razones trigonométricas de la resta de angulos, del angulo doble, del angulo mitad, como
casos particulares de las expresiones anteriores de los casos para la suma de dangulos. También se
introducen ecuaciones de transformaciones de sumas de razones trigonométricas en productos. Son
ejercicios muy buenos para la familiarizacion del alumno con la operativa algebraica al mismo tiempo para
confirmar que las matematicas son siempre deducibles.

Ecuaciones y sistemas trigonométricos.

Se recuerda la diferencia entre identidad (una ecuaciéon que siempre se cumple) y una ecuacion que soélo se

cumple para algin o algunos valores de la variable.
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Este capitulo recoge conceptos e ideas ya conocidas de los sistemas de ecuaciones lineales, e introduce los
propios de la trigonometria. Es resefiable, la no unicidad de soluciones. Muy a menudo los sistemas de
ecuaciones con funciones trigonométricas no tienen una unica solucion, esta idea ayuda a pensar y a estar
alerta cuando se ha llegado a una solucion, ya que los alumnos deben plantearse la pregunta, /jes esta es la
unica solucion?. U otra idea, muy tipica de los sistemas algebraicos, como es el cambio de variable que

también aumenta la capacidad de razonar y la relacion entre conceptos.

Resolucion general de tridngulos.

En este apartado se resumen conceptos conocidos de cursos anteriores, ampliandolos y consolidandolos.

Un triangulo tiene 6 incdgnitas y salvo algunos casos, se podra resolver si conocemos tres incognitas.
Teorema del coseno.

Se parte del esquema de la siguiente figura y se utiliza la trigonometria y el Teorema de Pitagoras para la
demostracion del mismo.

La demostracion se puede hacer para un tridngulo obtusangulo o un tridngulo acutangulo y que en el caso del
triangulo acutangulo, que es el que se va a demostrar hay dos casos, que la base de la altura CD, esté en el
segmento ¢ o fuera de él. Cada uno de los casos tiene que demostrarse para ser riguroso matematicamente,

aunque solo se va a demostrar uno, pero el resultado es valido para todos los casos.

1lustracion 33: Garcia, A. Lorente, J.L. (2020). Matematicas 1.
Bachillerato de Ciencias. apuntesmareaverde.org.es

senn = Q = D= ACsena = C'D = bsena
AC
COST = % = AD = ACsena = AD = beosa

DB =AE — AD = ¢ — beosa
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Con esos resultados preliminares y aplicando el Teorema de Pitagoras para el triangulo DBC, se tiene el
siguiente razonamiento, de donde se obtiene el resultado del Teorema del coseno.
& = BC? = CD? + DB? = (bsena)® + (c — beosa)? = & = bPserfa +
¢ + b®cos’a — 2bc + cosa = & = b?(sen‘a + cos’a) + ¢© — 2bc + coSar =
= b% + ¢® — 2bc + cosn

Lo que es un magnifico ejercicio de conexion y afirmacion de conceptos y de conocimiento de la geometria.
Teorema del seno.
Se demuestra llegando a la férmula ya conocida y demostrada en el curso anterior.

i b C

Sero senfd  senq

Resolucion de triangulos.
Con los dos teoremas anteriores y otro resultado se dan las herramientas para resolver los triangulos,

* Teorema del coseno.

* Teorema del seno.

*  Suma de los angulos de un triangulo es de 180°. (equivalente al postulado de las paralelas)
Se plantea la casuistica de la resolucion de los tridngulos en funcion de los datos que se extraigan de la
lectura del problema.
En los problemas y ejercicios de este capitulo se plantea la demostracion del teorema del coseno en el caso
que la base de la altura que se toma para la demostracion del mismo esté fuera de la base del triangulo,

tiene similitudes con la demostracion hecha, y constituye un buen ejercicio de hacer matematicas.

4 R \ n

/ o

Llejandria

/ PO
|| '|

Siena

Situacion si la Tierra es redonda . I y
\ / \ Situacion si la Tierra fuese plana

Hlustracion 34: Garcia, A. Lorente, J.L. (2020). Matematicas 1. Bachillerato de Ciencias.
apuntesmareaverde.org.es

Se explica con detalle la experiencia de Eratostenes de Alejandria y como realizo la primera medida de la
circunferencia de la Tierra.
Y en un problema resuelto se detallan los calculo, la historia de Eratdstenes y como hizo exactamente el

calculo de la circunferencia de la Tierra.
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Se deja planteada como actividad de grupo la realizacion del experimento de Eratostenes en tu centro,
poniéndose en contacto con otro centro que realizard la misma medida que es; medir el angulo que forma el
sol en el mediodia solar.

El enunciado tiene informacion para hacer la correccion del momento en el que se toma la medida
dependiendo de la longitud de la tierra. Una actividad que involucra diferentes dreas de conocimiento,

diferentes asignaturas, pone en contacto centros y es un ejemplo de la potencia de las matemdticas.

4.5.2.- Capitulo 5. Geometria.

En este capitulo se va a exponer la geometria del plano desde el punto de vista analitico. El sistema de
coordenadas del plano que lo invento Descartes y de ahi su nombre Plano Cartesiano, se cuenta que se le
ocurrio mientras estaba tumbado en la cama y observaba en el techo el movimiento de una mosca. Penso
que si le asignaba una posicion respecto de un origen, podria describir su trayectoria sin necesidad de
dibujarla. Una idea genial que dio origen a la Geometria Analitica.

Vectores.

El plano cartesiano.

La descripcion del plano cartesiano se sumariza en el siguiente grafico. Denominandose cada punto por la

expresion P=(x,y), asi cada punto es un par de nimeros reales. Utilizando las letras mayusculas para

representarlos.
¥
e
Oidenadas
i
Segundo cuadrante Primer cuadranic
2 - e
. ' I
Abscisas T
% 4 4 2 ] o 1 2 1 4 H ] ?
o e
Tercer cuadrante Cuarto cuadrante
i
llustracion 35: Garcia, A. (2020). Matematicas 1.
Bachillerato de Ciencias. apuntesmareaverde.org.es
Vectores.

Un vector representa un movimiento, y también se representa con dos nimeros v=(a,b) y representa un
desplazamiento de a unidades en la direccion del eje OX y b unidades en la direccion del eje OY.

El mddulo de un vector v, esta dado en la siguiente ecuacion,
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R
T = (v, 1) es vl = \;ff'% + 3

Que es la distancia que se recorre al aplicar el vector o el tamafo del vector.

Magnitudes escalares y vectoriales.

La Fisica tuvo mucho que ver en el nacimiento de las magnitudes vectoriales. Ya que cuando se aplica una
fuerza siempre surge la pregunta (;hacia donde?), mientras que cuando medimos la temperatura es suficiente
con dar el valor numérico. De ahi surgen los conceptos:

Magnitud vectorial, son aquellas, que por definicion, se escriben con un vector.

Magnitud escalar, son aquellas, que por definicion, se escriben con un nimero.

Un vector tiene tres caracteristicas modulo, que se ha definido; direccion, es la pendiente de la recta sobre la
que se mueve el vector y sentido, si se avanza en un sentido o en el contrario.

Operaciones con puntos y vectores.

Se indican en los dos graficos siguientes, con las definiciones en el primero,

Dados dos puntos P = (p;, p2) y Q = (g1, g2) se define el vector FQ: [ql — P G5 —pl).

—_—
Dado un punto P = (p;, p;) y un vector ¥ = (v;.v, ), su suma es el punto (p; + vy, p; + v3).

_> — { — —
Dados dos vectores v = (v,.v, ) y 1 = (;.10, ), su suma es el vector V+7={v; + 1. v, +13 ).

—
Dado un vector v = (v,.v, ) y un escalar &, su producto es el vector & = (k. k1, )

llustracion 36: Garcia, A. (2020). Matemdticas 1. Bachillerato de Ciencias.
apuntesmareaverde.org.es

y la representacion grafica de las mismas en el segundo.

3 4
Fu
f % -
P 2 { S
+ - Y
ke - [ f’ - ]
— v v C
Py -’.:'
2 / 21
Q 4 /
" /
1
B
/”"‘ 2 T T T
l : T T 2 : : |0 2 4
0 1 2 3 ] 1 2 3 0 1 2 3 4
Vector entre dos puntos Suma de un punto y un vector Suma de dos vectores Un vector por un escalar

Hlustracion 37: Garcia, A. (2020). Matematicas I. Bachillerato de Ciencias.
apuntesmareaverde.org.es

Dos vectores son paralelos si tienen la misma pendiente, es decir, si tenemos, la siguiente condicion y la
primera coordenada no nula.
(5] e

T = (v, ve) y W = (wy, ws) son paralelos siy solosim = = = —
it i
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El producto escalar. Calculo de distancias y angulos.
El producto escalar se define de la siguiente manera y su resultado es un escalar.
o = (11, v9) yul = (w1, wq) TW = Uy 4 vy
Propiedades del producto escalar.
Conmutativa. vVW=wv
Distributiva respecto a la suma. u(v+w)=uv+uw
Asociativa respecto a escalares. v(kw)=(kv)w=k(vw)
Y la cuarta, UV = ||Tf>|| ||_f’\'|| COSCy
Se demuestran las tres primeras, dejando la cuarta sin demostrar.
Se proponen varios ejercicios de asimilacion de las definiciones y las propiedades propuestas. Y la
resolucion de un tridngulo dado por sus puntos en coordenadas, en efecto, se pueden calcular los lados como
las distancias entre puntos y los angulos con la Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Y una prueba alternativa de paralelismo de vectores, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz de la que
se saca la conclusion, ya conocida, que dos vectores son paralelos si forman angulos de 0° o 180° que
corresponden a los valores del coseno del angulo que forman de 1 y -1, respectivamente.
Bases ortogonales y ortonormales.
Vectores perpendiculares
Un caso especial son los vectores perpendiculares y haciendo uso de las propiedades que ya conocen los
alumnos, que so6lo es cierto para los angulos de 90° y 270°, por lo que se puede decir que dos vectores son

perpendiculares si y solo si su producto escalar es nulo.
w
COSCE = =10
(7]
Bases ortogonales.
Surge la pregunta, ;dado un vector, cuantos vectores son perpendiculares a €1?, en el plano la respuesta es
que s6lo hay uno (y los vectores paralelos a ¢l).
Entonces una base ortogonal en el plano la forman dos vectores no nulos y perpendiculares entre si. Ademas
cualquier vector se puede calcular sumando multiplos de los dos, se dice que es combinacion lineal de
ambos. (W, es combinacion lineal de u y v, si w=au+bv, con a, b nimeros reales).
Bases ortonormales.
Es una base ortogonal donde los vectores u y v tienen modulo unidad.
Base canonica.
Es la formada por u=(1,0) y v=(0,1) donde cada w=au+bv, y (a,b) son las coordenadas de w respecto de la

base formada poru y v.

Rectas y lugares métricos.
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Se introduce el concepto de lugar geométrico como, los puntos del plano que cumplen una o varias
condiciones geométricas y cumplen ecuaciones algebraicas. Algunos ejemplos, esfera, parabola, cubicas,
rectas...
Rectas. Definicion y ecuaciones.
Se define desde el punto de vista de la geometria analitica, como los puntos del plano que se pueden alcanzar
sumando a un punto los multiplos de un vector. Que es el que se llama vector director.
Se enuncia y calcula la expresion de una recta en varias de las formas que se puede expresar, paramétrica,
continua, punto-pendiente, implicita y explicita. Se desarrollan y obtienen cada una de ellas.
Al final del apartado, y a modo de resumen, se hace una lista de como identificar, puntos, vectores directores,
pendientes,... para cada una de las formas de expresar una recta.
Posiciones relativas de rectas.
Ya conocido de otros cursos y que ahora se resuelve con la ayuda de las ecuaciones de las rectas. Con dos
métodos con vectores directores, o resolviendo el sistema de ecuaciones, cuando las rectas estan expresadas
implicitamente.
Problemas métricos.
El alumno ya conoce la resolucion de los siguientes problemas:

* Distancias entre dos puntos.

Angulo entre rectas.

* Calcular angulos en triangulos.

* Calcular ecuaciones de rectas.

* Posiciones relativas de rectas.
Distancia de un punto a una recta. Se define de la siguiente manera, si P es un punto exterior a una rectar, la
distancia entre ambos, se define como,

d(P.r) =min{d(P,Q).Q € r}

Con los conocimientos que ya se tienen el calculo es deducible, y un método es, hacer una recta s
perpendicular a r pasando por P, la interseccion entre ry s es Q y d(P,Q) sera d(P,r).
Punto simétrico respecto a una recta, se obtiene después de haber calculado la distancia minima a una recta,
y por tanto Q.
Y también se definen traslaciones y la bisectriz de un angulo y mediatriz de un segmento, desde el punto de
vista de la geometria analitica.
Conicas.
En este apartado se hace un recorrido por las conicas y la demostracion de sus formulas analiticas partiendo
de las definiciones de las mismas.
Circunferencias y elipses.

Circunferencia,
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el lugar geométrico de los puntos que estan a una distancia r de un punto P(p,,p.), ajustado al axioma 3 de

Euclides.

dl(z, y), (pr.p)]) =r=Ve—p)l+y—-mpl=re(z—pm)Q+(y-
)t =1t
Que es la ecuacion analitica de una circunferencia de radio r y centro P(p1,p,).
Como reconocer una circunferencia a partir de Ax>+By*+Cx+Dy+E=0, se omite el termino en Xy
intencionadamente, mas adelante en un apéndice se explica que consecuencias tiene y se da un ejemplo.
Para el caso de la circunferencia se deduce que la condicion es A=B.
Elipse,
Dados dos puntos F; y F; llamados focos, una elipse es el lugar geométrico de los puntos P cuya suma
de distancias a los focos es constante. En simbolos:
d(P. F1) +d(P. F2)=2a

Mlustracion 38: Garcia, A. (2020). Matematicas I. Bachillerato de Ciencias.
apuntesmareaverde.org.es

Partiendo de esa definicion y con una elipse centrada en el origen y alineada con los ejes coordenados se
llega a la conocida expresion de la ecuacion analitica de la elipse. Siguiendo la siguiente argumentacion,
* Los focos estan en (-¢,0) y (c,0), y se toma la hipotesis que el centro de la elipse estan en el (0,0).
* (a,0) estd en la elipse, efectivamente. d[(a,0),(c,0)]+d[(a,0),(-c,0)]=2a
*  Veamos si (0,b) esta en la elipse, se construye el tridngulo rectangulo (0,b), (0,0) y (c,0) haciendo
que la diagonal sea a. Entonces tenemos que (0,b) estan en la elipse ya que la suma de la distancia a
ambos focos es 2a, pero debe satisfacer la siguiente condicion,
(:2 = E‘Jz - t'g <o =val —b?
Por tanto, satisfaciendo esa condicion (a,0) y (0,b) pertenecen a la elipse.
*  Ahora hace falta probarlo para el resto de puntos.

Se plantea la ecuacion de cualquier punto de la elipse en base a la definicion.
d(P,F))+d(P,F,)=2a
Vix+ P+ +Vx—cP+y2=2ae(x+c)+y> =
2a—\/(x —c)2+y? = P+t 2exty? =4a FxP P 2ex+
y?—da\/(x —c)+y? & dox — 427 = —da/(x — )P+ y? &

2
(ex—a*)* = [—a\/{x —c)’+ yz} & X +a’—2cxa® = at(x*+

c?—2xcty?) & x*(F—a*)-a’y’ = a’(c®—a’) & — b’ X -y’ =
2 2
22 X Y
—ba® & ? + ? =1

Donde tras hacer las operaciones anteriores se llega a la conocida formula de la ecuacion de la elipse,
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centrada en el origen y con semiejes a y b y posicion de los focos que cumplen la relacion expresada
anteriormente.

Se define excentricidad de la elipse, como sigue,
c a’— b?
a a

Se puede comprobar que e siempre esta entre 0 y 1, si b>a, la elipse esta orientada en el otro eje cartesiano y

se intercambian los valores entre b y a para calcular la excentricidad. Y si e=0, ambos ejes son iguales y
tenemos la circunferencia. Mientras e=1, no puede alcanzarse con esta definicion.
A partir de la ecuacion general, Ax*+By*+Cx+Dy+E=0, se prueba con un ejemplo que esa es la ecuacion de
una elipse cuando A y B tienen el mismo signo. El procedimiento es el de completar cuadrados enx e y y se
llega a una expresion mas general que la demostrada que tiene la siguiente forma,
2
X7X) (LN
a b

Con (Xo,¥o) €l centro de la elipse y a y b los semiejes.

=1

Hipérbolas,

Dados dos puntos F1y F2 llamados focos, una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P cuya
diferencia de distancias a los focos, en valor absoluto, es constante. En simbolos:

|d(P. F1) — d(P, F2)| = 2a
Hlustracion 39: Garcia, A. (2020). Matematicas I. Bachillerato de Ciencias.
apuntesmareaverde.org.es

Partiendo de esa definicion de hipérbola y procediendo de manera similar al caso de la elipse se obtienen la
ecuaciones de la hipérbola, en este caso la relacion que tienen que cumplir a, b y ¢, vienen dadas por la

siguiente expresion,
a’+ b = c?

Siendo la expresion de una hipérbola paralela a los ejes cartesianos,

x=x\"_(y=-wn\_,
a b

Con (Xo,Y0) el centro de la hipérbola, siendo a el semieje real y b el semieje imaginario.

c va?+ hb? _|_b2

a a a2

Siendo la excentricidad,
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En este caso la excentricidad e>1, y no puede ser de otra manera sin cambiar la definicion de la curva.
Y ademas,

y=—X,y=-—"X
a d

son las asintotas de la hipérbola.
A partir de la ecuacion general, Ax*+By*+Cx+Dy+E=0, se prueba con un ejemplo que esa es la ecuacion de

una hipérbola cuando A y B tienen distinto signo.

Parabolas,
Dado un punto F llamado foco, y una recta r llamada directriz, una parabola es el lugar geométrico de
los puntos P que tienen la misma distancia al foco que a la directriz. En simbolos:

d(P, F) =d(P, 1)
Hlustracion 40: Garcia, A. (2020). Matematicas I. Bachillerato de Ciencias.
apuntesmareaverde.org.es

Haciendo la construccion geométrica de ayuda y ajustandose a la definicion de lugar geométrico para
parabola,
2 1
Yy =ax ,con p— o
Siendo p, la distancia entre el foco y la directriz.
A partir de la ecuacion general, Ax*+By*+Cx+Dy+E=0, se comprueba que es la ecuacién de una pardbola

cuando A ¢ B son iguales a cero, s6lo uno de los dos, si son los dos, es la ecuacion de una recta.

Conicas generales.

A partir de la ecuacion general, Ax*+By*+Cx+Dy+E+Fxy=0. Se comprueba a través de programas
informaticos de representacion grafica mediante algunos ejemplos, que la aparicion del término cruzado
significa que las conicas presentan un giro respecto a los ejes de coordenadas cartesianos, sin variar el
significado del resto del analisis que se ha realizado sobre cada una de las familias de conicas (elipse,
hipérbola y parabola).

Este es un apartado muy importante, tanto historicamente, las conicas son de las primeras curvas

estudiadas por el hombre, sino en si mismas por las multiples aplicaciones de las mismas.

4.6.- 2° Bachillerato. Matematicas I1 (6 Bachillerato de ciencias).
En este curso el bloque de geometria esta dividido en tres capitulos:
*  Geometria en el espacio-Vectores.

* Rectas y planos en el espacio.
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*  Geometria métrica en el espacio.

4.6.1.- Capitulo 4. Geometria en el espacio-vectores.

En este capitulo se estudiaran los vectores en el espacio de dimension tres, que tienen muchas aplicaciones
tanto en el campo de la fisica como en el de las matematicas. Se extendera en producto vectorial a dimension
tres, con el que se calculan angulos y proyecciones y se definira el producto vectorial para calcular
superficies y el producto mixto para calcular voliumenes.

Geometria en el plano.

Se conocen los conceptos ya presentados en cursos anteriores de,

* Punto. Es adimensional, no tiene ancho, largo ni profundidad. Y se representa por un par ordenado
A(XY)

*  Vector. Se da por un par de componentes ordenados (vi,v2) y el vector es caracterizado por su
modulo, direccion y sentido.

* Recta. Figura del plano que sélo tiene longitud, ni ancho ni profundidad. Y se define por medio de
un punto P y un vector v. Algebraicamente se puede representar por diferentes tipos de ecuaciones,
(vectorial, paramétrica, continua, implicita,...)

Vectores en el espacio.

Se dan las caracteristicas definitorias de un vector (médulo, direccion y sentido) de manera analoga a como
se hicieron en el curso anterior.

En el conjunto de los vectores libres, se puede definir una relacion de equivalencia, diciendo que pertenecen
a la misma clase los vectores fijos de igual modulo, direccion y sentido. Y todos los vectores fijos de igual
modulo, direccion y sentido forman un mismo vector libre.

Anélogamente se definen las operaciones con vectores a como se hizo en 2 dimensiones, en el caso del
espacio afin euclideo.

Suma de vectores. Con la prueba grafica de la construccion del paralelogramo.

Opuesto de un vector.

Resta de vectores.

Producto de un vector por una constante. K ? = h_}'-"
Combinacion lineal de vectores.

Base de un sistema de vectores. Definida de la siguiente manera,

Se dice que el conjunto de vectores i, i, i, forman una base del espacio de dimension #, y se

denota por B = {i;_ii...._ 1, } cuando verifican:

- Los vectores j;_z,___i, son linealmente independientes.

- Cualquier otro vector del espacio V se puede escribir como combinacién lineal de ellos, es decir,
= O 1 L e S S R

Hlustracion 41: Gonzdlez, L. Valdés A. (2020). Matematicas Il. apuntesmareaverde.org.es

58




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

Una conclusion inmediata de la anterior definicion es que en el espacio de dimension tres todas las bases
tienen 3 vectores. Y cada vector libre v se puede expresar de la siguiente manera, u otra forma de decirlo,
cada vector libre v, tiene tres componentes.

Sea B = {?i' Ui Eg,}} una base = Vv —= /\1?1} + )\2?5 + /\3?3}
Sistema de referencia.
Y de la anterior surge esta siguiente definicion. En el espacio de dimension tres un sistema de referencia es
un par, formado por un punto fijo O y una base B y se denota R=[O,[u,v,w]].
Avanzando un poco mas el sistema de referencia canonico esta formado por el punto 0O=(0,0,0) el origen de
coordenadas y cuya base es B=[i,j,k], siendo i,j,k vectores perpendiculares entre si y de modulo 1.
Las operaciones entre vectores o vectores y puntos, se extienden de manera natural cuando se opera con las

componentes de éstos en un sistema de referencia.

Estudio de la dependencia e independencia lineal de vectores mediante sus componentes.

Se parte de la siguiente definicion,

Dados n vectores {3 v, v, }, se dice que son linealmente independientes cuando ningln vector del

conjunto puede expresarse como combinacién lineal del resto.

Andlogamente, se dice que 7 vectores {v, v, ... v, } son linealmente dependientes cuando cualquiera
de ellos puede expresarse como combinacion lineal del resto.
llustracion 42: Gonzdlez, L. Valdés A. (2020). Matematicas Il. apuntesmareaverde.org.es

Y se enuncia la siguiente proposicion,

Los n vectores {x_+, i, } de un conjunto son linealmente independientes cuando al resolver el
sistema homogéneo A, -v, + k, -7, +...+ &, -7, =0 sélo es posible la solucién trivial:
A=hy=..=2,=0

llustracion 43: Gonzdlez, L. Valdés A. (2020). Matematicas Il. apuntesmareaverde.org.es
De los conocimientos adquiridos en el algebra matricial, tanto en el curso objeto de este libro como en
anteriores, para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales se extraen las siguientes conclusiones.

* Vi, Va,....,Vn, son linealmente independientes cuando la matriz que forman sus componentes tiene

rango n.
* Vi, Va,...,Vn, sON linealmente dependientes cuando la matriz que forman sus componentes tiene rango

estrictamente menor que n.

Aplicaciones de los vectores.
Se plantean y se prueban propiedades,
*  Punto medio de un segmento.

*  Condicion para puntos alineados.
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Producto escalar.
El angulo que forman dos vectores libres es el menor de los angulos que forman dos de sus representantes de

origen comun. Y se define como el nimero real que resulta de multiplicar sus modulos por el coseno del
oV = ||| || cosa

angulo que forman.

Interpretacion geométrica, el producto escalar de dos vectores no nulos es igual al producto de uno de ellos
por la proyeccion del otro sobre el primero.

Propiedades, muchas ya demostradas, pero ahora generalizadas al espacio de tres dimensiones.

Conmutativa, asociativa con el producto de un niimero real, distributiva respecto a la suma, producto escalar
de dos vectores es 0 si y solo si estos son perpendiculares, el producto de un vector por si mismo siempre es
positivo e igual a su mddulo al cuadrado.

Expresion analitica del producto escalar, la expresion ya conocida generalizada al espacio tridimensional.

vV = UV + UsVs + UsVs
Se comprueba que se cumple para la base candnica.
Se dan las expresiones para el calculo de angulos entre vectores y las expresiones de los cosenos directores

de un vector.

Producto vectorial.

Se define de la siguiente manera,

Dados dos vectores del espacio de dimension tres: # y ¥V, se llama producto vectorial de i1 y V, y se
denota por # <V o i # 7 , a otro vector con las siguientes caracteristicas:

- Médulo: |ﬁ><{:| = |s7| -|F|-sen o, siendo o el menor angulo
que determinan los dos vectores. i

- Direccién: es la perpendicular de cualquier plano generado
por los vectores & y V.

- Sentido: es el de avance de un sacacorchos que gira de i a
V (regla de Maxwell).

1lustracion 44: Gonzdlez, L. Valdés A. (2020). Matematicas I1. apuntesmareaverde.org.es
Interpretacion geométrica.

El modulo del producto vectorial es el area del paralelogramo que tiene por lado los vectores u y v.
La demostracion se sigue desde la siguiente ilustracion,

Tenemos que, Area paralelogramo = |7‘ h

sency = % = h= |?| senc Area paralelogramo = |?‘ |Tﬂ senc = |fo?‘
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Y por tanto,

Area del paralelogramo definido por # y v = | TR

Hlustracion 45: Gonzalez, L. Valdés A. (2020). Matematicas I1.
apuntesmareaverde.org.es

Propiedades del producto vectorial.
Se enuncian y demuestran las siguientes propiedades.
1. El producto vectorial de un vector por si mismo es cero.
Propiedad anticonmutativa. Es decir, uxv=-vxu
Producto por un nimero real. A(uxv)=(Au)xv=ux(Av)

2

3

4. Propiedad distributiva respecto de la suma. ux(v+w)=uxv+uxw

5. El producto vectorial de dos vectores no nulos es cero si y solo si los vectores son paralelos.
6

No se cumple la propiedad asociativa. _U'& X (? XW) ?é (ﬁ X_V}) XW:F

Expresion analitica del producto vectorial.

Que es una demostracion de especial interés, tenemos,
— = =
R = {0;{ i, k}} T = (u,u0,5) y V =(v1, v, )

Un sistema de referencia canonico en el espacio y dos vectores expresados en ese sistema de referencia.
El producto vectorial se expresa en la siguiente ecuacion y aplicando la distribucion respecto a la suma y el
producto por un nimero real, se obtiene lo siguiente,

(UxV) = (th i +us j +us k )x(vy i —l—vi;; +wvak) =1
V3 k)+uz_{ x(vii +vaj +vak)+uskx(vi +vzi}+V3 k
vl 1 x ) +umva( 1 x k)+upvi( J x i )+wwal j x J )+uavs

—

usvo( k x j )+ +usvs( k x k)

—

Haciendo las operaciones y teniendo en cuenta que i, j, k son una base canonica,
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N — — U Uz|—=
(TxV) = i (nvs—usv)+ j (usvi—ugvs)+ k (urva—upvy) = v2 va a
2 V3
- = 7
us Uy — Uy Ua| 7+ L
k = W U U3
Va3 Vi Vo
Vi Vo Vs

Se llega a la anterior conclusion.

Aplicaciones del producto vectorial.
Dados dos vectores u y v. El célculo del area del paralelogramo que tiene como lados esos vectores o del
tridangulo, son inmediatas tras las demostraciones que se han hecho.

Base de vectores ortogonales que sera, por ejemplo,

Producto mixto de vectores.

Dados u, v y w, se llama producto mixto de vectores, u, vy w y se denota [u,v,w] al nimero que se obtiene

al calcular el producto escalar del primer vector por el producto vectorial de los otros dos.

Tiene el significado geométrico del volumen del paralelepipedo definido por los tres vectores si son no nulos
y no coplanarios.
Se enuncian varias propiedades del producto mixto.

1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores.

2. El producto mixto cambia de signo si se permutan dos factores.

3. Multiplicacién por valores reales.

4. Propiedad distributiva respecto a la suma.

5. El producto mixto de tres vectores es nulo si y solo si son linealmente independientes.

Expresion analitica del producto mixto.

Se puede probar y se demuestra que,

by Uz U3
I:_J’ ?, W] = |V Vo V3
Wy Wse Wy

Aplicaciones del producto mixto.

Se puede utilizar para el calculo de volumenes de paralelogramos y tetraedros.
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En el apartado curiosidades-revista, se lee este articulo lo que sigue, que por su interés y relacion con el
tema que estamos estudiando se reproduce a continuacion. Con este articulo se abre la puerta a presentar a
los alumnos las geometrias no euclidianas. Y también a un acercamiento a las teorias axiomaticas dentro de

la geometria. La educacion secundaria no tiene como objeto el desarrollo y comprension y el papel que

Otras Geometrias

Euclides (325 aC — 265 aC), en Los Elementos, partio de
cinco postulados para construir la Geometria. Si alguno
de esos postulados no se cumple, entonces tenemos lo
que se denomina las Geometrias No Euclideas.

El quinto postulado dice: “Dada una recta y un punto
exterior a ella, hay una dnica recta que es paralela a la y
recta dada y que pasa por el punto”.

Cuando a principios del siglo XIX se intentd demostrar
el postulado por reduccion al absurdo se encontrd, con
sorpresa, que no se llegaba a una contradiccidn, que se
podian construir geometrias que podian no verificarlo.

De modo independiente, distintos matematicos (Gauss,
Lobachevsky, Bolyai...), en ese intento de demostrar el
quinto postulado llegaron a la Geometria Hiperbdlica.

/\ /

La Geometria Hiperbalica es tan consistente como la Geometria Euclidea, y “su” quinto postulado es:
“Dada una recta y un punto exterior a ella, existen al menos dos rectas paralelas a /o dada que
contienen al punto”. En la geometria hiperbdlica la suma de los tres angulos de un triangulo es menor
que 180°. Puedes pensar en una geometria hiperbdlica si te sittias sobre una trompeta.

Si reescribimos el quinto postulado como: “Dada una
recta y un punto exterior a ella, no existe ninguna recta
paralela a lo dada que contenga al punto”, se obtiene la
Geometria Eliptica.

Imagina que estas en una esfera. Tendras que redefinir
qué entiendes como “rectas”. Si una recta es el camino
mas corto posible que une dos puntos, tendras lo que se
conoce como lineas geodésicas (los meridianos de un
globo terraqueo). Entonces, por una de esas nuevas
rectas y un punto exterior, todas las rectas que traces
cortan a la primera.

Si lo piensas, cada vez que miras un globo terraqueo
estas viendo algo de Geometria Eliptica.

Actualmente las Geometrias No Euclideas proporcionan otras formas de entender el mundo, siendo
utilizadas, por ejemplo, en Teoria de la Relatividad, o en el estudio de fenédmenos opticos y
propagacidn de ondas.

llustracion 46: Gonzalez, L. Valdés A. (2020). Matematicas I1. apuntesmareaverde.org.es
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desemperian los sistemas axiomdticos en la geometria, pero si se pueden introducir y dar ideas a los

alumnos.

4.6.2.- Capitulo 5. Rectas y planos en el espacio.

La recta en el espacio.

Dados un sistema de referencia, un punto P, de la recta y un vector director de la recta.

= {o{7.7.%)

Po = (x0, Y0, 20) €1y V= (v1, va, v3) vector director de r

Se plantean las ecuaciones de la recta en el espacio que es una extension de lo ya hecho para el plano,

¢ Ecuacidn vectorial de la recta.
—
@: OPg+r7coanR

* Ecuaciones paramétricas de la recta.

X = Xp+ twvg
y=y+twy conteR
Z = 2+ tvs

¢ Ecuaciones continuas de la recta.

X=X Y—Yo Z—2

Vi Vo V3

* Ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta.
Con las ecuaciones continuas de la recta, igualandolas dos a dos, se llega a la siguiente expresion que no es
Unica para la recta,
Ax+ By +C=0
Ax+B'z+C'=0
Hay varias actividades, para asimilar los conceptos introducidos, en particular, hallar las ecuaciones de la

recta que pasa por dos puntos en todas las formas de la recta introducidas.

Ecuaciones del plano en el espacio.

Dados un sistema de referencia, un punto P, del plano y u y v dos vectores directores.

e {o{7.7.7))

Po=(x0Y020)Emy o = (uq, ug, u3) y vV = (vi,va, v3) vectores directores de T

Se plantean las siguientes expresiones para las ecuaciones del plano,
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* Ecuacion vectorial del plano.

@=O_>R3—I—/\7+;t?wn}x,;u£[i

*  Ecuaciones paramétricas del plano.

X = Xp+ Aup + pwy
y=Yo+ A +puvs p conA peR
Z=2y+ A\us + jiv3
* Ecuacion general o implicita del plano.
Para hallarla, se plantea de la siguiente manera y se aprovecha lo que los alumnos ya saben sobre
determinantes.

Partiendo de la ecuacion vectorial, tenemos,

OP — OPy = OP — (—Py0) = PyO + OP = PoP = ByP = AT + pv

Tenemos tres vectores y uno de ellos es linealmente dependiente de los otros dos, por tanto el rango de la

matriz formada por los tres vectores serd dos y el determinante nulo. Expresado en coordenadas,

X=X ¥Y—Y £— 5D

] Uiz L4 =0
Vi Vo V3
Y desarrollandolo,
X0 Yo 2o
Lz U3 Uy U Uy Uz Y
X — ¥ +z — |y w w3 =0
Vo V3 Vi V3 Vi Vo
Vi Vo V3

Ax+By+ (Cz+D =0conA B, C,DeR

Con esta demostracion se prueba también lo siguiente, ya que el producto vectorial entre u y v es el

siguiente,
UxV =W conw = (AB,C)

El vector w es ortogonal al plano. Es una demostracion interesante para los alumnos, interrelacion,

conexion, hacer matemadticas.

Posiciones relativas.

Se estudian posiciones relativas de planos entre si. Dos planos, tres planos, haces de planos (con una recta
comun, perpendiculares a una recta).

Posiciones relativas de recta y plano.
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Posiciones relativas de dos rectas.

4.6.3.- Capitulo 6. Geometria métrica en el espacio.

Angulos en el espacio.

Angulo (agudo) entre dos rectas es el determinado por los vectores directores de ambas, por tanto,
Cosy — || | ‘ ||

Angulo (agudo) entre recta r y plano 7, sera el complementario del que forman el vector director de r y el
vector normal a 7.

Angulo (agudo) entre dos planos sera el que forman los vectores normales a ambos planos.

Paralelismo, perpendicularidad y posiciones relativas.

Hay multiples casos, se extiende lo ya explicado en el anterior tema.

Proyecciones ortogonales.

Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta.

La proyeccion ortogonal de un punto P sobre una recta r serd otro punto O perteneciente a la recta, y

tal que el vector PO es perpendicular al vector director de la recta.

p
L

[
[
[]
1
[]
]
[
]
1
[}

Hlustracion 47: Gonzalez, L. Valdés, A. (2020). Matematicas Il. apuntesmareaverde.org.es

Se plantean dos métodos, hallar el plano perpendicular a la recta que contiene a P, y junto con la recta r,
queda un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, donde la solucion es Q.
Y como segundo método, si B es un punto de r y v vector director de r

x —bh y—bg z—bs

r

Vi V2 LE:
QEf'.'.Q:(bl—Ff'Vl,bg—l-f'b’g,bg—Ff-Vg)

Y finalmente, tenemos que, PQ y v son perpendiculares por lo que su producto escalar es 0.
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PO -V =0

Tenemos una ecuacion con una incognita en t, de donde se halla Q.

Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano.
Se halla la recta perpendicular al plano y que contenga al punto P y en la interseccion de la recta y el plano se

encuentra Q.

Proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano.
La proyeccion ortogonal de una recta r sobre un plano 7, es otra recta s, tal que, r y s estan contenidas en 7' y
Ty m' son ortogonales.

Hay varias formas de hallar s, la proyeccion de r sobre w, que se describen como ejemplos.

Puntos simétricos.
Punto simétrico respecto a otro punto.
El simétrico de P respecto a Q, es otro punto P', tal que Q es el punto medio del segmento PP'.
m—mprmém—%)
2 2 2

Es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, donde se halla P'.

Q= {QL%.%) = {

Punto simétrico respecto a una recta.

Hay hallar la proyeccion ortogonal respecto a una recta y posteriormente el simétrico respecto a otro punto.
Punto simétrico respecto a un plano.

Se halla la proyeccion ortogonal del punto respecto al plano y posteriormente el simétrico respecto a la

proyeccion ortogonal.

Distancias en el espacio.
Distancia entre dos puntos.
La distancia entre dos puntos 4y B en el espacio es el médulo del vector 45 .

A(OI‘GMGS] :E {bl b 5 ]
=; ity S —da
B(bl.bz.z%} 1:%2 2373 37

2

d{A,B]:‘A_li'“zv“l{bl ~g V=<l —a ) +(b.—a)

d(A,B)

. &
L 2 .

A B

Hlustracion 48: Gonzdlez, L. Valdés, A. (2020). Matematicas II. apuntesmareaverde.org.es
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Se define como en la ilustracion anterior.

Distancia entre punto y recta.

Se puede hallar la proyeccion ortogonal del punto sobre la recta y con ambos puntos se calcula la distancia.

O bien, este segundo método, aprovechando los conocimientos adquiridos,

Hlustracion 49: Gonzadlez, L. Valdeés, A. (2020).
Matematicas Il. apuntesmareaverde.org.es

Conocida la recta r en forma vectorial y el punto P, tenemos,

x|

Area paralelogramo = |7| ~h= ﬁ XV = h= |Tx‘?

Que es un método que ayuda a los alumnos a profundizar y consolidar sus conocimientos.

Se ilustran y se demuestran igualmente otro tipo de ejercicios de distancias entre los diferentes elementos del

espacio que se han estudiado.
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5.- Conclusiones.

La idea de este trabajo es la de responder a dos preguntas,
1. (Qué propuestas curriculares para la enseflanza de la geometria en secundaria se plantean en los
libros de texto espafioles?
2. (En qué medida el planteamiento que los libros de texto hacen estd alineado con el desarrollo de
altos niveles de alfabetizaciéon matematica?
Y con tres objetivos,
1. A nivel personal, aprender sobre este topico para mejorar mi capacidad docente en esta area y por
extension en otras.
2. A nivel practico, preparar una propuesta didactica que mejore las deficiencias que se puedan
encontrar.
3. A nivel intelectual, identificar como se integra la geometria axiomatica en el actual curriculum de
secundaria.
Se ha realizado un andlisis de contenido del curriculum del bloque geometria en la educacion secundaria. Y

para ello se han utilizado los textos de Matematicas de la editorial Marea Verde

(www.apuntesmareaverde.org.es) se ha hecho un resumen con algunos comentarios, el trabajo realizado esta

en el apartado 4.

La primera pregunta planteada queda respondida en el resumen realizado en el apartado cuatro, para la
segunda pregunta vamos a recoger las siguientes evidencias que se desgranan del trabajo del analisis
realizado sobre los textos objeto de este trabajo.
* Apartado 4.1.1.- Se hace una introduccion implicita de las ideas de conmensurabilidad y completitud
que se recogen en los sistemas axiomaticos.
* Apartado 4.1.2.- Definiciones de algunos términos de acuerdo a los sistemas axiomaticos.
Suma de los angulos interiores de un triangulo es de 180° con lo que implicitamente se esta
asumiendo el postulado de las paralelas de las geometrias euclidianas, esta suposicion se hace en
todos los textos analizados.
Formula y demostracion de que, en una circunferencia, el angulo central es el doble del inscrito. Una
muestra de “hacer matematicas”.
Se da una resefia sobre Euclides de Alejandria. Alguna idea histdrica.
e Apartado 4.1.3.- Area del circulo desde el area de un poligono regular cuando sus lados tienden a
infinito y la apotema al radio. Hacer matematicas, relacionar disciplinas e introducir ideas sobre el

calculo infinitesimal.
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Referencia historica a Eratostenes de Cirene y el calculo del diametro de La Tierra. Y al nimero © 'y
la aproximacion de Arquimedes.

Apartado 4.2.2.- Introduccion del concepto de semejanza de tridngulos de una forma similar al
postulado de similaridad de Birkhoff.

Se hace una referencia historica a los egipcios, que ya conocian el Teorema de Pitagoras y la cuerda
de los trece nudos y las ternas pitagoricas.

Apartado 4.3.1.- Se hace una resefia historica de Euclides y a su formalizacion de la geometria. Se
enuncian los 5 axiomas de su sistema axiomatico.

Apartado 4.3.3.- Enunciado del principio de Cavalieri (Axioma 22 SMSG). Es también una
introduccion al calculo infinitesimal.

Relacion de los grafos con los poliedros regulares, al apoyarlos en un plano sobre una de sus caras y
proyectar sus vértices y aristas. Interconexion entre disciplinas matematicas.

Apartado 4.4.1.- Relaciones de semejanza entre longitudes, areas y volimenes, demostrado para un
cubo. Ejemplo de hacer matematicas.

Demostracion del Teorema de Tales. Asumiendo dos postulados de SMSG, el postulado del area y el
postulado de la suma de areas, dos ideas que implicitamente ya estaban asumidas. Introduciendo a
los alumnos la demostracion que a su vez es un gran ejercicio matematico.

Relaciones de proporcionalidad entre los triangulos que se forman en un pentagono regular.
Apartado 4.4.2.- Demostraciones de varias identidades trigonométricas y del teorema de los senos.
Hacer matematicas y relacionar con otros bloques de las matematicas.

Trigonometria esférica. Relacionado con la Tierra, que se menciona en los contenidos del BOCYL. Y
también se dice que la suma de los angulos de un triangulo suman mas de 180°, enunciando una
geometria no euclidea.

Apartado 4.4.3.- Problemas de hacer matematicas.

Apartado 4.5.1.- Demostraciones de identidades trigonométricas, en particular, sen(at+b), cos(at+b)
tg(atb).

Demostracion del Teorema del coseno.

Resefia historica a Eratostenes de Cirene. Explicando como realizé su experiencia de la medicion del
diametro de la Tierra. Se plantea como actividad la replica del experimento de la medicion del
diametro de la Tierra con la colaboracion de otro instituto de Espafia.

Apartado 4.5.2.- Vectores interrelacionan la Fisica y las Matematicas.

Demostraciones de las ecuaciones de las conicas.

Apartado 4.6.1.- Demostraciones de propiedades vectoriales. El producto vectorial y el producto
mixto. Relacion con otros bloques de las matematicas.

Mencion explicita a las geometrias eliptica e hiperbdlica, en las que no se cumple el postulado de las
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paralelas. Y su importancia actual para la ciencia y la tecnologia. Navegacion y estructura del

universo.

Todos los libros analizados contienen mas resefias o referencias historicas asi como una gran abundancia de
problemas de acuerdo a los niveles definidos por Stein & Smith “Selecting and Creating Mathematical
Tasks: From Research to Practice.” Mathematics Teaching in the Middle School 3: 344-50.

Hay problemas, actividades y demostraciones de todos los niveles de Stein & Smith, sin embargo, son menos
abundantes los de nivel 4 (o “hacer matematicas”). Las propuestas didacticas que se van a plantear a
continuacion se hacen con la idea de reforzar las tareas de hacer matematicas que son las mas dificiles de

disefiar y las que mas aportan a los alumnos.

En lo concerniente a la fidelidad a los sistemas axiomaticos de la geometria.

Esta fuera de los contenidos curriculares de la secundaria la profundizacion en tales conocimientos sobre la
geometria. No obstante, en los libros analizados hay multiples referencias a Euclides, a sus definiciones, a
sus Axiomas, y también a otras geometrias no euclidianas y a multitud de conceptos que se recogen en los
sistemas axiomaticos.

No se puede hacer una formacion profunda de los alumnos en la geometria axiomatica, pero si se les puede

introducir en él, con términos, ideas y conceptos que les ayudaran en su futura comprension de la geometria.
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6.- Propuestas Didacticas.

Las propuestas didacticas se realizan dentro de los contenidos minimos regulados por la Ley. En concreto,

para la ESO estan recogidos en la Orden EDU/362/2015 de 8 de Mayo. Y para el Bachillerato en la Orden

EDU/363/2015 de 8 Mayo. En el bloque de geometria, estos contenidos minimos son los siguientes:

1° ESO.

2°ESO.

Matematicas.

Elementos basicos de la geometria del plano. Relaciones y propiedades de figuras en el plano:
Paralelismo y perpendicularidad.

Angulos y sus relaciones. Construcciones geométricas sencillas: mediatriz, bisectriz. Propiedades.
Figuras planas elementales: tridangulo, cuadrado, figuras poligonales.

Clasificacion de triangulos. Rectas y puntos notables del tridngulo. Uso de medios informaticos para
analizarlos y construirlos.

Clasificacion de cuadrilateros. Propiedades y relaciones.

Circunferencia, circulo, arcos y sectores circulares.

Medida y célculo de angulos de figuras planas. Calculo de areas y perimetros de figuras planas.
Célculo de areas por descomposicion en figuras simples.

Uso de herramientas informaticas para estudiar formas, configuraciones y relaciones geométricas.

Triangulos rectangulos. El teorema de Pitagoras. Justificacion geométrica y aplicaciones.

Matematicas.

Figuras planas elementales: tridngulo, cuadrado, figuras poligonales.

Circunferencia, circulo, arcos y sectores circulares. Calculo de areas y perimetros.

Calculo de areas y perimetros de figuras planas. Célculo de areas por descomposicion en figuras
simples.

Uso de herramientas informaticas para estudiar formas, configuraciones y relaciones geométricas.
Revision de los tridngulos rectangulos. El teorema de Pitdgoras. Justificacion geométrica y
aplicaciones.

Semejanza: figuras semejantes. Criterios de semejanza. Razon de semejanza y escala. Razon entre
longitudes, areas y volimenes de cuerpos semejantes.

Poliedros y cuerpos de revolucion. Elementos caracteristicos, clasificacion. Areas y volimenes.
Propiedades, regularidades y relaciones de los poliedros. Calculo de longitudes, superficies y

volumenes en el mundo fisico.
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Matematicas (ensefianzas académicas)

Geometria del plano. Lugar geométrico. Mediatriz, bisectriz, circunferencia. Otros lugares
geométricos que den lugar a rectas, segmentos y arcos de circunferencia.

Teorema de Tales. Division de un segmento en partes proporcionales. Escalas.

Aplicacion a la resolucion de problemas.

Movimientos del Plano: Traslaciones, giros y simetrias en el plano. Elementos dobles o invariantes.
Reconocimiento de los movimientos y valoracion de su belleza en el arte y la naturaleza.

Uso de herramientas tecnologicas para estudiar y construir formas, configuraciones y relaciones
geométricas.

Geometria del espacio. Poliedros. Planos de simetria en los poliedros. Formula de Euler para los
poliedros simples. Poliedros regulares, poliedros duales. Cilindro, cono, tronco de cono y esfera.
Intersecciones de planos y esferas.

Célculo de areas y volimenes de cuerpos geométricos.

Contextualizacion en la realidad. El globo terraqueo. Coordenadas geograficas y husos horarios.

Longitud y latitud de un punto.

Matematicas (ensefianzas académicas).

Radian. Medidas de angulos en el sistema sexagesimal y en radianes. Relaciones métricas en los
tridngulos.

Razones trigonométricas de angulos agudos y de angulos cualesquiera. Relaciones entre ellas.
Relaciones entre las razones trigonométricas de angulos complementarios, suplementarios, opuestos
y que se diferencian en uno y dos rectos. Resolucion de tridngulos rectangulos y oblicuangulos
aplicando trigonometria elemental.

Aplicacion de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas métricos en el mundo
fisico: medida de longitudes, areas y volimenes.

Semejanza. Figuras semejantes. Razon entre longitudes, areas y volumenes de cuerpos semejantes.
Iniciacion a la geometria analitica en el plano: coordenadas. Vectores.

Definiciones geométricas y analiticas de las operaciones: suma de vectores y producto de numero
por vector. Ecuaciones de la recta: vectorial, paramétricas, continua y general o implicita.
Paralelismo, perpendicularidad: condiciones de las coordenadas de los vectores.

Aplicaciones informaticas de geometria dindmica que facilite la comprension de conceptos y

propiedades geométricas.
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1° Bachillerato. Matematicas 1.
*  Medida de un angulo en radianes.
* Razones trigonométricas de un angulo cualquiera. Razones trigonométricas de los angulos suma,
diferencia de otros dos, doble y mitad. Formulas de transformaciones trigonométricas. Razones
trigonométricas de angulos complementarios, suplementarios y opuestos, y reduccion al primer

cuadrante.
* Resolucion de ecuaciones trigonométricas.

*  Teoremas del seno y del coseno. Resolucion de tridngulos. Resolucion de problemas geométricos

diversos.

*  Vectores libres en el plano. Operaciones con vectores.

*+  Producto escalar. Médulo de un vector. Angulo de dos vectores.

* Bases ortogonales y ortonormales.

* Geometria métrica plana. Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de rectas. Paralelismo y
perpendicularidad. Distancias y angulos. Resolucion de problemas.

* Lugares geométricos del plano.

*  (Conicas. Circunferencia, elipse, hipérbola y parabola. Ecuacion y elementos.

2° Bachillerato. Matematicas II.
*  Vectores en el espacio tridimensional. Dependencia e independencia lineal. Base del espacio
tridimensional. Producto escalar, vectorial y mixto. Significado geométrico.
* Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio.
* Posiciones relativas (incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre rectas y planos).

* Propiedades métricas (calculo de angulos, distancias, areas y volumenes).

Se van a plantear las siguientes propuestas didacticas, como se ha comentado en el apartado de Conclusiones

se van a dirigir hacia el nivel cognitivo de “hacer matematicas”.
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método que utilizd Arquimedes.

Bachillerato)
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Solucioén.

Se va a deducir la serie que forman los lados de los poligonos regulares tanto inscritos como circunscritos y
con un programa de célculo se hara el calculo para un nimero de lados tendiendo a infinito.

Se ha deducido el término a,; (lado n+1 del poligono inscrito) en funcién a, para los poligonos inscritos para
el caso de un cuadrado, esta deduccion es valida para cualquier otro poligono regular. Por otra parte, se da
que para cada poligono n-simo, los lados del poligono inscrito y circunscrito son semejantes, y de ahi se
deduce b, (lado poligono n-simo de la sucesion de poligonos circunscritos). Y ya s6lo queda pasar a los
calculos realizados con Open Office. Se ha hecho con una sucesion de poligonos de lado 6*2". Ya que el lado
del hexagono regular se puede calcular sin usar la trigonometria y para una circunferencia de radio 0.5, asi el

perimetro tiende a 7.

a1 = \|2r*—2r

Poligonos de M*2" lados

M= 6
r= 0,5
Error (en
Lado Perimetros ppm) Lados Lado Perimetro Error (en ppm)
inscrito  inscritos INSCRITOS poligono circunscrito circunscrito CIRCUNSCRITOS
4,~ 0,500000 3,000000000 -45070,34145 6 0,577350 3,464101615 102657,79084
a= 0,258819 3,105828541 -11384,07053 12 0,267949  3,215390309 23490,52335
a,= 0,130526 3,132628613 -2853,34265 24 0,131652  3,159659942 5750,99655
a,=  0,065403 3,139350203 -713,79418 48 0,065543  3,146086215 1430,34506
a,= 0,032719 3,141031951 -178,47721 96 0,032737  3,142714600 357,12652
a= 0,016362 3,141452472 -44,62110 192 0,016364  3,141873050 89,25294
s~ 0,008181 3,141557608 -11,15539 384 0,008181  3,141662747 22,31144
;= 0,004091 3,141583892 -2,78885 768 0,004091  3,141610177 5,57775
8, 0,002045 3,141590463 -0,69721 1536 0,002045  3,141597034 1,39443
a;=  0,001023 3,141592106 -0,17429 3072 0,001023  3,141593749 0,34862
a,= 0,000511 3,141592517 -0,04361 6144 0,000511  3,141592927 0,08712
a,= 0,000256 3,141592619 -0,01112 12288 0,000256  3,141592721 0,02156
Mlustracion 51: Calculo de la aproximacion a «
76




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

Calcula el area de Valladolid. (2°ESO)

Enunciado. Se adjunta el plano de Valladolid, extraido de https://www.google.com/maps, y calcula el area
encerrada por la VA-30, VA-20 y el rio Pisuerga. Da una medida del error cometido.

Solucion. El mapa contiene una escala, por lo que se puede medir en él. Se quiere que el alumno aproxime el
area solicitada por poligono y sumandolos todos ellos calcule el area.

Para calcular el error se puede hacer una aproximacion al area por defecto y otra por exceso y el error se

puede calcular de la siguiente manera.

Aexceso - A efecto
Error(%) = defecto . 100

Aexceso+ Adefecto
 va-20] EH o
o Q
a [ va-s500 | Cementerio El Carmen
60
|
2 Copisteria San Pablo @
Zaratdn i VA-14D
s e
E
Valladolid ] V30
Parque Campo Grande Q
VA-20
Museo de la Ciencia A
de Valladolid 8 Urb. Puerta
de Casasola

. Hospita

:pmg?
Centro Comercial ‘.‘:\‘Isur@ [Va-an]
: A
thlon Valladolid & ®
4 | N-co1 | | A-601 | L
Arroyo dela
Encomienda  via-30
=3 Cistérniga =
Google § & E A
Detos del mapa ©2020 Inst. Geogr. Nacional  Espaiia. Términos  Envier comentarios 1 kmle———————

1lustracion 52: Mapa de Vallodolid. google.com/maps

77




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

Investiga sobre la geometria esférica. (2° Bachillerato)
Hay geometrias no euclidianas, ;sabes que tienen similares teoremas a los de la geometria euclidea? ;cémo

se construye un tridngulo en geometria esférica?. Mira el siguiente video de la Universidad Politécnica de

Valencia, https://www.youtube.com/watch?v=3fzCY16GJUs , y familiarizate con algunos conceptos.
Enunciado.

Calcula la menor distancia, a través de la superficie terrestre entre dos puntos cualquiera de la misma, por
ejemplo, entre Madrid y Sydney. Puedes ayudarte de una hoja de célculo para resolver el caso general.
Solucion.

Es un problema que da pie a comentar muchos conceptos e ideas sobre la geometria esférica y esta debe ser
la parte mas enriquecedora al presentar la solucion del mismo.

Para resolverlo hace falta tener la latitud y longitud de ambos puntos, en este caso Madrid (40°N, 3°0) y
Sydney (33°S, 151°E) y construir un triangulo esférico del que tengamos datos, siendo lo mas sencillo
utilizar uno de los polos de la Tierra, en este caso el polo norte.

En la siguiente ilustracion hay representado un triangulo esférico, siendo las leyes de los cosenos y los senos

para la geometria esférica las siguientes,
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos(C)

sen(a) sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

1lustracion 53: es.qwe.wiki/wiki
La solucion para Madrid y Sydney, se expresa en la siguiente hoja de calculo.
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El nimero de oro (¢).

La proporcién aurea ¢, aparece naturalmente en muchos y diversos lugares del conocimiento y de la vida.

Siempre ha representado el canon de la proporcion ideal y la belleza, pero es mas que eso.

La proporcion aurea se da cuando se cumple la relacion entre a y b siguiente.

b 2
:a—-{::»azzb-a—FbE-{::» 2 —E—lzo

b b
175 1+46

+

a
b

~ 1,6180

ol W

De esta ecuacion se obtienen dos soluciones, ¢ el numero aureo, que es la solucion positiva de esa ecuacion.

El nimero aureo aparece también en la figura del pentagono.

iR

A B
En el pentagono regular se dan las siguientes relaciones, que son todas la proporcion aurea.
AD AB BF 145
AB BF JF 2

Otra propiedad de la proporcion aurea es su relacion con la serie de Fibonacci, en la construccion de la

espiral aurea van apareciendo los términos de la serie de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,....)
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llustracion 54: Construccion de la espiral
aurea y serie de Fibonacci.
aboutespanol.com

Para F, la serie de Fibonacci. Tenemos que los cocientes de los términos de la sucesion de Fibonacci tienden
al numero aureo a (¢)
. F, n+1 -
lim — =0

N—o< Fﬂ

Hay muchas, muchisimas propiedades, pero a modo de resumen, entre el nimero aureo, la serie de Fibonacci

y el nimero 5 se crean una cantidad de relaciones que son muy abundantes y recurrentes en la naturaleza.
En las tortas de un girasol, o en la cabeza de una margarita, en las piiias, la cantidad de espirales levogiras o

dextrogiras son nimeros de la serie de Fibonacci. O el nimero de escamas en las pifias de un pino, su

aparicion...

81




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. ElI C.V.D. asignado es: 0172-CB57-5B11*00A9-2145.Para cotejar el presente con su original electrénico acceda
a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser exactamente

igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ADRIANO CITOLER SERRAT a fecha: 19/06/2020 08:49:59

Master en Educacion Secundaria. TFM. UVa 2019-2020. Adriano Citoler Serrat.

La clasificacion mas comun es la

21:34
@ 34 espirales en una
direccion.
@ 21 espirales en la otra
direccion.
Sin embargo, también existen

variedades de girasoles gigantes
representados por 144:233.

ﬁ_ P ) 2 g 1 " L e
llustracion 55: Reyes, E. (2020). Matemdticas en la naturaleza. Filotaxis. UVa.

La ordenacion del nimero de hojas en los tallos de las plantas también sigue series de Fibonacci. Los cuasi-

cristales tienen ordenaciones pentagonales y por tanto también estan relacionados con la sucesion de

Fibonacci y la proporcion durea.

El niimero 5 (ya observado por Leonardo Da Vinci), la serie de Fibonacci y la proporcion durea aparecen con

mucha frecuencia en la naturaleza.
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