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Resumen

Durante el desarrollo de este trabajo de fin de grado, se busca una resolucion lo
mas simplificada posible de los problemas clasicos de rétulas plasticas con la
diferencia de que se tendra en cuenta el esfuerzo axil producido en las estructuras,
realizando a su vez, una continua comparacion entre el problema completo y
simplificado, con el fin de reflejar la importancia de este tipo de esfuerzos, y el claro
error que se comete en los casos en los que no se tienen en cuenta.
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Método directo.
Momento plastico reducido.

Carga de colapso.

Abstract

During the development of this final degree project, a solution is sought as
simplified as possible of the classic problems of plastic joints with the difference
that the axial force produced in the structures will be taken into account, making a
continuous comparison between the complete problem and the simplified problem,
in order to reflect the importance of this type of effort, and the big error that is made
in the cases where they are not taken into account.
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Introduccion

Este Trabajo de Fin de Grado supone una ampliacién del estudio y conocimiento
acerca del calculo de rétulas plasticas ya comenzado en la asignatura Estructuras
y Construcciones Industriales, donde se realizan este tipo de problemas aplicando
dos métodos diferentes de trabajo, aplicando ademas una simplificacion del
esfuerzo axil frente al Momento Flector la cual sera tema de discusion a lo largo del
desarrollo del Trabajo de Fin de Grado.

Esta simplificacion supone claramente una ventaja a la hora de simplificar, tanto el
calculo como el planteamiento del problema y es realizada ya que, el efecto del
esfuerzo axil se considera despreciable frente a del flector, ya que es, este Gltimo,
proporcionalmente menor.

Motivacion del trabajo

Durante el estudio de la asignatura, he podido observar como se normaliza el hecho
de despreciar el efecto axil, por ser proporcionalmente muy inferior al valor del
momento flector, y en otros métodos de trabajo como en el MDR no se realiza esa
operacion.

Estos hechos me llevaron a comenzar un estudio concreto en esta area, llevandome
a una conclusion determinada en base a mi trabajo, la cual se mostrara al final del
documento.

Objetivos

El principal objetivo del TFG es investigar y comprobar la validez de la simplificacion
del esfuerzo axil en los problemas de calculo plastico, estudiando cual es la
variacion en el resultado final y el error relativo para cada caso.

Se realizaran para ello 4 ejemplos practicos, cada uno con unas propiedades
diferentes. En todos ellos, se realizara la resolucion previamente obviando el
esfuerzo axil y posteriormente teniéndolo en cuenta.

Mediante este método de trabajo, podremos comprobar el nivel de error cometido

en cada tipo concreto de problema, buscando obtener unas conclusiones lo mas
concisas posibles.
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Estructura del documento
Este documento tratard de explicar paulatinamente los conceptos basicos del
calculo plastico, realizando una introduccién en el area del calculo plastico,
pasando por la descripcion de los diferentes métodos de trabajo, antes de pasar a
la parte meramente experimental.

Contexto historico

Los primeros informes y publicaciones que versaron sobre el calculo plastico datan
de principios del siglo XX, provenientes de paises centro europeos, como Alemania
y Hungria, donde se realizaban estudios sobre materiales ductiles, observando las
respuestas de los materiales cuando estos eran llevados a su limite, y
comprobando como algunos de ellos, seguian soportando esfuerzos mas alla de la
primera deformacion producida.

Mas adelante, entrados ya los anos 40, se realizaron los primeros ensayos en
porticos, donde se generaron las primeras que pasaron a generar las leyes de
construccion en obras civiles que se utilizan en la actualidad desde
aproximadamente los anos 50.
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Calculo plastico y elastico

Ensayo de traccién. Diagrama tension deformacion

Para iniciarnos en el tema, es importante describir la diferencia entre ambos
conceptos, lo que sera determinante para entender la posterior explicacion.

Como hipoétesis, trabajaremos con materiales ddctiles, como por ejemplo el acero,
ya que son los materiales capaces de soportar cargas una vez superado el limite
elastico.

Para ello, acudiremos al diagrama tension-deformacion de los materiales, generado
tras un ensayo de traccioén sobre una probeta determinada. El resultado del ensayo
genera la grafica que mostramos a continuacion.

o)
i\

I [
EldsTico | EP PLASTICO I
[

|
|
: 3 4

tana=E

I
|
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I
|
|
|
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Figura 1 Diagrama Tension-Deformacion

En él, podemos observar las diferentes etapas de comportamiento que va sufriendo
el material, y que describiremos brevemente a continuacion:

1. Etapa elastica lineal. En esta etapa, observamos el comportamiento lineal del
material, donde vemos como el material sigue manteniendo su forma a medida
que se va aumentando el valor de la tension aplicada. Se observa como el material
resiste y tiene una absoluta recuperacion. Decimos que se sigue manteniendo la

llamada Ley de Hooke:
AL F

=L_0 AxE

€

La proporcionalidad exacta dura desde el punto de partida hasta el punto 1, el
llamado limite de proporcionalidad.
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La segunda etapa llega desde el limite de proporcionalidad (punto 1), hasta el
llamado limite elastico (punto 2). En esta zona, la proporcionalidad ya no es
exacta, aunque se producen esfuerzos que provocan una deformacion unitaria
nunca superior al 0,2%.

Etapa viscoelastica. Esta es la parte en la que comienza la transicion de material
plastico a elastico. Comienza en el limite elastico y finaliza en el limite de fluencia.
Comienzan las primeras deformaciones permanentes, dejandose de cumplir la
Ley de Hooke.

Etapa de fluencia. En esta zona, el comportamiento del material ya es plastico,
pues se producen grandes variaciones de longitud para esfuerzos relativamente
bajos. Las deformaciones en esta zona son totalmente permanentes. Algunos
materiales no sufren esta etapa.

Etapa de acritud. En esta etapa, el material sufre un endurecimiento en frio, donde
el material genera una resistencia a sufrir nuevas dislocaciones, la cual provoca
un endurecimiento del material. Esta zona finaliza en el limite de rotura (punto 5).
Etapa de estriccion. Es la etapa final del ensayo de traccion, y en ella se considera
que el material ya esta roto a efectos de resistencia. Se observa como se produce
un aumento de la deformacion sin aplicar esfuerzo. Este alargamiento se conoce
como alargamiento de rotura.

Comportamiento plastico y elastico
Con esta documentacion, pretendemos diferenciar las dos zonas de estudio:

e Comportamiento plastico. Se trata de una zona en la cual, el material genera
una respuesta lineal al aumento de la tension. Se inicia cuando la tension
aplicada es nula, y finaliza en el llamado limite elastico.

La caracteristica principal de esta zona es la completa, o practicamente
completa (99,8 %) recuperacion del material ante la aplicacién de una
determinada fuerza.

e Comportamiento plastico. En esta etapa, no existe la proporcionalidad entre
esfuerzo y deformacion, ya que se ha superado el limite elastico del material.
Se observa como el material sufre deformaciones permanentes.

Como ya hemos comentado anteriormente, algunos materiales no soportan
cargas una vez superado el limite elastico, motivo por el cual, trabajaremos
con materiales siempre ductiles, ya que sabemos que estos son capaces de
resistirlos.

Es importante destacar como las estructuras hiperestaticas soportan mayor
carga que las isostaticas.
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Tipos de estructuras
En funcion del nimero de libertades que tenga un sistema podemos diferenciar
tres tipos: estructuras isostaticas, hiperestaticas y mecanismos.

Grado de Hiperestaticidad
Se conoce como grado de Hiperestaticidad de una estructura determinada al
numero de fuerzas que cuyo valor se desconoce y que no puede ser determinado

mediante ecuaciones de equilibrio.
Para calcular este valor, se suele acudir a la siguiente expresion que indicaremos

para el caso de una estructura longitudinal o para pérticos:
a. Estructura longitudinal.

En el caso de una estructura longitudinal, la expresion se reduce a la
siguiente:
GH=R-(2+1L)

b. Pértico

Si la estructura en cuestion es un portico, la expresion pasa a ser:
GH=R-(3+1L)

Siendo en ambos casos:
o R: ndamero de reacciones totales que aparecen en la

estructura, sabiendo que:

o Empotramientos: 3 reacciones (longitudinal, perpendicular y
momento).

o Apoyo fijo: 2 reacciones (longitudinal y perpendicular a la
barra).

o Apoyo movil: 1 reaccion (longitudinal a la barra).

El resultado de esa expresion determina el tipo de estructura con la que pasaremos
a trabajar, siendo:

e Estructura isostatica si GH=0.

e Estructura hiperestatica si GH>O0.

e Mecanismo si GH<O.
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Estructuras isostaticas

Este tipo de estructuras se producen cuando es grado de Hiperestaticidad es nulo,
por lo cual podemos considerar que todos sus nudos son articulados o que
funcionan como tal.

Esto indica que podemos calcular por equilibrio todas las incognitas de fuerzas
existentes. Mostraremos a continuacién, varios ejemplos de este tipo de

estructuras:
b) Q c) o d) - e)

Figura 2 Ejemplos de estructuras isostdticas

Vemos como todas ellas podrian resolverse Unicamente mediante el equilibrio.

Estructuras hiperestaticas

En este caso, el grado de Hiperestaticidad es superior a O, lo cual indica que
tenemos que obtener alguna ecuacion extra, o alguna incégnita anadida para
resolver el problema en cuestion.

El sistema resultante seria indeterminado, lo cual indica que existiran infinitas
combinaciones estaticamente admisibles para resolver las incognitas planteadas.

A continuacion, mostramos un ejemplo:

LIl
A

Trr?
Figura 3 Ejemplo de estructura hiperestatica
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Mecanismos
Se trata del ultimo caso posible, y en este, el valor de GH es negativo, lo que indica
que existen menos incognitas que ecuaciones. La estructura sera, por tanto,

inestable.

Mostramos un ejemplo de este caso:

A A

Figura 4 Ejemplo de mecanismo
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Formulacion y base teorica

En este apartado hablaremos sobre el momento plastico reducido y como puede ir

variando este, teniendo en cuenta el efecto y la deformacion asociados al efecto

axil aplicado.

Para comenzar a trabajar es necesario conocer el valor del limite plastico en cada

una de las secciones:

Para el calculo del momento plastico:
M, =Wy +x0,=2+xmxo,
Ecuacion 1 Momento pldstico de una seccion

Si nos dan el factor de forma:

Ecuacion 2 Factor de forma

I,
Mp=WZ*ay=F*0'y
2

Ecuacion 3 Momento eldstico de una seccion

Para el calculo del axil plastico:

szA*ay

Ecuacion 4 Axil pldstico de una seccion
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Momento plastico reducido en seccién rectangular maciza

Comenzaremos hablando del caso particular de las secciones rectangulares
macizas, las cuales son las mas sencillas y ayudaran a la comprension del
método.

o Seccidn rectangular
OF

i

1

h G B

b GF

Figura 5 Distribucion de tensiones en seccion rectangular maciza

Podemos observar la estructura y distribucion de tensiones de una seccion
rectangular maciza, asi como los valores de su axil y flector plastico.

Si atendemos a la grafica mostrada en la figura 5, podremos, por lo tanto,

podremos despejar el valor de Mpn, teniendo el resto de sus variables conocidas:

Ecuacion 5 Momento pldstico reducido en seccion rectangular maciza
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Momento plastico reducido en seccién en doble T

Para la resolucion de nuestros casos, utilizaremos frecuentemente el perfil en
doble T, ya que es el mas adecuado para casos de porticos, los cuales seran los
mas habituales en la experimentacion.

Mostramos a continuacion su geometria y la correspondiente distribucion de
tensiones normales:

\
\
| e e Y

— }

Omax

Figura 6 Distribucion de
tensiones normales en perfil en

Figura 7 Vista en corte de perfil en doble T
doble T

Siendo “c” el valor en el eje y que va desde el centro de gravedad en sentido
positivo del eje vertical, podemos definir:

A=bxh—(h—2e)*(b—e)

Ecuacidn 6 Area de una seccion

Con ello, podemos definir el axil plastico:

N, =Axo0p =[bxh—(h—2e)*(b—e)]*op

Ecuacion 7 Axil pldstico en una seccion
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Para el momento estatico:

" b h 1(h 2e1) * (b
= — X X —_—— — —_ F3 J—

Ecuacion 8 Momento estdtico en una seccion

Sabiendo que

Obtenemos el valor del momento plastico acudiendo a la expresion de la ecuacion

(1).

Para obtener el valor del axil, estudiaremos el perfil en dos zonas (las dos alas y el
alma)

e Alas (superior e inferior tienen ecuaciones idénticas)
h h
Ny, =|b*xe; + (h—2e)e+ b * c—(——el> +b*(z—c) * Op

2

Ecuacion 9 Axil en las alas de una seccion en doble T

= =) (el

Ecuacion 10 Momento flector en las alas de una seccion en doble T
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e Alma
h h
NXZ=[e*(z—el+c)—e*(E—el—c)]*ap

Ecuacion 11 Axil en el alma de una seccion en doble T

MZZ={e(g—el—c)(%[;—el—c]+c)+be1*(%*(h—el))}*ap

Ecuacion 12 Momento flector en el alma de una seccién en doble T

Por Ultimo, para obtener los valores de Mpn1 (alas) y Mpn2 (alma), debemos seguir
el siguiente procedimiento resuelto por el software Wolfram Mathematica:

e |gualamos Nx1y Nx2 a un valor determinado del axil, al que denominaremos
Na, por tanto:

NXl - Na
Ecuacion 13 Igualdad de axil en las alas a un axil determinado, Na
NXZ = Na

Ecuacion 14 Igualdad de axil en el alma a un axil determinado, Na

e Despejamos de la igualdad anterior el valor de “c” para cada uno de los dos
casos.
Para el caso de las alas:

_ Na+ (2ee; — 2be; + bh — eh)op

¢ 2bog

Ecuacion 15 Valor de "c" en las alas en seccion de doble T

Para el del alma:
Na

Zeo'p

Ecuacion 16 Valor de "c" en el alma en seccion de doble T
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e Sustituimos el valor de “c” en cada uno de los dos casos. Por tanto, resulta:

(Na + (—2bey + 2ee; + 2bh — eh)op)(Na — (2be, + e(—2e, + h))ag)

M = -
PN1 4ha,
Ecuacion 17 Valor del momento pldstico reducido en las alas
2 _ _ _ 2 2
Iy Na*“ + e x (—4be, x (e; — h) + e * (—2e; + h)*)ox
PN2 = —

4eoy

Ecuacion 18 Valor del momento pldstico reducido en el alma

En el caso de tener en cuenta el axil plastico, es necesario calcular el valor de Mpn
(Momento plastico reducido), cuyo procedimiento desarrollaremos a continuacion:

Figura 8 Evolucion real del axil pldstico frente al
momento flector pldstico en seccion rectangular
maciza

En la grafica, se muestra cual es la evolucion real del momento plastico reducido
(eje de ordenadas) en funcion del valor del axil (eje de abscisas) en un punto
determinado.

Sin embargo, la norma utilizada es la que rigen la EC3 y EA3, donde muestran
esta comparacion de manera mas sencilla, pero con cierto error cometido.
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02 04 06 08 10

Figura 9 Evolucidn del axil pldstico frente al momento flector pldstico segtin normas EC3 y EAE

Si comparamos ambos graficos:

10 1
08
06
04

02

02 04 06 08 10

Figura 10 Comparacion grdfico real con el de las normas EC3 y EAE

Se observa como se comete cierto error, pero se genera un grafico mucho mas
simplificado.

Tras estas demostraciones, podemos decir que conociendo los valores del axil
plastico limite (Np), del flector plastico limite (Mp) y el valor del axil en el punto en
cuestion, podemos obtener cual es el valor del momento plastico reducido (Mpn).
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Para concluir este apartado, mostramos un nuevo grafico donde aparece la
comparacion de las zonas de incidencias del momento plastico reducido para el
almay las alas.
10
08
06

04

02

02 04 06 08 10

Figura 11 Comparacion zonas de incidencia del momento pldstico reducido en alma y alas

Se observa como la zona de incidencia de las alas (rojo) es mucho mayor que la
del alma (azul).
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Teoremas y métodos de resolucion de problemas

Para la generacion de este estudio, se han utilizado los dos principales métodos
de resolucion de ejercicios de calculo plastico. A continuacion, procederemos a
explicarlos de manera concisa.

Teorema del limite superior. Método cinematico

Este teorema enuncia que una carga basada en un cierto mecanismo de colapso
sera siempre igual o mayor a la carga limite real.

Concluye diciendo que sblo en el mecanismo de colapso real podremos encontrar
el verdadero valor de la carga limite.

Método cinematico

Es un medio de resolucion de problemas de rétulas plasticas basado en el
teorema del limite superior y enuncia que se deben tener en cuenta todos los
mecanismos de colapso posibles, calculando la carga de colapso para cada uno
de ellos.

La verdadera carga de colapso sera la menor de todas, y debe cumplir siempre
que M<Mp.

Teorema del Limite inferior. Método estatico

En este caso, el teorema enuncia que la carga limite real sera aquella que sea
estrictamente menor que el valor del limite plastico (Mp) y que haya sido
calculada en base a un diagrama de equilibrio.

Como en el caso anterior, el verdadero valor de la carga limite de colapso aparece
en el diagrama de equilibrio del mecanismo de colapso.

Método estatico

Es un método de resolucion basado en el teorema del limite inferior, y dicta que
debemos estudiar varios casos de diagramas de equilibrio, en los que existan
varios puntos candidatos a rotulas plasticas. La mayor de ellas para cada caso
sera la carga de colapso para ese diagrama concreto.

La carga de colapso definitiva sera la mayor de todos los casos estudiados.
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Método directo

Se trata del método mas importante de resoluciéon de problemas de rotulas
plasticas. Indicaremos el procedimiento de este:

1) Calculo del momento plastico, axil plastico, momento plastico reducido y axil para
cada una de las secciones.

En este documento en concreto, utilizaremos siempre el mismo perfil, un perfil en
doble T, el IPE300 concretamente. Para ello mostraremos las expresiones
utilizadas, ya que el procedimiento ha sido explicado con anterioridad.

Para calcular el momento plastico maximo acudimos a la ecuacion (1):

M, =Wy * 0, =S * 0,
Para el axil plastico maximo, ecuacion (4):

N,=A+o,

p
Para el momento plastico reducido en el alma, ecuacion (17):

(Na + (—2be; + 2ee; + 2bh — eh)op)(Na — (2be; + e(—2e, + h))og)
4boy

Mpy, = —

Para el momento plastico reducido en las alas, ecuacion (18):

Na® + e x (—4bey * (e; — h) + e * (—2ey + h)?*)0op?
4eor

Mpy, = —
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2) Calculo del Grado de Hiperestaticidad (GH) de la estructura.

Ya explicado anteriormente. En nuestro caso siempre vamos a trabajar con
porticos, por tanto, la expresion sera la siguiente:

GH=R-(3+L)

Ecuacion 19 Grado de Hiperestaticidad

3) Calculo del Nimero Posible de Rétulas Plasticas (NPR).

Para calcular este valor, debemos conocer las secciones candidatas:
e Empotramientos.
e Zonas con cargas puntuales aplicadas.
e Zonas con cambios de direccion de las barras.
e Zonas de interseccion con cargas distribuidas.

4) Calculo del nimero de ecuaciones de equilibrio (EQ).

La expresion en este caso es muy trivial:

EQ = NPR-GH

Ecuacion 20 Ecuaciones de equilibrio

Daniel Bello de Val Universidad de Valladolid 31



5) Calculo de esfuerzos axiles (en el caso de tener en cuenta su efecto).
Se trata de calcular los esfuerzos axiles para cada una de las barras realizando un

equilibrio general a toda la estructura (si es isostatica), o aplicando los métodos de
calculo de esfuerzos ya conocido, como pudiera ser el MDR.

6) Comprobacion de que el mecanismo de colapso es seguro.

Determinaremos si el mecanismo de colapso determinado es seguro. Para ello, se
debe cumplir que el momento plastico de la o las rétulas que no llegarian a
formarse es menor, en valor absoluto al valor del comento plastico limite.

IMil < Mpn

Ecuacion 21 Comprobacion de la sequridad del mecanismo
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7) Planteary resolver la tabla.

Una vez recopilada esa serie de datos, se pasa a resolver la siguiente tabla:

Seccidn 1 2 3 4 n

Mi

Ni

Oi
EC1
EC2

ECN

Tabla 1 Planteamiento general de problemas de rotulas pldsticas

En ella, se plantean tantas ECs como nimero de GH se obtenga, y tanto nimero de
secciones como zonas candidatas a rotulas plasticas existan.

8) Planteamiento de las diferentes ECs.

Se plantean tantas ECs como valor numeérico tiene el GH.

Para calcular estas aplicamos la siguiente expresion:

eEl " (my * (2M; + Miyq) +mypq * QMg + M) +my 0y +mypq %6041 =0

Ecuacion 22 Cdlculo de ECs

9) Resolucién final de las incégnitas generadas.

Finalmente, resolvemos las ecuaciones, sabiendo que uno de los giros debe ser
nulo, y ese sera la Ultima rétula plastica.

Es muy importante destacar que el signo de cada giro debe coincidir con el de su
momento plastico en el instante de fallo.
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10)

Calculo del coeficiente de seguridad.

Pasamos, finalmente a calcular el coeficiente de seguridad de la estructura.

Definimos el coeficiente de seguridad como:

Ao = =S
(4 Pe

Ecuacion 23 Coeficiente de seguridad
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CAP{TULO 3: Ejemplos de validacion
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Ejemplo 1: Portico biempotrado con cargas puntuales.

Se procedera a la resolucion de un problema simple formado por un pértico
empotrado en ambos extremos al que se le aplican dos cargas de valor “P”, una en
el centro del dintel, hacia abajo, mientras que la otra en la esquina superior
derecha, hacia la derecha.

Me

L Mp Mo

Figura 12 Pértico biempotrado con cargas puntuales

El paso previo para comenzar sera elegir el tipo de perfil con el que trabajar.

Se trata de una estructura de un poértico, con lo cual, elegiremos un perfil en doble
T, el mas adecuado en estos casos.

El perfil elegido es un IPE 300.

De este tipo de perfil conocemos los siguientes datos:

o h=03m

o b=0.15m

o e=7.1*103m

o e1=21.07*%103m
o E=21*1011Pa
o 1;=8360-108 m4

Tomaremos un material S275, lo que nos indica que 0,=275 MPa.

Por Gltimo, la longitud L=5 m.
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Ejemplo 1.1: Resolucion sin el efecto reductor del axil en el
momento plastico

1. Calculo del momento plastico para cada seccion

Para el caso concreto del IPE 300:

Ecuacion 24 Seccion en IPE 300

Para calcular el momento plastico, acudimos a la ecuacion (1)

M, =S * 0, = 165577,05 Nm

2. Calculo el GH de la estructura en cuestion:
Ecuacion (19)
GH=R—-3+1L)
En este caso tenemos que:

7] “” )

e R=6 (3 reacciones en los empotramientos “a” y “e
e L=0 (no existe ninguna rétula u otro elemento que proporcione libertad).

Con lo cual, es elemental descifrar que GH=3.

3. Calculo el nimero posible de rétulas plasticas:

En este caso son 5 (existe una posible rotula plastica en los puntos “a”, “b”, “c”, “d”
y “eH).

4, Calculo de EQ:

Ecuacion (20):

EQ = NPR—-GH =2
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5. Plantear diferentes mecanismos de colapso posibles y las ecuaciones de los

mecanismos posibles:

A continuacion, se muestran los dos mecanismos de fallo con sus respectivas

ecuaciones:

= Mecanismo de colapso 1:

> EQ1(MC1)

T Tl

Figura 13 EQ1 para portico biempotrado con cargas puntuales

EQl —» PL=— M, +2M, — M,

= Mecanismo de colapso 2:

5 EQ2(MC2)

Figura 14 EQ2 para pdrtico biempotrado con cargas puntuales

EQ2 - PL=—M,+ M, + M, + M,
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Realizaremos un pequeno inciso sobre el criterio seguido para decretar el signo
de cada uno de los giros acumulados.

Si nos situamos en el interior de la estructura, el portico, en este caso:

a) Si el giro acumulado viene hacia nuestra posicion, se considera negativo
b) Si, por el contrario, el giro se aleja de nuestra posicion se considerara
positivo.

6. Calculo de la carga de colapso limite para cada mecanismo y determinacion
de la carga de colapso limite.

Cargas de colapso

. 4M.
MCI: =_P
€ M, =-u, Pey = —
M, =+M,
M, =-M,
MC2:
M, =M,
M, =+M, b 4M,
M;=-M, 2=
M, =+M,

Figura 15 Cargas de colapso en pdrtico biempotrado con cargas puntuales

7. Comprobacién de que el mecanismo de colapso es seguro:

o Ensayo

MC1 M, — A,
M, =+M;, EQ2 - |M,| < M,
A, =M,

MC2: EQ2 - |M,| < M,
M, =—M_.
Mo =M EQ1l - M, <M
At Q M| < M,
A = +M

Figura 16 Comprobacion de seguridad del mecanismo de colapso en pdrtico biempotrado con cargas puntuales

Se comprueba que ninguno de los dos mecanismos es seguro por si solo.

Daniel Bello de Val Universidad de Valladolid 39



Pasamos a comprobar si la combinacion de ambas proporcionaria seguridad al

mecanismo.

o Combinaciones

MC1+MC2:
M, =M, EQl: PL—=——M,+2M_,+M,
M, =+Mg
M, ——M, .
M. — At EQ PL=—Mg+M,+M,+M,
P
—270 P
+26
p_3M,
< r

+0

Figura 17 Mecanismo combinado en pdrtico biempotrado con cargas puntuales

Vemos que la combinacion es segura. Este seria por tanto el mecanismo de

colapso.

Obtendriamos, por tanto, los valores de los momentos y la carga en el instante de

colapso:
> M, = —M, = —165577,05 Nm
> M, =0Nm
> M, =M, =165577,05 Nm
> My =—M, = —165577,05 Nm
> M, =M, = 165577,05 Nm
> P.=2M — 9934623 N
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8. Plantear tabla

Con los resultados obtenidos podemos desarrollar la tabla (1), que resultarda como

se muestra a continuacion:

Seccion a b c d e
Mi -Mp 0 Mo -Mp Mp

Oi Oa 0 Oc OF Oe
EC1 1 1 0,5 0 0]
EC2 0] 0 0,5 1 1
EC3 0 1 1 1 0

Tabla 2 Planteamiento general portico biempotrado con cargas puntuales sin considerar el efecto reductor del
esfuerzo axil

9. Planteamiento de las ECs

Con los datos de la tabla, planteamos las 3 ECs, ecuacion (22):

L
<5 " (my * 2M; + Myq) + mypq * RMyq + Mp)) +my %01 +myyq 654, =0

= EC1 (ma=1; mb=1; mc=0,5; md=0; me=0)

”L+9 +056,. =0
12E1 a b ere

= EC2 (ma=0; mb=0; mc=0,5; md=1 me=1)

M,L
7 * 1050+ 04 + 6, =0

= EC3 (ma=0; mb=1; mc=1; md=1; me=0)

M, L
12E1

+9C+9d:O
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10.Resolucion de ecuaciones

Resolviendo las ecuaciones anteriores, y teniendo en cuenta la restriccion de que
el signo de cada giro debe coincidir con el de su momento plastico en el instante
de fallo, obtenemos los resultados finales:

O

0, = 0 rad (altima rétula plastica)

o 0, =0rad (rétula que no llega a formarse)

o 0. =22=786+10"rad

0 0y =-"E=-1179+ 10 rad
Ml — 3.93%1073 rad

o 0,=
€ 12EI
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Ejemplo 1.2: Resolucion considerando el efecto reductor del axil
en el momento plastico

En esta segunda forma de resolver el problema, realizaremos operaciones
adicionales, y otras muchas ya indicadas previamente, que sélo seran indicadas.

1. Calculo del momento plastico, axil plastico, momento plastico reducido y axil
para cada una de las secciones.

A= ((bh—(b—¢€)x(2e; + h))o, = 5,188 x 10™3m?
Ecuacidn 25 Area para perfil IPE300

Ecuacion (4):
N, = A*0, = 1426716,5N

El axil para cada tramo (perfil IPE 300), ya explicado anteriormente,
ecuaciones (9), (10), (11), (12):

h h
Nx1=[b*el+(h—291)e+b*(C—(E—eﬁ))"‘b*(i_c)]*GF
vor = {20 h 1 fh
a=ers(z=c) G+ )}
h h
NXZ=[e*(——el+c)—e*(——€1—0)]*UF
2 2
h 1r1h 1
MZZ={e(z—el—c)(§[z—el—c]+c)+bel*(§*(h—@1))}*UF
2. GH=3

3. NPR=5

4. EQ=2
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5. Calculo de esfuerzos axiles de toda la estructura.

Mostramos, a continuacion, la figura (12):

| Ba~!

Mep

Me

Mr

En este apartado, sélo tenemos que realizar equilibrio, tanto en el dintel BD, como en

el pilar AB, obteniendo:

e Equilibrio dintel BD:
ZMb =0 My+ Mg+ 2L %Ry,
EFV=O—>Rya=P—Rye
Despejando obtengo:

1
Rye=Z*(PL_Mb_Md)

Ryq =P —Ry,

e Equilibrio pilar AB:

ZMb=O—>Ma+Mb+Rxa*L
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Despejando obtenemos:

Rxa

1
_Z* (Mg + M)

6. EQs:
EQl1—> P+L=—M, +2M, — M,

EQ2>P*L=—My,+M, —My+M,

7. Planteo tabla

Seccion a b c d e
Mi -Ma Mp Mec -Mg Me
Ni -Rye -Rye -Rxa -Rye -Rye
Oi Oa Op Oc Oq Oe
EC1 1 1 0.5 0 0
EC2 0 0 0.5 1 1
EC3 0 1 1 1 0

Tabla 3 Planteamiento general pértico biempotrado con cargas puntuales considerando el efecto reductor del

esfuerzo axil

8. Planteo Ecs

EC1 (ma=1; mp=1; m=0,5; mg=0; me=0)

x [3M,, + 5,5M,, + 3M, + 0,5M;] + O, + 95 + 0,59, = 0

EC2 (ma=0; mp=0; m=0,5; mg=1; me=1)

Daniel Bello de Val

Universidad de Valladolid

% [0,5M}, + 3M, + 5,5M, + 3M,] + 0,59, + 94 + 9, = 0




EC3 (Mma=0; mp=1; mc=1; mgq=1; me=0)

L
g7 [Ma +5My + 6M +5My + Me] + 9, + 0,50, + 9, = 0

9. Resolucion de las ecuaciones

Previamente, necesitamos conocer el orden de formacién, con lo que planteamos

un sistema formado por las 2 EQs y las 3 ECs, asumiendo nulos los valores de los
5 giros.

Es importante destacar que estos valores no son los definitivos, ya que esta
estimacion solo nos indica el orden de formacion de las propias rétulas.

Planteamos y resolvemos por tanto este sistema de 5 ecuaciones con 5 incognitas:

EQL:P+L = —M, +2M, — M,

EQ2:P+L=—M,+M,— My, + M,

EC1: — % [3M, + 5,5M, + 3M, + 0,5M ] + 9, + 9 + 0,50, = 0

6E1

EC2:

o7 * [0,5My + 3M + 5,5M + 3M,] + 0,50, + 04 + 9, =0

L
EC3: o * [Mq + 5My + 6Mc + 5My + Mc] + 9y + 0,59 + 9 = 0

Obteniendo de estos los siguientes resultados:
M, = —0.2125LP

M. = 0.3LP
M, = —0.3875LP
M, = —0.4125LP

Esto nos indica que la Ultima rétula plastica en formarse seria “b”.
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Como el mecanismo es completo, la estructura alcanza el fallo plastico con GH+1
rétulas, por tanto, con 4.

Decimos entonces que la rétula b no llega a formarse.

Con estos datos pasamos a la resolucion final, donde igualaremos cada momento
al valor del momento maximo en cada seccion.

En este caso, al tener toda la seccion el mismo perfil, sabemos que el limite plastico
va a aparecer en las alas, por tanto:

My = — My,
M, = My,
Mg = —My,
M, = My,

Sustituyendo los valores y despejando, obtengo los valores finales de momentos,
giros y carga critica en el instante de colapso:

P. = 22834,8N
0, = 0 rad (d4ltima rétula plastica)
0, (rétula que no llega a formarse)
0. = 3.30838 * 10~* rad
04 = —9.41147 x 1073 rad
6, = 4.50589 * 1073 rad
M, = —62411,6 Nm
M, = 8032,42 Nm
M. =50169,9 Nm
M,; = —21865,4 Nm
M, = 21865,4 Nm

Se puede comprobar como coinciden los signos de giros y momentos, lo que nos
indica que la resolucion es compatible y, por lo tanto, es la solucién del problema
plastico.
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Ejemplo 1.3: Comparacion de resultados

Realizados los problemas, pasamos a realizar la comparacion entre ambos

métodos:
Reduccion de la
Sin considerar el Considerando carga de colapso
efecto reductor efecto reductor | por el efecto del
del axil del axil axil (%)
Pc 99346,23 22834,8 77,01
Oa 0 0 -
Bb 0 0 -
B¢ 0,00786 0,000330838 95,79
B4 -0,01179 -0,00941147 20,17
e 0,00393 0,00450589 14,65
Ma -165577,05 -62411,6 62,3
Mo 0 8031,42 -
Me 165577,05 50169,9 69,7
Mg -165577,05 -21865,4 86,79
Me 165577,05 21865,4 86,79

Tabla 4 Comparacion de resultados en portico biempotrado con cargas puntuales

Como se puede observar, en este primer ejemplo, aparecen unas reducciones del
efecto axil notoriamente considerables, siendo muy destacable la reduccion de la

carga critica.
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Ejemplo 2: Portico empotrado-apoyado con cargas puntuales.
Se procedera a la resolucion de un problema formado por un pértico empotrado en
su extremo izquierdo, mientras que tiene un apoyo fijo en el derecho.

Se le aplican dos cargas: una de valor “P” en el centro del dintel, hacia abajo,
mientras que la otra en la esquina superior derecha, hacia la derecha y de valor
P/6.

A continuacion, se muestra una ilustracion del problema:

P
b c d P/6
EAI
E Al E A I
a e

Figura 18 Portico empotrado-apoyado con cargas puntuales

El perfil con el que trabajar sera nuevamente un IPE 300.

De este tipo de perfil conocemos los siguientes datos:

h=0.3m
b=0.15m
e=7.1*103m

e1=1.07*103m
E=2.1%101 Pa
Iz = 8360-10% m*

o O O O O O

Tomaremos un material S275, lo que nos indica que 0,=275 MPa.

Por altimo, L=5 m.
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Ejemplo 2.1: Resolucidn sin el efecto reductor del axil en el momento plastico.

1. Calculo del momento plastico para cada seccion
Para el caso del IPE 300, ecuacion (24):

(b*h_(b—e)

S=2
g 8

* (—2e; + h)?)

Ecuacion (1):

M, = § *oge = 165577,05 Nm

2. Calculo el GH de la estructura en cuestion:
Ecuacion (19):

GH=R-(3+L)=2

3. Calculo el nimero posible de rétulas plasticas:

En este caso son 4 (existe una posible rétula plastica en los puntos “a”, “b”, “c” y

“d").

En el punto “e” tenemos un apoyo movil, que nunca ofrece momento alguno, lo cual
hace que funcione como una rétula elastica, impidiendo asi la existencia de rétula

plastica alguna.

Con ese dato sabemos también que Me=0.

4, Calculo de EQ:

Ecuacion (20):

EQ = NPR—GH =2

Daniel Bello de Val Universidad de Valladolid

50



5. Plantear diferentes mecanismos de colapso posibles y las ecuaciones de los
mecanismos posibles:

A continuacién, se muestran los dos mecanismos de fallo con sus respectivas
ecuaciones:

= Mecanismo de colapso 1:

EQ1 (MC1)
P

Figura 19 EQ1 pdrtico empotrado-apoyado con cargas puntuales

EQ1 —» PL = —M, + 2M, — M,

= Mecanismo de colapso 2:

EQ2 (MC2)
P
+6 -6 P6

-0 .' @

Figura 20 EQ2 pdrtico empotrado-apoyado con cargas puntuales

EQ2 — == —Mq + My — My
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6. Calculo de la carga de colapso limite para cada mecanismo y determinacion
de la carga de colapso limite.

o Cargas de colapso

MCI:
M, =-M, M
M, =+M, P, = Tp
M,=-M,

MC2:
M,=-M

= Ms 18M,

M, =+M, Poo=—
M, =-M,

Figura 21 Cargas de colapso pdrtico empotrado-apoyado con cargas puntuales

7. Comprobacion de que el mecanismo de colapso es seguro:

o Ensayo P.min

M,=-M, 2M

4-M _ p
*Mc:_MP ‘Rlz LP Ma — —_3 - |Ma| <Mp
M,=-M,

Figura 22 Comprobacion de seguridad pdrtico empotrado-apoyado con cargas puntuales

Se comprueba que el primer mecanismo es seguro por si solo.

Podemos determinar, por tanto, que EC1 es el mecanismo en el instante de
colapso.
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Obtendriamos, por tanto, los valores de los momentos y la carga en el instante de
colapso:

2Mp

> M, = - = —110384,7 Nm
» M, =—-M, =-165577,05Nm
» M, =M, =165577,05 Nm
» My =—M,=—-165577,05 Nm
> M,=0Nm

4*Mp
» P.= = 132461,64 N

8. Plantear tabla

Con los resultados obtenidos podemos desarrollar la tabla, que resultara como se
muestra a continuacion:

Seccion a b C d e
M, - (2Mp) /3 Mp Mp Mp 0
Oi 0 Op Oc Oq 0
EC1 1 1 0.5 0 0
EC2 0 1 1 1 0

Tabla 5 Planteamiento general pdrtico empotrado-apoyado con cargas puntuales sin considerar el efecto reductor
del esfuerzo axil

9. Planteamiento de las ECs

Con los datos de la tabla, planteamos las 3 ECs:

L
5" (mg * 2M; + Myyq) +mypq % My + M) +my* 01 +myp g 04 =0

= EC1 (ma=1; mp=1; mc=0.5; mq=0; me=0)

~5M,L
El +0b+0'566‘=0
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= EC2 (Mma=0; mp=1; mc=1; mgq=1; me=0)

—14MpL
T+0b+96+0d =0

10.Resolucién de ecuaciones

Resolviendo las ecuaciones anteriores, y teniendo en cuenta la restriccion de que
el signo de cada giro debe coincidir con el de su momento plastico en el instante
de fallo, obtenemos los resultados finales:

o 6, =0rad(rétula que no llega a formarse)

o 0, = 0rad (4ltima rotula plastica)

_ 1omp

o 6 =""P=04716rad

o 8y =——2L— 02515 rad

3EI
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Ejemplo 2.2: Resolucion considerando el efecto reductor del axil en el momento

plastico,

En esta segunda forma de resolver el problema, realizaremos operaciones
adicionales, y otras muchas ya indicadas previamente, que sé6lo seran indicadas.

1. Calculo del momento plastico, axil plastico, momento plastico reducido y axil
para cada una de las secciones.

Ecuaciones (25) y (4):

A= ((bh—(b—e)x(2e; + h))o, = 5188 x 103m?
N, = A * o0, = 1426716,5N
El axil para cada tramo (perfil IPE 300), ya explicado anteriormente:

Ecuaciones (9), (10), (11) y (12):

NXl=[b*el+(h—2e1)e+b*<c—(g—el>>+b*(g—c)]*JF
=l -0 ([
NX2=[e*(;—el+c)—e*(g—el—c)]*ap

2

MZZ={e(——el—c)<1[ﬁ—el—c]+c)+bel*(—*(h—el))}*aF

2. GH=2
3. NPR=4

4, EQ=2
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5. Calculo de esfuerzos axiles de toda la estructura.

Figura (18):
P
b ¢ d P/e
E.AI
EAL E.AT
a e
i A\

En este apartado, sélo tenemos que realizar equilibrio, tanto en el dintel BD, como en
el pilar AB, obteniendo:

e Equilibrio dintel BD:

ZMb=O—>Mb+Md+2L*Rye

EFV=O—>Rya=P—Rye

Despejando obtengo:

1
Rye=Z*(PL_Mb_Md)

e Equilibrio pilar AB:

ZMb=0—>Ma+Mb+Rxa*L
Despejando obtenemos:

1
Rxa = _Z*(Ma'l'Mb)
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6. EQs:

EQl > P«L=—M,+2M.— M,

P
EQ2 - M, + M, —M; + M,
7. Planteo tabla
Seccion a b c d e
Mi Ma Mb Mc Md O
Ni 'Rye ‘Rye ‘Rxa 'Rye ‘Rye
Oi Oa Ob OC Od O
EC1 1 1 0.5 0 0
EC2 0 1 1 1 0

Tabla 6 Planteamiento general portico empotrado-apoyado con cargas puntuales considerando el efecto reductor
del esfuerzo axil

8. Planteo Ecs

EC1 (ma=1; mb=1; mc=0,5; md=0; me=0)

=7 * [3Ma + 5,5M, + 3M +0,5My] + 94 + I, + 0,59 = 0

EC2 (ma=0; mb=1; mc=1; md=1; me=0)

L
@*[Ma+5Mb+6Mc+5Md+Me]+19b+19c+19d:O
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9. Resolucion de las ecuaciones

Previamente, necesitamos conocer el orden de formacién, con lo que planteamos
un sistema formado por las 2 EQs y las 2 ECs, asumiendo nulos los valores de los

4 giros.

Planteamos y resolvemos por tanto este sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas:

EQl > P«L=—M, +2M, — M,

PxL

EQ2 > —— =My + M, — My + M,

EC1 > — * [3M, + 5,5M,, + 3M, + 0,5M;] + 9, + 9, + 0,59, = 0

6E]

L
EC2ﬁ@*[Ma+5Mb+6MC+5Md+Me]+19b+19c+19d=0

Obteniendo de estos los siguientes resultados:
M, = —0,1245LP
M, = 0.3154LP
M; = —0.2447LP

M, =0
Esto nos indica que la Gltima rétula plastica en formarse seria “a”.
Como el mecanismo es completo, la estructura rompe con GH+1 rétulas, por tanto,
con 3.

Decimos entonces que la rotula “a” no llega a formarse.

Daniel Bello de Val Universidad de Valladolid 58



Con estos datos pasamos a la resolucion final, donde igualaremos cada momento
al valor del momento maximo en cada seccion.

En este caso, al tener toda la seccion el mismo perfil, sabemos que el limite plastico
va a aparecer en las alas, por tanto:

Mg = Mx,
M, = Mx,
Mg = Mx,
M, = My,

Sustituyendo los valores y despejando, obtengo los valores finales de momentos,
giros y carga critica en el instante de colapso:

P, =284879 N
0, = (rotula que no llega a formarse)
0, = 0 rad (Ultima rétula plastica)

0., =169 %1073 rad
0, =-9+10"3rad
M, = —23739,9 Nm
M, = —35609,9 Nm

M, = 35609,9 Nm
My = —35609,9 Nm

M, =0Nm

Se puede comprobar como coinciden los signos de giros y momentos, lo que nos

hace pensar que la solucion es compatible y, por tanto, es el resultado final del
problema.
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Ejemplo 2.3: Comparacion de resultados

Resueltos ambos casos, realizamos la comparacion entre ellos:

Sin considerar el
efecto reductor

Considerando
efecto reductor

Reduccién de la
carga de colapso
por el efecto del

del axil del axil axil (%)
Pc 132461,64 28487,9 78,49
0a 0 0 -
b 0 0 -
B¢ 0,4716 0,0169 96,42
Bd -0,2515 -0,009 96,42
Ma -110384,7 -23739,9 78,49
Mo -165577,05 -35609,9 78,49
Mc 165577,05 35609,9 78,49
My -165577,05 -35609,9 78,49
Me 0] 0 -

Tabla 7 Comparacion de resultados portico empotrado-apoyado con cargas puntuales

En este caso, vemos como la reduccion de la carga de colapso por el efecto axil es

ligeramente superior, aunque manteniéndose los valores practicamente en los

mismos baremos.
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Ejemplo 3: Portico biempotrado con carga distribuida.
Se procedera a la resolucion de un problema formado por un poértico biempotrado.

Se le aplica una carga de valor “q”, de tipo distribuida, a lo largo de todo el pilar
izquierdo.

A continuacion, se muestra una ilustracion del problema:

q C d

L
o

L

Figura 23 Portico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

El perfil con el que trabajar sera nuevamente un IPE 300.

De este tipo de perfil conocemos los siguientes datos:

h=0.3m
b=0.15m
e=7.1*103m

e1=1.07*103m
E=2.1*101 Pa
I, = 8360-10% m4

O O O O O O

Tomaremos un material S275, lo que nos indica que 0,=275 MPa.

Por altimo:
o Lp=5 m.
e Lg=20m.
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Ejemplo 3.1: Resolucidn sin el efecto reductor del axil en el momento plastico.

1. Calculo del momento plastico para cada seccion
Para el caso del IPE 300, ecuaciones (24)y (1):

bxh (b—e)
S

M, =S x g, = 165577,05 Nm

S=2x * (—2e; + h)?)

2. Calculo el GH de la estructura en cuestion:
Ecuacion (19):

GH=R-(3+L)=3

3. Calculo el nimero posible de rétulas plasticas:

7P T

En este caso son 4 rotulas que tendremos en cuenta de forma explicita (“a”, “c”,
Hd" y He”).

Para el caso del punto “b”, lo tomaremos como una rétula implicita, esto quiere

e “an

decir que su expresion sera dependiente de los valores de los puntos “a” y “c”.

Su expresion la desarrollamos mas adelante.
4. Calculo de EQ:

Ecuacion (20):

EQ=NPR—-GH =1
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5. Plantear diferentes mecanismos de colapso posibles y las ecuaciones de los
mecanismos posibles:

A continuacion, se muestran los dos mecanismos de fallo con sus respectivas
ecuaciones. Nos valdria con el primer mecanismo, pero, como comprobaremos
posteriormente, ninguno de los dos es seguro por si mismo, con lo que
procederemos a realizar el calculo de ambos

= Mecanismo de colapso 1:

EQ1 (MC1)

+6

Figura 24 EQ1 pdrtico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

q* L
EQL: —" = ~M, + M.~ My + M,

= Mecanismo de colapso 2:

EQ2 (MC2)

Figura 25 EQ2 pdrtico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

L—x

L
g>|<[x(L—x)+(L—x)2]=—Ma+;Mb— M,

2
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6. Calculo de la carga de colapso limite para cada mecanismo y determinacion de la
carga de colapso limite.

Cargas de colapso

MC1: 8Mp
M,=-M, Qe1 = 77
M_=+M, P
M,=-M,
..".f._ = +a‘"f;.|
MC2:
M,=-M; __ 4AMp N 0qc2 _ 0 1L
M, =+M; Q2= e~ Tox o
M, =-M,
16M,
c2 = 2
Lp

Figura 26 Cargas de colapso pdrtico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

7. Comprobacién de que el mecanismo de colapso es seguro:

Ensayo

2y 4x

MCL: EQ2: M, =|1+—-_|M,
M, ==M, \ L L)
M, =+M, 0 $M, &_j.r,, 0 = zmk
M,=-M, L L | &x 4
M, =+M SM
F M,=—L>M,_
4
NO Seguro

Figura 27 Comprobacion de seguridad pdrtico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

Se comprueba que el mecanismo no es seguro por si mismo.
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Pasamos a comprobar si la combinacion de ambas proporcionaria seguridad al
mecanismo.

- Combinaciones

MC1+MC2:
M, =-Mp
..I.rg, = "..I.rp
M, =-M,
M, =+M,

Figura 28 Combinacion de mecanismos portico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

ql? 4M,, * (2L — x)

Me= 73 = e =7 oy

aqc3 —

o 0->M =(V3-1)M, <M,

(2+v3)

ez = 2% ———— p

Ly

Vemos que la combinacion es segura. Este seria por tanto el mecanismo de
colapso.

Obtendriamos, por tanto, los valores de los momentos y la carga en el instante de
colapso:

» Mg =—-M, =-165577,05 Nm

> M, =M, =165577,05 Nm

> M, =(V3-1)M, =121211Nm

> My =—M, = —165577,05 Nm

> M, =M, =165577,05 Nm

> .= 2% (2:2@ « M, = 49435,4 N /m

p
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8. Plantear tabla

Con los resultados obtenidos podemos desarrollar la tabla, que resultarda como se
muestra a continuacion:

Seccidn a b c d e
Mi -Mp 0 3 -1)M, -Mp Mp
Oi Oa Op 0 Oq Oe
EC1 1 Mp(X) 1 0 0
EC2 0 Mp(X) 0 1 1
EC3 1 Mp(X) 0 0 1

Tabla 8 Planteamiento general portico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo sin considerar el
efecto reductor del esfuerzo axil

Como dijimos anteriormente, la expresion de mb es dependiente de los valores de
may mc, y su distribucion es del tipo lineal y sera la siguiente:

me,—m
mb(x)%*x+ma
P

9. Planteamiento de las ECs

Con los datos de la tabla, planteamos las 3 ECs:

L
5" (my * 2M; + Mypq) +mypq % (2Mipq + M) +my+ 0y +myyq * 644 = 0

= EC1 (ma=1; mb= mb(x); mc=1; md=0; me=0)

L L 12
—d*[ZMC+Md]+6—E’,’I* 3M, +3M, + 21

o +0,+60,+60.=0

=  EC2 (ma=0; mb= mb(x); mc=0; md=1; me=1)

Ly L,

6E1*[MC+M"]+6E1* [3M; + M,]+6;+6,=0
=  EC3 (ma=1; mb= mb(x); mc=0; md=0; me=1)

L, L3q x
@* ZMa+Mc+Md+2Me+T +9a+(1—g)9b+ge:0
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10.Resolucion de ecuaciones

Resolviendo las ecuaciones anteriores, y teniendo en cuenta la restriccion de que
el signo de cada giro debe coincidir con el de su momento plastico en el instante
de fallo, obtenemos los resultados finales:

0, = —5,78451 * 1075 rad

o
o 6, = 2,0406+*107°rad

o 6.,= 0rad (rétula que no llega a formarse)
o 04 = 0rad (4ltima rétula plastica)

o 6, =23,98616 1075 rad
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Ejemplo 3.2: Resolucién considerando el efecto reductor del axil en el momento

plastico.

En esta segunda forma de resolver el problema, realizaremos operaciones
adicionales, y otras muchas ya indicadas previamente, que sélo seran indicadas.

1. Calculo del momento plastico, axil plastico, momento plastico reducido y axil
para cada una de las secciones.

Ecuaciones (25) y (4):
A= ((bh—(b—e)*(2e; +h))o, = 5188 * 10~3m?
N, = A* o, = 1426716,5N

El axil para cada tramo (perfil IPE 300), ya explicado anteriormente,
ecuaciones (9), (10), (11) y (12):

h h
NX1=[b*e1+(h—281)8+b*(C—<§—€1>>+b*(§_c)]*o'F
o = {2p (h ) (1 h )
n={ers(5-0)- (G lzc[+ )}

h h
NX2:I:e*(z_el+C>_e*(§_el_c):|*O-F

MZZ={e(%—el—c>(%[g—e1—c]+c>+bel*(%*(h—el))}*ap

2. GH=3
3. NPR=4

4. EQ=1
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5. Calculo de esfuerzos axiles de toda la estructura.

A continuacion, mostramos de nuevo la estructura del problema:

Lo

Figura 29 Portico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

En este apartado, sélo tenemos que realizar equilibrio, tanto en el dintel BD, como en
el pilar AB, obteniendo:

e Equilibrio del pértico completo:

qLy
ZMﬂ:O_)Ma-I_Me-I_Ld*Rye:T

ZFU=O—>Rya=—Rye

Ztho_)Rxez_Rxa_qu

Despejando obtengo:
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e Equilibrio pilar AC:

ql,
ZMa:O—>Ma+MC+Rm*Lp+T

Despejando obtenemos:

1 qL?
Rya = _L_* (Ma+MC+Tp)
p

Rye = —Ryq — qu

Calcularemos también el cortante de la barra AC, ya que de él dependera el axil
del dintel:

Vac = Rxa T q % Ly

Por altimo, definimos el valor de los tres esfuerzos axiles:

Nge = _Rya
Neg = —Vac
Nge = _Rye

6. EQs:

Como ya sabemos, solo hay una en este caso:

qlL3
EQL~> =P =M, + M.~ Mg+ M,

Daniel Bello de Val Universidad de Valladolid 70



7. Planteo tabla

Seccion a b c d e

Mi Ma Mp Mc Mg Me

N; -Rya -Rya Vac -Rye -Rye

Oi Oa Op Oc Od Oe
EC1 1 Mip(X) 1 0 0
EC2 0 Mp(X) 0 1 1
EC3 1 Mp(X) 0 0 1

Tabla 9 Planteamiento general pdrtico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo considerando el

efecto reductor del esfuerzo axil

Sabemos que, en este caso, el valor de mb es lineal, y dependiente de los

momentos en a y ¢ y del valor de la distancia, x, recorrida. La expresion resultante

sera:

Daniel Bello de Val

mc—ma
3L

my(x) = x+my
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8. Planteo Ecs

= EC1 (ma=1; mb= mb(x); mc=1; md=0; me=0)

2

L_d*[zM + Ml + b, 3M, + 3M, +L”—q +0,+6,+6.=0
6EI C d 6E1 a C 2 a b C

=  EC2 (ma=0; mb= mb(x); mc=0; md=1; me=1)

L, L
6E1*[MC+Md]+6—E”I*[3Md+Me]+0d+ee=0

= EC3 (ma=1; mb= mb(x); mc=0; md=0; me=1)

L L?
p p4 X
6EI* ZMa+MC+Md+2Me+T +9a+(1—g)9b+96=0

9. Resolucion de las ecuaciones

Previamente, necesitamos conocer el orden de formacion, con lo que planteamos
un sistema formado por las EQ y las 3 ECs, asumiendo nulos los valores de los 5
giros. Sabemos que Mb sera nulo en este caso

Es importante destacar que estos valores no son los definitivos, ya que esta
estimacion solo nos indica el orden de formacion de las propias rétulas.

Planteamos y resolvemos por tanto este sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas:

qL}
EQ1—>T=—Ma+MC—Md+Me
Ld Lp L%q
ECl:@*[ZMC+Md]+@* 3Ma+3MC+T +6,+60,+6.=0
Ly L,
EC2: * [M. + Myl +—*[3My; +M,]+6,+6,=0

6E] 6E]
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ENULIN YV VPSPPI | I +(1-26,+6,=0
D % p —rt ~ e, —
6EI a c e 4 a Lp e

Debemos considerar también el valor de Mb, que sera dependiente de x.

(—Ma+MC)*x+q*Lp*x_qx2

M, =M
b at L 2 2

p

Calculamos el maximo relativo, que quedara definido como:

oM, —2Ma + 2Mc + Lp?q
=0->x=

dx 2Lp x q

Juntando ambas expresiones obtenemos el valor de Mb maximo, que sera el que
consideremos:

—2Ma + 2Mc + qLp? (—Ma + Mc)(—2Ma + 2Mc + qLp?) (—2Ma + 2Mc + Lp?q)?
+ —_
4 2q * Lp? 8q * Lp?

Mbméx = Ma +

Obteniendo de estos los siguientes resultados:
M, = 1,60687 q
M, =1,13426 q
M; = —1,36574 q
M, = 3.49537 q
Esto nos indica que la Ultima rétula plastica en formarse seria “a”.

Como el mecanismo es completo, la estructura rompe con GH+1 rétulas, por tanto,
con 4.

Decimos entonces que la rétula “a” no llega a formarse.
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Con estos datos pasamos a la resolucion final, donde igualaremos cada momento
al valor del momento maximo en cada seccion.

En este caso, al tener toda la seccion el mismo perfil, sabemos que el limite plastico
va a aparecer en las alas, por tanto:

Mg = Mx,
M, = Mx,
Mg = Mx,
M = My,

Sustituyendo los valores y despejando, obtengo los valores finales de momentos,
giros y carga critica en el instante de colapso:

qc = 22834,8N/m
0, = 0 rad (Ultima rétula plastica)
0, = 0 rad (rétula que no llega a formarse)

0. = —10,7717 x 1073 rad

)
s:.
Il

—7,86752 * 10~* rad
6, = —20,4669 * 1073 rad
M, = 38898,6 Nm
M, = 50439,5 Nm
M, =0Nm
M, = 0 Nm
M, = 149133 Nm

Se puede comprobar como coinciden los signos de giros y momentos, lo que nos
hace pensar que la solucién es compatible y, por lo tanto, es el resultado final del
problema.
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Ejemplo 3.3: Comparacion de resultados.

Reduccién de la
Sin considerar el Considerando carga de colapso
efecto reductor efecto reductor por el efecto del
del axil del axil axil (%)
qc 49435,4 22834,8 53,81
Ba 5,7845E-05 0 -
b 2,04E-05 0 -
B¢ 0 -1,08E-02 -
B4 0 -7,87E-04 -
Oe 3,99E-05 -2,05E-02 - (%)
Ma -165577,05 38898,6 123,49
Mo 165577,05 50439,5 69,54
M. 121211 0 -
My -165577,05 0 -
Me 165577,05 149133 9,934

Tabla 10 Comparacion de resultados pdrtico biempotrado con carga distribuida sobre el pilar izquierdo

(*) Particularmente despreciaremos el error relativo para el caso del 8e, ya que el

valor de este para el caso inicial es practicamente nulo, lo cual genera un error

exponencialmente alto.

Por ello, considero invalido el resultado de esa muestra.

Se puede observar claramente como se ha reducido el valor de la reduccion de la
carga de colapso por el efecto axil respecto a los problemas de cargas puntuales.
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Ejemplo 3.4: Ventajas e inconvenientes del método.

En este apartado realizamos un breve analisis del método de resolucion, en el
cual tenemos en cuenta la reduccion de la carga de colapso producida por el
efecto axil.

Ventajas

Entre las ventajas del método, se encuentra la aproximacion de este medio de
resolucion de problemas a la realidad, ya que, en una estructura cualquiera
sometida a una determinada carga, siempre aparecera el esfuerzo axil.

Otra de las ventajas es que, ademas de hacer mas realista el problema, somos
capaces de obtener resultados mas concretos, que nos muestran como es posible
llegar al colapso plastico de una estructura con un valor menor de carga.

Inconvenientes

El principal inconveniente, como ya hemos ido mencionando durante la
resolucion, es la complejidad del método de resolucion, que exige de un software
matematico para realizarlo, lo que complica considerablemente la resolucion de
este tipo de problemas.
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CAP{TULO 4: Problema de aplicacidn
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Problema de aplicacion 1: Pdrtico a dos aguas capaz de soportar
la accion lateral del viento y la carga superior del peso de un
solido equivalente a la nieve.

En este caso, se procedera a la resolucion de un problema mas adaptado a una
situacion real.

Trabajaremos con un poértico biempotrado, de dos aguas, capaz de soportar la
accion lateral del viento en ambos pilares, y la accion superior de una carga, que
podria ser equivalente a la del peso de la nieve sobre su dintel.

Ambas cargas, seran representadas por fuerzas distribuidas, como se muestra a
continuacion.

O T A

=

|

)

=

[~
HEEE
LI | [

|
-

L

Figura 30 Nave industrial

El perfil de trabajo sera el utilizado en los casos anteriores, un IPE 300.
De este tipo de perfil conocemos los siguientes datos:

o S$S=628*106m3
o E=2.1*10%1Pa
o l;=8360-108 m*

En este caso, tomaremos directamente el valor de S, para simplificar un poco los
calculos

Tomaremos un material S275, lo que nos indica que 0,=275 MPa.
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El resto de los datos de interés seran:

® Lp=5m.
o Ld=10m.
e H=7m.

e Qn=2000 N/m (nieve).
e g =5000 N/m (viento).
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Problema de aplicacién 1.1: Resolucién sin el efecto reductor del axil en el
momento plastico.

1. Calculo del momento plastico para cada seccion
Para el caso concreto del IPE 300, ecuacion (1):

M, =S * 0, = 172700 Nm

2. Calculo el GH de la estructura en cuestion:
Ecuacion (19):

GH=R-(3+L)=3

3. Calculo el nimero posible de rétulas plasticas:

En este caso son 5 (existe una posible rétula plastica en los puntos “a”, “b”, “c”, “d”
y “e").

4. Calculo de EQ:

Ecuacion (20):

EQ = NPR—-GH =2
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5. Plantear diferentes mecanismos de colapso posibles y las ecuaciones de los
mecanismos posibles:

A continuacion, se muestran los dos mecanismos de fallo con sus respectivas
ecuaciones:

= Mecanismo de colapso 1:

En este caso, el mecanismo de colapso lo forman las rétulas “a”, “b”, “d” y “e”.

EQl: — My + M, — My + M, = q, * L%

= Mecanismo de colapso 2:
En este caso, el mecanismo de colapso lo forman las rétulas “a”, “b”, “c”y “d”.

Antes, definimos tanto la relacion entre la carga lateral y la del viento, como el valor
de la longitud “bc”.
dn = 2,5qy
Ecuacion 26 Relacion entre carga lateral y carga superior en nave industrial
Lg
be ™ cos B

Ecuacién 27 Valor de la longitud BC en nave industrial

La*qy
EQ2: — M, + 2,25M,, — 2,5M, + 1,25M, = q,, * L3 — 12,5-22

d*
cosfB
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6. Calculo de la carga de colapso limite para cada mecanismo y determinacion
de la carga de colapso limite.

MC1:
M, = —M,
M, = M,
My = —M,
M, =M,
4M
c1 = L_pr
MC2:
M, = —M,
M, = M,
M, =—-M,
My =M,
7Mp
c2 = I
13 —12,54 3
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7. Comprobacion de que el mecanismo de colapso es seguro:

En este caso, el mecanismo de colapso pareceria ser el segundo, donde fallarian
Ha"’ “b"’ “C" y Md".

Sin embargo, la existencia de multiples cargas distribuidas obliga a estudiar las
posibles rotulas implicitas, en las zonas internas de las respectivas barras, ya que
el momento plastico en ellas podria alcanzarse antes que en alguna de las rétulas
explicitas. Estos momentos implicitos resultarian:

a4 (—2Ma + 2Mb + quv * L2) + (—Ma + Mb)(—2Ma + 2Mb + quv * L2) _ (=2Ma +2Mb + qv * L2)?

Mf =M
f 4 2qu x L2, 8qv L2,

(2 cos B(Mc — Mb) + qu = L%) + (—Mb + Mc)(2 cos f(Mc — Mb) + qu = %)
4cosfB 2qv * L3
(2 cos B(Mc — Mb) + qv * L%)?
- 8qv * L% cos B

Mg = Mb +

Mny Mi seran idénticas a Mg y Mr respectivamente, cambiando sus puntos de origen
y destino.

Obtendriamos, por tanto, los valores de los momentos y la carga en el instante de
colapso:

> M, = —59443,3 Nm

M, = —Mp = —172700 Nm
M, = Mp = 162621 Nm

M, = —Mp = —172700 Nm
M, = Mp = 172700 Nm

> g, =928573N/m

YV V V

En cuanto a las posibles rotulas plasticas en las zonas intermedias:

» Mg (pilar ab) = —59426,3 Nm
> M, (dintel bc) = Mp = 172700Nm

> M, (dintel cd) = Mp = 172700 Nm
» M; (pilar de) = 285974 Nm

Podemos comprobar como, en nuestro caso, la plastificacion se produce en 5
puntos, de los cuales 3 son explicitos (b, d y €) y dos son implicitos (g y h).

El mecanismo de colapso quedara definido entonces por esos 5 puntos.
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8. Plantear tabla

Con los resultados obtenidos podemos desarrollar la tabla, que resultarda como se

muestra a continuacion:

Seccion a b c d e
Mi -Ma -Mp Mo My Me

O Oa Op Oc Oqg Oe
EC1 Ma Mp Me Mg Me
EC2 Ma Mp Me Mg Me
EC3 Ma Mo Mc Mg Me

Tabla 11 Planteamiento general nave industrial sin considerar el efecto reductor del esfuerzo axil

Debemos, ademas definir las rétulas que se definen de manera implicita, en
funcion del valor de los puntos situados a sus extremos:

Daniel Bello de Val

mf=

my —m

a
* Xq + mg
Lp
me —my
* Xo + my
bc

mg —mg

* X3 +mc
Lbc
me — My

* Xy +md
P
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9. Resolucion de ecuaciones

Resolviendo las ecuaciones anteriores, y teniendo en cuenta la restriccion de que
el signo de cada giro debe coincidir con el de su momento plastico en el instante
de fallo, obtenemos los resultados finales:

o 6, =0rad (rétula que no llega a formarse)

o 8, =-—153646 x 1073 rad

o 6, =0rad (ultima rétula plastica)

o 85 =-787063 1073 rad

o 0, =30,2842x10"3rad
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Problema de aplicaciéon 1.2: Resolucién considerando el efecto reductor del axil

en el momento plastico.

En esta segunda forma de resolver el problema, realizaremos operaciones
adicionales, y otras muchas ya indicadas previamente, que so6lo seran indicadas.

1. Calculo del momento plastico, axil plastico, momento plastico reducido y axil
para cada una de las secciones.

Ecuaciones (25)y (4):
A= ((bh—(b—e)*(2e; +h))o, = 5188 * 10~3m?
N, = Ao, = 1426716,5N

El axil para cada tramo (perfil IPE 300), ya explicado anteriormente,
ecuaciones (9), (10), (11) y (12):

h h
NX1=[b*e1+(h—281)8+b*(C—<§—€1>>+b*(§_c)]*o'F
o = {2p (h ) (1 h )
n={ers(5-0)< (G lzc[+ )}

h h
NX2:I:e*(z_el+C>_e*(§_el_c):|*O-F

MZZ={e(ﬁ—el—c>(%[2—e1—c]+c>+bel*(%*(h—el))}*ap

2. GH=3
3. NPR=5

4. EQ=2
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5. Calculo de esfuerzos axiles de toda la estructura.

Equilibrio estructura:

2q,L%  qu(2Lg)?
2 2

ZMa=0—>Ma+Me+2Ld*Rye—

ZFv =0-Ryq = 2q,Lp — Ry,

Despejando obtengo:

2quL% qv(ZLa)z)

1
Rye = — * (Ma+ Me — > >

2L,

Rya = 2qyLp — Rye

Equilibrio pilar AB:

1 ql3
Rya = —E*(Ma-l-Mb +T
Equilibrio pilar DE:
1 ql3
Rye = __*(Md'l'Me +_)
Ly 2
Cortantes:
Vb = Rxa + QLp
Vg = Rye +qLy
Axiles:
Ngp = _Rya

Npc = —Ryqsinff —Vycos f + g, sinff = x
Nea = —Ryesin — Vg cos B + g, sin B * (Lpe — X)

Nge = _Rye
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6. EQs:

EQl: — My + M, — My + M, = q, * L3

EQ2: — My + 2,25M, — 2,5M, + 1,25My = q,, * L% — 12,5 Lfoz Zv
7. Planteo tabla

Seccidn a b c d ©
M; Ma M Me Me Me

N; Na No Ne No \e

o Oa Op O O O
EC1 ma Mo Me M Me
EC2 Ma M Me M me
EC3 ma Mo Me M Me

Tabla 12 Planteamiento general nave industrial considerando el efecto reductor del esfuerzo axil

Debemos, ademas definir las rétulas que se definen de manera implicita, en
funcion del valor de los puntos situados a sus extremos:

my —Mmg
msz—*x1+ma
14
me —my
mg=—*x2+mb
Lbc
mg —meg
my, =———x* X3+ mg
bc
me —Mmy
m; = L * X4 + My
14
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8. Resolucion de las ecuaciones

Con estos datos pasamos a la resolucion final, donde igualaremos cada momento
al valor del momento en cada seccion.

En este caso, al tener toda la seccion el mismo perfil, sabemos que el limite plastico
va a aparecer en las alas, por tanto:

Mg = Mx,
My = Mx,
M, = Mx,
Mg = Mx,
M, = My,

Sustituyendo los valores y despejando, obtengo los valores finales de momentos,
giros y carga critica en el instante de colapso:

Que = 1282,81 N/m
0, = 0 rad(rétula que no llega a formarse)
0, = —8,34307 * 1073 rad
0. = 0 rad (4ltima rétula plastica)
04 = —6,477357 * 1073 rad
6, = 1,23535 % 1073 rad
M, = 13425,5 Nm
M, = —13425,5 Nm
M. = 20399,2 Nm
My = —29460,6 Nm
M, = 29460,6 Nm

Se puede comprobar como coinciden los signos de giros y momentos, lo que nos
hace pensar que la resolucion puede ser correcta.
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Problema de aplicacion 1.3: Comparacion de resultados.

Realizados los problemas, pasamos a realizar la comparacion entre ambos

métodos:
Reduccion de la
Sin considerar el Considerando carga de colapso
efecto reductor efecto reductor | por el efecto del
del axil del axil axil (%)
On 9285,73 1282,81 86,19
Ba 0 0 -
B -1,55E-02 -8,34E-03 46,07
B¢ 0 0 -
B4 -7,87E-02 -6,48E-03 91,78
e 3,03E-02 1,24E-03 95,92
Ma -59443,3 13425,5 122,59
Mo -172700 -13425,5 92,23
Me 162621 20399,2 87,46
Mg -172700 -29460,6 82,94
Me 172700 29460,6 82,94

Tabla 13 Comparacion de resultados en nave industrial

Se observa como los valores de reduccion de carga de colapso por efecto axil son

los mas altos que hemos encontrado, algo que tiene sentido, ya que, a mayor

esbeltez de las barras, el valor del efecto axil tiene una importancia mayor.
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CAP{TULO 5: Conclusiones y lineas futuras
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Conclusiones

Para realizar las conclusiones del proyecto, aplicaremos razonamientos en base a
los diferentes resultados obtenidos en los diferentes modelos, mostrando a
continuaciéon una tabla con las diferentes medias aritméticas de las variaciones
de resultados en los tres parametros mas destacados.

A continuacion, mostramos una tabla donde aparecen las diferentes variaciones
de resultados tanto en cargas, momentos como giros para los 4 casos practicos

realizados.
Media de Media de Media de
variaciones de variaciones de variaciones de
resultados en resultados en resultados en
cargas (%) momentos (%) giros (%)
Ejemplo 1 77,01 76,40 33,77
Ejemplo 2 78,49 78,49 48,21
Ejemplo 3 53,81 67,65 -
Problemal 86,19 93,63 77,96
Media total 73,88 79,04 53,31

Tabla 14 Conclusiones

Se puede comprobar, por tanto, que el error cometido al despreciar el esfuerzo
axil es considerablemente alto.

Importante es el hecho de que sea mayor en el problema de aplicacion real, lo
que nos hace destacar que los errores son mayores en este tipo de problemas, ya
gue cuanto mas esbelta sea una estructura, sera predominante la flexion, y, por
tanto, la reduccion por efecto axil es mayor

Por otra parte, es facil observar el nivel de laboriosidad del proceso y que, sin un
software matematico, seria enormemente costoso realizar la resolucion de un
problema, lo cual hace comprensible que se realice la simplificacion para ensenar
el método.

Podemos concluir, por tanto, que es imprescindible tener en cuenta el efecto
reductor del axil, para conseguir resultados mas precisos, trabajando siempre en el
lado de la seguridad estructural.
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Lineas futuras

La experimentacion en este tipo de problemas es muy abierta, y siempre existen
nuevos campos de visién para avanzar en estos.

Uno de los puntos de partida mas importantes podria ser el desarrollo de un método
de calculo de estructuras mas sencillo, con el cual tratar de implantar este en el
mundo docente, para asi poder realizar un método preciso a la vez de eficaz en la
ensenanza.

Una posibilidad seria la de tratar de sistematizar este tipo de problemas mediante
el método paso a paso, usando la formulacion matricial.

Otra linea de estudio para el futuro puede ser la comprobacion del efecto que el
esfuerzo cortante puede tener en este tipo de problemas, siempre buscando la
mayor exactitud en este tipo de analisis.
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CAP{TULO 6: Estudio econdmico del proyecto
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En este apartado, nos centraremos en realizar un presupuesto estimado del
Trabajo de Fin de Grado realizado.

En nuestro caso, el proyecto esta basado en la experimentacion individual, el
diseno del proyecto y el trabajo individual con el que realizar el proyecto.

A la hora de realizar los calculos, tenemos en cuenta el trabajo total en horas
realizado en cada uno de los tres apartados anteriormente descritos, desglosando
el valor econédmico estimado en cada uno de ellos.

Para estimar los costes, se ha buscado la maxima objetividad posible ya que, en
el dia de la elaboracion de este documento no poseo la titulacion de ingeniero, he
decidido tomar como salario el SMI (Salario Minimo Interprofesional) que, a dia de
elaboracion de este era de 7,28 €/hora.

A continuacion, pasamos a mostrar el presupuesto del proyecto realizado.

Precio por hora
Numero de horas (€) Total (€)
Investigacion 125 7,28 910
Diseno de
proyecto 45 7,28 327,6
Trabajo personal 100 7,28 728
Presupuesto final 1945,6

Concluimos, por tanto, que el presupuesto final del proyecto elaborado sera de

1.945,60 €
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Anexo 1. Codigos generados en Wolfram Mathematica.
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Anexo 1.1. Ejemplo 1

NPR = 5;
6H = 3;
EQ=NPR-GH = 2

eq = Table[@, {EQ}];

eq[[1]]1 =PL
eq[[2]1] = PL =

-Mb + 2 Mc - Md;
—Ma + Mb - Md + Mej;

PFVL[Ma_, Mb_, ma_, mb_, L_, EI_] == L/ (6 EI) (ma (2 Ma + Mb) + mb (2 Mb + Ma)}

ecs = Table[@, {GH}];
ma=1;mb=1;mc=1/2; md = 03 me = @;
ecs[[1]] = PFVi[Ma, Mb, ma, mb, L, vE Iz] + PFV1[Mb, Mc, mb, mc, L, vE Iz] + PFV1[Mc, Md, mc, md, L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, L, vEIz] + maca+mbob s+ mcoc+mdod s mese == 0

1
L(3Mas3mp) L(2MbsMc+ 2 (Mb+2M0)) | (2pc s md)
+ +
6IzvE 6IzVvE 12 Iz vE

ac
+oa+6bs — =@ (zeclz)
2

ma=@3;mb=0;3mc=1/2;md =15 me = 15
ecs[[2]] = PFVi[Ma, Mb, ma, mb, L, vE Iz] + PFV1[Mb, Mc, mb, mc, L, vE Iz] + PFV1[Mc, Md, mc, md, L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, L, vE Iz] + maca + mbob + mcoc + md 5d + me oe == O

1
Ubs2mey L(Mce2mds? @Mcemd)) | (3mds3me)  ec
+ + + — +od+ 6e =0 (sec2s)
121z vE 6IzvE 61z vE 2

ma=@;mb=1;mc=1;md = 1; me = @;
ecs[[3]] = PFVi[Ma, Mb, ma, mb, L, vE Iz] + PFV1[Mb, Mc, mb, mc, L, vE Iz] + PFVi[Mc, Md, mc, md, L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, L, vE Iz] + ma a + mb &b +mc 6c + md 6d + me 6e == O

L{Ma+2Mb) L(3Mb+3Mc) L (3Mc+3Md) L (2Md+Me)
+ + +
6IzvE 61z VvE 61z VvE 61z vE

+obiocsod =0 (sec3s)

IPE2@@ = {h +30, b +15, e - 0.71, el +1.07}; (+ com =)
5275 = {oF -+ 275}; (= MPa =)
datos = {L+5, vE » 2.1 10~11, Iz » 8360 - 10~-8}; (+ m =)

Nx = Table[@©, {2}]1; (+ axil =)

Mz = Table[®@, {2}]; (= flector =)

{# Lnp en ala superior ) (*Idéntico al del ala inferior, lo llamaremos alas a partir de ahorasz)
Nx[[1]] = (bel + (h-2el)e+b (c-(h/2-e1}) -b (h/2-c)}) of (# ala superior =)

Mz[[1]]1 =2b(h/2-c) (1 /2 (h/2-C) + ) OF

{# Lnp en alma =)

Nx[[2]] =(e(h/2-e1+c) -e(h/2-e21-¢c)) oF

Mz[[2]] =2 (e(h/2-e1-c) (1/2(h/2-el1l-c) +cC) +bel(1/2(h-el1)}) oF

{#Definimos a continuacidn las cuatro ecuaciones resultantesz)

h h
(bel+b(c+el——] -b (—ca——] +e (—2el+h)] oF (+Nxl1lz)
2 2

1 h h
2b(c+— (—c+—]] (—cq——] oF (#Mzlz)
2 2 2

h h
(—e[—c—e1+—] +e (c—el+—]] oF (#Nx2x%)
2 2

1 h h 1
2(& (c+— (—c—el+—]] (—c—el+—]+—bel (—el+h)]0F (#Mz2+)
2 2 2 2
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(# estuerzos plasticos =)
A=bh-{(h-2e1) (b-ge);
Mp = A oF (#Axil mdximo=s)

S=2(bh/2h/4-1/2 (h-2el1) (b-e}1/4 (h-2el1})};
Mp = S oF (#Flector maximos)

4

(bh- (b-e} (-2el+h}} oF

‘bh* 1 -
—— —— (b-e} [—-2el+h;] oF
a8 a8

5011 = Solwve[Mx[[1]] == Na, c]J[[1]1];
M@ = Nx[[1]] /- € = (h/s2—-e1)
Simplify[Mz[[1]1] /. sell]

e (-2el+ h) oF

(Na+ (-2bel+2eel+2bh-eh) oF) (Na- (2bel+e (-2el+h}) oF) o _
- 2D oF {(#Mpnlx)} (+xAlasx)
o

=012 = Solwve[Mx[[2]] == Na, c] [[1]1]1;

Mx[[2]] FfuoCc—»@
Mx[[2])]) #/-c—= (h/f2-e1)
simplify[Mz[[2]] /. sel2]

=]

e (-2el+h) oF

-Na’+e(-4bel (el-h) +e (-2el+h)?) oF?

(#Mpn2&) (*Alma)
4eoF

Mpn = Piecewise[{{Simplify[Mz[[1]] /- sol1], N@ < Na < Np}, {Simplify[Mz[[2]] /. s0l2], @ < Na < NG} }] .

_ (Ma+(-2bels2eelilbh-eh) of) (Na-(2belee (-2eleh)) of )
aboF
RN (—d bel (el-h)ee (-2 :thJZ] o2

e(-2e1+h) oF <Na< (bh- (b-e) (-2e14+h)) oF (+Mpnls) (sAlasx)

@<Na<e(-2el+h)oF
4eof

2] True

e({-2el+h)
(bh- (b-e) (-2e1+h)) oF (=Np=)

(+ axiles =)

R2e=1/(2L) (PL-Mb-MNd);
R2a = P - R2e;
Rla = - (Ma + Mb) /L;

sol = Solve[Join[eq, ecs] /. {@a +@, ob >0, 5c > @, od » @, @e » @}, {May Mb, Mc, Mdy Me}]1[[1]]
sol // N

LP LP 3LP 31LP 33LP,
Mas-—,Mbs-—,Mcs —,Md=s-—,Mes — +
- e 8e 16 e 4
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MC = Table[®, {4}];

MC[[1]] = Me == Mz[[1]1] /- Solve[{Mx[[1]] = R2e}, c]1[[1]1] /. IPE30@ /. 5275 /. datos

-1.0948283499999999 "6 + Mb + Md - 5 P] (1 [15 -1.0948283499999999" +6 + Mb + Md - 5 P] 1.0948283499999999" +*6 - Mb - Md + 5P ]
- + +

Me == B250 (15 +
82500 82500

82500

MC[[2]1] =Md == -Mz[[1]] /- Solve[Nx[[1]] = R2e, c] [[1]1] /. TPE3@0 /. 5275 /. datos

—1.094a3x19"_mb_md—sp" [l [ -1.89483x18° - Mb -Md- 5P| 1.89483x18°-Mb-Md=-5P
= as e |,

Md = -8250 [15 +
| 82500 82500 82500
MC[[3]] =Mc == Mz[[1]1] /- Solve[Nx[[1]] =Rla, c][[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos
( -547414. +Ma +Mb (547414, -Ma-Mb 1 -547414. +Ma = Mb |
Mc = 8256 |15 = |[ - |15 H
| 41250 41250 2 41250
MC[[4]] =Ma = -Mz[[1]] /. Solve[Nx[[1]] = R2a, c] [[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos
[ -1.89483x18° —Mb-Md-5P ) (L1 | -1.89483x18° -Mb-Md - 5P| 1.89483x18°<Mb-Md-5P
Ma == -825@ |15 = ‘ - [1 + +
| 82500 82500 82500

sol = Solve[Join[eq, ecs, MC] /. {fa + @, ob + @} /. IPE30O /. 5275 /. dates, {P, oc, &d, e, Ma, Mb, Mc, Md, Me}1[[5]] // Quiet

P = 22834.8, 5c + 0.888330838, 5d —+ -0.00941147, Se - 8.80458589, Ma <+ -62411.6, Mb -+ 8831.42, Mc - 58169.9, Md =+ -21865.4, Me —+ 21 865.4]

(# solucion %)
P1=P /. sol

22834.8

Pc=3Mp/L /. IPE3@O /. 5275 /. datos

99346.2

(# reduccion =)

(Pc-P1) /Pc100 (= % =)

77.815
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Anexo 1.2. Ejemplo 2

NPR = 4;
GH = 2;

EQ = NPR - GH
2

eq = Table[@, {EQ}];

eq[[1]]1 = PL = —Mb & 2 Mc — Mdj
eq[[2]]1 =P/6L = —Ma+ Mb - Md;

PFVL[Ma_, Mb_, ma_, mb_, L_, EI_] ==L/ (6 EI) (ma (2 Ma+ Mb) + mb (2 Mb + Ma))

ecs = Table[@, {GH}];
ma=1;mb=1;mc=1/2; md = @; me = @;
ecs[[1]] = PFV1[Ma, Mb, ma, mb, L, vE Tz] + PFV1[Mb, Mc, mby mc, L, vE Tz] + PFV1[Mc, Md, mc, md, L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, L, vE Iz] + ma 6a + mb &b + mc 8¢ + md 6d + me ge = @

i 1, 1
L(3Ma+3Mb) L [2Mb+Me+  (Mb=2Mc)| L 2Mc+Md) sc
7safsbf?==e

6IzvE 6IzvE T 121z uE
ma=08;mb=1;mc=1;md=1; me = 0;
ecs[[2]] = PFVAi[Ma, Mb, ma, mb, L, vEIz] + PFVA[Mb, Mc, mb, mc, L, vE Iz] + PFV1[Mc, Md, mc, md, L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, L, vE Iz] + ma©a + mbob + mc 6c + md 6d + me 6e == 0
L (Ma=+2Mb} L {3Mb=+3Mc) L (3Mc+3nMd) L (2Md = Me)

+ + + +5Sb+Sc+5d =
6IzvE 6IzvE 6 Iz vE 6 Iz vE

IPE3@0 = {h > 3@, b+ 15, e 5 0.71, el » 1.87}; (+ cm %)
5275 = {oF » 275} (+ MPa #)
datos = {L +5, vE » 2.1 10711, Iz - 8368 - 10"-8}; (+ m )

Nx = Table[@, {2}]; (# axil &)

Mz = Table[®, {2}]; (+ flector =)

(# Lnp en ala superior #)
Mx[[1]] = (bel + (h-2el)es+b (c-(h/f2-e1)) -b (h/2-c)) oF (* ala superior %)
Mz[[1]1]1 =2b (h/2-¢) (1/2 (h/f2-¢c) &) oF

(# Lnp en alma %)
Nx[[2]]1 = (e(h/2-els+c)-e(h/2-e1-c)) oF
Mz[[2]] =2(e(h/2-e1-¢c) (1/2(h/2-el-c)+c)ebel {172 (h-e1))) oF

[.bel—b [.c—el—;_.l—b [.—c—2.| se [—Zel—h.‘.. oF

o 1 [ he 1 .
Z[E[c——[—c—el——H[—c—el——|——bel:—el—h_. oF
Lo 2 2 \ 2 2
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(+ esfuerzos plasticos &)
A=bh-(h-2e1) (b-¢e);
Np = A oF
S=2(bh/2h/4-1/2(h-2e1) (b-e)1/4(h-2e1));
Mp = S of
{bh- {(b-e) {-2el+h)) oF
(bh?

1 2
2|— --(b-e} (-2el+h}*|oF
| 8 8

soll = Solve[Mx[[1]] = Na, c]1[[1]];

NG =Nx[[1]] /. c—» (h/2-el)
Simplify[Mz[[1]] /. soll]
e {-2elth) of

(Na+ (-2bel+2eel=2bh-eh) oF) (Na- (2bel+e (-2el+h})) oF)
4b oF

5012 = Solve [Mx[[2]] = Na, c1[[1]1];
Nx[[2]] /-c—»@

Nx[[2]] /- €+ (hf2-el)
Simplify[Mz[[2]] /. sol2]

e (-2el=:h) of

-lNa’-e [-4bel (el-h) e (-2el+h}?| oF?
4 e gF

Mpn = Piecewise [ { {Simplify[Mz[[1]] /. soll], N@ < Na < Np}, {Simplify[Mz[[2]] /. s0l2], @ < Na < N@}}]

Na+{-2bel-2eels2bh-eh) oF) (Na-(2bel-e (-2el-h)) of)
4bF

e(-2el+h) cF<Na< [bh-(b-e) [-2el+h)] oF

Mzlie (-dbel (el-h)oe (-2eloh)?] oF2
BzNa<e [-2elxh) oF

decF
@ True

(# axiles =)

R2e =1/ (2L} (PL-Mb-Md);
R2a = P - R2e;
Rla = - (Ma + Mb) / L;

(# analisis elastico-lineal %)

sol = Solve[Join[eq, ecs, {Me =08}] /. {6a + 8, b » 8, 6c » 0, 6d » 0, oe - 0}, {Ma, Mb, Mc, Md, Me}]1[[1]]
sol // N

- LP 59LFP 299 L P 58LP -
Mas-———,Mbs-— , Mc = s Md = - s Me =8,
- 237 474 945 237

Ma = -8.8464135LP, Mb - -0.124473 LP, Mc = ©.315401 LP, Md - -9.244726 LP, Me = 8.
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MC = Table[@, {3}];

MC[[1]] = Mc == Mz[[1]] /. Solve[{Nx[[1]] = Ria}, c1[[1]1] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos

-547414, < Ma -+ Mb | [ 547414, - Ma - Mb

-547414., + Ma = Mb | |
41258 41258

Mc == 8258 |15 +
\ 41258

1
- |15+
20

MC[[2]] =Mb = —Mz[[1]] /. Solve[Nx[[1]] = Rla, c][[1]] /. IPE38® /. 5275 /. datos

-547414. = Ma + Mb | [ 547414. - Ma - Mb -547414. - Ma - Mb ‘ ‘

Mb == -8258 |15+
| 41258

1
41 258 41258 2

MC[[3]] =Md = -Mz[[1]] /. Solve[Nx[[1]] = Rla, cJ[[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos

-547414., ~Ma = Mb | [ 547414, - Ma - Mb

-547414. - Ma - Mb ‘ ‘
41258 41258

Md = -8258 |15 -
\ 41258

1
T2

sol = Solve[Join[eq, ecs, MC, {Me =@}] /. {5a»0, ob » @} /. IPE300 /. 5275 /. datos, {P, od, Sc, Ma, Mby Mcy Md, Me}1[[11] // Quiet

P = 28487.9, 5d - -8.80901493, Sc - @.816983, Ma =+ -23739.9, Mb - -356@9.9, Mc - 356@9.9, Md - -356@9.9, Me - 8.}

(+ comprobar =)

c@=(h/2_-el1) /. IPE30O (+ cota union ala-alma =)
me=Mz[[1]] /. ¢ > c@ /. IPE3@@ /. 5275 /. datos

13.93

127 698.

Mc /. sol
cl=c/.Solve[ {Nx[[1]] == Rla}, c1[[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos /. sol

Mc < M@ /. sol
cl>co

35689.9
14.7894
True

True

(# solucion %)
PL=P /. sol

28487.9

Pc=4Mp/L /. IPE3@0 /. 5275 /. datos (+Mp=)

132462,

{# reduccion =}
(Pc-P1) /PC100 (+ % =)

78.4935
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Anexo 1.3. Ejemplo 3

- NPR = 4; (% secciones: a, c, d y e %)

GH = 33
EQ = NPR - GH

S1

eq = Table[@, {EQ}];

eq[[1]] =9qL"2/2 = -Ma + Mc - Md + Me
aLlq
2z

-Ma = Mc - Md = Me

- PFVA[Ma_, Mb_, ma_y mb_s L_, EI_] := L/ (6EI) (ma (2Ma+ Mb) + mb (2 Mb + Ma))
PFV2[Ma_, Mb_, ma_,mb_, L , EI ] :=L/ (6EI) ({(ma(2Ma+Mb) + mb (2Mbs Ma)) +qL~2/4 (ma+ mb))

- ecs = Table[®, {GH}];

-ma=1;mc=1;md = @; me = @; mb = (mc -ma) / (3L) x+ma; (+ lineal =)
ecs[[1]] = PFV2[Ma, Mb, ma, mby x, vE Iz] + PFV2[Mb, Mc, mby mc, 3 L - x, vE Iz] + PFV1[Mc, Md, mc, mdy, 5L, VE Iz] + PFV1[Md, Me, md, mes 3L, VE IZ] + ma©a + mbob + mc 8c + md &d + me e == @

r 2
| 3L-x) x(3Ma+3Mbs |

N
1 — +sa+sh-sc=-0
6IzvE 6 Iz vE 61z VvE

SU(2Mc-md)  [3Mb=3Me= g (3L-x]

-ma=0;mc=0;md=1;me =1; mb = (mc -ma) / (3L) x+ma;
ecs[[2]] = PFV2[Ma, Mb, ma, mb, x, vE Iz] + PFV2[Mb, Mc, mb, mc, 3 L - x, vE Iz] + PFV1[Mc, Md, mc, md, 5L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, 3L, vE Iz] + ma a + mb 6b + mc &c + md 6d + me e == @

ma=0;mc=8;md=1; me=1; mb= (mc-ma) /S (3L) x=+ma;
ecs[[2]] = PFV2[Ma, Mb, ma, mb, x, vE Iz] + PFV2[Mb, Mc, mb, mc, 3 L - x, vE Iz] &+ PFV1[Mc, Md, mc, md, 5L, VE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, 3L, vEIz] tmaca+tmbob+mcoc tmdod t mese =0
5L (Mc=2Md) L (3Md=3Me)

n ~sd-se=0
61z VvE 21z vE

ma=1;mc=9; md =05 me =1; mb = (mc-ma) / (3L) x=:ma;
ecs[[3]] = PFV2[Ma, Mb, ma, mb, x, vE Iz] + PFV2[Mb, Mc, mb, mc, 3L - x, vE Iz] + PFV1[Mc, Md, mc, md, 5L, vE Iz] + PFV1[Md, Me, md, me, 3L, vEIz] +mada+mbob+mcoc + mdod + me e =@
1, 2 i x 1] f | f 1 1 g

siacr-n®(1- 5] x(2Masmbe a2t (1- 2] - 1qx® (2o 2] .
N 3 +Sa+ 1- —
21z vE 61z vE 61z vE [T

U oome,  (3L-x) [(2mb-

(* analisis elastico-lineal #)

Mz = (Mc-Ma) / (3L) x+Ma+q (3L) /2x-qx"2/2 (& parabolico &)

(-Ma+Mc)x 3Lgx qx*
"5_7_—_7

3L 2

x1 = Solve [D[Mz, x] =@, x] [[1]]

. -2Ma=2Mc=9L*
L 6Lq 1

Mmax = Mz /. x1

1 , ., (—Ma=Mc) (-2Ma=2Mc-91%q] [-2Ma=2Mc-91%q)?
Ma+ - |-2Ma=2Mc-9L q) - - - -
4" : 18L%q 721%g

Mb = Mmax;
sol = Solve[Join[eq, ecs] /. {8a+@, b+ @, 6c + @, 5d + 0, 8e + @} /. x1, {Ma, Mc, Md, Me}] [[1]]

sol // N
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1385L% g 1197 L% q 1611 L% g 34212 q-
iMa = - s Mc — s Md = - » Me = b
L 598 2392 2392 PECIE

Ma 5 -2.18227 % q, Mc = @.508418 L® g, Md > -8.673495 L” q, Me > 1.14381 1% g}
Mb /.sol /N
©.683896 L% q

(# primera RP, - seccion "a" #)

(# Mpn, momento plastico reducido (N-m) )

IPE300 = {h 530, b 515, e 50.71, e1 5 1.07}; (+ cm %)
5275 = {OF + 275}; (& MPa 2)
datos = {L-+1, vVE—» 2.1 10~11, Iz -+ 8360  10~-8}; (+ m %)

Nx = Table[®, {2}]; (# axil %)

Mz = Table[®, {2}]; (+ flector &)

{(# Lnp en ala superior %)
MNx[[1]] = (bel + (h-2el)es+b (c- (h/2-e1}} -b (h/2-c)) oF (+ ala superior %)
Mz[[1]1 =2b(h/2-¢c) (1/2(h/2-c) +c) of

{(# Lnp en alma %)
Mx[[2]] = (e(h/2-el+c)-e(h/2-el-c)) oF
Mz[[2]] =2(e(h/2-el-c) (1/2(h/2-el-c) +c) +bel (172 (h-el))) oF

[bel—b [.c—el—gl—b I.—c—b.|—e f—2e1—h':. of

2

(# esfuerzos plasticos )
A=bh-(h-2e1) (b-e);

Np = A oF
S=2(bh/2h/4-17/2(h-2e1) (b-e)1/4(h-2el)};
Mp = S oF
{bh- (b-e} (-2el=h}} oF

bh? 1 2|
2|— -2 (b-e) (-2e1+h}?| oF

| 8 8

soll = Solve [Nx[[1]] = Nay c] [[1]1];

NG = Nx[[1]] /. c—» (h/2- e1)
Simplify[Mz[[1]] /. sol1]
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a
e (-2el+h) oF

Na?

1
- s -e(-2el-h}®gF-bel [-el+h) of
4ecF 4

Mpn = Piecewise[ {{Simplify[Mz[[1]] /. soll], N@ < Na < Np}, {Simplify[Mz[[2]] /. s012], @ < Na < N@}}]

Mas(-2bel:2eelo2bh-eh) of) (Na-i2belee (-2elh)) F) , , .
- = sesee *;‘b_'F : goee mie /S e (-2el:h) oF<MNa< (bh- (b-e)} [-2el=h)} of

Mz 1, L2 . . . |
—ae‘—zel—h, gF +bel (-el=h) oF @<Nac<e (-2el+h)oF

@ True

{# reacciones %)

R2e = — (Mc + Md) / (5L}

R2a = —-R2ej;

Rla=-(Ma+Mc+q (3L)"2/2)/(3L);

(# cortante, barra ac %)
Vc=Rla+q (3L);

(# axiles %)

Nac = -R2aj;
Ncd = -V
Nde = —-R2e;

MC = Table[®, {4}1;

MC[[11] :=Mc =Mz[[1]] /. Solve[Nx[[1]] = -Ned, c1[[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos
MC[[2]] :=Md = -Mz[[1]] /. Solve[Nx[[1]] == -Necd, c] [[1]] /. IPE3@@ /. S275 /. datos
MC[[3]] :=Ma = -Mz[[1]] /- Solve[{Mx[[1]] = Nac}, c][[1]] /. IPE38@ /. 5275 /. datos

MC[[4]] :=Me =Mz [[1]] /- Solve[Nx[[1]] == Nde, c] [[1]] /. TPE3@0 /. 5275 /. datos

(+ paso 1 %)
sol = Solve[Join[eqy ecsy MC[[{1, 2}11, {Ncd = -Np}] /. {8a 0, &b + @, 6e + @} /. x1 /. IPE300 /. 5275 /. datos, {q, 6c, &d, Ma, Mc, Md, Me}1[[1]1] /. datos 7/

Quiet (+ primera RPy -+ seccion "c¢" y "d", la barra "ac” plastifica T/C &)

[q - 5853.2, Sc -+ 8.B00656384, Sd » -8.090843922, Ma » -16462.1, Mc = 0., Md - 8., Me — 9877.27}

Mb /. sol /. datos
925.994
Nac /. sol /. datos

Ncd /. sol /. datos (% Nx=Np, agotada a T/C --> Mpn=0 =)
Nde /. sol /. datos

a.

-14267.2
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a.
-14267.2

@.

{(# ya no podemos aplicar mds carga, el dintel es muy corto, aumentar a 2(5L) y 4(5L) =#)

(# carga colapso *)

. 2 (2Mp4v’?Mp)

q /. IPE3@@ /. 5275 /. datos

gL?
137328.
qgl=q/. sol
5853.2

(+ reduccion %)

{qc-gl) Fqcl1ed (= % =)

95.7376
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Anexo 1.4. Problema de aplicacion

NPR = 5; (% secciones: a, b, ¢, d y e %)

GH = 3;
EQ = NPR - GH
2

eq = Table[@, {EQ}];

Lbc = Ld/ Cos[E];

eq[[1]] = qLp"2/2+qLp”r2/2 == -Ma+Mb - Md + Me

ga = -1.8;
b = 2.25;5
oc = -2.5;5
od = 1.25;

eq[[2]] =qLp~2/2-qlbc12.5/2-qlbc12.5/2+qlp”2/2 == Ma &a+Mbob + Mcoc + Md ad
Lp® q = -Ma + Mb - Md + Me

Lp®q-12.5LdqSec &) = -1.Ma~2.25Mh - 2.5Mc = 1.25 Md

Clear[oa, 6b, ac, ad]

PFVI[Ma , Mb ,ma ,mb 5L 5 EI ,q 1 :=L/ (6EI) (ma (2Ma+ Mb) +mb (2Mb+ Ma))

PFV2[Ma_, Mb_, ma_, mb_,1_, FT_, q_1:=L/ (6ET) ((ma (2Ma+ Mb) + mb (2Mb 4+ Ma)) + qL~2/4 (ma+mb))

rM = {Ma, Mb, Mc, Md, Me};
mEQ = Normal [CoefficientArray:

sleq/.q-+8, rM]11[[2]];

MatrixForm[mEQ] (#+matriz de coeficientess)

[1. -1. @ 1. -1.)
1. -2.25 2.5 -1.25 @ |

I

vn@ = NullSpace [mEQ] ;

MatrixForm[vn@]

| B.174346  ©.638618 B8.663187 @.316339 -0.147932"
-@.633666 -©.32294 ©8.258223 @.598887 0.280081
| @8.546492 8.88363135 -©.8898169 @.251824 ©.793885

vM = {ma, mb, mc, md, me};

(# ecuaciones de compatibilidad #)
ecs = {};
Do[

v = Table[VM[[j1] » vn@[[i]1[[J11, {J» NPR}]1;

mf = (mb-ma) /Lpxl+ma /. wvl; (+ lineal =)
mg = {mc -mb) /Lbcx2+mb /. vO;
mh = {md -mc) /Lbcx3 + mc /. v@;
mi= {me -md) /Lpx4+md /. vO;

ecs = Join[ecs, {

PFV2[Ma, Mb, ma, mb, Lp, vE Iz, q] +
PFV2[Mb, Mc, mby mc, Lbc, vEIz, qCos[B]] +
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PFV2[Ma, Mby ma, mb, Lp, vE Iz, q] +
PFV2 [Mb, Mc, mby mcy Lbcy vEIz, qCos[B]] +

PFV2 [Mc, Md, mc, md, Lbc, vE Iz, qCos[B]] + PFV2[Md, Me, md, me, Lp, vEIz, q] +masa+mbob+mcoc+mdod+mese s mfafsmgogsmhoh+imioi =0 /. ve

}
1
3 {1 GH}]

{(# pilar izquierdo -->> tramo “ab" %)
Mzl = (Mb-Ma) /Lpxl+Ma+q Lp/2x1-qx1"2/2;(+ parabolico %)
xml = Solve[D[Mzl, x1] =@, x1] [[1]]

Mf = Mzl /. xml

- -2Ma = 2Mb = Lp®q,
B B E—
L 2lpq L

1 , ., [(-MasMb) [-2Ma-2Mb-Lp®q) [-2Ma+2Mb+ Lp? g)*
Ma- - (-2Ma-2Mb-Lp q| = ] - - 7 -
4" : 2Llp g 8lp g

(# dintel izquierdo —->> tramo "bc" #)
Mz2 = (Mc - Mb) /Lbcx2 +Mb+ qCos[B] Lbc/2x2 - qCos[B] x2°2/2;

xm2 = Solve[D[Mz2, x2] =@, x2]1 [[1]]

Mg = Mz2 /. xm2

. (Ld?q-2MbCos (B3] - 2Mc Cos (3] ) Sec(B] -
X2 = - L
- 2Lldg -

(~Mb=-Mc) [Ld"q-2MbCos(3] =2McCoslB]) 1, ) (Ld? q - 2Mb Cos (3] = 2Mc Cos (3] | % Sec(B]
Mb = - ~ + - [Ld*q-2MbCos 3] +2Mc Cos A1) SeciB] - = -

2Ld%q 4 ‘ gLd*q

{# dintel derecho -->> tramo "fh" %)
Mz3 = (Md-Mc} /Lbcx3 +Mc+ qCos[f] Lbc/2x3 -qCos[B] x3°2/2;
xm3 = Solve[D[Mz3, x3] =0, x3]1[[1]]
Mh = Mz3 /. xm3
. (Ld*q-2McCos[3] +2Md Cos (3] ) Sec(B] .
1X3 =3 — = i
L 2Lldq L

(-Mc+Md) [Ld®q-2McCos[3] =2MdCos(31) 1 ) ) [Ld® q-2Mc Cos[3] = 2Md Cos (3] |2 Sec[A]
Mc = . — + - |Ld"q-2McCos (3] +2MdCos (3] | Sec3] - - .

21d* q 4 ' 8Ldq

(# pilar derecho --»> tramo "ij" #)
Mz4 = (Me-Md) fLlpx4+Md+q Lp/2x4-qx4~2/2;(+ parabolico #)
xmd = Solve[D[Mz4, x4] == 0, x4]1[[1]]

Mi = Mz4 /. xmd

- -2Md = 2Me < Lp* q-
s
L 2Llpq L
1 ., (-Md=Me) [-2Md+2Me-Lp’q) [-2Md=2Me = LpPq)?
Md+ - [-2Md=2Me=LpPq) - : - - - :
4" ' 21pt g 8Lpiq

(# reacciones =)

Rla=-(Ma+Mb=sqlp”2/2) /Lp;
Rle = - (Md + Me = qLp~2/2) /Lp;

R2e=-(Ma+Me-2qlp*2/2-q (2Ld)~2/2) / (2Ld};
R2a = q2Ld - R2e;
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Vb =Rla+qlp; (# barra "ab” #)
vd = Rle + qLp; (+ barra "de" )

Mab = —R2aj;
Nbc = -R2a 5in[f] - VbCos[B] + qSin[E] x5
Ned = Vd Cos[B] - R2eSin[£] + q5in[fE] (Lbc -x);

Nde = —R2ej

(# Mpn, momento plastico reducide (N-m) &)

IPE30@ = {h> 30, b 15, e 5 0.71, 1 + 1.07}; (+ cm )
5275 = {OF -> 275 - 18~-3}; (+ MPa #)
datos = {Lp -+ 5.0, Ld -+ 10.8, H-+ 7.8, § » ArcTan[ (H-Lp) /Ld], vE - 2.1 188, Iz » 8360.0 - 18~-8, Mp -+ 628.0 - 275 - 10~-3}; (+ unidades: kN, m #)

(# m %)

Mx = Table[@, {2}]; (+ axil #)
Mz = Table[@, {2}]; (* flector )
{# Lnp en ala superior #)

Mx[[1]] = (bel + (h-2el) e+b{c- (h/2-e1)) -b(h/2-c)) oF (# ala superior #)
Mz[[1]1 =2b (h/2-¢c) (1/2 (h/2_c) +c) oF

(# Lnp en alma +)
Nx[[2]] = (e(h/2-el+c)-e(h/2-e1-c)) oF
Mz[[2]]1 =2(e(h/2-e1-¢c) {(1/2(hf2-el1-c)+c)+bel (1/2(h-el))) oF

[.bel—b [lc—el—l'—;|—b [.—c—hl|—e {—Zel—h::l ofF

2
. . [ h
2b [c—% [—C—EH [—c—ElsF
[.—e [-—c—el—g.l—e [.c—el—l'—;” oF
2 [.e [.c—% [.—c—el—g.” [-—c—el—;.l—i—’bel {—el—hj:. oF

(# esfuerzos plasticos #)
A=bh-(h-2e1) (b-g);
Np = A oF

S=2(bh/2h/4-1/2 (h-2el) (b-e)1/4 (h-2el})};
Mp = S oF
(bh-(b-e) [-2el+h)] oF
‘bh* 1 2
2|— -—-(b-e) (-2el+h]}"|oF
&8 8

s0l1 = Solve[Nx[[1]] ==Na, <] [[1]];

N@ = MNx[[1]] /- c—> (h/2-el)
Simplify[Mz[[1]] /. soll]
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e (-2el+h) oF

(Na+ (-2bel+2eel+2bh-eh) oF) (Na- (2bel+e (-2el+h)) oF)
4boF

5012 = Solve[Nx[[2]] = Na, c1[[1]];

Nx[[2]] /- c=®
Mx[[2]] - €= (h/2-el)
Simplify[Mz[[2]] /. sol2]

@

e(-2el:h) of

na® 1 N
- +-e{-2el+h)"cF+bel (-el+h) oF
4ecF 4

Mpn = Piecewise[ { {Simplify[Mz[[1]] /. sol1l], N@ < Na < Np}, {Simplify[Mz[[2]] /. s0l2], @ < Na < N@}}]

Ma-(-2bel-Zeel-2bh-eh) of) (Ma-{2belee (-Zel-h)) of)
aboF

e(-2el-h) ocF<Na< (bh- (b-e) (-2Zel=h)) oF

w? 1 \2 . | r )
-—— +-g(-2el-h)"gF+bel ([-el+h)oF B«<Na«<e [-2el:h) oF
decr 4

B True

s0l@ = Solve[Join[eq, ecs] /. {62 +9, 5b 08, 65c 50, 5d >0, 5 >0, 6f 0, 65+ 0, 6h >0, 61 >0} /. xml /. xm2 /. xm3 /. xn4 /. q =1 //. datos, {Ma, Mb, Mc, Md, Me}] [[1]] // Quiet

{Ma = 6.79589, Mb » -19.2654, Mc = 7.5797, Md - -26.7@865, Me —+ 24,3543}

MC = Table[®, {9}1;

MC[[1]] = Ma == Mz[[1]] /. Solve[ {Nx[[1]] = Abs[Nab]}, c][[1]] /. IPE30®@ /. S275 /. datos;

MC[[2]] = -M2z[[1]] == Mb /. Solve[Nx[[1]] = Abs[Nabl, c][[1]] /. IPE3@@ /. S275 /. datos;

MC[[3]] =Mc == Mz[[1]] /- Solve[Nx[[1]] = Max[Abs[Nbc /. x = Lbc], Abs[Ncd /. %= 8]], c][[1]] /. IPE300 /. 5275 /. datos;
MC[[4]] =Md == -Mz[[1]] /- Solve[Nx[[1]] = -Nde, c] [[1]1] /. TPE300 /. 5275 /. datos;

MC[[5]] =Me == Mz[[1]] /. Solve[Nx[[1]] = -Nde, c][[1]] /. IPE30@ /. 5275 /. datos;

MC[[6]11 = Mf == Mz[[1]] /- Solve[ {Nx[[1]] = -Nab}, <] [[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos;

MC[[711 = Mg == Mz[[1]] /. Solve[ {Nx[[1]] = -Nb}, <] [[1]1] /. IPE30@ /. 5275 /. datos;

MC[[811 = Mh == Mz[[2]] /. Solve[Nx[[2]] = Ned, c] [[11] /. IPE30® /. 5275 /. datos;

MCL[91] =Ml ==Mz[[1]] /. Solve[Mx[[1]] = -Nde, c]1[[1]] /. IPE3@@ /. 5275 /. datos;

Edef := PFV2[Ma, Mby Ma, Mb, Lp, vE Iz, q] +
PFV2 [Mb, Mc, Mby Mc, Lbc, vE Iz, qCos[5]] +

PFV2 [Mc, Md, Mc, Md, Lbc, vE Iz, qCos[8]] + PFV2[Md, Me, Md, Me, Lp, VEIz, q] + MaSa + Mbob + Mc 6c + Md &d + Me oe + MF of + Mg og + Mheh + Mi &1i;

{# energia deformacion &)

{(# paso 1 %)

sol = Solve[Join[eq, ecs, {MC[[4]]}] /. {®#a >0, b +0, 5c+0, 6d + 0, e + 0, of + 0, og +0, 6h » @, o1 » 0} /. IPE300 /. 5275 //. datos, {q, Ma, Mb, Mc, Md, Me}] // Quiet;
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soll = s0l[[2]]
(# primera RP, —» seccion "d" %)

1q—1.2418, Ma = 8.43914, Mb + - 23.9238, Mc - 9.41248, Md - -33.1641, Me - 30.2439)

Nab /. soll /. datos
Nbc /. soll /. x—-@ //.datos
Necd /. soll /. x—@ //. datos
Nde /. soll /. datos

—12.7999
-8.59128
3. 74886

-12.8361

Np /. IPE3@@ /. 5275 //. datos

14.2672

NO = Nx[[1]] /. c—» (h-2el) /2 /. IPE30@ /. 5275 //. datos

5.43967

{# barra "ab™ %)

Ma /. soll /. datos

Mf /. soll /. datos (# rotula plastica #)
Mb /. soll /. datos

Mz[[1]1] /- Solve[{Nx[[1]] = -Nab}, c1[[11] /. soll /. IPE30@ /. 5275 //. datos

8.43914
15.8867

-23.9238

21.8784

{+ barra "bc" &)

Mb /. s0ll /. datos

Mg /. soll //. datos {+ rotula plastica #)
Mc /. soll /. datos

-Mz[[1]] /. Solve[{Nx[[1]] = -Nbc /. x =8}, c]J[[1]] /. soll /. IPE3@@ /. 5275 //. datos

-23.9238

12.9619

9.41243

-83.1858

(# barra "cd" &)
Mc /. so0ll /. datos

Mh /. soll //. datos (s rotula plastica =)
Md /. soll /. datos

-Mz[[2]] /. Solve[{Mx[[2]] == -Nbc /. x+@}, c][[1]] /. soll /. IPE3@@ /. 5275 //. datos

9.41248
11.1113
-33.1641
-71.8698
{+ barra "de" )

Md /. soll /. datos
Mi /. soll //. datos (+ rotula plastica #)
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Md /. soll /. datos
Mi /. soll //. datos (
Me /. soll /. datos

rotula plastica #)

-Mz[[1]] /. Solve[{Nx[[1]] = -Nde}, c]1[[1]] /. soll /. IPE3@@ /. 5275 //. datos

-33.1641
67.1744
3@.2439
-33.1641

xm4 /. soll /. datos

T4 12,7123}

Lbc //. datos

18.198

Nde
-Ma-Me:2Ld*q=Lp*q
2Ld

(# VOY POR AQUI %)
(+ paso 2 %)

soll =
solve[Join[eq, ecs, MC[[{4, 5}11, {-Np < Nbc < Np} /. x >8] /. {8a @, 5b >0, 5c - @, 6e =0, 5f >0, 6g -0, oh >0, 51 » @} /. IPE300 /. 5275 //. datos, {q, &d, Ma, Mb, Mc, Md, Me}] ([

111 // Quiet

g =+ 1.25461, 5d = -@.888942144, Ma = 7.97512, Mb = -24.6876, Mc - 18.1@828, Md + -31.9739, Me = 31.9739}

Nab /. soll /. datos

Nbc /. soll /. %+ @ //. datos
Ned /. soll /. x - Lbc //. datos
Nde /. soll /. datos

-12.9753
-8.88216
?.699294

-12.1169

(# paso 3 #)
soll = Solve[Join[eq, ecs, MC[[{2, 4, 5}]]] /. {®#a +@, 6b» 0, 5c + 0, of + @, 6g + 0, oh » @, i » 0} /. IPE3@O /. 5275 //. datos, {q, &d, e, Ma, Mb, Mc, Md, Me}] [[3]1] // Quiet

(+ tercera RP, = seccion "b" %)

g+ 1.24247, 5d + -@.80251572, Se < 0.000719303, Ma = 4.60398, Mb —+ - 24.6827, Mc = 11.7861, Md = -30.1743, Me = 30.1743]

Nab /. soll /. datos
Nbc /. soll /. x> @ //. datos
Ned /. soll /. x5 @ //. datos
Nde /. soll /. datos

-12.6186
-9.45676
3.13856

-12.2389
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so0l1 = Solve[Join[eq, ecs, MC[ [{1, 2, 4, 5}]]] /- {6a—»8, 6c »8, 6f +8, 6g +8, 6h» 0, 6i » 0} /. IPE300 /. 5275 //. datos, {q, 6d, Ge, ob, Ma, Mb, Mc, Md, Me}] [[2]] /7 Quiet

{# tercera RP, — seccion "e" %)

g -—1.28281, 5d = -9.88647357, Se - 8.808123535, Sh = -08.888343@87, Ma = 13.4255, Mb = -13.4255, Mc = 208.3992, Md = - 29.4606, Me = 29.46086}

Nab /. soli /. datos
Nbc /. soll /. x—® //. datos
Ncd /. soll /. x—@ //. datos
Nde /. soll /. datos

-13.3689
-5.76659
3.30062

-12.2873

{# MC: dy &, by a *)

qc=q /. soll

1.28281

(+ reduccion #)
(9.28573 - qc) /9.28573100 (+ % )

86.1852
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