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cAPiTULO 1

INTRODUCCION.

Los procesos Gaussianos (GP) constituyen un método de aprendizaje supervisado no
paramétrico basado en la inferencia Bayesiana. Pueden emplearse tanto para problemas
de regresién como para problemas de clasificacion. A diferencia de otros algoritmos de
aprendizaje supervisado que buscan valores exactos para ciertos parametros, la aproxima-
ciéon Bayesiana infiere una distribucién de probabilidad sobre todos los posibles valores de
éstos. Para ello, se especifica una distribucion a priori sobre los parametros y, mediante
el teorema de Bayes, se obtiene una distribucién a posteriori que incorpora informacién
tanto de la distribucién a priori como de los datos de entrenamiento proporcionados. Por
tratarse de un modelo no paramétrico, la regresién basada en modelos Gaussianos calcula
la distribucién de probabilidad sobre todas las funciones que ajustan los datos. Esto tiene
la ventaja de que es posible determinar intervalos de confianza para las distintas funciones
obtenidas. La informacién a priori del proceso viene determinada por las funciones kernel
o funciones nucleo. Es esta funcién la que determina las propiedades de regularidad del
proceso.

Pese a ser modelos muy flexibles, el principal inconveniente de los métodos de apren-
dizaje basados en procesos Gaussianos es el elevado coste computacional de éstos, ya que
es necesario retener todos los datos de la muestra de entrenamiento para realizar nuevas
predicciones. En el caso de los modelos paramétricos, una vez determinados los valores de
los parametros podemos “deshacernos”de los datos y realizar predicciones tinicamente con
los valores de éstos.

En el capitulo 2 de este trabajo se incluyen conceptos bdsicos en relacién con la dis-
tribucién normal, fundamental en el uso de procesos Gaussianos, asi como unas nociones
bésicas sobre procesos estocdsticos y modelos basados en la inferencia Bayesiana. Ademaés,
se introducen las ideas fundamentales de la regresién lineal, junto con un método de re-
gresién conocido como regresién Ridge. Se estudiaran a continuacién las funciones nicleo
en el capitulo 3, que constituyen el elemento clave para los modelos de aprendizaje ba-
sados en procesos Gaussianos, incluyendo ejemplos comunes de éstas. Veremos que son
las funciones nicleo las que determinan las propiedades de continuidad y regularidad de
los procesos Gaussianos. Los siguientes dos capitulos, 4 y 5, estdn destinados al estudio
de los problemas de aprendizaje basados en métodos Gaussianos, tanto de regresion co-
mo de clasificaciéon, respectivamente. Se introduce posteriormente el concepto de PAC en
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el capitulo 6, aprendizaje probablemente aproximadamente correcto, a través del cual se
pueden estimar cotas de error de los algoritmos que emplean procesos Gaussianos. Por
ultimo, en el capitulo 7 se realizardn simulaciones de aprendizaje en MATLAB empleando
métodos Gaussianos para estudiar la eficacia y el coste computacional de éstos. La primera
simulacién trata de predecir la concentracion de COy en Mauna Loa, un volcan situado
en Hawai. Se trata de un ejemplo que permite una visualizacién clara del problema de
regresion. A continuacion, se muestra un ejemplo sencillo de modelo Gaussiano para un
problema en tres dimensiones. Por ltimo, se plantea un problema real de regresién. Dicho
problema consiste en predecir los torques asociados a las diferentes articulaciones de un
brazo robético. En este caso, serd necesario solventar uno de los principales problemas de
los modelos de regresién basados en procesos Gaussianos: el elevado coste computacional
derivado de muestras de entrenamiento de gran tamano, debido a la necesidad de retener
todas éstas para cada uno de los célculos.



CAPITULO 2

RESULTADOS PREVIOS.

El objetivo de este capitulo es introducir conceptos bésicos empleados en el aprendiza-
je estadistico. En la seccién 2.1 se incluyen nociones béasicas sobre la distribucién normal
multivariante. Posteriormente, en la seccién 2.2 se presentan algunos conceptos basicos
en relacidon con los procesos estocdsticos. A continuacién, en la seccién 2.3 se presenta
la forma general de definir la probabilidad condicionada, de manera que podamos tratar
indistintamente modelos con o sin densidad asociada. En la seccién 2.4 se introducen las
ideas fundamentales de la inferencia Bayesiana en problemas de regresion, en contrapo-
sicion con el modelo clasico. A continuacién, se introduce un concepto muy empleado en
probabilidad e informética, la divergencia de Kullback Leibler, 2.5, que es una medida no
simétrica de la similitud o diferencia entre dos funciones de distribucién de probabilidad.
Este serd importante en el capitulo 6, en el que trataremos el aprendizaje PAC (apren-
dizaje probablemente aproximadamente correcto). Por tltimo, en las secciones 2.6 y 2.7
se incluyen los conceptos bésicos de la regresion lineal y los fundamentos de la regresién
Ridge, respectivamente.

2.1. Distribucion normal.

En este trabajo nos centraremos en un tipo concreto de procesos estocdsticos: los pro-
cesos Gaussianos. Con ese fin, introducimos algunos conceptos bésicos relacionados con la
distribucién normal. Este tipo de distribucion es la distribucién de probabilidad continua
por antonomasia. Se trata de la campana de Gauss que fue introducida por el propio Gauss
en 1797 como modelo para explicar la distribucién de errores en observaciones astronémi-
cas. En este experimento, mostré que realizando un ntmero grande de observaciones de
una constante astronémica desconocida se obtenian valores cuya distribucién muestral pa-
recia aproximarse a la distribucién normal.

Recordamos que una variable aleatoria X sigue una distribuciéon normal de parametros p

y o2, u€R, 0 >0,y se escribe X ~ N(u,0?), si la distribucién de probabilidad de X
viene dada por la funcién de densidad

f(z) = 217m exp (—; <x ; M>2) ,  —00 < & < 00. (2.1)

Es posible extender esta definicién al caso de una distribuciéon normal multivariante. Para
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ello, es necesario introducir previamente algunos conceptos, como es el de matriz semidefi-
nida positiva. Asi pues, diremos que una matriz A € M,,«, con entradas A;; es simétrica
semidefinida positiva si A;; = Aj; para todos 4,j y se verifica que vl Av > 0 para todo
v e R”,

viAv = Zn: Zn:m'Aijvj > 0. (2.2)

i=1 j=1

Supongamos que tenemos un vector aleatorio n-dimensional X = [X1, ..., X,,]7. Entonces el
vector de medias de X viene dado por p = [E(X}), ..., E(X,)] y la matriz de covarianzas
es la matriz ¥ = [0y ]1<i,1<j con 0;; = Cov(X;, X;). A partir de las propiedades de
linealidad de la esperanza y la covarianza, es posible obtener el vector de medias y la
matriz de covarianzas de una trasformacion lineal de un vector aleatorio.

Proposicién 2.1.1. Si X = [X1, ..., X,,]T es un vector aleatorio con vector de medias j1 y
matriz de covarianzas ¥ € My xn(R) entonces:

a) AX tiene vector de medias Au y matriz de covarianzas ALAT. En particular, si
a € R", entonces aT X tiene media a1 y varianza a’ Ya.

b) ¥ es una matriz semidefinida positiva.

Por otro lado, una propiedad importante de la distribucién de un vector aleatorio es
que estd totalmente determinada por la distribucién de sus proyecciones unidimensionales
al’X,a € R™. (Véase el Teorema de Cramér-Wold, [10), Teorema 29.4.]). Esto nos permite
dar la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1. Diremos que X = [X1, ..., X,,]T sigue una distribucién normal si al X
sigue una distribucion normal para cada a € R™.

De acuerdo con esta definicién, si un vector aleatorio X = [X1, ..., X,;]7 tiene una distri-
bucién normal, con vector de medias p y matriz de covarianzas 3, entonces dado a € R™,
a’ X seguiré una distribucién normal de media a’ 1 y varianza a’ La. Otro vector aleatorio
normal tendrd la misma distribucién que X si y soélo si las medias y las varianzas de sus
proyecciones coinciden con las de X, y por tanto, si y sélo si su vector de medias es p y su
matriz de covarianzas es Y. Asi pues, al igual que ocurre en el caso unidimensional, el vec-
tor de medias y la matriz de covarianzas determinan por completo la distribucién normal.
Denotamos entonces por X ~ N, (i, ) para indicar que X sigue una distribucién normal
multivariante n-dimensional. El siguiente resultado nos permitira introducir la funcién de
densidad asociada a una distribucién normal multivariante.

Proposicién 2.1.2. Sea X = [X1,..., X,,]7 un vector aleatorio n-dimensional. Entonces:
» X ~ N, (u, K) siy solo sial X ~ N(alp,al'Ya).
n 5i X~ Ny(i, K), A € Mypsn(R) yb € R™, entonces AX+b ~ Ny, (Au+b, ALAT).

Como consecuencia de este resultado, tenemos que dado Z = (Z1, ..., Z,,) un vector alea-

torio, con Z; i N(0,1), entonces, Z ~ N (0, I,). Por consiguiente, si definimos ¥ = AA,
con A una matriz simétrica, entonces tenemos que la variable X dada por X = AZ+u sigue
una distribucién normal n-dimensional de media p y varianza X; es decir, X ~ N (p, ).
Por consiguiente, la funcién de densidad asociada tendra la siguiente expresion:

Fx (21, ) = W exp (—;(x )Ty (x — M)) | (2.3)
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La distribucién normal multivariante es importante porque aparece de manera natural en
muchas ocasiones. En concreto, el teorema central del limite establece que bajo ciertas con-
diciones, la suma de m variables aleatorias se aproxima a una distribucién normal cuando
m toma un valor suficientemente grande.

Un concepto importante que aparecera en los problemas de aprendizaje basados en la
inferencia Bayesiana es el de la probabilidad condicionada, que serd estudiado en méds
detalle en la seccién 2.3. En ocasiones, dada la distribucién conjunta de dos vectores
aleatorios a y b estamos interesados en conocer la distribuciéon de a condicionada por b,
o viceversa. Adaptando la notacién al caso de los problemas de aprendizaje, supongamos
que tenemos un vector f que contiene los valores de las observaciones y un vector x, que
contiene datos de prueba . Queremos entonces predecir el valor de f* = f(x*), basdndonos
en las observaciones f. Es decir, buscamos p(f*|f). El siguiente resultado nos muestra
como obtener la distribucién de probabilidad condicionada a partir de la distribucién de
probabilidad conjunta [31, Apéndice A.2].

Proposicién 2.1.3. Sean a € R™ y b € R™ wectores aleatorios con una distribucion

Gaussiana, tales que
a a A C
ER(R L

donde pg € R™, up € R™ son los vectores de media, A € R"™™ y B € R™*"™ son las
matrices de covarianza, siendo A definida positiva, y C € R™*™. Entonces, la distribucion
de b condicionada por a es

bla ~ N (u+ CTA™ (a— pa), B—CTATIC).

2.2. Procesos estocasticos.

En esta seccién introducimos algunos conceptos basicos relacionados con los procesos
estocasticos. En la literatura es habitual denotar por T al conjunto de indices para enfatizar
que se trata de un espacio temporal. De esta manera, el proceso estocdstico en si suele
denotarse por la letra X. Este sera el convenio de notacién adoptado en esta seccién.
No obstante, puesto que el trabajo estd basado en métodos de regresién, en secciones
posteriores, y por motivos practicos, denotaremos por X al conjunto de indices y por f
al proceso Gaussiano. La siguiente definicién introduce el concepto de proceso estocastico
[30, Definicién 3.1].

Definicién 2.2.1 (Proceso estocéstico). Sea T un conjunto de indices y (¥, F') un espacio
medible, donde generalmente QO = R y F' = B. Un proceso estocdstico sobre T es una
coleccion de variables aleatorias { X, t € T'} definidas en un espacio probabilistico (2, F, P)
con valores en (Y, F"). Equivalentemente, es una coleccidn de aplicaciones medibles Xy
desde un espacio probabilistico (Q, F,P) a (', F).

Q recibe el nombre de espacio muestral mientras que ' es el espacio de estados. Para
w € Q fijo, la aplicacién t € T' — X;(w) recibe el nombre de trayectoria de w y es un
elemento de Q7. Puesto que el conjunto de indices T suele hacer referencia al tiempo, con
frecuencia T recibe el nombre de espacio temporal del proceso.
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Observacion 2.2.1.

= El término proceso estocdstico se emplea para describir modelos matematicos que
representan el estado de un sistema dependiente de un parametro, generalmente el
tiempo, y del azar. Un modelo de esta forma es una aplicacién (t,w) — X(t,w)
definida en T x Q y con valores en ' que describe los estados del sistema. En un
instante fijo ¢ € T el sistema depende tnicamente del azar, y queda descrito por
X}, que es una variable aleatoria que recibe el nombre de estado del sistema en el
instante t.

= Normalmente 7" es un subconjunto de R. Puede tratarse de un intervalo de R, en
cuyo caso el soporte serd continuo, o puede ser un intervalo de Z, siendo entonces
un soporte discreto.

Definicién 2.2.2 (Distribucién finito dimensional). [70, Definicion 3.2] Sea X = (Xi)ter
un proceso estocdstico. Las distribuciones conjuntas de las subfamilias finitas de (Xy¢)ier
reciben el mombre de distribuciones finito dimensionales. Asi pues, si t1,...,t, € T, la
distribucion de probabilidad

Py...1,(C) = P[(Xe1, ..., Xin) € C1,
con C € F'" es una distribucién finito dimensional.

La familia de las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocéstico constituye
uno de los aspectos méas importantes del mismo, ya que esta familia determina la distri-
bucién del proceso de forma univoca, como veremos mas adelante mediante el Teorema de
extension de Kolmogorov [Anexo A].

Las siguientes propiedades de las distribuciones finito dimensionales nos seran tutiles en lo
que sigue:

» Si o es una permutacién en {1,....n} y Cy,...,C,, € F' entonces los sucesos

(Xt X1,) € CL X o x O} y {(Xta(l), s Xiyy) € Cofry X ooe X c(,(n)}
son iguales y

P(th_.’tn)(Cl X ... X Cn) = P(ta(l),...,ta(n»(CU(I) X ... X Co(n))'

u P(tlv---atnfl)(cl X ... X Cnfl) = P(tl,...,tn)(cl X ... X Cn,1 X Q/).

La primera condicién nos permite considerar inicamente las distribuciones finito dimen-
sionales de la forma P, ;. tales que t; < ... <t,, ya que con ellas quedan determinadas
todas las demés. Para aligerar la notacion, denotamos por Py a Py, . ), siendo por tanto
V={t1,....tn}.

Resumiendo, hemos definido un proceso estocédstico como una familia (X¢)ier de variables
aleatorias en (€, F, P). Hemos visto como podemos definir un proceso estocéastico como
una aplicacién X : (t,w) € T x Q — X(t,w) € R donde, para cada t € T', X(t,-) es una
variable aleatoria en 2. Podemos verlo también de otra forma: consideramos una aplica-
ciéon X que asocia a cada w € € fijo una aplicacién t € T — X;(w). De esta forma, X es
un aplicacién de  en el conjunto de las aplicaciones de T en R, RT. Observamos ademaés
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que una aplicacién Y : (Q, F) — (RT,RT) es una variable aleatoria si y sélo si m(Y) lo es
para cada t € T, donde m; denota la aplicacién proyeccién en R”. Asf pues, podemos ver
un proceso estocastico como una variable aleatoria de (€2, F, P) en (RT,RT). Es por ello
por lo que en ocasiones los procesos estocasticos reciben el nombre de funciones aleatorias.

La siguiente definicién introduce el concepto de o-algebra engendrada por cilindros medi-
bles, a partir de la cual podremos definir adecuadamente un proceso mediante la ley de
éste.

Definicién 2.2.3. Sea T un conjunto no vacio y para cada t € T suponemos que (S, Fy)
es un espacio medible. Sea RT = [Licr . Llamaremos cilindro medible n-dimensional en
Q a un subconjunto de ) de la forma

c¢(B)={weQ: (w,..,w,) € B},

donde B € [[;, Fui. Denotaremos por [Lier Ft a la o-dlgebra en ) engendrada por cilin-
dros medibles en €.

Observamos que de acuerdo con esta definicion, la familia de los cilindros medibles en €2
es un algebra en ) que genera las o-algebra producto. Por otro lado, si todos los espacios
medibles (€, F;) coinciden con un cierto espacio medible (€2, F'), el espacio medible lo
denotaremos por (Q7, FT). De esta forma, si definimos X : Q — {Funciones de T en Q'},
entonces X; serd medible si y sélo si FT es medible, por lo que tendra sentido hablar de
la ley del proceso.

El objetivo es construir en (R, R”) una probabilidad a partir de probabilidades Py, tn)
en R" definidas para cada coleccion creciente de indices t; < ... < t,, y cadan € N, supuesto
que estas probabilidades satisfacen una cierta condicién de consistencia. En virtud del
Teorema de extension de Kolmogorov [Anexo A], es posible construir un proceso estocdstico
a partir de unas distribuciones finito dimensionales dadas de antemano, suponiendo que
verifican una condicion de consistencia. Las definiciones siguientes precisan hasta qué punto
un proceso estocastico queda determinado por sus distribuciones finito dimensionales.

Definicion 2.2.4.

a) Consideremos dos procesos estocdsticos reales sobre el mismo espacio temporal
(QF, P, (Xt)ter) y (U, F', P, (X])ter). Diremos que dichos procesos son equivalen-
tes si

P(X;, € F\,...X,, € F,)=P(X{ e I\,...X{ €F,)

para cada subconjunto finito {t1,...,t,} de T y cada familia finita Fi,...,F, en R.
Esto es equivalente a decir que ambos procesos tienen la misma distribucion, y, por
tanto, tienen las mismas distribuciones finito dimensionales.

b) Sean (Xi¢)ier e (Yi)ier dos procesos estocdsticos reales en el mismo espacio proba-
bilistico (Q, F, P) y sobre el mismo espacio temporal T. Diremos que (Y;) es una

modificacion de (X;) si Xy L Y; c.s. para cada t € T. Diremos que dichos procesos
son P-indistinguibles si existe F' € F tal que P(F) =0 y X¢(w) = Y¢(w) para cada
we F¢ycadateT.

Por 1ltimo, hemos visto que las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocasti-
co nos permiten, en virtud del Teorema de extension de Kolmogorov, determinar de mane-
ra univoca el proceso. No obstante, dichas distribuciones no son suficientes para abordar
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cuestiones relacionadas con propiedades de regularidad de las trayectorias, como puede ser
la continuidad de éstas cuando T es un intervalo de la recta real. Esto quiere decir que
podemos tener dos procesos estocdsticos, uno modificacién del otro, tales que tengan las
mismas distribuciones finito dimensionales, y sin embargo las trayectorias de uno pueden
ser continuas siendo las del otro discontinuas.

Con los ideas introducidas hasta ahora es posible definir el concepto de proceso Gaussiano
[30, Definicién 3.4], que serd la base de este trabajo:

Definicién 2.2.5 (Proceso Gaussiano). Un proceso estocdstico (Xi)ier es Gaussiano si
para todo n € N finito y todos ti,...,t, € T el vector aleatorio (Xi,,..., X, ) tiene una
distribucion Gaussiana con valores en ' = R. Es decir, si todas las distribuciones finito
dimensionales son Gaussianas.

De acuerdo con los cambios en la notacién mencionados al principio de esta seccion, dire-
mos que f es un proceso Gaussiano con funcién de media m, m(x) = E[f(x)], y funcién
de covarianza k, k(z,z') = cov(f(x), f(2")), que denotamos por f ~ GP(m,k), si sus
distribuciones finito dimensionales fx = (f(x1),..., f(z,)) € R™ son Gaussianas; es de-
cir, tienen una distribucién normal multivariante N (mx,kxx) con matriz de covarianza
kxx = (k(zi,2;))f ;-1 € R™" y vector de medias mx = (m(x1), ym(zn))T.

Asi pues, dado un proceso Gaussiano f existen funciones m : X - Ry k: X x X —- R
que son respectivamente la media y la funcién de covarianzas asociadas a dicho proceso. A
partir del Teorema de extensién de Kolmogorov y la equivalencia entre las funciones nicleo
y las funciones de covarianza que introduciremos en el capitulo 3, Teorema 3.2.1, es posible
mostrar que el reciproco también es cierto. Por consiguiente, para toda funcién de media
m y toda funcién semidefinida positiva k, existe un proceso Gaussiano asociado que queda
univocamente determinado por dichas funciones. La eleccién de éstas otorga al proceso
ciertas propiedades, como pueden ser la diferenciabilidad de las muestras pertenecientes a
éste.

2.3. Distribuciones condicionadas.

El manejo de distribuciones condicionadas es fundamental en la aproximacién bayesia-
na a la inferencia. En los cursos elementales de estadistica y probabilidad las definiciones
de distribuciones condicionadas se suelen hacer de manera separada para distribuciones
discretas y distribuciones con densidad conjunta. Esto puede resultar insuficiente por que
excluye, entre otros, a modelos en los que parte del vector es discreto mientras que otra
parte del vector tiene densidad. Para evitar problemas de este tipo, incluimos una pequena
seccion sobre la forma general de definir la probabilidad condicionada. Esto es posible a
través del Teorema de Radon Nikodym [15]. Supongamos que tenemos un espacio proba-
bilistico de la forma (2, F, P), donde G C F. Definimos la siguiente medida:

v(A) = E[X14], donde A€ G,z>0. (2.4)

De esta forma, tenemos que v es una medida positiva en el correspondiente espacio de
medida (2, G), ya que cumple las siguientes propiedades:

= v(0)=0.
» v(A) > 0VA€eg.
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v(e, A1) = > 2, v(Ai), donde el simbolo IT se usa para denotar la unién disjunta.

Ademss, v(A) = 0 si P(A) = 0. La dltima propiedad implica que la medida v es absolu-
tamente continua respecto de P, lo que se suele denotar por v << P. Esto nos permite
emplear el Teorema de Radon Nikodym [I5], que garantiza la existencia de una tunica
funcién G-medible verificando que

dv
A —dP, Aeg. 2.
v(A) = . ap VAeg (2.5)
Podemos entonces definir lo siguiente:
dv
X 2.
Blxig) = . (2.6
De esta forma, Z = E[X|G] es la tinica funcién G-medible que verifica:
E[XI4] = E[Z14] VAe€g, (2.7)

ya que:
E[XI4) =u( /dP /ZdP:E[ZIA].

En el caso G = o(Y), las funciones G-medibles son de la forma ®(Y), donde @ : RF 5 R
es una funcién medible. Con esta notacién, podemos reescribir lo anterior de la siguiente
forma: F[X|Y] = ®(Y), donde ®(Y) es la tinica funcién (c.s.) medible tal que

E[XIycp] = E[®(Y)Iyep], VB € B(R¥).

En el caso de trabajar con funciones indicadoras, sea X = I(Z € A), tenemos que, por
definicion,

E[X|Y]:= P(Z € A|Y), (2.8)

y, de nuevo, en virtud del Teorema de Radon Nikodym [15], P(Z € A]Y) es la tnica
funcién Y-medible tal que

P(Z € A)Y € B)=E[P(Z € A]Y)Iycp] VB e BeR: (2.9)

Por consiguiente, hemos obtenido una forma general de definir la probabilidad condicio-
nada de forma tnica. Veamos a continuacién como expresarla en términos de las funciones
de densidad. Observamos que si

fZ,Y(Zv y)

Pz e AY =y)= A Ir(y)

dz,

entonces

E[P(Z € A]Y)Iycy] ‘L<A”Y() )h(WF: Fzy (2 y)dzdy

fY( ) BxA
= P(Ze€AY eB), (2.10)

obteniendo de nuevo la igualdad dada en (2.9). Podemos entonces concluir que la proba-
bilidad condicionada se define de la siguiente forma:

P(Z e AlY =y) = /A Wdz, (2.11)
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y se trata de un resultado general.

Nos interesa ahora adaptar este resultado al caso discreto y al caso continuo. A través de
la regla de multiplicaciéon podemos escribir lo siguiente:

fzy(z,y) = f2(2) fy12=:(y) = fy (y) fz1y=y(2), (2.12)

A partir de esta igualdad, es posible obtener la expresién del Teorema de Bayes para el
caso con densidad:

f _ fzy(zy) _ f2(2)fyz=-(9)
T TR I i )de

Esta expresién es valida cuando ambas variables tienen una funcién de densidad asociada.
Veamos ahora como podemos adaptarlo al caso en el que una de ellas tiene un soporte
discreto, como ocurre en los problemas de clasificacién. Supongamos que la variable ob-
servada, y, toma valores en un conjunto discreto, sea y € {1,..., D}, y que z tiene una
funcién de densidad asociada, sea fz(z) = p(z) << lg = pq. Es decir, la densidad de z es
absolutamente continua con respecto de la medida de Lebesgue. Tenemos por tanto que
(z,9) € R x {1,..., D}, por lo que la medida asociada serd el producto directo de ambas
medidas, @ = pg ® pe. Entonces p(z,y) << p. Es decir,

w(C)=0= P((Z,Y) € C) =0.

(2.13)

Es facil comprobar esto para el caso de conjuntos de la forma C' = A x B. Supongamos
que u(C) = 0. Entonces, tenemos que

pa(A) =0
w(C) =0= pq(A)p.(B)=0= 6 bien . (2.14)
pe(B) =0

Puesto que fz(z) = p(z) << lg = pa y fr(y) = p(y) << pc, esta ultima por ser un
conjunto discreto, tenemos que

P(ZeA) =0
o bien = P((Z,Y)eC)=0. (2.15)
P(Y € B) =0

Buscamos reescribir el Teorema de Bayes para el caso discreto. Por un lado tenemos que

PUZY) €0 = [ favGcaducn) = [ fayGaddmadutn. (216)
Por otro lado, podemos obtener las densidades marginales de la siguiente forma:

fz(2) = [, py fzxy (2 9)duc(y) = [ py Fy W) fzpy=y(2)dpe(y) = S Iy @) fzy=3(2). (2.17)
Fv(y) = Jpa f2y (2 y)dpa(2). '

Con estas expresiones, podemos reescribir (2.13) de la siguiente forma para el caso en el
que una de las variables toma valores en un conjunto discreto:
fzv(zy)  f2(2) fyiz==(y)
fzy=y = ) 3D - : (2.18)
vy > =1 [y () fz1v=4(2)

Esto nos muestra que el tratamiento va a ser el mismo independientemente de que tra-
bajemos en un conjunto discreto o continuo. Por tanto, los problemas de regresién y de
clasificacién van a poder tratarse de forma muy similar.
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2.4. Aproximacion Bayesiana a la inferencia.

Para el aprendizaje basado en procesos Gaussianos la aproximacion clasica a la infe-
rencia resulta insuficiente y es mas conveniente recurrir a la aproximacién bayesiana. El
marco tedrico en el que se aplica la inferencia bayesiana es similar al clasico: disponemos
de un pardmetro poblacional respecto al cual se desea realizar inferencias y se tiene un
modelo que determina la probabilidad de observar diferentes valores de la variable obser-
vable, bajo diferentes valores de los parametros. Sin embargo, la diferencia fundamental
es que la inferencia bayesiana considera al parametro como una variable aleatoria. De este
modo, en la estadistica clasica solo se tiene en cuenta la informaciéon de la muestra obte-
nida, suponiendo, para los desarrollos matematicos, que se podria tomar una muestra de
tamaifio infinito de manera hipotética. En el caso bayesiano, sin embargo, ademas de la
muestra también juega un papel importante la informacion previa o externa que se pose en
relacion con los fenémenos que se tratan de modelizar. En esencia, la inferencia bayesiana
estd basada en la distribucién de probabilidad del parametro dados los datos (distribucién
a posteriori de probabilidad), en lugar de la distribucién de los datos dado el pardmetro.
Por consiguiente, se requiere especificar previamente una distribucién a priori de proba-
bilidad que representa el conocimiento acerca del pardametro antes de obtener cualquier
informacién respecto a los datos. Podemos dividir el problema de inferencia bayesiana en
varias etapas:

1. Especificar un modelo de probabilidad completo que incluya algin tipo de conoci-
miento previo sobre los parametros del modelo dado. Debe seleccionarse una distribu-
cién de probabilidad conjunta para todas las cantidades observables y no observables.
El modelo debe ser consistente con el conocimiento acerca del problema fundamental
y el proceso de recoleccién de la informacion.

2. Actualizar el conocimiento sobre los pardmetros desconocidos condicionando este
modelo de probabilidad a los datos observados. Calcular e interpretar la distribucién
a posteriori apropiada que se define como la distribucion de probabilidad condicio-
nada por las cantidades no observadas de interés, dados los datos observados.

3. Evaluar el ajuste del modelo y las implicaciones de la distribuciéon a posteriori re-
sultante. ;Es el modelo apropiado a los datos?, ;son las conclusiones razonables? Si
fuese necesario, alterar o ampliar el modelo, y repetir las tres etapas mencionadas.

Por consiguiente, vemos que la inferencia bayesiana pretende obtener informacién sobre
como cambia nuestra idea de los parametros a partir de los datos de entrenamiento. Para
ello, es necesario obtener la distribucién de probabilidad de los pardmetros condicionada
por los datos de entrenamiento. Este proceso de aprendizaje inductivo por medio de la
regla de Bayes es la base de la inferencia bayesiana, y da lugar a las distribuciones a
posteriori dadas por (2.13) y (2.18). Ademds, de cara a la inferencia resulta conveniente
manejar la distribucién predicativa dada por p(zp41, ..., Tntm|T1, -, Tn), para cualquier
m > 1y n > 1. De acuerdo con la definicién de probabilidad condicionada, esto se reduce
a lo siguiente:

p(xla e xn+m)

p(xy1..., zp)

Cuando el modelo de prediccién admite una representacién en términos de unos parame-
tros y de unas distribuciones a priori, podemos emplear el Teorema de Bayes para obtener
la distribucién a posteriori en términos del modelo paramétrico de 1, ..., x, dado 6, y la

(2.19)

P($n+17 "-’xn+m|xla ) xn) =
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densidad a priori de 6.

Con el objetivo de aligerar la notacidn, las ecuaciones (2.13) y (2.18) se han reescrito con
una notacion mas compacta, que serd la que empleemos a lo largo del trabajo:

2ly) = p(zy) p(2)p(yl|z)
PR = 568 T Tl (2.20)
p(zly) = p]gag) _ p(2)p(y|z) (2.21)

S2 p(G)plzly = j)

2.5. Divergencia de Kullback-Leibler.

La divergencia de Kullback-Leibler tiene su origen en la teoria de la informacién. El
objetivo de la divergencia de Kullback-Leibler es medir la similitud entre dos distribuciones
de probabilidad, P y Q. Generalmente Q representa los datos, las observaciones o la distri-
bucién de probabilidad que hemos medido. Por el contrario, P se emplea para denotar un
modelo tedrico, una descripcién o aproximacién de Q. De esta forma, podemos interpretar
la divergencia de Kullback-Leibler como la diferencia o el nimero de bits que necesitamos
para representar muestras dadas por Q usando un cédigo que optimiza P en lugar de
uno que optimiza Q. En este sentido, estd estrechamente relacionada con el concepto de
entropia [17, Capitulo 2], denotado tipicamente por la letra H. La entropia constituye una
medida de la incertidumbre asociada con una variable aleatoria X que toma m valores
diferentes x; y cuya distribucién viene dada por f, de modo que f(z;) = P(X = z;) = p;.

Definicion 2.5.1. La entropia de Shannon, o simplemente entropia, de una variable alea-
toria discreta viene definida por la siguiente expresion:

H(X)=-) pjlogP(X = ;) = —E[log P(X = ;)] = —E [log plj] , (2.22)
j=1

cuando la suma existe.
Dicha funcién H satisface, entro otras, las siguientes propiedades:
» H(X)>0.
» H(X)=0siysélosiIzg € X tal que X = 2.

» Si X puede tomar m valores diferentes, siendo m finito, entonces H(X) < log(m), y
se da la igualdad si X estd uniformemente distribuida.

» HX)+H(Y)>H(X,Y), y se da la igualdad si X,Y son independientes.

Las tres primeras propiedades pueden resumirse diciendo que una distribucién uniforme
maximiza H(X). Es decir, que la entropia de una variable aleatoria alcanza su valor maxi-
mo cuando todos los posibles valores de X son equiprobables, mientras que el valor de
H(X) es cero cuando todos los valores tienen probabilidad cero a excepcién de uno, que
ocurre con probabilidad uno.

La definicién 2.5.1 puede generalizarse al caso continuo, pero hay que tener precaucion ya
que la probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un valor concreto es cero.
Para solventar dicho problema, es necesario introducir una medida de referencia, a través
de la cual es posible definir la entropia de la siguiente forma [17, Capitulo 2]:
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Definicion 2.5.2. Dadas dos distribuciones de probabilidad, v << u, la entropia de v con
respecto de p, o la divergencia de Kullback-Leibler de v con respecto de i, se define como

dv d
D(u|lv) = —E, [log dﬂ] =B, {log dﬂ . (2.23)

Si v no es absolutamente continua respecto de u, entonces D(u||v) = oo. Es decir, tenemos
que
fl’y‘ log 4 d”du = flog Edu, si v<<p.
D(ully) = (224)

00, en caso contrario.

En el contexto del Machine Learning, dadas dos distribuciones Q y P, la divergencia de
Kullback-Leibler, D(Q||P), cuantifica la informacién que obtendriamos si empledsemos Q
en lugar de P. En términos Bayesianos, es una medida de la informacion adicional que
obtendriamos si empledsemos la distribucién a posteriori @ en lugar de la distribucién a
priori P. Es decir, es la cantidad de informaciéon que perdemos al emplear P para apro-
ximar Q. Aunque a menudo se emplea el término distancia para referirse a la divergencia
de Kullbak-Leibler, no es correcto puesto que ni verifica la desigualdad triangular ni es
simétrica. Algunas propiedades importantes de la divergencia de Kullback Leibler son las
siguientes:

» D(Q||P) >0, y se da la igualdad si y sélo si P = Q casi siempre.

» D(Q||P) = D(Q1||P1) + D(Qz2||P2) si P1,P2 v Q1,92 son independientes, donde
QO =0, 0y P =P ® Py siendo Q y P distribuciones de probabilidad en
X = A1 x Xy. Esta igualdad se deduce de la siguiente forma:

_ [ dA dQs
Q(AxB) = Q1(A)Q(B) = N
dQy dQQ
[ (@< Rw)pw <. @2
Por tanto, tenemos que
dQ dQ1 dQs

Sustituyendo en la expresiéon de la divergencia de Kullback-Leibler,

D(QHP):/logdP /(1 gd—Pl )+ log f%(;,)) APy (2)dPa(y). (2.27)

Aplicando el Teorema de Fubini, obtenemos la igualdad
D(Q|IP) = D(Q1l|P1) + D(Q2||P2). (2.28)

En el caso particular de los procesos Gaussianos, puesto que tanto la distribucién a priori
como la distribuciéon a posteriori son Gaussianas, podemos expresar la divergencia de
Kullback Leibler de forma particularmente sencilla. Denotando por f(x) a los valores de
la funcién de prediccion o hipétesis del modelo, podemos dividir este vector en dos partes:
una primera parte que denotamos por f y que se corresponde con los valores de f en los
puntos de entrenamiento, x1, ..., X, y una segunda parte que representa el valor de f en el
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resto de puntos del dominio, x € X, que denotaremos por f,. De esta forma, denotando por
q a la distribucién a posteriori para nuestro proceso Gaussiano, y por p a la distribucién
a priori, tenemos que

q(f, fly) = q(fly)p(£lf).
p(f,f*) = p(f)p(f*|f)

La divergencia de Kullback-Leibler se escribe entonces como

Kily) = [ attlym S arar. — [ aeyeim SRR D,
) q(ely)
= /q(f!y)l (6 df. (2.29)

De esta forma se puede transformar la integral de dimensién posiblemente infinita en
una integral n-dimensional, que es significativamente méds manejable. Por otro lado, usan-
do la condicién de que ambas distribuciones son Gaussianas, es posible simplificar atin
més la expresién. En particular, si tenemos dos distribuciones Gaussianas N (pp, %) y
N (g, 2q), que denotamos por N, y N, respectivamente, tenemos la siguiente expresién
de la divergencia de Kullback-Leibler, donde hemos empleado la definicién de la densidad
de probabilidad de una normal n-dimensional (2.3):

KL(qllp) = Eq[In(q)/In(p)] = Eq[In(q) — In(p)]
= B[ 5 500 )y )+ k) k)
= 580 ] - 3B [ )5y 6 = )] + 5B [0 )5k )
- n E; S [ ) e )] 5 By [ )5 p)230)

Teniendo en cuenta que [(x — uq)TEq_l(x — pg)] € R, podemos escribirlo como

tr ([(x — p1g)"E, 1 (x — p19)]), donde tr denota el operador traza. Ademas, la esperanza y la
traza se pueden intercambiar [12, Ecuacién 16], y la traza tiene la propiedad conmutativa,
aunque el producto de matrices no la cumpla, por lo que podemos escribir el segundo
término como

%eqr ([(x~ Hg) T (x — )] Egl) = %tr (Eq [(x— Hg) " (x — )] Ez;l) :

Puesto que Ey [(x — 114)7 (x — p1q)] = X4, podemos escribir lo siguiente:

1 _ 1 _ 1 n
§tr (Eq [(x — pg) " (x — 1g)] 35 = §tr (542 N = §tr (I,) = 3
Por 1ltimo, el tercer término puede simplificarse de la siguiente forma [12, Ecuacién 380]:

Ey [(x -~ NP)TE;I(X —p)] = (g = Mp)Txgl(ﬂq — pp) +tr (3,75,)
Asi pues, para el caso de distribuciones Gaussianas, la divergencia de Kullback-Leibler
adquiere la siguiente forma:

LBl

KL(qllp) = 5 |In =, " + (g — 11p) "S5 (g — pp) + 11 (2,154 | - (2.31)
q
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2.6. Regresion lineal.

Es habitual en aplicaciones cientificas o tecnoldgicas que uno esté interesado en estudiar
la relacidn que existe entre dos variables, digamos x e y. A la variable x se la conoce como
variable explicativa o regresor, mientras que a y nos referimos como variable dependiente
o variable respuesta. Frecuentemente asumimos que existe una relacién entre ambas dada
por y = f(x), donde la funcién f es desconocida, aunque en algunos casos puede venir
especificada por un modelo tedrico, por ejemplo, la ley de Hooke. No obstante, hay casos
en los que no disponemos a priori de informacién acerca de dicha funcién. Esta debe ser
entonces estudiada mediante una serie de experimentos a partir de los cuales se obtienen
unos datos de entrenamiento que pueden ser posteriormente analizados para buscar re-
laciones entre las variables respuesta y; y las condiciones iniciales x; € X'. El método de
regresién nos permite determinar una funcién f que mejor se ajusta a los datos observados.
Es decir, nos permite encontrar un estimador para la funcién subyacente, de manera que
dado cualquier vector de caracteristicas x,. € X podemos predecir el valor de la respuesta
Y como f(xy).

Con frecuencia se asume que existe una relacién lineal entre las variables, de modo que f
es una funcién lineal, f = wiz + wy. Con el fin de dar mayor flexibilidad al modelo, se
introduce un pequeno error aleatorio, de modo que diremos que y; = f(x;)+€;,i = 1,...,n,
siendo n el nimero de datos observados o datos de entrenamiento. Es habitual asumir que
dichos errores son variables aleatorias normales independientes e igualmente distribuidas
con media cero y varianza o2, esto es,

€ i (0,6%), i=1,..,n.

Hablamos entonces de un modelo de regresion lineal normal. Los pardametros wg y w1, que
reciben el nombre de intercept y pendiente, respectivamente, determinan la funcién de
regresion f(xz) = wix 4+ wp. Observamos ademds que, de acuerdo con las propiedades de la
distribucién normal, y1, ..., y, son variables aleatorias normales independientes con media
Ely;] = w1z; +wq y varianza Var[y;] = o2. Puesto que el valor de la variable y depende de
x, generalmente se escribe E[y|x] = wix + wp con el fin de enfatizar dicha dependencia.

Observamos ademads que en ocasiones podemos estar interesados en establecer una relacion
lineal entre una variables respuesta y; y mas de una variable explicativa, digamos x; =
[Zi1, -, Zin)T, obteniendo la siguiente relacién:

y=X'w+e (2.32)
e ~ N(0,0%I,). (2.33)

donde w = [wo, w1, ..., wq]T y X = [1,x1,...,x4]T. Es decir, X es la matriz cuyas columnas
son los datos de entrenamiento, siendo d el niimero de variables explicativas en este caso.

En lo que sigue, denotamos por D = {(x;,y;),z; € X,y; € R} | al conjunto de datos de
entrenamiento, donde x; denota el vector de datos de entrada de dimensién d e y; son los
resultados obtenidos en la observacién. Denotamos por X la matriz cuyas columnas son
los vectores que constituyen los datos de entrada, por lo que X € M?*™, Esta escritura no
es la més frecuente, sino que se corresponde con la traspuesta de la matriz de diseno habi-
tual. Por otro lado, agrupamos los datos de salida en un vector y, de modo que D = (X,y).
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Asumimos inicialmente que existe una relacion lineal entre los datos, de modo que tenemos
el siguiente problema de regresiéon planteado al comienzo de la seccion:

fx)=x"'w, y=f(x)+e (2.34)

donde x es el vector de datos de entrada, w es el vector de pesos (pardmetros), y son los
datos de salida observados y f es la funcién de regresion que se desea estimar. Al igual
que antes, asumiremos sin pérdida de generalidad que el ruido asociado a las observaciones

sigue una distribucién normal con media cero y varianza o2,

e ~N(0,02). (2.35)

En el caso exacto en el que n = d, podemos encontrar los parametros w sin mas que resolver
el sistema X”w = y. No obstante, si el numero de datos es menor que la dimensién del
espacio, hay muchas posibilidades para el vector w y todos ellos describen los datos de
manera correcta, por lo que debemos seleccionar un criterio de preferencia. Por norma
general, se favoreceran aquellos vectores w que tengan menor norma. En el caso en el
que haya ruido en las observaciones, no es posible encontrar una soluciéon exacta y serd
necesario usar una aproximacion. En este caso seleccionaremos el vector w que proporcione
un menor error. En situaciones en las que se den ambos problemas la solucién sera una
combinacién de ambas. Generalmente se estudian los cuadrados de los errores, dando lugar

a la siguiente funcién de pérdida [12, Capitulo 2]:
L(f,D) = L(W,D)=> (i — f(x:)* = L((xi, ). f), (2.36)
i=1 i=1

donde L((x;,yi), f) denota el error al cuadrado o pérdida de la funcién f en el ejemplo
(xi,yi) y L(f,D) denota el error global de la funcién f en el conjunto de datos D. El
problema se reduce entonces a encontrar el vector de pardmetros w que minimice la funcién
de pérdida global. Usando notacién matricial, la funcién de pérdida se puede escribir como

L(f,D) = L(w,D) = (y - X W) (y — X"w). (2.37)
Derivando ahora respecto de los parametros w e igualando a cero las derivadas, obtenemos
la solucién 6ptima:
0L(w, D)
ow

Esta tltima ecuacién recibe el nombre de ecuacién normal. Siempre que la inversa de X X7
exista, podemos despejar w y obtener

= 22Xy +2XX'w=0= XX"w = Xy. (2.38)

w=(XXT)"lXxy. (2.39)

2.7. Regresion Ridge.

Vemos que para que (2.39) tenga sentido, la matriz X X” debe ser invertible. Esto no
siempre se cumple, ya que puede ser que no haya datos suficientes para garantizar que
lo sea. También puede ocurrir que haya ruido en las observaciones, de modo que no sea
légico tratar de encontrar una solucién exacta al problema de regresiéon. Para solventar
estos inconvenientes se introduce un término de regularizacién. El més simple consiste,
como se ha comentado anteriormente en la seccién 2.6, en favorecer aquellos pardmetros
que tengan menor norma. Eligiendo este criterio, se obtiene la regresién Ridge [12, Capitulo
2].



2.7. REGRESION RIDGE. 21

Definicién 2.7.1 (Regresiéon Ridge). El problema de regresion Ridge consiste en resolver
el siguiente problema de optimizacion:

mingy(w, D) = minA|wl? + 3 (i ~ f(x:)
=1

donde A\ es un pardmetro que controla el grado de reqularizacion.

De nuevo, para obtener el valor éptimo de los parametros se efectian las derivadas parciales
y se iguala a cero el resultado.

0L(w,D)

5 = 22Xy +2XXTw+ 2w =0= (XXT + \I,,)w = Xy. (2.40)
W

Observamos como en este caso la matriz (X X7 + AI,,) es invertible siempre que A > 0,
por lo que la solucién 6ptima puede escribirse como:

w= (XXT + I, ' Xy. (2.41)

De esta ecuacion observamos que necesitamos mantener tantos pardametros como dimen-
sién tenga el espacio, ademas de invertir una matriz de dimensién d x d. En el caso de
trabajar en espacios de elevada dimension, este procedimiento resulta poco eficiente. Re-
sulta entonces conveniente expresar la solucién en la forma dual de manera que no dependa
de la dimensién del espacio sino del nimero de datos de entrenamiento:

n
w=\"1X(y - XTw) :Xa:>W:Zaixi, (2.42)
i=1

con a = A~y — XTw). Operando, podemos obtener una expresién equivalente para a:

M=y —-XTXa)= (XTX+AL)a=y = a=(K+ A, ly,

donde K = X7 X, que es una matriz de dimensién n x n, y depende por tanto del nimero
de datos de entrenamiento y no de la dimension del espacio. La funcién de regresién que
buscamos puede escribirse entonces de la siguiente formas:

A~

fx) =x"w=(x,w) = <Z QiXi, x> = Z i (%, X) = kxol (K 4+ M) Yy, (2.43)
=1 =1

con [kxz)i = (xi,x) = [k%,]i» de manera que basta con conocer los productos internos
entre los datos para definirla. Esto nos serd ttil en secciones posteriores, donde introduci-
remos el truco del nicleo (en inglés, kernel trick), que nos permite proyectar los datos de
entrenamiento, que inicialmente no guardan una relacién lineal, en un espacio en el que
dichas relaciones sean lineales.
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CAPITULO 3

FUNCIONES NUCLEO.

En muchas ocasiones las relaciones entre las variables no son lineales, por lo que los
métodos de aprendizaje basados en modelos lineales no son vélidos. No obstante, es po-
sible obtener nuevos datos de entrenamiento a través de una transformacién ¢ : X — F,
con F un espacio de caracteristicas adecuado. Dicho espacio serd generalmente un espa-
cio de Hilbert dotado de producto interno en el que las variables si presenten relaciones
lineales, pudiendo asi aplicar los métodos de aprendizaje propios de este caso en dicho
espacio. Ademads, veremos mas adelante que tan sélo necesitamos efectuar los productos
internos de los datos transformados, es decir, k(x,2z) = (¢(x), ¢(z)), sin necesidad de cal-
cular explicitamente las imagenes de los datos de entrenamiento por la transformacién ¢.
Parece légico plantearse entonces si es posible construir funciones k£ : X x X — R ade-
cuadas que efectien productos internos en un cierto espacio de caracteristicas, en general
desconocido. Este método se conoce como truco del nticleo (kernel trick) y plantea las
siguientes cuestiones:

= ;Cudndo una funcién k : X x X — R es una funcién nicleo?

= ;Cémo se pueden definir funciones nicleo sin construir explicitamente la transfor-
macién ¢?

= Dada una funcién nicleo, jes posible encontrar una transformacién y un espacio
asociado?

= ;Cudl es el coste computacional de emplear el truco del nicleo en modelos de apren-
dizaje?

En la seccién 3.1 se presentan los conceptos basicos en relacién con las funciones nticleo. En
la seccién 3.2 se introduce el espacio de Hilbert reproductor del nicleo, que permite definir
una funcién nicleo sin calcular explicitamente la transformacién a un determinado espacio
de caracteristicas. A continuacion, en la seccién 3.3 se proporciona una representacion en
serie para nucleos continuos en dominios compactos, que puede ser posteriormente usada
para definir el espacio de Hilbert reproductor del niicleo. En la secciéon 3.4 se definen
conceptos como la continuidad y la diferenciabilidad en media cuadratica y se proporcionan
ejemplos basicos de funciones niicleo. Por iltimo, se presenta una adaptacion a la regresion
Ridge para el caso de variables que no presentan relaciones lineales. Esta consiste en
proyectar los datos en un espacio de caracteristicas adecuado en el que poder emplear los
métodos presentados en la seccién 2.7 del capitulo anterior.

23
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3.1. Introduccion a las funciones nucleo.

A continuacién se define el concepto de funcién nicleo [12, Definicién 2.8].

Definicién 3.1.1 (Funcién niicleo). Sea X' un conjunto no vacio. Una funcion k : X xX —
R recibe el nombre de funcion kernel o funcion nicleo si existe un espacio de Hilbert F y
una transformacion ¢ : X — F tal que para todos x, z € X se tiene que

k(x,2) = (¢(x), d(2)) -

El espacio F recibe el nombre de espacio de caracteristicas asociado a la funcién k y la
transformacion ¢ se conoce como transformacion caracteristica.

Es importante observar que dada una funcién nicleo, ni la transformacién ¢ ni el espacio
F estan univocamente determinados. Ilustramos esto con el siguiente ejemplo [12, Ejemplo
2.9].

Ejemplo 3.1.1. Sea X C R?. Consideramos las siguientes transformaciones:

o1 o x= (a:l,xQ) — ¢1(X) = (33%,%‘%, \/5%11[52) e F C R3.
B2 x=(x1,22) = P2(x) = (22, 23, 2120, T2x1) € Fp C RE

Si efectuamos el producto interno de dos elementos cualesquiera obtenemos lo siguiente:

(¢1(x),01(2)) = <(fﬂ%> 3, V2u129), (1, 23, \/§Z1Z2)> = 2t + 2325 + 21022120
= (:c121 + 2029)? = (x,2)” .

(P2(x), P2(2)) (23,25, 2129, T2x1), (21, 23, 2122, 2021) ) = X727 + 525 + 231222120
:(ma+mwﬁzglf

. 2 .2 , 7
Como resultado, vemos que la funcién k(x,z) = (x,2)” es una funcién niicleo con mas de
un espacio de caracteristicas y mas de una transformacién asociadas.

En relacion con los procesos Gaussianos, existe una equivalencia entre las funciones nicleo
y las funciones de covarianza. Esta relacion es la que comentabamos al final de la seccién
2.2, gracias a la cual es posible, a través del Teorema de extension de Kolmogorov, definir
de forma univoca un proceso a partir de una funcién de media y una funcién semidefini-
da positiva, que serd una funcién de covarianza o funcién nucleo. Para establecer dicha
relacién, es necesario introducir la siguiente definicién sobre las funciones semidefinidas
positivas [10, Definicién 4.15.]:

Definicion 3.1.2. Dado X un conjunto no vacio, diremos que una funcion k : X x X — R
es semidefinida positiva si para todo n € N, (c1,...,¢,) CR y (z1,...,2,) C X,

Zn: Zn: cicjk(a:i, xj) 2 0.

i=1 j=1

Ademds, diremos que k es definida positiva si para (z1,...,2,) C X, todos ellos distintos,
la igualdad se da solo st ¢c; = ... = ¢, = 0. Por ultimo, diremos que k es simétrica si
verifica que k(x,z) = k(z,x) para todos x,z € X.
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En consecuencia, sea f ~ GP(m, k) un proceso Gaussiano, que podemos suponer centrado,
con x € X C R% Se tiene entonces que, por definicién de la funcién de covarianza,

k(x,y) = Elf(x)f(y)]-

Es facil comprobar que dicha funcién de covarianza es una funcién nicleo en el sentido de
la definicién 3.1.1. Basta con considerar la siguiente transformacién

¢: X — F =LY, A P),
dada por ¢(x) = f(x). De esta forma, tenemos que

k(x,y) = (6(x),0(y)) = E[f(%), f(y)]-

Asi pues, una funcién de covarianza es automaticamente una funcién nicleo. El reciproco
también es cierto por ser una funcién ntcleo simétrica y semidefinida positiva, ya que el
teorema de extensién de Kolmogorov nos permitiria definir un proceso Gaussiano cuya
funcién de covarianza sea dicha funcién simétrica y semidefinida positiva. No obstante, en
la siguiente subseccion se discutira de forma mas detallada la equivalencia entre funciones
de covarianza y funciones nticleo.

Por otro lado, es posible construir nuevas funciones nticleo a partir de unas dadas mediante
combinaciones lineales y transformaciones adecuadas. La siguiente proposicién [12, Pro-
posicién 3.22] introduce algunas de las operaciones validas para obtener nuevas funciones
nucleo. La demostracién de este resultado es trivial, por lo que se ha omitido.

Proposicién 3.1.1 (Construccién de funciones nucleo). Sean ki, ky : X x X - R, X C
R™ funciones nicleo, a € RY,f(-) una funcién real definida en X, ¢ : X — RN con
ks : RY xRN — R una funcién nicleo sobre RN x RN y B € M™ ™ una matriz simétrica
semidefinida positiva. Entonces, las siguientes funciones son funciones nicleo:

v k(x,2) = ki(x,2) + ka(x,2).

)=
) = aki(x,2z).
x,2) = k1(x,2)ka(x, 2).
)
)
)

n k(X,Z

s k(x,2z

(

(
k(x,z

(

(

s k

X,Z

3.2. Caracterizacion de la funcion nucleo. RKHS.

No siempre resulta sencillo construir un determinado espacio de caracteristicas, por lo
que es conveniente establecer criterios que permitan construir funciones nucleo sin explici-
tar la transformacién empleada. Por otro lado, dada una funcién k£ : X x X — R y dados
X1,...,X, € & fijos, la matriz [kxx]i; = k(x;,x;) recibe el nombre de matriz de Gram
asociada. Con esta notacién, la definicién 3.1.2 es equivalente a que la matriz de Gram
asociada sea semidefinida positiva.
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Es facil ver que toda funcién nitcleo es simétrica, ya que el producto interno en F es
simétrico y hemos definido la funcién nicleo como un producto interno en un cierto espacio
de caracteristicas F. Ademads, la funcién nicleo es también semidefinida positiva, ya que

D viik(xi,x5) = > vy ($(xi, d(x;) = <Z Uz’¢(xi)azvj¢(xj)> =D vio(xi)|* > 0.
=1 j=1 i1

1,j=1 1,j=1

El siguiente teorema [16, Teorema 4.16] muestra que estas propiedades no son solo nece-
sarias sino suficientes para definir una funcién nicleo. La clave consiste en construir un
espacio de Hilbert asociado a dicha funcién ntcleo que recibe el nombre de Espacio de
Hilbert Reproductor del nucleo, RKHS (del inglés, Reproducing Krenel Hilbert Space). Ve-
remos mas adelante que este espacio tiene la propiedad de que si dos funciones f y g estan
préoximas, en términos de la distancia definida por el producto interno asociado al espa-
cio, entonces los valores de f(x) serdn cercanos a los valores de g(x). Como consecuencia,
veremos que los RKHS se caracterizan porque las funciones de evaluacién, 0 : z — f(z)
son aplicaciones continuas.

Teorema 3.2.1 (Caracterizacién del nicleo). Una funcion k : X x X — R, es una funcidn
nicleo si y solo si es simétrica y semidefinida positiva.

Demostracion. La discusiéon anterior prueba que una funcién nicleo es simétrica y se-
midefinida positiva, por lo que es suficiente con probar la otra implicacién. Supongamos
entonces que k es una funcién semidefinida positiva, de manera que buscamos construir
una transformacién ¢ con llegada en un espacio de Hilbert del cual £ es la funcién nicleo.

Sea

Fo = {Zo‘ik(xia'):neNaXi ceX, o €eRi= 1,...,n}.
i=1

Observamos que los elementos de este espacio son funciones. Puesto que tanto la suma de
elementos del espacio como el producto de un elemento de éste por un escalar pertenecen
a JFp, tenemos que Fy es un espacio vectorial. Sean f, g € Fy dadas por

l n

flx) = Zaik(xix) y g(x) = Z,Bjk(zj,x).

i=1 j=1

Podemos definir el siguiente producto escalar:

l n l n

(f9) =D ciBik(xi,x;) =Y acig(xi) = > B f(2), (3.1)
i=1 j=1 i=1 j=1

donde las dos ultimas igualdades muestran que éste es independiente de la representacién

de f y g. Observamos que se cumplen las propiedades propias de un producto interno,

ya que es simétrico, bilineal y (f, f) > 0. Esto tltimo se deduce de la hipétesis de que la

funcién ntcleo es definida positiva,

l l
1) =D asajk(xi,x;) > 0.

i=1 j=1

Por tratarse de un producto escalar, es facil ver que verifica la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,

(L) P < (/) 9,90 f.g€ Fo
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Por otro lado, sea f € Fy tal que (f, f) = 0. Entonces, para todo x € X se tiene que

l
FEP =1 aik(ax)] = | (f.k(x ) P < (k(x,), k(x, ) - (f, f) =0,
1=1

por lo que necesariamente f = 0. Asi pues, queda demostrado que (3.1) es un producto
escalar en JFj.

Por tultimo, para poder definir un espacio de Hilbert necesitamos que éste sea completo.
Consideramos un vector fijo x y una sucesién de Cauchy (f,),- ;. Tenemos entonces que

(fa(%) = fn(3))* = {fa = fons K 0)? < 1 fi = finl P (3, ),

donde hemos utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que sabemos que verifica el
producto escalar (3.1). Asi pues, (fn(x)),-; es una sucesién de Cauchy de nimeros reales.
Se deduce entonces que ha de estar acotada, por lo que tiene limite. Definimos entonces
la funcién

F(x) = ln_ fu(x),

e incluimos todas las funciones de este tipo en el espacio Fp, completando asi el espacio
y obteniendo un espacio de Hilbert F asociado a la funcién nicleo k. Podemos entonces
definir el producto escalar entre elementos de F de la siguiente forma:

donde (fn(x))r2; v (gn(x))s—; son sucesiones de Cacuhy en Fp, dotado del producto es-
calar que hemos definido antes, cuyos limites son, respectivamente, f y g, elementos de F.

Ademas, asi construido, el espacio F estd dotado de una propiedad adicional que recibe el
nombre de propiedad reproductiva y se obtiene directamente de la definicién del producto
interno (3.1) tomando g = k(x, -):

I
(F k(%)) = aik(xi,x) = f(x). (32)
i=1

Hemos construido de esta forma un espacio de caracteristicas y tan sélo quedaria especificar
la transformacion correspondiente, definida como sigue:

p:xeX = P(x)=k(x,-) e F.
O

Dada una funcién k simétrica y semidefinida positiva nos referiremos al correspondiente
espacio Fj como espacio de Hilbert reproductor del nicleo (RKHS) y denotaremos por
() T al producto escalar asociado. De la definicion del espacio Fj, es facil observar que
las funciones f pertenecientes al RKHS asociado a la funcién ntucleo k heredan las propie-
dades de éste. Asi pues, si el nticleo es s-veces diferenciable, también lo seran las funciones
en el espacio de Hilbert asociado. Por otro lado, una propiedad importante del RKHS es
que la norma | f|| 5, recoge informacién tanto de la dimensién de la funcién como de su
suavidad. Asi pues, cuanto menor sea la norma, mas suave sera la funcién y viceversa.
Este aspecto sera de especial importancia al tratar con la regresion Ridge, ya que impon-
dremos un término de regularizacién, que es precisamente || f|| 7, , para evitar problemas
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de sobreajuste.

La siguiente definicién recoge las caracteristicas fundamentales del espacio RKHS [16,
Definicién 4.18].

Definicion 3.2.1. Sea X un espacio no vacio y sea F un espacio de Hilbert sobre X, es
decir, un espacio de Hilbert formado por funciones f : X — R.

» Una funcion k : X x X — R es un nicleo reproductor de F si verifica que k(x,-) € F
para todo x € X. Ademds, debe cumplirse la propiedad reproductiva,

fx) = {f.k(x,"))
para todas f € F y todos x € X.

» El espacio F recibe el nombre de espacio de Hilbert reproductor del nicleo sobre X
st para todos x € X la funcion delta de Dirac 6, : F — R definida por

es continua.

El siguiente lema muestra que un ntcleo reproductor es una funcién nicleo en el sentido
de la definicién 3.1.1 [16, Lema 4.19].

Lema 3.2.1 (Un nucleo reproductor es un nicleo). Sea F un espacio de Hilbert de funcio-
nes sobre X con nicleo reproductor k. Entonces, F es un RKHS y es también un espacio
de caracteristicas del nicleo k, donde la transformacion ¢ : X — F estd dada por

¢(X) - k(X, )
Dicha transformacion recibe el nombre de transformacion candnica caracteristica.

Demostracion. Por la propiedad reproductiva, toda funciéon de Dirac puede representarse
a través del nucleo reproductor:

102() = [F ()] = [ (£, kG, ) | < RG)AIf 1|7, (3-3)

para todos x € X, f € F. Esto prueba la continuidad de las funciones delta de Dirac. Por
otro lado, fijamos x' € X y escribimos f := k(x’,-). Entonces, para todo x € X, en virtud
de la propiedad reproductiva, se tiene

<¢(X)a ¢(X,)> = </€(X, ')7k(xla )> = <k‘(X, )vf> = f(X) = k‘(X, X/)'
O

Es posible demostrar que el RKHS determina univocamente la funcién nticleo k y viceversa.
En este sentido, el Teorema de Moore-Aronszajn [16, Teoremas 4.21 y 4.22] establece que
el RKHS asociado a una funcion nitcleo es tinico, por lo que dos espacios RKHS con la
misma funcién nicleo son isomorfos.
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3.3. Representacion de Mercer del RKHS.

En esta seccién introducimos el Teorema de Mercer, que proporciona un desarrollo en
serie para nucleos continuos en dominios compactos. Esta representacién en serie puede
ser usada posteriormente para describir el RKHS. Definimos el siguiente operador T f :
Lo(v) — Lo2(v) como

(Thf)() = / k() f)dr(x), [ € La(v), (3.4)

X

donde v es una medida de Borel finita en X' y L2(v) es el espacio de Hilbert de las funciones
de cuadrado integrable con respecto a la medida v. En el caso de que la funcién nicleo k
sea invariante por traslacién, dicho operador no es mas que la convolucién de f y k, por
lo que si k es suave, Ty f es una version mas suave que f. Ademads, el operador T f es
positivo, ya que

// k(z,x)f(z)f(x)dv(x)dv(z) > 0 para todo f € La(v).
XxX

Puesto que es también un operador compacto y autoadjunto [16, Teorema 4.27], de acuerdo
con el teorema espectral [16, Teorema A.5.13] existe un conjunto numerable de vectores
ortonormales (e;);er y una familia (A;)ier C R que converge a 0 tal que [A\1| > |A2| > ... >0
y

ka = Z )\z’ <f, €i> €, (3.5)
el
donde f € La(v). De hecho, {\; : i € I} es el conjunto de autovalores no nulos del operador
Tif y los e; son los autovectores asociados. El Teorema de Mercer [10, Teorema 4.49]
muestra que el nicleo k puede escribirse en términos de los autovalores y autovectores del
operador T} f.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Mercer). Sea X un espacio métrico compacto, k : X x X — R
una funcion nicleo continua, v una medida de Borel cuyo soporte es X y (e;, \;i)icr dados
por (3.5). Entonces

k(x,x') = Z Nei(x)e;(x),  x,x' € X, (3.6)
el
donde la convergencia es absoluta y uniforme sobre x,x" € X.

Con la notacién introducida, es evidente que ¢ : X — R dada por ¢(x) := \je;(X)ier, x € X
es una transformacion caracteristica asociada al nicleo k.

El siguiente teorema introduce la representacién de Mercer del RKHS [16, Teorema 4.51].

Teorema 3.3.2 (Representacién de Mercer del RKHS). Con la notacion y las hipdtesis
empleadas en el Teorema 3.3.1, definimos

F = {Zaz\/)\jez : (az) S ZQ(I)}.
el
Es mds, para [ = Y. c;aiv/Aiei € F y g = > .c;biv/Aiei € F definimos el producto
escalar como
(f,9)F = Zaibi- (3.7)
el
Entonces, F con el producto escalar (3.7) es el RKHS asociado a k.
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3.4. Propiedades de regularidad de las funciones niicleo.

Tal y como se introdujo en la seccién 2.2, la funcion de covarianza asociada a un pro-
ceso Gaussiano, que es una funcién ntcleo, recoge informacién acerca de la regularidad de
las trayectorias de tal proceso. Asi pues, la funcién de covarianza o funcién ntcleo juega
un papel importante en los métodos de aprendizaje basados en procesos Gaussianos. En
problemas de regresién lineal parece légico pensar que las observaciones asociadas a dos
puntos préximos estaran también préximas, por lo que las trayectorias deberan ser, como
minimo, continuas. Por tanto, los datos de entrenamiento que estén cerca de un cierto
dato de prueba deberian ser informativos sobre el valor esperado de la observacién de éste.
En el caso de los procesos Gaussianos, serd la funcién de covarianza la que proporcione
informacién acerca de la similitud entre datos.

Ya hemos visto que una funcién de covarianza o funcién nicleo debe verificar una serie
de propiedades, tales como ser simétrica y semidefinida positiva. Por tanto, esta claro que
una funcién arbitraria de x y x’ no sera, en general, una funcién de covarianza. El objetivo
de esta seccién es proporcionar ejemplos de funciones de covarianza usadas frecuentemen-
te as{ como estudiar sus propiedades. En la subseccion 3.4.1 se definen las funciones de
covarianza estacionarias e isotropicas. Posteriormente, en la subseccion 3.4.2 se introducen
los conceptos de continuidad y diferenciabilidad en media cuadréatica. Por dltimo, en las
secciones 3.4.3 y 3.4.4 se dan ejemplos de las funciones de covarianza méas empleadas en la
literatura y se define el concepto de funciones de base radial, respectivamente.

3.4.1. Funciones de covarianza estacionarias e isotropicas.

En ocasiones es necesario imponer ciertas restricciones sobre los procesos que deseamos
estudiar, de manera que sea posible obtener la distribucién de probabilidad que genera unos
ciertos datos de entrenamiento a partir de un nimero finito de estos. Una simplificacién
habitual consiste en suponer que la distribucién de probabilidad es similar en distintos
puntos del dominio X'. Una forma de definir este concepto es a través de la estacionaridad
estricta [14, Seccién 2]: para todo n € N finito, X1, ...,x, € X, t1,....,t, ERy x € X,

P[f(xl +X) < tla"'af(xn +X) < tn] = P[f(xl) < tla--~7f(xn) < tn]'

Es posible definir también la estacionaridad en términos de los dos primeros momentos
del proceso f. En este sentido, supongamos que la funcién de covarianza de f depende
unicamente de la diferencia entre dos puntos, x — y. Tenemos entonces que existe una
funcién K denominada funcién de autocovarianza, tal que cov(f(x), f(y))= K(x —y)
para todos x,y € X. Diremos entonces que un proceso es débilmente estacionario si
tiene momentos finitos de orden dos, sus funciones de media son constantes y posee una
funcién de autocovarianza. Notemos ademads que cualquier proceso que sea estrictamente
estacionario es también débilmente estacionario, como se muestra a continuacién:

(F 1+ %), F(xa +%)) £ (f(x1), f(x2)) = Ef(x1 + %) f (%2 +%)] = B[f(x1) f (x1)]
= k(x1 4 X, X + X) = k(x1,X2) = k(x1,X2) = k(%1 — X2,0) = k(x1 — X3). (3.8)

Podemos entender entonces la estacionaridad como invarianza frente a traslaciones.

Por otro lado, es posible definir también invarianza frente a rotaciones [14, Seccién 2]. En
este sentido, diremos que un proceso es estrictamente isotrépico si sus distribuciones finito
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dimensionales son invariantes frente a cualquier tipo de movimiento rigido. Es decir, para
cualquier matriz ortogonal H de tamafio d x d y cualquier x € X C R? se tiene:

Plf(Hx1+x) <t1, ..., f(Hxp +x) < tp] = P[f(x1) < t1,..., f(xn) < 1]

para todo n € N finito, x1,...,x, € &, t1,...,t, € Ry x € X. Al igual que ocurria
con la estacionaridad, podemos definir un proceso débilmente isotrépico como un pro-
ceso tal que existe una constante m y una funcién K en [0,00) tales que m(x) = m y
cov(f(x), f(y))= K(||x — y|) para todos x,y € X. La funcién K recibe el nombre de
funcién de autocovarianza isotrdpica del proceso f. De esta definicién se deduce que un
proceso isotrépico es estacionario. Por otro lado, se deduce que todo proceso estrictamente
isotrépico es débilmente isotrépico. La demostracion de esto ultimo es equivalente a la
dada por (3.8).

(F(Hx1 + %), f(Hxa +x)) £ (f(x1), f(x2)) = E[f (Hx1 + %) f(Hxs +%)] = B[f(x1) f (x1)]
= k(Hx1 4 x, Hxo + X) = k(x1,X2) = k(x1,X2) = k(H(x; — X2),0) = k(||x1 — x2]|)(3.9)

La ventaja que poseen las funciones de covarianza estacionarias es que es posible carac-
terizarlas mediante su densidad espectral a través del teorema de Bochner [20, Seccién 2,
Teorema 2].

Teorema 3.4.1 (Teorema de Bochner). Sea k una funcion definida en R, Entonces k es
una funcion de autocovarianza de un proceso estocdstico continuo y débilmente estaciona-
10 st Y solo si se puede escribir como

k(%) = /R i P ), (3.10)

donde F' es una medida finita y positiva.

Por consiguiente, cuando la medida F' tiene una densidad asociada, podemos definir una
funcién f denominada densidad espectral de k. Diremos que k y f son duales de Fourier,
y podemos calcularlas analiticamente de la siguiente manera:

k(x) = / €20 (1) . (3.11)
f(u) = / e MW k(%) dx. (3.12)

De acuerdo con este resultado, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
» k(x,y) = k(x —y) es una funcién de covarianza.
» k(x,y) es semidefinida positiva.

= k(x) = [ga e2m W F(u). Para el caso en el que la medida tenga una densidad

asociada, k(x) = [pa 2™ f(u)du, donde f(u) es la densidad espectral asociada a
dicha medida.

Por tanto, si podemos encontrar una funcién f(u) integrable y positiva, tal que k(x) es
la transformada de Fourier de ésta, entonces queda demostrado que k es en efecto una
funcién de covarianza.
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3.4.2. Continuidad y diferenciabilidad en media cuadratica.

Resulta conveniente establecer una relacion entre la suavidad de un proceso y su funcién
de covarianza. Una forma de establecer dicha relacion es a través de lo que se conoce como
propiedades en media cuadratica del proceso. En este sentido, definimos la continuidad en
media cuadrética de la siguiente forma [11, Seccién 2.4]:

Definicién 3.4.1 (Continuidad en media cuadrética). Diremos que un proceso f(x) es
continuo en media cuadrdtica en x* si

Ellf(x) — fx)* —, 0.

X—x*

Si esto es cierto para todo x* € A C R?, diremos que f(x) es continuo en media cuadrdtica
en A.

En particular, para un proceso débilmente estacionario con funcién de autocovarianza
K, E[|f(x) — f(<)])? = E[fx)f(x)] — BIf(x)£("%)] — E[f(x)f ()] + BLf(x)f(x)] =
2[K(0) — K(x — x*)], de manera que f es continuo en media cuadratica en x* si y sélo
si K es continua en el origen. Puesto que un proceso débilmente estacionario es continuo
en media cuadratica en todos sus puntos, o no lo es en ninguno, podemos afirmar que
un proceso serd continuo en media cuadratica si y sélo si su funciéon de autocovarianza es
continua en el origen. Si la funcién K es continua en el origen, entonces lo es en todos su
puntos:

|K(x) — K(y)| = leov(f(x)— f(y), f(0))] < [var(f(x) — f(y))var(f(0))]/?
= [2(K(0) — K(x,y))K(0)]"/? — 0.

y—X

Es posible definir de manera similar la diferenciabilidad en media cuadrética a través de
un limite en L? [11, Seccién 2.4].

Definicién 3.4.2 (Diferenciabilidad en media cuadratica). Un proceso f en R con momen-

tos de orden dos finitos es diferenciable en media cuadrdtica en x si %ﬁ*ﬂx) converge
en media cuadrdtica para toda sucesion (hy,) — 0, siendo dicho limite independiente de
n—oo

la sucesion escogida. Si dicho limite existe, lo denotamos por f'(x).

Para un proceso débilmente estacionario con funcién de autocovarianza K, definimos

flz+h) — f(z)
h )

fu(z) =

cuya funcién de autocovarianza es

Kn(x) = E[fn(x)fa(z)] = % (2K (z) — K(z + h) — K(x = h)).

Si K es dos veces diferenciable, entonces

ilzll%Kh(:E) = —K"(x).
Es posible probar que un proceso f es diferenciable en media cuadratica si y sélo si K" (x)
existe y es finito, y ademas, si f es diferenciable en media cuadratica, entonces la funcién
de autocovarianza de f’ es —K”. Podemos definir derivadas de orden mayor de la siguiente
forma: diremos que f es m-veces diferenciable en media cuadrética si es (m — 1)-veces di-
ferenciable en media cuadréatica y K™ ! es diferenciable en media cuadrética. Repitiendo
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los argumentos presentados, es posible probar que un proceso f es m-veces diferenciable
en media cuadrética si y sélo si K2 (0) existe y es finito. De ser asf, la funcién de auto-
covarianza de f(™) es (—1)™K(2m),

Buscamos extender la nocién de diferenciablidad en media cuadrédtica a un conjunto
X C R% Sea {f(x):x € X} un proceso con funcién de covarianza k(x,y). Definimos
en primer lugar la derivada direccional del proceso en la direccién u como

fx+hu) - f(x)
- :

Dyf(x) = }Ilig(l)fu’h(x), donde  fyn(x) =

En esta definicién, h es un escalar y el limite es en L?. Definimos la funcién de covarianza
de la derivada direccional del proceso como k(x,y) = E[Dyf(x)Duf(y)]. Entonces,

Koy = lim lim E[Dy £ (x) D/ (3)] (3.13)
h—0k—0
Es decir,
L2
fu,h(x) — Du,hf(x)‘
h—0
L2
fur(y) = Durf(y).
—0
por lo que

}Ll’i%lll’g(l)fu,h(x)fu,k(Y) = Dupnf(x)Duf(y),

entendiendo las derivadas en L?. Esto implica que

lim im B[ fu 1 (x) fuk(¥) = Dunf (%) Duif(y)] = 0,

h—0k—0
ya que la convergencia en L? implica convergencia en L', por lo que obtenemos (3.13). Po-
demos entonces extender el concepto de diferenciabilidad en media cuadratica a dominios
de mayor dimensién de la siguiente forma [, Seccién 3|:

Definicién 3.4.3 (Diferenciabilidad en media cuadratica). Un proceso {f(x) :x € X'} es
diferenciable en media cuadrdtica en Xy st para cualquier direccion u, existe un proceso
Ly, (u), lineal en u, tal que

R(xg,u) 12

f(xo+u) = f(x0) + Lx,(u) + R(xg,u), donde = 0. (3.14)

[[uli

En otras palabras, existe un proceso lineal Lx,(u) tal que

{f(xO ) — f(x0) — Ly(u) }2 .

lim £
[[ul]

Es importante observar que la existencia del limite }lll’r% M para todo u no implica
_)

que f(x) sea continuo en media cuadratica en xg. No obstante, si un proceso f(x) es
diferenciable en media cuadratica en X C R entonces es continuo en media cuadrética.
Escribiendo la direccién u como hv donde v es un vector unitario en la direcciéon de u y
h es un escalar que indica la magnitud de u, tenemos que

F(xo+u) = f(xo+hv) = f(x0) + Ly (V) + R(x0, hv) = f(x0) + 1 <LxO (v) + R(Xffv)> ,
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donde la tltima igualdad se deduce de la linealidad de Lx,(u). Usando entonces que f es
2

diferenciable en media cuadratica, se tiene que f(xo + u) L f(x0) si h — 0. Ademas, si

f es diferenciable en media cuadratica, entonces las derivadas direccionales existen para

cualquier direccion u y Dy p(x) = Lx(u). Esto se deduce de lo siguiente:

R(x, hu)

fun(x) = Lx(u) + A

2 2
Puesto que w hL—>O 0, tenemos que fy x(x) hL—S Lx(u), por lo que por definicién de
— —

derivada direccional, se tiene que Dy p(x) = Lx(u).

3.4.3. Ejemplos de funciones de covarianza.

En esta seccién introduciremos algunos ejemplos comunes de funciones de covarianza,
siguiendo los presentados en [34, Capitulo 4].

= Funcién de covarianza de Matern: La covarianza de Matern entre dos puntos
viene dada por la siguiente expresién:

I=v vr Y vr
buaen®) = 7 (7)1 (7). (315

donde v y [ son pardmetros positivos y K, es la funcién de Bessel modificada [,
Seccién 9.6].

S 1 Valores de nu f — Valores de nu
— nu=0.5 — nu=0.5
— nu=1 — nu=1.5
2 - nu=2 o nu=2.5
5 = 1 — SE
=4 >
8 :
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[0} [0} o |
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5 <
s o ]
o
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e | S
e T T T T T T T T T
0 5 10 15 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Distancia entre datos, r datos de entrada, x

Figura 3.4.1: Funcion de covarianza de Matern y trayectorias de un proceso Gaussiano con
dicha funcién.

El pardmetro mas importante de dicha funcién de covarianza es i, ya que determina
la suavidad del proceso f. Cudnto mayor sea dicho parametro, més suave sera el
proceso asociado. Para valores v = p+ %, las funciones de covarianza de Matern son
mas suaves, por lo que suelen ser las mas empleadas. En particular, se usan con mucha
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Funcién de covarianza

1.0

0.4 0.6 0.8

0.2

frecuencia los valores v = % yv = % Los procesos asociados a funciones de covarianza
de este tipo son v —1 veces diferenciables, por lo que el parametro v controla el grado
de suavidad de las muestras de los procesos. Asi, para v = 3/2 tendremos procesos
una vez diferenciables, mientras que para v = 5/2 seran doblemente diferenciables.
Por otro lado, la funcién de covarianza exponencial al cuadrado, que se obtiene
cuando v — oo, serd infinitas veces diferenciable.

Funcion de covarianza exponencial y proceso de Ornstein-Uhlenbeck: Si
v = % en la funcién de covarianza de Matern, obtenemos la funcién de covarianza
exponencial. Un proceso con dicha funciéon de covarianza serd continuo en media
cuadrética pero no diferenciable.

k(r) = exp <—%) : (3.16)
Funcién de covarianza v-exponencial: Esta familia de funciones de covarianza
incluye también la exponencial y la exponencial cuadrada. Su expresiéon viene dada
por

k(r) = exp (— (;)V) para 0 <~y <2. (3.17)

Este tipo de funciones son menos flexibles que las funciones de covarianza de Matern,
ya que el proceso asociado a éstas no es diferenciable en media cuadratica salvo para
el caso v = 2.
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Distancia entre datos, r datos de entrada, x

Figura 3.4.2: Funcién de covarianza y-exponencial y trayectorias de un proceso Gaussiano
asociado.

= Funcién de covarianza racional cuadratica: La expresion de esta funcién de

covarianza viene dada por

kg (r) = <1 + 22;) - (3.18)

donde «,l > 0. Este tipo de funciones de covarianza puede verse como una suma
infinita de funciones de covarianza exponenciales al cuadrado con diferentes parame-
tros de longitud [. A diferencia de lo que ocurria con las funciones de covarianza
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de Matern, este tipo de funciones de covarianza son infinitamente diferenciables en

36
media cuadratica para todo a.
S 1 Valores de alpha
— alpha=0.5
© —— alpha=2
S T alpha=infinity
[
S
.o
§ 3
[e]
o
(O]
kel
c Y
S o
2
=)
[T
N
o
Q]
o

Distancia entre datos, r

™ Valores de alpha
— alpha=0.5
~ 4 —— alpha=2
alpha=infinity

datos de salida, y

-2

-4 -2 0 2 4

datos de entrada, x

Figura 3.4.3: Funcién de covarianza racional cuadrética y trayectorias de un proceso Gaus-

siano asociado.

= Funcién de covarianza peridédica: Dicha funcion de covarianza viene dada por la

siguiente expresion

k(r) = exp <

o
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(3.19)

Figura 3.4.4: Funcién de covarianza periédica y trayectorias de un proceso Gaussiano con

dicha funcion.

s Funcién de covarianza exponencial cuadrada: Hemos visto como esta fun-
cién nucleo puede considerarse como una funcién de covarianza de Matern donde el
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Funcién de covarianza

parametro v — oo.

2

k(x,y) = exp <—”X_y”2> = k(r) = exp (-TZ) : (3.20)

202 20

Esta funcién nicleo tiene muchas aplicaciones y se usa habitualmente por ser infini-
tas veces diferenciable. Puesto que los procesos Gaussianos heredan las propiedades
de las funciones de covarianza asociadas, un proceso Gaussiano con funcién de co-
varianza exponencial cuadrada tendrd derivadas en media cuadrética de todos los
ordenes, siendo por tanto un proceso suave.
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Figura 3.4.5: Funcién de covarianza exponencial cuadrada y trayectorias de un proceso
Gaussiano con dicha funcién.

Existen varias formas de probar que la funciéon de covarianza exponencial cuadrada
es en efecto una funcién nicleo. Por un lado, podemos buscar una aplicacién ¢ tal
que k(x,y) = (¢(x), ¢(y)). Definimos la siguiente transformacién:

2
Gp: X —H con  ¢(x)=exp <—”X2;2Z”> . (3.21)

Por tanto, tenemos que

_ I — =|” ly —=z*Y , < — i
k(x,y) —/exp (—M exp | =" 5 dz = /7o exp T (3.22)

Basta entonces con redefinir la desviacién estdndar, de modo que tomando o/ V2y

s I =
)= ez (o)
tenemos que k(x,y) = (¢(x), d(y))-
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Es posible también emplear el Teorema de Bochner presentado en 3.4.1. Si encon-
tramos una funcién de densidad adecuada f(u), positiva e integrable, tal que k(x)
sea la transformada de Fourier de f(u), queda probado que k es una funcién ntcleo.
Definimos la siguiente funcién f(u):

f(u) = (2r?)¥? exp(—2n21%u?). (3.23)

Se puede probar que la transformada de Fourier de dicha funcién es en efecto la
funcién de covarianza exponencial al cuadrado.

3.4.4. Funciones de base radial.

En términos generales, las funciones de base radial constituyen una forma de aproximar
funciones continuas que dependen de dos o mas variables mediante combinaciones lineales
de términos basados en una funcién de una tnica variable [13]. Denotamos a estas funciones
por ¢(r), enfatizando que dependen tan solo de la distancia r a un punto central, de modo
que son funciones radialmente simétricas. Las funciones de base radial se usan en diversas
aplicaciones, como la interpolacién de datos, la resoluciéon de ecuaciones diferenciales,
resolucion de ecuaciones integrales o ecuaciones diferenciales estocasticas. Algunos de las
funciones de base radial (RBFs) mds usadas son [24]:

Gaussiana (GA): ¢(r) = exp(—(ar)?).

Cuadrética inversa (1Q): ¢(r) = m

Multicuddrica (MQ): ¢(r) = /(ar)? + 1.

Multicuéddrica inversa (IMQ): ¢(r) = ﬁ

Ctbica: ¢(r) = r3.

donde en todos los casos a es un parametro de forma.

(a) RBF Gaussiana con pardmetro o = 1 (b) RBF Gaussiana con pardmetro o = 3

Figura 3.4.6: Funcién de base radial.
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Definicién 3.4.4 (RBF [19]). Una funcion ¢ : R — R recibe el nombre de funcién radial
st existe una funcion de una unica variable 1 : [0,00) — R tal que ¢(x) = 1(r), donde
r=|x|| v ||.|| denota alguna norma en R?, generalmente la norma Euclidea.

3.5. Regresion Ridge.

A la vista de los resultados estudiados en este capitulo sobre las funciones nucleo,
vamos a volver a analizar el método de regresién Ridge. Veremos que las funciones nicleo
nos proporcionan una mayor flexibilidad a la hora de ajustar modelos de regresiéon. En las
secciones 2.6 y 2.7 hemos introducido los conceptos béasicos de este método de regresion.
No obstante, hemos supuesto que existe una relacién lineal entre las variables, de manera
que la funcién buscada satisfacia la relacién dada por la ecuacién (2.34). No obstante, éste
no es generalmente el caso. Una forma de solventar este problema es proyectar las variables
desde el espacio de origen hacia un espacio de caracteristicas en el que si haya relaciones
lineales entre las variables, de manera que los modelos lineales de regresion lineal sigan
siendo vélidos. Asi pues, supongamos que tenemos la siguiente transformacién:

$p:x R = ¢(x) € F.

El conjunto de datos de entrenamiento es ahora de la forma D = {(¢(x,), 1), -..(¢(%,,), Yn) }-
Denotamos por ®(X) la matriz cuyas columnas son las correspondientes transformaciones
$(x) de los n datos de entrenamiento. Asi pues, ®(X) € MY*", Con esta notacion, el
modelo de regresion es de la siguiente formas:

f(x) = ¢(x)"w, (3.24)

donde el vector de pardmetros tiene dimensién N en lugar de d. Podemos repetir el pro-
cedimiento descrito anteriormente sin més que sustituir X por ®(X). De esta forma, la
regresion Ridge consistird en minimizar la siguiente funcién de pérdida:

minCy(w, D) = min)||w||* + ) (y: — f(4(x,))". (3.25)
=1

Sustituyendo x por ¢(x) en las expresiones anteriores y denotando por G = (X )7 ®(X),
llegamos a las siguientes ecuaciones en relacién con la funcién de regresion, que se corres-
ponden con la representaciéon primal y dual respectivamente:

fx) = o(x)"'w=¢(x)"(2(X)2(X)" + Ay) ' ®(X)y

= ¢(x)"(G" + My) ' @(X)y, (3.26)
fx) = ¢x)w=(g(x),w) = <Zai¢(xi),¢(x)> = i {p(x,), 9(x))
=1 =1
= kx. (G4 M) Yy, (3.27)

donde en este caso [kxz]; = (¢(x;), ¢(x)). Vemos que la representacion primal (3.26) invo-
lucra matrices de tamano N x IN, por lo que si el espacio de caracteristicas es de dimensién
elevada, resulta poco eficiente. Por el contrario, la representacién dual (3.27) involucra ma-
trices de tamano n X n y la informacién acerca del espacio de caracteristicas esta recogida
en forma de productos escalares, por lo que empleando funciones nicleo adecuadas que
nos permitan definir dichos producto escalares como funcién de los datos de entrada no es
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necesario definir de forma explicita el espacio F.

Resumiendo, tenemos dos maneras de expresar la solucién 6ptima: Una es mediante la
representacion primal, en la que interviene la dimension del espacio y el vector de parame-
tros se calcula explicitamente. Otra es la representaciéon dual en la que la solucién se
expresa como combinacién lineal de productos escalares calculables a partir de los datos
de entrada, de manera que tenemos un sistema de tantas ecuaciones como datos, y la
dimension del espacio no interviene en la resolucién de éste. Por tanto, si la dimension d
del espacio es mayor que el nimero de datos de entrenamiento, serd mas eficiente resolver
la ecuacion en la forma dual.

En la Figura 3.5.1 se ha representado la funcién f(z) = xsin(z) + €, donde € representa un
ruido Gaussiano. Se ha empleado posteriormente el método de regresion Ridge para obtener
una aproximacion de la funcién. Vemos que se obtienen un buen acuerdo empleando un
nicleo Gaussiano.

Kernel Ridge Regression

20 Datos de entrenamiento
Datos predichos

Figura 3.5.1: Regresion Rige con un nticleo Gaussiano.

No obstante, es importante notar que la eleccién de un nicleo adecuado determina en
gran medida la calidad de la aproximacién. Ilustramos esto con el ejemplo siguiente. Se
han representado unos datos aleatorios en x1 y s, siendo y = x1 4+ x2 + €, con € un error
aleatorio. En la figura 3.5.2a se ha empleado un nicleo Gaussiano, obteniendo una muy
mala aproximacién. En la imagen 3.5.2b, por el contrario, se ha empleado un ntcleo lineal.
Vemos como en este caso la calidad de la aproximacién es notablemente mejor. Es por
ello por lo que la determinacién del nicleo juega un papel crucial en los problemas de
regresion.
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Kernel Ridge Regression
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3 + Datos predichos
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(a) Regresion Rige con un nicleo Gaussiano.
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Kernel Ridge Regression
100 X O Datos de entrenamiento
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(b) Regresién Ridge con un niicleo lineal.

Figura 3.5.2: Regresién Ridge para unos mismos datos cambiando la funcién nticleo em-

pleada.
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cAPITULO 4

REGRESION BASADA EN PROCESOS GAUSSIANOS.

Hemos visto en la seccién 2.4 en qué consiste el tratamiento del problema desde el punto
de vista de la inferencia Bayesiana. Con respecto a los modelos de regresién basados en
procesos Gaussianos, existen varias formas de interpretarlos. Por un lado, podemos definir
un proceso Gaussiano como una distribucién sobre funciones, por lo que la inferencia tendra
lugar en un espacio de funciones. Otro punto de vista consiste en utilizar un espacio de
pesos en el cual se lleva a cabo la inferencia. En las secciones 4.1 y 4.2 se detallan ambos
puntos de vista [34, Capitulo 2]. Es importante darse cuenta de que la regresién basada en
procesos Gaussianos es un método no paramétrico, tal como se explica en la seccién 4.2, por
lo que la fase de entrenamiento no consiste en la optimizacién de una serie de pardmetros
sino que, desde el punto de vista numérico, se basa simplemente en la inversién de una
matriz. En la seccién 4.3 se introducen técnicas para la eleccion de los hiperparametros
6ptimos. Por ltimo, en las secciones 4.4 y 4.5 se introducen algunas consideraciones sobre
los procesos Gaussianos y se comparan éstos con la regresion Ridge de capitulos anteriores.

4.1. Espacio de pesos.

Denotamos por D = {(x;,¥;),x; € X,y; € R}, al conjunto de datos de entrenamien-
to, donde x; denota el vector de datos de entrada de dimensién d e y; es el resultado
obtenido en cada observacion. Denotamos por X la matriz cuyas columnas son los vecto-
res que constituyen los datos de entrada, por lo que X € M%*" y agrupamos los datos de
salida en un vector y, de modo que D = (X,y). En los problemas de regresién estaremos
interesados en encontrar relaciones entre los datos de entrada y de salida.

En un primero momento asumimos que los datos siguen un modelo lineal de modo que
tenemos el siguiente problema de regresion:

f(X) = XTWa Yy = f(X) +e (41)

donde x es el vector de datos de entrada, w es el vector de pesos (pardmetros), y son los
datos de salida observados y f es la funcion de regresién que se desea estimar. La teoria
es mucho mas manejable si asumimos que el ruido asociado a las observaciones sigue una
distribucién normal con media cero y varianza o?2:

e ~N(0,02). (4.2)

43
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Definimos la funcién de verosimilitud como la densidad de las observaciones dados los
pardametros. Es facil ver que dicha densidad es normal de media X”w y varianza o21.

n

w) = i|xi, W) = - ! ex —7(yi_XiTW)2
poow) = [Dotwbeow) =[] oo (FU50) ay

_ xTw|2
= 1)Wexp <_’yXW‘>:./\/(XTW,U721[)_

(272 202

Resulta conveniente asumir que los pesos se distribuyen de acuerdo con una normal de
media cero y varianza Y,, ya que en otro caso, las integrales que apareceran a lo largo del
capitulo no pueden resolverse de forma analitica:

w ~N(0,%,). (4.4)

Con el objetivo de obtener la distribucién a posteriori, empleamos la regla de Bayes [34,
Apéndice A.3]:
p(y| X, w)p(w)
p(wly, X) = :
’ p(y|X)
Puesto que el denominador es una constante que no depende de los parametros, obtenemos
lo siguiente en relacién a la distribucién a posteriori:

(4.5)

1 1 _
p(wly, X) o exp <_M(y - XTW)T(y — XTW)) exp (—2WTEp 1w) (4.6)

1 1
X exp <—2(w - v‘v)T(—2XXT + Up_l)(w - v‘v)) ,
n
donde W = 0, 2(0,2X X7 + Xy N~=1Xy, de manera que tenemos una distribucién normal
de media W y varianza A~!, con A = (02X X7 + szl),

p(wly, X) ~ N(w, A7H). (4.7)

Denotando por f, los valores predichos para un conjunto de datos de prueba Z = (z1, ..., Z,),
podemos obtener la distribucion de la funcién de regresién que buscamos usando las pro-
piedades de linealidad de la distribucién normal y recordando que f verifica (2.34):

p(f.|z, Xy) = N(%ZTA_le’ 7zl A7 z). (4.8)
n
De nuevo, hemos supuesto que la relaciéon entre las variables es lineal en el espacio de
origen. Cuando esto no sea cierto, es posible que, transformando los datos de entrada
desde dicho espacio a un espacio de caracteristicas adecuado F, dichas variables presenten
relaciones lineales. Supongamos que F = RY. Usando la transformacién presentada en el
capitulo 3,
p:x R = ¢p(x) € F,

y denotando por S al conjunto de datos de entrenamiento transformados, la distribucién
a posteriori descrita en (4.8) puede escribirse como

P(file, Xy) = Ny 6(a)T A7 8(X)y, 6(2)7 A7 6()), (4.9
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con A = (0,2®(X)®(X)" + £, 1). El problema que plantea esta expresion es la dimen-
sién de la matriz A, de tamano N x N. Si estamos trabajando en un espacio de carac-
teristicas de elevada dimensién resulta poco eficiente a nivel computacional. No obstan-
te, es posible obtener una expresién equivalente denotando por kxx = ®(X)TS,®(X),
kzx = ¢(2)TS,®(X) y kzz = ¢(2)T2,6(z). Con esta notacién, tenemos que

0 2B(X) (kxx + 021) = 0, B(X)(®(X)TS,®(X) + 021) = AT, B(X).
Multiplicando ambos lados por A~! obtenemos la siguiente igualdad:
oZATIO(X) = 8,0(X) (kxx + 021).
Por tanto, la media de la distribucién a posteriori puede escribirse de la siguiente forma:
w=1m=d(z) T, X)(kxx + 021 'y = kzx(kxx +o21)"'y. (4.10)

Para obtener una expresion equivalente de la varianza, usamos la identidad matricial de
Woodbury [Anexo B] con A7t =%, C7! = 621, U = V = &(X). Obtenemos de esta

forma una expresién mas sencilla:

E = ¢(2)"%02) — o(2)"S,0(X)(kxx +02I) ' 0(X)'S,¢(2)
= kzz—kzx(k‘xx—i—o%[)flkgx. (4.11)

La ventaja que presenta esta escritura es que las matrices involucradas son de tamafo
n X n en lugar de N x N, lo cual resulta mas eficiente a la hora de calcular sus respectivas
inversas si la dimension del espacio de caracteristicas es elevada. Por otro lado, observamos
que el espacio de caracteristicas aparece siempre en la forma ¢(X)T2p¢(x’ ), donde x y x’
son puntos pertenecientes al conjunto de datos de entrenamiento. De esta forma, podemos
definir la siguiente funcién:

k(x,x') = ¢(x)T (), (4.12)

que recibe el nombre de funcién de covarianzas y no es mas que un producto interno con
respecto de X,,. Por tratarse de un producto escalar, dicha funcién es continua, definida
positiva y simétrica. La ventaja que tiene definir una funcién de esta forma es que no es
necesario definir explicitamente la transformacién ¢, sino que basta con elegir una funcién
de covarianzas adecuada.

Resumiendo, asumiendo que se cumplen (2.34), (4.2) y (4.4), se obtienen las siguientes
expresiones para la funcién de media a posteriori y la funcién de covarianza a posteriori
de un proceso Gaussiano:

kzx(kxx +opl)"y. (4.13)
= kgz — kzx(kxx +oo1) 'kpx. (4.14)

ET

4.2. Espacio de funciones.

Una alternativa al punto de vista anterior es trabajar directamente en un espacio de
funciones. La ventaja que ofrece este punto de vista es que no estamos asumiendo linea-
lidad entre las variables originales, por lo que no debemos preocuparnos por si el modelo
podra o no ajustar los datos correctamente. Incluso si hay un gran niimero de datos, siem-
pre existe cierta flexibilidad para escoger las funciones.
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Consideramos el siguiente problema de regresién: sea X C R? un conjunto no vacio y sea
[+ & = R una funcién. Supongamos que tenemos un conjunto de datos (x;,y;);~; C X xR
con n € N, que reciben el nombre de datos de entrenamiento, tales que

yi = f(x;) +e€, i=1,..,n, (4.15)

donde ¢; es una variable aleatoria de media cero que representa el ruido en las observacio-
nes. Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de los problemas de regresion es
encontrar la funcién f basandonos en los datos de entrenamiento. Dicha funcién se pue-
de expresar como f(z) = E[y|z], donde (z,y) es una variable aleatoria cuya distribucién
estd dada por el modelo descrito en (4.15). Si no hay ruido en las observaciones, es decir,
¢; = 0, entonces el problema recibe el nombre de interpolacion y es posible encontrar una
funcién que se ajuste exactamente a los datos de entrenamiento. Siguiendo con la notacién
empleada en la seccién 4.1, denotaremos por X la matriz cuyas columnas son los vectores
de entrada, es decir, X = (x1,...,%X,) € X" y por y = (y1,...,yn)’ € R™ al conjunto de
datos de salida.

Los métodos de regresién basados en procesos Gaussianos son métodos Bayesianos no pa-
ramétricos, por lo que producen una distribucién a posteriori para la funcién de regresién
f que tratamos de determinar en funcién de los datos de entrenamiento (X,y), una dis-
tribucién a priori en f, p(f), y una funcién de verosimilitud que denotamos por Ix y(f).
Dicha distribucion a priori viene definida como un proceso Gaussiano con funcién de media
m: X — Ry funcién de covarianza k : X x X — R,

[ ~GP(m,k). (4.16)

Puesto que esta distribucion se usa como distribucién a priori del problema, la funcién de
media y la funcién de covarianza deben escogerse de tal forma que reflejen el conocimiento
que se tiene de dicha funcién de regresion a priori. De nuevo, para que el problema sea
manejable, asumimos que el ruido asociado a las observaciones son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con una distribuciéon normal de media cero y
varianza o2. Desde el punto de vista bayesiano los errores deberfan ser aleatorios, por lo
que carecen de distribucién. Sin embargo, podremos justificar la distribucion normal de
éstos viendo que, al final, el valor de o no va a ser tan relevante.

¢ "EEN(0,0%) i=1,...n. (4.17)

De esta forma, la funcién de verosimilitud, que no es mas que la densidad de probabilidad
de las observaciones conocidos los parametros, se define de la siguiente forma:

plf) = xy () = [TN @il f(xi), 02, (4.18)

=1

donde N(:|p, 0?) denota la distribucién normal de media y y varianza o2. Usando ahora
la regla de Bayes, podemos obtener la distribucién a posteriori p(f|y) dada por

p(fly) = W o plNp(f) = [TV @il f 0, o). (4.19)
=1

De acuerdo con el teorema que se muestra a continuacion, dicha distribucién a posteriori
es también un proceso Gaussiano con media m y funcién de covarianza k [23, Teorema
3.1].
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Teorema 4.2.1. Supongamos que se cumplen (4.15), (4.16) y (4.17) y sean X = (x1,...,Xp) €
X" ey = (Y1,...,yn)" € R™. Entonces, tenemos que

f‘y ~ gP(m, ]%)7

donde m: X - R yk: X x X — R vienen dadas por
m(x) = m(x)+kex(kxx +0*L) (y —m(x)), x € &, (4.20)
k(x,x') = k(x,X) = keox(kxx +0°L,) Ykxe, x,X € X, (4.21)

con kxy = kI = (k(x1,X), ..., k(xn,x))T. Por tanto, como GP(m, k) es un proceso Gaus-
siano, m recibe el nombre de media a posteriori y k es la funcion de covarianzas a poste-
71071,

Demostracion. Sea m € Ny sea Z = (21,...,Zy) € X" un conjunto finito de puntos.

Entonces, las observaciones y € R™ y los valores de prueba del proceso Gaussiano f, =
(f(z1), ..., f(zm))T € R™ tienen una distribucién conjunta normal dad por

e (] (™ )
f= m|’ kzx kzz|)"
Con la notacién de la proposicién 2.1.3, tenemos que a = y|X,b = f,, g = mx,up =

mz, A =kxx + 0%l,,B =kzz y C = kxz. Utilizando el resultado de dicha proposicién
tenemos que la distribucion de f, condicionada por y es

fz|y ~ N(ﬂ7 2)7
donde
po= my+kzx(kxx +0*L,) Hy —mx) € R™ (4.22)
Yy = kzz — k'ZX(kXX + UZIn)ilkXZ e R™x™, (4.23)

Denotando por m = i y k = %, se tiene que
foly ~ N(m, k).

Observar que esto es cierto para cualquier conjunto de puntos Z = (z1, ..., 2y,) € X" de
cualquier tamano m € N. Por tanto, en virtud del teorema de extensién Kolmogorov y la
definicién de proceso Gaussiano, se tiene que el proceso f ~ GP(m, k) condicionado sobre
los datos de entrenamiento (X, y) es una muestra del proceso Gaussiano GP(m, k).

O

Es interesante resaltar que las hipétesis de ruido gaussiano y distribucién a priori gaussiana
son las que permiten obtener expresiones cerradas para la media y la funcién de covarianza
a posteriori, sin necesidad de recurrir al Teorema de Bayes. Esto es importante por las
siguientes razones:

1. Puesto que ambas distribuciones, a priori y a posteriori, vienen definidas en un
espacio de dimension infinita, una aplicacién directa del Teorema de Bayes no permite
obtener las expresiones cerradas para la media y la covarianza dadas por (4.20) y
(4.21).

2. En el caso de observaciones libres de ruido, 02 = 0, el Teorema de Bayes no se puede
emplear ya que la funcién de similitud es degenerada.
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Del teorema anterior se deduce que dado un dato de prueba z, la mejor estimacién de
f(z) se obtiene evaluando la funcién de media a posteriori, ya que E[f(x)|X,y] = m(x).
Ademas, la funcién de covarianza a posteriori permite cuantificar la incertidumbre de
los valores obtenidos. Esta es una de las ventajas de los modelos basados en procesos
Gaussianos frente a otro tipo de métodos de regresién. Por definicién, la covarianza a
posteriori se define a partir de la funcién de media a posteriori dada por (4.20) y el valor

f(x), con f ~ GP(m, k),
k(x,%) = Ef gp(m iy (f(x) — m(x))*]. (4.24)

Es decir, k(x,x) se puede interpretar como el error medio en un punto x desde el punto
de vista Bayesiano.

Por otro lado, vemos como tanto la funcién de media como la funcién de covarianza a
posteriori dependen del nicleo escogido y de las funciones de media y covarianza a priori.
Muchas veces, estas funciones de covarianza depende de hiperparametros que se deben
elegir y hay técnicas especificas para esa eleccién que se resumen en la seccién 4.3.

Si consideramos ahora el caso libre de ruido, es decir, un problema de interpolacion, en el
que y; = f(x;),7 = 1,...,n, nos encontramos con los siguientes inconvenientes. En primer
lugar, la funcién de similitud es degenerada, y por consiguiente, no esta bien definida, ya
que la distribucién de y; condicionada por los valores de f(x;) viene dada por la distribu-
cién de Dirac en f(x;), que no tiene funcién de densidad asociada. Por consiguiente, no es
valida la expresién que hemos empleado para obtener la distribucién a posteriori en (4.19).
No obstante, como hemos visto en el teorema 4.2.1, es posible derivar las expresiones de
la funcién de media y de la funcién de covarianza a posteriori sin emplear el Teorema de
Bayes, obteniendo de nuevo las expresiones dadas por (4.20) y (4.21). Este es el resultado
que mostrado en el siguiente Teorema [23, Teorema 3.3].

Teorema 4.2.2. Supongamos que se cumplen las condiciones dadas por (4.16) y sean
X = (X1, ..y Xp) € X"y fx = (f(X1), o, f(xn))T € R™. Supongamos ademds que la matriz
de covarianzas kxx = (k(xi,%;)); ;=1 € R™*" es invertible. Entonces la distribucién de f
condicionada por (X, fx) es un proceso Gaussiano dado por

f’fX ~ gP(m, ];)7
donde m : X - R yk: X x X — R vienen dadas por

mx) = m(x)+ kexkyy (f(x) —m(x)), x € X. (4.25)
kE(x,x) = k(x,x)— k:xxk:)_(g(kxxl, x,x € X. (4.26)

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del teorema anterior, sin més que
sustituir kxx + 021, por kxx. O

Para que (4.25) y (4.26) estén bien definidas, es necesario que kxx sea invertible. Esto
no sera cierto si, por ejemplo, algunos elementos de X = (x1,...,x,) € X" son idénticos,
o si el nucleo empleado es un ntcleo polinémico de grado m con n > m. Para evitar
posibles errores, es habitual introducir un pequeno error en las observaciones a modo de
constante de regularizacion. Vemos que en el caso de que m, = 0, las funciones de media
y covarianza a posteriori obtenidas por ambos caminos, espacio de pesos, (4.13) y (4.14),
y espacio de funciones, (4.22) y (4.23), coinciden. Por consiguiente, vemos que son dos
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formas equivalentes de desarrollar el modelo de los procesos Gaussianos.

En las siguientes imagenes se observa un ejemplo de regresion basado en procesos Gaussia-
nos tanto para el caso en el que las observaciones estan libres de ruido (Figura 4.2.1) como
para el caso en el que hay ruido presente (Figura 4.2.2). Para obtener estas imégenes he-
mos generado unos datos de prueba de forma equidistribuida en el intervalo [—5, 5]. Como
funcién nicleo, hemos seleccionado la funcién de covarianza exponencial al cuadrado (SE),
que es la que se usa con mas frecuencia debido a su flexibilidad y a que es infinitas veces
diferenciable. Por ltimo, para generar muestras con una distribucién normal de media p
y funcién de covarianza k se procede de la siguiente forma:

1. Calculamos la descomposicién de Cholesky de la funcién de covarianza k, k = LL”,
donde L es una matriz triangular inferior.

2. Generamos muestras normales de media cero y funcién de covarianza la identidad,
u ~ N(0,I). Para ello empleamos una funcién que genere muestras Gaussianas.

3. Calculamos f = u + Lu, que tiene la distribucién deseada, con media p y matriz de
covarianza k = LLT = LE[uu®|L".

Es posible que sea necesario anadir a la funcién de covarianza un pequeno miltiplo de la
matriz identidad por motivos numéricos. Esto se debe a que los autovalores de k pueden ser
muy préximos a cero, de manera que la descomposicién de Cholesky es propensa a fallar.
Una vez generadas las distribuciones Gaussianas a priori, usamos las ecuaciones (4.20) y
(4.21) para obtener las funciones de media y de covarianza del proceso a posteriori. De
esta forma, basta con repetir el procedimiento anterior para generar muestras normales
con con esos parametros.

Proceso Gaussiano a posteriori

Proceso Gaussiano a priori

Media

3 3t
[ Intervalo de confianza del 95%
Funciones a posteriari

S <o o

Intervalo de confianza del 85%
® Datos de entrenamiento
Media
Funciones a posteriori

(b) Muestras de un proceso Gaussiano a posterio-
(a) Muestras de un proceso Gaussiano a priori. ri.

Figura 4.2.1: A la izquierda, se muestran funciones correspondientes a un proceso Gaus-
siano a priori con media cero. A la derecha, funciones correspondientes a un proceso
Gaussiano a posteriori, es decir, la distribucién a priori condicionada por las observaciones
libres de ruido. La zona sombreada se corresponde con la regién de confianza del 95 %.
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Proceso Gaussiano a posteriori

Proceso Gaussiano a priori

Intervalo de confianza del 95%
Media
Funciones a posleriari

Intervalo de confianza del 95%
| ®  Dalos de entrenamienta

Media

Funciones a posteriori

L] -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4 5

X . .
(b) Muestras de un proceso Gaussiano a posterio-

(a) Muestras de un proceso Gaussiano a priori. ri.

Figura 4.2.2: A la izquierda, se muestran funciones correspondientes a un proceso Gaus-
siano a priori con media cero. A la derecha, funciones correspondientes a un proceso
Gaussiano a posteriori, es decir, la distribucién a priori condicionada por las observaciones
con ruido. La zona sombreada representa la regién de confianza del 95 %.

4.3. Selecciéon de los hiperparametros.

Hemos visto que existen distintas familias de funciones de covarianza que pueden em-
plearse en los problemas de regresiéon basados en procesos Gaussianos. Cada una de estas
familias consta de una serie de hiperpardmetros cuyos valores deben ser determinados. Por
consiguiente, escoger una determinada funcién de covarianza para un problema concreto
supone fijar los hiperparametros dentro de una familia, asi como comprar funciones de
covarianza de diferentes familias. Por ello es necesario introducir modelos de seleccién que
nos permitan solventar ambos problemas. El problema de selecciéon de modelos se conoce
también como entrenamiento de un proceso Gaussiano. Es importante notar que el valor
de los hiperparametros determina el comportamiento de la funcién de covarianza. El ob-
jetivo es, por tanto, realizar inferencias sobre la forma y valor de los pardmetros de una
determinada funcion de covarianza a partir de unos datos de entrenamiento.

Aunque existen distintas técnicas de seleccién de modelos, todas ellas cumplen, por regla
general, los siguientes principios:

1. Calcular la probabilidad del modelo dados los datos de entrenamiento.
2. Estimar el error de generalizacién.
3. Acotar el error de generalizacién.

En particular, el modelo de regresién basado en procesos Gaussianos analiza el conjunto
de datos de entrenamiento y mediante técnicas de modelado bayesiano, infiere un valor
para éstos de manera que proporcionen una buena capacidad de generalizacién. Para ello,
se emplea el método de la maximizacién de la verosimilitud marginal (marginal likelihood
mazximization o Maximum a Posteriori).
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Denotaremos por @ al conjunto de todos los hiperpardmetros de una determinada funcién
ntcleo. Asi pues, en el caso de la funcién de cuadrado exponencial, dada por k(r) =

—%), tenemos que # = 0. A partir del Teorema de Bayes, podemos representar la

probabilidad a posteriori de los hiperparametros como sigue:

(01X, y) = pW| X, 0)p(9) (4.27)

p(yX)

donde p(y|X,0) es la verosimilitud marginal que deseamos maximizar y p(f) es la proba-
bilidad a priori de los hiperparametros. La verosimilitud puede calcularse de la siguiente
forma [34]:

exp (

p(y|X.0) = / Py, X, 0)p(11X), 0)df. (4.28)

Generalmente, este tipo de integrales no pueden resolverse analiticamente, por lo que
no es sencillo derivar buenas aproximaciones. No obstante, en el marco de los procesos
Gaussianos con ruido Gaussiano, podemos asumir que todo sigue una distribucién normal,
de modo que

y~ N(07 Ky),

donde K, = Ky+021 es la funcién de covarianza para las observaciones con ruido. De esta
forma, podemos calcular la integral anterior de manera analitica. Calculando el logaritmo,
obtenemos la siguiente expresién:

1 _ 1 n
logp(y| X, 0) = —§yTKy ly — Elog |Ky| — 5102; 2. (4.29)

El primer término de esta expresién representa cémo de bien se ajusta el modelo a los datos,
el segundo expresa la complejidad del modelo empleado y el tercero es una constante de
normalizacién. Por consiguiente, encontrar los parametros que maximizan esta funcién es
equivalente a encontrar los parametros que proporcionan un mejor acuerdo con los datos
observados. Asi pues, el problema de ajustar los hiperpardametros consiste en maximizar la
funcién L(0) = log p(y| X, 0), o minimizar —L(#). Esto se resuelve generalmente mediante
un algoritmo de descenso por gradiente.

4.4. Consideraciones sobre la regresiéon basada en GP.

Hasta ahora hemos supuesto que el ruido sigue una distribuciéon Gaussiana. No obs-
tante, este no es siempre el caso, sino que podemos asumir cualquier distribucién de pro-
babilidad. La ventaja de suponer ruido Gaussiano es que las integrales que aparecen en las
distribuciones de probabilidad pueden resolverse analiticamente, sin necesidad de recurrir
a técnicas mas complejas para su aproximacién, como por ejemplo, Grid Integration, Monte
Carlo Integration o Central Composite Design. Por otro lado, hemos asumido que la media
del proceso es cero. De nuevo, esto no tiene por qué ser asi. Ademds, es posible introducir
distribuciones de probabilidad a priori sobre los hiperparametros. Estas modificaciones in-
troducen complicaciones en el modelo que requieren de técnicas més complejas. Vemos que
los procesos de regresién basados en procesos Gaussianos se basan en una teoria que tiene
una gran flexibilidad de modelado mediante la funcién de covarianza, las distribuciones a
priori, etc. Cuantas mas modificaciones, mas complejidad, por lo que mas dificil serd de
entrenar y configurar adecuadamente el modelo.
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Por otro lado, de acuerdo con las expresiones (4.20) y (4.21), la regresiéon basada en pro-
cesos Gaussianos tiene una complejidad computacional de O(n?). Por consiguiente, para
conjuntos de datos con n > 10000 el coste computacional derivado de invertir matrices
n X n, asi como la capacidad de memoria necesaria para almacenar la informacion, se
vuelven prohibitivos. Una forma de resolver este problema es introduciendo una serie de
variables, que reciben el nombre de wariables inducidas. Se trata de valores del proceso
Gaussiano correspondientes a un conjunto de datos de entrada X,,, llamados puntos indu-
cidos. Existen diversas formas de escoger las variables inducidas. Una de ellas consiste en
escoger un subconjunto del conjunto de entrenamiento (SD, subset of data).

Siguiendo con la notacién introducida en secciones anteriores, con Z = (21, ...,Zy) € X™
el conjunto de datos de prueba, siendo los valores de las observaciones asociadas f, =
(f(z1), ..., f(zm))T € R™, podemos recuperar la distribucién de probabilidad conjunta
p(fs, f) a partir de p(f,, f,u) de la siguiente forma:

p(f, ) = /p(f*,f,u)du: /p(f*,f\u)p(u)du donde p(u) = N (0, Ky4,). (4.30)

Esta expresion es exacta. A continuacién, se introducen las aproximaciones que dan lugar
a la gran mayoria de aprozimaciones dispersas (sparse approzimation en inglés). Dicha
aproximacion consiste en asumir que f, y f son condicionalmente independientes dado u,
de forma que

p(E.£) ~ g(£,.£) = / g(E, ) (E[w)p(u)du. (4.31)

Asi pues, el nombre de variable inducida se debe a que f, y f tan solo pueden comunicarse
a través de u, por lo que u induce la dependencia entre los datos de entrenamiento y los
datos de prueba.

—fi—form i om frmefom  =fimefome o= frm Fe

Figura 4.4.1: Representacion grafica de la relacion entre las variables inducidas u, y las
observaciones de entrenamiento y de prueba, f y f..

Los diferentes métodos de aproximacion consistirdn en diferentes suposiciones anadidas
sobre q(fi|u) y q(f|u). Con estas condiciones, obtenemos expresiones muy similares a las
ecuaciones (4.25) y (4.26):

p(f\u) = N(kﬁuk‘;iu, kﬁf — Qf}f) (4.32)
p(f*‘u) = N(kfhuk’l;’lltu? kf*,f* - Qf*7f*)7 (433)
donde Qup := kauk,, }Lk‘%b. La interpretacion del término k& — () es la siguiente: la cova-

rianza a priori £ menos una matriz () que cuantifica cudnta informacién proporcionan las
variables u sobre los valores de f, y f.

Presentamos en esta seccion la aproximacion basada en un subconjunto de los datos, ya que
serd la que empleemos en la simulacién 7.3. Como su nombre indica, consiste en seleccionar
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como variables inducidas un subconjunto de tamano m de los datos de entrenamiento. De
esta forma, la complejidad computacional pasa a ser O(m?), con m < n. Se trata de la
aproximacion dispersa mas basica y sencilla, pero es la que peores resultados arroja, ya que
estamos despreciando una gran cantidad de datos de entrenamiento. Esta aproximacion da
lugar a regiones de confianza de gran tamano, pero tiene la ventaja de que es independiente
de n.

4.5. Equivalencias entre regresiéon Ridge y regresién basada
en GP.

De las expresiones (3.27) y (4.10), segun las cuales

= kx. (G+ M, Yy,

m = kzx(kxx +o21)"ty,

s

parece evidente que existe una relacién entre la regresiéon Ridge y la regresién basada
en procesos Gaussianos. Esta equivalencia entre ambos métodos se recoge en la siguiente
proposicion [23, Proposicién 3.6]:

Proposicién 4.5.1. Sea X C R% un espacio no vacio, k : X x X — R una funcidn nicleo
yD = (x4,y;) C X xR un conjunto de datos de entrenamiento. Entonces, m = f si o2 = \

donde:

» m es la media a posteriori (4.10) de la regresion Gaussiana basada en el conjunto de
datos de entrenamiento D, la distribucion a priori f ~ GP(m,k) y el modelo (4.15)
con €; ~ N(0,02).

] f es la solucion (3.27) de la regresion Ridge basada en los datos de entrenamiento
D dada por (3.25) con pardmetro de regularizacion A > 0.

De acuerdo con esta proposicion, podemos decir que la hipdtesis de ruido en el modelo
(4.15) juega el papel de regularizacion el la regresién Ridge, ya que ambos estimadores
coinciden cuando suponemos que el pardmetro de regularizaciéon A coincide con la varian-
za o2 de las variables ¢;. Por otro lado, cudnto mayor sea el pardmetro de regularizacién,
mayor serd la flexibilidad de la funcion, es decir, la funcién 6ptima es méas suave. Lo mismo
ocurre con la varianza, ya que cudnto mayor sea el error en los datos més suave serd la
funcién que los representa.

Ambos métodos emplean el truco del nicleo para predecir la funcién que mejor se ajusta
a unos datos. Por un lado, la regresion Ridge es capaz de predecir una funcién lineal en
el espacio inducido por dicho nicleo, que se corresponde con una funcién no lineal en
el espacio original. La funcién lineal en el espacio de caracteristicas se escoge en base al
error cuadratico medio con regularizaciéon Ridge. Por el contrario, los métodos basados en
procesos Gaussianos utilizan la funcién nicleo para definir una covarianza asociada a una
distribucién a priori sobre los datos de entrenamiento. De esta forma, la regresiéon Ridge
tan solo proporciona informacion sobre los valores de y, mientras que los procesos Gaus-
sianos son capaces de cuantificar la incertidumbre sobre y y generar muestras a posteriori.
Por otro lado, en el caso de los procesos Gaussianos es posible escoger los hiperparame-
tros de las funciones nicleo de forma éptima mediante la optimizacién de la verosimilitud
marginal por el método de descenso de gradiente.
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CAPITULO b

CLASIFICACION BASADA EN PROCESOS GAUSSIANOS.

En este capitulo se introducen aspectos relacionados con la clasificacién basada en
procesos Gaussianos. Puesto que no es el objetivo principal del trabajo, se tratardan tan
solo los conceptos més importantes. Se puede consultar mas informacién en [34, Capitulo
3]. En la seccién 5.1 se define el problema de clasificacién. A continuacidn, en la seccién
5.2 se introduce la Teoria de la Decision para problemas de clasificacion, a partir de la cual
asignamos un dato a una determinada clase. Por ltimo, en la seccién 5.3 se muestran las
ideas bésicas en relacién con la clasificacion binaria, facilmente extrapolables a casos mas
complejos.

5.1. El problema de clasificacién.

En los capitulos anteriores hemos tratado tan solo problemas de regresiéon basados en
procesos Gaussianos. Otro tipo de aplicaciones en las que este tipo de métodos resultan
utiles son los problemas de clasificacion, donde el objetivo es asignar cada dato de entrada x
aunaclase C;, ¢ = 1, ..., c. En este capitulo nos centraremos en la clasificaciéon probabilistica,
donde las predicciones de las muestras test tienen forma de clases probabilisticas. El punto
de partida para estudiar problemas de clasificacién es la probabilidad conjunta, p(y,x),
donde y denota la etiqueta de la clase. De acuerdo con la regla de multiplicacién, es posible
descomponer dicha probabilidad o bien como p(y)p(x|y) o como p(x)p(y|x). Surgen por
tanto dos aproximaciones diferentes al problema de clasificaciéon. La primera recibe el
nombre de aproximacion generativa, y modela la distribucién de probabilidad condicionada
a cada clase, p(x|y), para y = Cy, ..., C,, asi como las probabilidades a priori de cada clase,
para posteriormente calcular la probabilidad a posteriori:

_ pypxly)
Pl = S e pIC) (5-1)

En este caso, es frecuente modelar las densidades de probabilidad condicionadas a cada
clase mediante distribuciones Gaussianas, p(x|C.) = N (ue, X¢). No obstante, esta apro-
ximacién introduce una suposicién muy fuerte en cuanto a la forma de las densidades
condicionadas a las clases, por lo que es posible que no funcione de manera éptima.

La otra via, que se conoce como aproximacion discriminativa, se centra en modelar di-
rectamente p(y|x). Puesto que las probabilidades toman valores en el intervalo [0,1] y un

55
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proceso estocédstico f ~ GP(m, k) define una funcién estocastica que toma valores en el
conjunto de los niimeros reales, empleamos una funcién A : (—oo, 00) — [0, 1], que sea sua-
ve y estrictamente creciente. Esta funcidn recibe el nombre de funcién sigmoide y presenta

la siguiente forma:
1

A@) = 1=

(5.2)

De esta forma, tenemos que

p(Ci1x) = Ax"w) = A(f(x)). (5.3)

En este capitulo nos centraremos en los problemas de clasificacion discriminativos.

5.2. Teoria de la Decision para problemas de clasificacién.

Los métodos presentados en la seccién anterior nos proporcionan formas de obtener
la probabilidad p(y«|x.). No obstante, es frecuente que tengamos que tomar una decisién
en base a esta probabilidad para asignar dicho dato a una determinada clase. Al igual
que sucedia con los problemas de regresién, empleamos la funcién de pérdida, L(c,c’), que
representa el error cometido al escoger la clase C. cuando la correcta es C.. Definimos
entonces el riesgo esperado de escoger ¢ como Ry = ) . L(c, ¢ )p(Ce|x), de manera que
la decisiéon 6ptima c¢* sera la que minimice el riesgo esperado. Es frecuente que el error
de mala clasificacién sea distinto, es decir, L(c, ) # L(c, ¢), algo que hay que tener en
cuenta a la hora de definir la funcién de error o funcién de pérdida.

El método de decisién planteado consta de dos pasos. Primero debemos calcular la distri-
bucién a posteriori y posteriormente combinar esta informacién con la funcién de pérdida
para tomar una decision. No obstante, es frecuente combinar ambos pasos de manera que
si lo que nos interesa es tomar una decisién, basta con encontrar la funcién que minimiza
el riesgo esperado, dado por:

Re(e) = / £y, e(x))p(y, x)dydx, (5.4)

donde p(y, x) es la distribucién de probabilidad conjunta y ¢(x) es la funcién de clasificacién
que asigna cada vector de entrada x a una clase C. Puesto que generalmente no concomeos
la distribucién de probabilidad conjunta, es frecuente minimizar una funcién que incluye
el resigo empirico, Y i ; L(yi, ¢(x;)), asi como un término de regularizacion.

5.3. Modelos lineales para clasificacion.

En esta seccion introducimos algunas ideas bésicas sobre clasificacién binaria, que
constituye la base para los métodos de clasificacién basados en procesos Gaussianos.
En este caso, el objetivo es asignar a un vector x una clase entre dos posibles, lo cual
se representa mediante una etiqueta y(x) que puede tomar dos valores: 1 6 (-1). Sea
D = {(x;,yi),i = 1,...,n} un conjunto de datos de entrenamiento, con y; € {—1,1} y sea
z un dato de prueba. En este caso, tenemos que p(y = 1|z,w) = o(f(z)). La funcién
o : (—00,00) — [0,1] puede ser cualquier funcién sigmoide. Si tomamos o(z) = A(z),
siendo A(z) la funcién definida en (5.2), entonces el modelo recibe el nombre de regresién
logistica. Puesto que la suma de las probabilidades de ambas clases debe ser uno, tenemos
que p(y = —1|z,w) = 1 — p(y = 1|z, w). Por consiguiente, para cualquier dato (x;,y;) la
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funcién de verosimilitud viene dada por o(xw) siy; =1y 1 —o(xlw) si y; = —1.
Al igual que en los problemas de regresién, podemos obtener una expresién para la pro-

babilidad a posteriori, que viene dada por:

1 - n
logp(w|X,y) = —§WTO'p 1W—|—Zlogp(yi\xi,w), (5.5)
i=1

donde D = {(x;,¥;),i = 1, ...,n} es un conjunto de datos de entrenamiento y w ~ N (0, X).
El problema que plantean los modelos de clasificaciéon es que la probabilidad a posterior
no tiene una expresién analitica sencilla, por lo que es frecuente usar métodos de aproxi-
macién.

Empleando la metodologia de seleccion bayesiana usada en los capitulos anteriores, po-
demos dividir el proceso de inferencia en dos pasos: primero estimamos la distribucion a
posterior del proceso Gaussiano para un dato de prueba,

p(f:1 X, y.2) = / p(f\X. 2, Pp(f1X.y)df, (5.6)

donde p(f|X,y) = p(y|f)p(f1X)/p(y|X), y posteriormente calculamos la probabilidad en
la que estamos interesados,

r(2) = ply = 1|X, y,2)) = / o (£)p(f:1 X,y 2)df . (5.7)

A diferencia de lo que ocurria con los modelos de regresién en los que, asumiendo distri-
buciones Gaussianas, las integrales podian resolverse analiticamente, en este caso, el uso
de distribuciones de probabilidad no Gaussianas impide resolver las integrales de forma
exacta. En particular, la distribucién a posteriori p(f|X,y) no es normal. Por tanto, es
necesario recurrir a métodos de aproximacién, como aproximacion numérica de integrales
o modelos basados en simulaciones de Mote Carlo. Para el caso de clasificacién binaria se
suele emplear la aproximacién de Laplace. El objetivo de este método es aproximar una
distribucién no Gaussiana p(f|X,y) por una distribucién Gaussiana q(f|X,y). Para ello,
realizamos una aproximacién de Taylor de orden 2 del logaritmo de dicha distribucién de
probabilidad, log p(f|X,y), obteniendo:

(1X9) ~ N oA ocexp (== VAU = ). 5.9

donde
f = arg méx cq(f| X, y). (5.9)
A = =D*logp(f|X,y)l ;- (5.10)

De acuerdo con el Teorema de Bayes tenemos que p(f|X,y) = p(y|f)p(f|X)/p(y|X). Pues-
to que el denominador es una constante y la funcion logaritmo es estrictamente creciente,
maximizar la funcién log p(f|X,y) es equivalente a maximizar la siguiente funcién:

O(f) = logp(ylf) + log(f|X). (5.11)

Usando que la distribucién a priori es Gaussiana, f|X ~ N (0, K), tenemos que:

1 _ 1 n
log p(f|X) = —ngK - 3 log |K| — 2 log 2. (5.12)
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De esta forma, la ecuacién (5.11) se escribe de la siguiente forma:

1 _ 1 n
O(f) =logp(ylf) — ifTK by — §log |K| — §log27r. (5.13)

Diferenciando la ecuacién (5.13) con respecto de f, obtenemos:
D&(f) = Dlogp(ylf) - K, (5.14)
D*®(f) = D?logp(ylf) —K ' =-W—-K, (5.15)

donde W := —D?log p(y|f) es diagonal. El méximo de la funcién ®(f) corresponde con
DO(f) =0~ f = K(Dlogp(y|f))- (5.16)

Esta ecuacién no puede resolverse de forma directa, por lo que es necesario emplear méto-
dos de aproximacién. Un camino posible es usar la aproximaciéon de Newton, descrita en
[34, Seccién 3.4]. Una vez hallado el méximo, es posible especificar la aproximacién de
Laplace de la distribucién a posteriori, que viene dada por:

a(f1X,y) = N(f, (K" +W)7h). (5.17)

Conocida la aproximacion de Laplace de la distribucién a posteriori para los datos de
entrenamiento, es posible calcular la distribucién a posteriori ¢(f,|X,y,z) para un deter-
minado dato de prueba z. Teniendo en cuenta que para un proceso Gaussiano la media
puede escribirse como E[f|f, X,z] = m, = k(z)" (K +02I)~'y, de acuerdo con lo obtenido
en (4.20) para m, = 0, y usando la ecuacién (5.16), obtenemos las siguientes expresiones
para la media a posteriori:

B f-|X,y.2) = k(z)"K'f=k(z)"Dlogp(ylf), (5.18)
Ep[fz|X7y7z] = /E[fz‘f’X7z]p(f‘X’y)df
- / k(@) K fp(fIX, p)df = k(@) K'E[f| Xy, (5.19)

donde E,[f.|X,y,z| denota la media en aproximacién de Laplace y E,[f;|X,y,z] denota
la media exacta. Comparando la esperanza con su valor exacto, observamos que la apro-
ximacién supone sustituir F[f|X,y] por f, donde E [f1X,y] denota la media a posteriori
de f dados X e y.

A la vista de (5.18), vemos que valores positivos de los datos de entrenamiento dan lugar a
valores positivos de las funciones nicleo y viceversa, ya que D; log p(y;i|fi) > 0 en el primer
caso y negativo en el segundo caso. Ademads, los datos de entrenamiento para los cuales

D;logp(y;|fi) = 0, y que por tanto estdn bien explicados por f, no contribuyen de manera
significativa en la predicciéon de datos de prueba.

Es posible determinar la expresién de la varianza de f,|X,y, V,[f.|X,y] empleando la
aproximacién Gaussiana [3, Ecuaciones 3.23 y 3.24]:

Vol | X, y) = k(z,2) — k(2)" (K + W) k(a). (5.20)

Conocidas la media y la varianza de f,, podemos realizar predicciones a través de la
siguiente integral:

7.~ Byfm|X,y.2] = / o (£)a(f:| X, g, 2)df-. (5.21)
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donde ¢(f;|X,y,z) es Gaussiana con media y varianza dadas por (5.18) y (5.20), respec-
tivamente.

Siempre que estemos interesados en calcular no solo la clasificacién mas probable, sino
también la probabilidad de acertar en la clasificacion, serd necesario calcular la integral
(5.21). En caso contrario, bastara con calcular el valor de E,[f.|X,y,z|, dado en (5.18).
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CAPITULO O

APRENDIZAJE PAC.

En teoria de aprendizaje estadistico, aprendizaje probablemente aprorimadamente co-
rrecto o aprendizaje PAC (en inglés, probably approzimately correct learning) es un marco
para analisis matematico de aprendizaje de maquina. Este fue propuesto en 1984 por Leslie
Valiant [19]. En este marco, la técnica de aprendizaje recibe muestras y debe seleccionar
una funcién de generalizacion, llamada hipdtesis, de una clase de posibles funciones. El
objetivo es que, con una alta probabilidad (la parte del “probablemente”), la funcién selec-
cionada tendra un error de generalizacién bajo (la parte del “aproximadamente correcto”).
La técnica de aprendizaje tiene que ser capaz de aprender el concepto con una proporcién
de aproximacién arbitraria, probabilidad de éxito, o distribucién de las muestras. En la
seccién 6.1 se describe con mas detalle este modelo de aprendizaje PAC. Posteriormente,
en la seccién 6.2 se introduce el concepto de riesgo como herramienta que nos permite
cuantificar la exactitud del modelo. En la secciéon 6.3 se habla sobre la consistencia de
un modelo de aprendizaje, a través de la cual es posible determinar si realmente el riesgo
empirico bajo implica riesgo real bajo. En la siguiente seccion, 6.4, se definen los conceptos
més importantes del aprendizaje PAC. Posteriormente, se describen la descomposicién del
riesgo, 6.5, y la dimensién VC, 6.6, una medida de la capacidad de clasificacién estadistica
de los algoritmos. Por 1ltimo, se introduce el aprendizaje PAC-Bayesiano en la seccién
6.7, que combina el moldeo PAC con el modelo Bayesiano para compensar la generalidad
del primero con la eficiencia del segundo. Este marco del aprendizaje PAC se plante en
un contexto no bayesiano. En las secciones 6.1 hasta 6.6 abandonamos temporalmente el
marco bayesiano para describir los elementos principales de la teoria. Posteriormente, en
la seccién 6.7 trataremos de adaptar estas ideas del aprendizaje PAC al marco bayesiano.

6.1. Modelo de aprendizaje. Marco de trabajo de PAC.

En los capitulos anteriores hemos visto como podemos predecir la variable respuesta
asociada a una cierta observacion x,, tanto en un contexto de regresion como de clasifica-
cién. Aqui vamos a tratar de dar una descripcion unificada de estos problemas y de otras
opciones dentro del aprendizaje supervisado.

No parece razonable esperar que, a partir de una muestra finita de datos de entrena-

miento, seamos capaces de determinar de manera exacta la distribuciéon que los origina.
Con el fin de modelar el proceso de aprendizaje, supongamos un modelo que consta de los
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siguientes elementos:

1. Datos de entrada disponibles para el observador:

= Dominio de datos de entrada: tenemos un conjunto arbitrario que denotamos
por X. Este dominio contiene el conjunto de objetos que queremos clasificar.
Generalmente los puntos del dominio seran en realidad vectores que hacen re-
ferencia a las diferentes caracteristicas medidas.

= Etiquetas: son los posibles valores a los que podemos asignar las observaciones.
Denotamos por Y al conjunto de las posibles etiquetas. En problemas de clasi-
ficacién dicho conjunto serd finito, como es por ejemplo {—1, 1}, mientras que
en problemas de regresién puede ser el conjunto de los niimeros reales.

» Datos de entrenamiento: secuencia finita (x1,y1), ..., (Xn, yn) de pares de valores
en X x ).

2. Datos de salida proporcionados por el observador: el observador debe, a partir de
los datos de entrenamiento, construir una regla h : X — ) que permita prede-
cir la etiqueta de nuevas observaciones. Esta regla recibe el nombre de funcién de
clasificacion, funcién de hipotesis o funcién de prediccién.

3. Un modelo de generacién de datos: denotaremos por D a la distribucién conjunta
sobre X x ). Podemos separar dicha distribucién en dos contribuciones: la distri-
bucién D, sobre los datos del dominio X, y la distribucién condicionada sobre las
etiquetas de los puntos del dominio, D((x,y)|x). Es importante notar que, en prin-
cipio, el observador desconoce cualquier informacién acerca de esta distribucién de
probabilidad.

4. Medida del éxito: definimos el error del modelo como la probabilidad de que no
prediga la etiqueta correcta en un conjunto de muestras aleatorias generadas por
la distribucién D. En este sentido, introducimos la funciéon de pérdida como una
medida de este error, siendo ésta una aplicacién £ : H x Z — R4, donde Z es un
cierto dominio (para problemas de prediccién, Z = X x )) y H el conjunto que
contiene a las funciones de hipdtesis. Definimos entonces el riesgo como el valor
esperado de la funcién de error o pérdida, que viene dado por:

Ro(h) = / £(h, (x.4))dD(x.y), (6.1)

donde L(h, (x,y)) es la funcién de error y D(x,y) es la funcién de distribucién con-
junta. El riesgo es, por tanto, una forma de cuantificar el error cometido al aproximar
el valor real, y,.q;, por el valor aproximado de acuerdo con la funciéon de prediccion
o hipétesis h que hemos calculado, Yesperado-

Podemos decir entonces que el aprendizaje PAC es un modelo de aprendizaje basado en la
capacidad de un observador para obtener una solucién aproximada y con un alto grado de
exactitud con una elevada probabilidad. Es importante resaltar que el aprendizaje PAC
y el modelo de méaxima verosimilitud son dos aproximaciones diferentes. En el primero
estamos usando una aproximacién discriminativa, de modo que tratamos de maximizar
la verosimilitud condicional; por el contrario, en el segundo buscamos un modelo que nos
permita describir los datos, es decir, se busca maximizar la verosimilitud del conjunto de
datos dado el modelo aprendido.
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6.2. Minimizacion del riesgo empirico.

Tal y como hemos comentado en las secciones anteriores, un modelo de aprendizaje
se basa en una muestra de datos de entretenimiento S generados a partir de una cierta
distribucién D y tiene como objetivo determinar la funcién de clasificacion o de prediccién
hs. El objetivo del algoritmo es encontrar la funcién de prediccién que minimice el riesgo
con respecto a la distribucion D. Dicho problema se conoce como problema de minimi-
zacién del riesgo empirico (en inglés, Empirical Risk Minimization, ERM). Puesto que
dicha distribucién es desconocida para el observador, no es posible calcular el riesgo real.
Trabajamos entonces con el riesgo empirico, que es el error de clasificacion sobre los datos
de entrenamiento:

Rs(h) = =3 £(h, (%)) (62)
=1

En el marco de la regresion lineal, la funcién de pérdida viene dada por L(h, (x,y)) =
(y — h(x))2. Por tanto, sustituyendo la funcién de error en la definicién del riesgo empirico
dada por (6.2), tenemos que

Rs(h) = 3y = h(x)). (63

i=1

El inconveniente que plantea el método tal y como lo hemos introducido es que es propenso
a problemas de sobreajuste, ya que puede ser que minimice el error sobre los datos de la
muestra, pero que, sin embargo, el error cometido sobre otras observaciones sea muy ele-
vado. Esto ocurre cuando nuestra hipétesis h ajusta los datos de entrenamiento demasiado
bien.

Un forma de evitar los problemas de sobreajuste asociados a la minimizacién del ries-
go empirico es reducir el conjunto de hipdtesis o funciones de prediccién, H. De acuerdo
con esta restriccidn, se trata de encontrar la hipotesis A que reduzca el riesgo empirico,
con h € H:
ERMy(S) € argminRg(h).
heH

La eleccién del conjunto H se basa entonces en el conocimiento previo o a priori del proble-
ma que se desea estudiar. Esta restriccién se conoce como restricciéon de sesgo inductivo.
La restriccién mas sencilla que podemos imponer al conjunto de hipdtesis posibles es me-
diante una cota superior en su tamaiio. Es decir, limitamos el nimero de funciones de
prediccién en H.

Observamos que Rg(hg) depende de la muestra de entrenamiento, que se obtiene a partir
de un proceso aleatorio. Por ello, el riesgo es una variable aleatoria. Por consiguiente, no
es realista asumir que podemos, a partir de la muestra S, determinar de manera exacta
la funcién de distribucién D, ya que siempre hay alguna probabilidad de que la muestra
de entrenamiento no sea muy representativa. En este sentido, denotaremos por § a la
probabilidad de obtener una muestra no representativa, de modo que 1—4 sera el parametro
de confianza. Por otro lado, puesto que no es posible garantizar una prediccién exacta,
introducimos otro parametro que da cuenta de la calidad de la prediccion, €, que recibe
el nombre de parametro de exactitud. De esta forma, consideraremos que el algoritmo
es adecuado, aproximadamente correcto, si obtenemos Rg(hg) < €. Se trata entonces de
encontrar una cota superior del riesgo empirico que nos permita determinar si el algoritmo
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es adecuado, en el sentido de que da una buena aproximacion del verdadero error. Esto
serd tratado en secciones posteriores.

6.3. Consistencia de un modelo de aprendizaje.

El objetivo de esta seccién es determinar cudndo la minimizacion el riesgo empirico
implica verdaderamente un riesgo bajo. Siguiendo con la notacién presentada en la seccién
anterior introducimos la siguiente definicién [50, Seccién 2.1].

Definicién 6.3.1 (Consistencia). Diremos que el método de minimizacion de riesgo empiri-
co es consistente para el conjunto de funciones h € H, y para la funcion de distribucion
D(x,y) si las siguientes secuencias convergen en probabilidad hacia el mismo limite:

Rp(hs) - infR(h). (6.4)
n—o0 heH

Rs(hs) - infR(h). (6.5)
n—0o0 heH

Es decir, diremos que el método de minimizacién del riesgo empirico es consistente si pro-
porciona una serie de funciones h € H para las cuales tanto el riesgo real como el riesgo
empirico convergen hacia el menor valor de la funciéon de riesgo. Por tanto, un método
seréd consistente si al aumentar el nimero de datos de entrenamiento aseguramos una me-
jor prediccién de la distribucion que los genera.

Bajo ciertas condiciones, es posible asegurar que la regresiéon basada en procesos Gaussia-
nos es consistente [14]. Estas condiciones se basan en la suavidad de la funcién de media
y la funcién de covarianza, asi como la suavidad de E[y|x]. Adicionalmente, debemos su-
poner que el ruido de las observaciones tiene una distribucién normal o Laplaciana. La
consistencia es una propiedad interesante para métodos de aprendizaje supervisado. No
obstante, no nos informa sobre cémo funcionard un cierto proceso para un determinado
problema.

6.4. Aprendizaje PAC.

En esta seccién introducimos formalmente el concepto de aprendizaje PAC y las con-
diciones bajo las cuales una clase es aprendible en este sentido [11, Definicién 3.3].

Definicién 6.4.1 (Clase aprendible). Diremos que una clase H es PAC aprendible con
respecto a un dominio Z y una funcion de pérdida L : H X Z — R si existe una funcion
my : (0,1)2 — N y un algoritmo de aprendizaje verificando la siquiente propiedad: Para
todos €,0 € (0,1) y para toda distribucion D sobre X x Y, al efectuar el algoritmo de
aprendizaje sobre m muestras de entrenamiento i.i.d. generadas por la distribucion D,
tales que m > my(€,d), es posible encontrar una hipdtesis o funcion de prediccion h tal
que, con probabilidad al menos 1 — 6,

Rp(h) < minRp(h) +e,
h'eH

donde Rp(h) = E,.plL(h, 2)].

La funcién my, : (0,1)2 — N determina la complejidad de la muestra. Es decir, el tamaiio
de la muestra de entrenamiento S que garantiza que exista una solucién probablemente
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aproximadamente correcta. Es por tanto funcién de € y de J, asi como de las propiedades
del conjunto de hipdtesis H. Puesto que existen varias funciones que satisfacen estos cri-
terios, generalmente nos referiremos a la minima funcién, en el sentido de que my(€,d) es
el minimo valor para el cual se cumplen los requisitos para ser una clase aprendible.

Introducimos a continuacién el concepto de convergencia uniforme [11, Definicién 4.1], que
nos permitird demostrar que cualquier clase finita es aprendible, independientemente de
la funcién de pérdida, siempre y cuando el rango de ésta esté acotado. La idea es que
podamos garantizar que de manera uniforme sobre los miembros de H el riesgo empirico
sea proximo al verdadero riesgo. Es decir, que una funciéon de prediccién h que minimice
el riesgo empirico con respecto a la muestra S sea de hecho un minimizador del riesgo
con respecto a la distribucién de probabilidad real de los datos. Para ello, es necesario
presentar previamente algunos conceptos y resultados.

Definicién 6.4.2 (Muestra e-representativa). Diremos que un conjunto de entrenamiento
S es e-representativo con respecto a un cierto dominio Z, un conjunto de hipdtesis H, una
funcion de pérdida L y una funcion de distribucion D si

Vh € H, [Rs(h) — Ro(h)| < e.

El siguiente resultado muestra que siempre que la muestra de entrenamiento sea (e/2)-
representativa, la minimizacién del riesgo empirico proporciona una buena funcién de
prediccién [11, Lema 4.2].

Lema 6.4.1. Suponemos que la muestra de entrenamiento S es (¢/2)-representativa, con
respecto a un cierto dominio Z, una clase de hipotesis H, funcion de pérdida L, y distri-
bucion conjunta D. Entonces, cualquier hipdtesis h obtenida como resultado de la minimi-

zacion del riesgo empirico ERMy(S), hs € argminRp(h) + €, verifica
heH

RR(hs) < mfnRD(h) + €.
heH

Demostracidn. Por ser S una muestra de entrenamiento (e/2)-representativa, tenemos que
Rp(hs) < Rs(hs) +€/2 < Rg(h) +€¢/2 < Rp(h) +€/2+¢/2 < Rp(h) +e¢,

donde la primera y la tercera desigualdad se deducen de que S es una muestra de en-
trenamiento (e/2)-representativa y la segunda de que hg es un minimizador del riesgo
empirico. O

La siguiente definicién hace referencia al concepto de convergencia uniforme [11, Definicién
4.3], necesario para caracterizar las clases PAC aprendibles.

Definicién 6.4.3 (Convergencia uniforme). Diremos que un conjunto de hipdtesis H tiene
la propiedad de la convergencia uniforme si existe una funcion m%c :(0,1)2 — N tal que
para todos €, € (0,1) y para toda funcion de distribucion D sobre Z, si S es un conjunto de
entrenamiento de m > m%c muestras i.i.d. de acuerdo con D entonces, con probabilidad

de al menos 1 — 9, S es e-representativo.

La funcién m%c mide el tamano minimo de la muestra para el cual se tiene la propiedad

de convergencia uniforme. Es decir, indica el tamano minimo necesario para que con pro-
babilidad al menos 1 — § la muestra sea e-representativa.
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Veremos a continuacién que las clases finitas son PAC aprendibles [11, Seccién 4.2]. De
acuerdo con la siguiente proposicién [41, Corolario 4.4], serd suficiente probar que toda
clase finita tiene la propiedad de la convergencia uniforme.

Proposiciéon 6.4.1. Si la clase de hipotesis H tiene la propiedad de la convergencia uni-
forme para una cierta funcion m%c entonces dicha clase es PAC aprendible para una

muestra de tamario my (€, ) < m¥(e/2,0).

Teorema 6.4.1. Si la funcion de pérdida estd acotada, toda clase de hipdtesis finita tiene
la propiedad de la convergencia uniforme.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que la funcion de pérdida estd
acotada por uno. Fijamos eyd. Buscamos un nimero natural m tal que si la muestra de
entrenamiento es de tamano m, entonces para cualquier distribucién D, con probabilidad
al menos 1 — § se tiene que para toda hipétesis h € ‘H, |[Rs(h) — Rp(h)| < e. Es decir,

D™({S :Vh € H,|Rs(h) — Rp(h)| < €}) > 0. (6.6)
Equivalentemente, podemos probar que
D"({S:3h € H,|Rs(h) — Rp(h)| > €}) < 6. (6.7)
Podemos escribir lo siguiente:
{S:3h e H,|Rs(h) = Rp(h)| > €} = Unen {5 : [Rs(h) — Rp(h)| > €} .
Usando la desigualdad de Boole C.4,

D™({S:3h € H,|Rs(h) — Rp(h)| > €}) < Z D™({S:3h € H,|Rs(h) — Rp(h)| > €}).
heH

(6.8)
Veremos a continuacién que los sumandos de la derecha son suficientemente pequenos
siempre y cuando el tamano de la muestra m sea suficientemente grande. Es decir, veremos
que el riesgo empirico difiere poco del riesgo real. Por una lado tenemos que Rp(h) =
E..p[L(h,z)] mientras que Rg(h) = = > L(h,z). Puesto que las variables z; son
muestras aleatorias obtenidas a partir de la distribucién D, el valor esperado de L(h, z;) es
precisamente Lp(h). Por linealidad de la esperanza, se tiene que Lp(h) es también el valor
esperado de Rg(h). Por consiguiente, |Rg(h) — Rp(h)| es una medida de la desviacién de
la variable aleatoria Rg(h) con respecto a su valor esperado. Si el tamano de la muestra m
tendiese a infinito, el resultado seria inmediato a partir de la ley de los grandes nimeros.
No obstante, el tamano de la muestra es un nimero finito, por lo que dicho resultado no
nos proporciona informacién acerca de la diferencia entre el riesgo real y el empirico. En
su lugar, empleamos la desigualdad de Hoeffding C.2. Denotando por z; a L(h, z;), se tiene
que Rg(h) = £ 5" 2. Por otro lado, tenemos Rp(h) = u. Podemos entonces escribir lo

—m
sigulente:

D™({S: |Rs(h) = Rp(h)| > €}) = P

1 m
|% sz —pul > e] < 2exp (—2m62) (6.9)

i=1
Usando la ecuacién (6.8), tenemos que
D"({S:3h € H,|Rs(h) — Rp(h)| > €}) < Z2exp (—2me?) = 2|H|exp (—2me?) .

i=1
(6.10)
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Por tanto, si tomamos
> los@1H1/5)
- 2€2
entonces,

D™({S : 3h € H,|Rs(h) — Rp(h)| > €}) < 6. (6.11)

6.5. Sobreajuste.

Una forma de evitar problemas de sobreajuste en un cierto modelo es restringir la
clase de hipétesis H, que proporciona informacion a priori sobre un cierto problema. Pero,
jes esta informacion estrictamente necesaria para que un modelo funcione correctamen-
te? Podriamos pensar que existe algin modelo capaz de resolver cualquier problema sin
necesidad de incorporar ningun tipo de informacién a priori. Es posible probar que dicho
algoritmo no existe, ya que para cualquier método, siempre existe una distribucién para la
cual éste falla. (Esta idea aparece en la literatura bajo el nombre de No-Free-Lunch Theo-
rem [/ 1, Capitulo 5]). De acuerdo con este resultado, no existe ningtin algoritmo capaz de
resolver con éxito cualquier problema. Por tanto, es necesario incluir cierta informacién a
priori sobre la distribuciéon D en nuestro modelo de aprendizaje. Una forma de incluir esta
informacién es, por ejemplo, imponiendo que D pertenezca una familia de distribuciones
paramétricas. Podemos también asumir que existe una cierta hipdtesis h definida en una
cierta clase de hipdtesis H para la cual Rp(h) = 0. Una suposicién algo mas débil es
asumir que ggﬁRD(h) es pequeno. El objetivo de esta seccidn es estudiar los beneficios de

incorporar dicha informacion a priori en el modelo. Definimos el exceso de riesgo de una
regla de la siguiente forma:

ep(H) = Rp(H) — Riy(H) > 0, (6.12)

donde R}, (H) denota el riesgo de Bayes sobre el conjunto total de la clase de hipétesis,
y Rp(H) denota el riesgo sobre una clase de hipdtesis restringida. Buscamos entonces
una descomposicién del error Rp(hs) — R}, que nos permita seleccionar una clase de
hipotesis H 6ptima para el modelo, encontrando un equilibrio entre modelos més o menos
complejos que garanticen mejores resultados. Sumando y restando los términos Rp(h) y
Rs(hg) tenemos que

Rp(hs) = Rp = Rp(hs) — Rs(hs) + Rs(hs) — Rp(h) + Rp(h) — Rp.
Puesto que hg es un minimizador del riesgo empirico, se deduce lo siguiente:
Rs(hs) < Rs(h).
Por tanto,
Rop(hs) = Rp < (Rp(hs) — Rs(hs)) + (Rs(h) = Rp(h)) + (Rp(h) = Rp).

Acotando los dos primeros paréntesis por sup|Rg(h) — Rp(h)| obtenemos la siguiente
heH
descomposicion:

Ro(hs) — Rp < 25up[Rs(h) — Rp(h)|+  (Ro(h)—Rp) . (613)
heH N——

- — Error de aproximacion
Error de estimacion
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El error de estimacién (estimation error), crece con el tamano de H, midiendo asf el error
debido a sobreajuste asociado con el tamano o complejidad de la clase de hipétesis H. Este
error refleja la diferencia entre el error de aproximacién y el error que obtenemos mediante
minimizacién del riesgo empirico. Esta diferencia se debe a que el riesgo empirico es tan
solo un estimador del riesgo real, por lo que el minimizador del riesgo empirico es tan solo
un estimador del minimizador del riesgo real. Por el contrario, el error de aproximacién
(model error) decrece al aumentar H y refleja el conocimiento que tenemos a priori de la
distribucién D, coincidiendo con el exceso de riesgo definido en (6.12). Este término refleja
por tanto el minimo error que podemos obtener para una hipétesis h € H, en funcién de las
restricciones que impongamos sobre esta clase. Por consiguiente, el error de aproximacién
no depende del tamano de la clase.

Error of prediction

Under fitting RN Over fitting

~ - _Model Error

o 1 2 3 4 5 6 T 8 9
Complexity of Calibration Model

\J

Figura 6.5.1: Error de estimacion frente a error de aproximacién. La curva negra representa
el riesgo total [35].

Puesto que el objetivo es minimizar el riesgo total, debemos encontrar un equilibrio entre
clases complejas H, que aumentan el riesgo de sobreajuste pero disminuyen el sesgo, o
clases mas sencillas, que pueden aumentar el sesgo pero disminuir el riesgo de sobreajuste.
Este problema se conoce también como equilibrio entre sesgo y varianza. La teoria de
aprendizaje estudia por tanto como podemos escoger H de manera 6ptima manteniendo
un error razonable.

La ventaja de esta descomposicion es que el error de estimacion es el tinico término aleato-
rio. El error de aproximacion, como hemos senialado antes, depende de cémo de compleja
sea la clase de hipotesis ‘H, pero no depende de la muestra de entrenamiento S.

6.6. Dimension VC.

En las secciones anteriores hemos probado que una clase de hipdtesis finita es apren-
dible, y por tanto ésta es una condicion suficiente. No obstante, no es condicién necesaria,
pues es posible que H sea infinito y aun asi sea aprendible. En esta seccién introducimos
el concepto de dimensién VC que nos permite caracterizar cuando una clase es aprendible
o no, asi como cuantificar el poder de clasificaciéon de un cierto algoritmo. La dimensién
VC es una medida de la complejidad del conjunto de hipétesis H basada en el ntmero
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de muestras del conjunto X que pueden ser separadas por H, en lugar de el niimero de
hipétesis que contiene. No se pretende entrar en detalle, por lo que se explicaran los concep-
tos bésicos a partir de los cuales es posible formular uno de los resultados fundamentales
(Teorema Fundamental del Aprendizaje Estadistico (6.6.1)). Ademds, es importante resal-
tar que trataremos uUnicamente problemas de clasificacién, ya que se trata de resultados
mas sencillos y manejables.

Supongamos que tenemos un cierto conjunto C y un conjunto de hipdtesis H. Cada
hipotesis h € H induce una particion en el conjunto C dada por dos subconjuntos:
{r € C:h(z) =1}y {z € C: h(z)=0}. Por tanto, para un cierto conjunto C existen 2/C!
posibles particiones de este. Diremos entonces que el conjunto H separa C. La siguiente
definicién recoge esta idea |11, Definicién 6.3].

Definicién 6.6.1 (Conjunto separado). Diremos que un conjunto de hipdtesis H separa
un conjunto finito C C X si la restriccion de H a C es el conjunto de todas las funciones
de C en {0,1}. Es decir, |Hc| = 2/°1.

Parece entonces razonable pensar que cuanto mayor sea el tamano del conjunto C que
H puede separar méas compleja serd ésta, y, por tanto, més informacién contendra. La
dimensién VC mide precisamente esta idea [29, Seccién 7.4.2].

Definicién 6.6.2 (Dimensién VC). La dimension VC del espacio de hipdtesis H definida
sobre el dominio X es el tamano del mayor subconjunto C de X que puede ser separado
por H. Si existe un subconjunto de X de dimension arbitraria que puede ser separado por

H diremos que VCO(H )= co.

——

Figura 6.6.1: La dimensién VC de los semi-espacios en el plano es 3, ya que pueden separar
tres puntos, pero no cuatro. Vemos que en la segunda figura los puntos que estan en la
misma vertical no pueden separase mediante una recta de los otros dos.

Podemos preguntarnos cudl ha de ser el tamano minimo de una muestra de entrenamiento
para que podamos aprender de forma probablemente aproximadamente correcta un cierto
concepto. En otras palabras, cual ha de ser el tamafno de la muestra para que ésta sea e-
representativa con probabilidad al menos 1—4. El siguiente teorema [21, Teorema 1.1], [29,
Seccidén 7.4.3], que se conoce en la literatura como Teorema Fundamental del Aprendizaje
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Estadistico, muestra que la dimensién VC de una clase de hipdtesis determina el niimero
de muestras necesarias para que una clase sea PAC aprendible. En particular, el teorema
afirma que una clase es aprendible si su dimensiéon VC es finita.

Teorema 6.6.1. Sea H una clase de hipdtesis. Entonces,
» La clase H es PAC si y sélo si su dimension VC de es finita.

» Si VO(H) =d, d < oo, entonces

m > (14log2(2/5) + %8 VO(H) 10g2(13/€)) ;

Es posible derivar también una cota superior para el niimero de muestras de entrenamiento
necesarias para que una cierta clase sea PAC aprendible [29, Seccién 7.4.3].

6.7. Aprendizaje PAC-Bayesiano.

Hasta el momento hemos tratado dos vias aparentemente separadas en la teoria del
aprendizaje: la inferencia Bayesiana y el aprendizaje PAC. En ambos casos se pretende, a
partir de unos datos iniciales, construir un modelo que pueda ser luego aplicado a datos
de entrenamiento. En el caso del aprendizaje PAC, hemos visto que existen teoremas que
garantizan que una cierta clase sea aprendible siempre y cuando las muestras sean inde-
pendientes e igualmente distribuidas. En el caso de la inferencia Bayesiana, la exactitud
del modelo depende de que los datos de prueba y de entrenamiento hayan sido generados
de acuerdo con una cierta distribucién a priori. De esta manera, el aprendizaje Bayesiano
presupone que los datos han sido generados a partir de un cierto modelo que pertenece a
la clase de hipdtesis con la que estamos aprendiendo.

Cuando se cumplen las hipétesis sobre el conocimiento a priori de la distribucién que ori-
gina los datos, los algoritmos Bayesianos son muy efectivos. No obstante, tienden a dar
problemas de sobreajuste en caso contrario. Ademads, aplicados a problemas reales suelen
ser demasiado optimistas, ya que no se tiene por qué tener informacion a priori de la clase
que se estd estudiando. Por consiguiente, los modelos Bayesianos requieren de un fuerte
conocimiento a priori de la funciéon que se desea estudiar. Por otro lado, el aprendizaje
PAC basado en muestras i.i.d. no produce problemas de sobreajuste pero no puede usar
de manera efectiva la informacion a priori que se tiene de un cierto modelo. Sin embargo,
es capaz de proporcionar una serie de garantias sobre la exactitud del modelo cuando se
aplica a nuevos datos. Ademas, el aprendizaje PAC tiende a ser un modelo genérico, ya
que se garantiza cierta exactitud incluso en el peor de los escenarios. De esta forma, el
aprendizaje PAC-Bayesiano es una manera de combinar ambos métodos para lograr una
compensacion entre la generalidad de uno (PAC) y la eficiencia del otro (Inferencia Baye-
siana).

El inconveniente que presentan las cotas derivadas de la dimensiéon VC es que proporcio-
nan un error entre el riesgo real y el empirico en funcién de la peor eleccién posible de
h € H. Evidentemente, esta cota sera valida para el algoritmo que usemos en un caso con-
creto, pero lo es ademads para cualquier otra forma de escoger H, incluyendo el algoritmo
mas malicioso que, ain conociendo la distribucién original, selecciona una hipdtesis con
un error maximo. Con el objetivo de evitar estos problemas, es frecuente emplear otras
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medidas de la complejidad del algoritmo, a parte de la dimensiéon VC, que nos permitan
introducir la informacién a priori que tenemos de la distribucion. Ademas, la dimensién
VC depende exclusivamente del tamano de la muestra, pero no de la informacién que ésta
proporciona. El aprendizaje PAC-Bayesiano puede solventar también este inconveniente.

En el aprendizaje PAC-Bayesiano el conocimiento a priori sobre la regla objetivo se expresa
a través de una distribucién a priori sobre el conjunto de hipétesis H. Por consiguiente,
asociamos una probabilidad (o densidad de probabilidad si H es continuo) P(h) > 0 para
cada h € H y nos referiremos a P(h) como el peso a priori de h. De acuerdo con los métodos
basados en inferencia Bayesiana, el resultado del algoritmo no es una sola hipdtesis, sino
una probabilidad a posteriori sobre H que denotaremos por Q. Definimos entonces el error
o funcién de pérdida de Q sobre una muestra z como el valor promedio de la funcién de
error [11]:

£(Q) = E [£(h.2)). (6.14)

donde h ~ Q hace referencia a que h es una realizacion de la distribucién Q.

De forma similar, como consecuencia de la linealidad del valor esperado, definimos el riesgo
real y el riesgo empirico [41]:

Bp =Rp(Q) = E [Rp(h)]. (6.15)
Rs =Rs(Q) = E [Rs(h)]. (6.16)
El siguiente teorema [11, Teorema 31.1] nos muestra que la diferencia entre el riesgo real

y el riesgo empirico de la distribucién a posteriori Q estd acotada por una expresion que
depende de la divergencia de Kullback-Leibler entre Q y la distribuciéon a priori P. Se
trata de la versién Bayesiana correspondiente al teorema (6.6.1). Este teorema sugiere
que si queremos minimizar el riesgo real, debemos entonces minimizar el riesgo empirico
y la distancia de Kullback-Leibler entre Q y la distribucién a priori P. Tal y como estd
enunciado, hace referencia a problemas de clasificacién, aunque puede adaptarse a otros
casos introduciendo las modificaciones adecuadas [34, Teorema 7.1].

Teorema 6.7.1 (Teorema PAC-Bayesiano de McAllester). Sea D una distribucion arbi-
traria sobre un cierto dominio Z. Sea H un conjunto de hipdtesis o clase de hipdtesis y sea
L:HxZ —[0,1] una funcion de pérdida. Sea P una distribucion a priori sobre H y sea
0 € (0,1). Entonces, con probabilidad al menos 1 — § sobre un conjunto de entrenamiento
S = (21,..., 2m) con z; muestras i.i.d. distribuidas de acuerdo con D, para toda distribucion
Q sobre H, se tiene que

D(QI[P) +1n(2m/J)
2(m—1) ’

Rp(Q) < Rs(Q) + \/

donde

D(Q[|P) = E [In(Q(h)/P(h))]

= o

es la divergencia de Kullback-Leibler.

Demostracion. Para cualquier funcién f, de acuerdo con la desigualdad de Markov C.3 se
tiene que
Es[e/9)]

Ps[f(8) = €] = Psle/®) > ] < ==~

(6.17)



72 CAPITULO 6. APRENDIZAJE PAC.

Dentamos por A(h) = Rp(h) — Rs(h) y aplicamos la ecuacién anterior a la siguiente
funcién:

75) =sup (20m — 1), B (A2 - DQIIP) ).
Buscaremos una cota para Eg[ef (s )]. Para ello, buscaremos una expresion que no dependa
de Q sino de la probabilidad a priori P. Usando la definicién de D(Q||P) tenemos la
siguiente desigualdad:

2(m—1),E_(AR)* = D(QIIP) =2(m=1) E_(A(h)* = E [Im(Q(h)/P(h))] =
hEQ[IH(GQ(m—I)A(hPP(h)/Q(h))] <In h?Q[GQ(m—l)A(h) P(h)/Q(h))] =
In E [e2(m=DAM?) (6.18)

h~P

donde la desigualdad se deduce de la desigualdad de Jensen C.3.1 y la convexidad de la
funcién logaritmo. La ltima igualdad se obtiene a partir del teorema de Radon-Nikodym
D.0.1. En concreto, se deduce a partir de la siguiente igualdad,

/th: /hflng, (6.19)

donde f = % es la derivada de Radon-Nikodym de P respecto de (). Notar que si h es
la funcién indicadora de un conjunto, se recupera la definicion dada por el Teorema de
Radon-Nikodym. Por consiguiente, se deduce que

Bsle!¥) < Bg B [HmDAMT, (6.20)

Puesto que la probabilidad a priori no depende de la muestra S, podemos intercambiar
los valores esperados, de modo que tenemos que

Egle/®)] < hEpES[e2(m_1)A(h)2]. (6.21)

[62(m—1)A(h)2]

Necesitamos probar ahora que Eg < 2m. Para ello, empleamos la desigualdad

de Hoeffding C.2. Puesto que

E(z) = /000 P(z > t)dt,

: - s
si escribimos z = e2(m—1)z

, tenemos que
P(z>t)=P (62("”1)"32 > t) :
Tomando logaritmos,

P(In(z) > 1n(t)) = P(2(m—1)z? > In(t)) = P(In(z) > In(t)) = P <$2 > 2(712(25_)1)>

= P (|x| > 20:%) . (6.22)

Empleando la desigualdad de Hoeffding, tenemos que Ps[A(h) > €] < e=2m<* por lo que,
en este caso en particular,

P (!m\ > 252%) < exp (M) . (6.23)
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Por la simetria de la funcién valor absoluto, podemos escribir

P(x> %Z“HJ < zmp<22?ﬁ?>:2mp<ZTﬂg>
— 20 (n()) 77 = 2 (1) - (6.24)
Por tanto,
i - w3 oo [ ()]
= 2[l+m—1]=2m. (6.25)

Combinado este resultado con la desigualdad dada por (6.21), tenemos que la ecuacién
(6.17) puede escribirse de la siguiente forma:

Ps[f(S) = € 2m (6.26)

J— 66 M
Denotando el lado derecho por §, de manera que € = In(2m/d), tenemos que

Ps[f(S) < >1-04.

Luego, con una probabilidad al menos 1 — § para todo Q se tiene que

sup (20m — 1), (80 = D(QIP)) < ¢ = (20m— 1) B (M) - D(@IP)) <.

Reordenando y usando de nuevo la desigualdad de Jensen C.3.1, vélida por ser la funcién

x? convexa, tenemos que

( E A(h)>2 < B (Ah)? < 22m/0) + DIQIIP) (6.27)

h~Q h~Q 2(m —1)

Por consiguiente, recordando la definicién de A(h) = Rp(h) —Rgs(h) y teniendo en cuenta
la linealidad de la esperanza, tenemos que

_ 22+ D(Q|IP)

2 2
(,ERot) = Rs(]) = (B Ro(] - ERs(m)]) < =5 2O 6

Usando las definiciones del riesgo empirico promedio (6.15) y riesgo real promedio (6.16),

D(QI|P) + In(2m/d)
2(m —1)

Rp(Q) < Rs(Q) + \/ : (6.29)

O]

El resultado obtenido es valido para cualquier distribucién a posteriori Q. La idea mas
importante de este resultado es que, incluso si tenemos que ponderar respecto a una dis-
tribucién Q mal elegida, el exceso de riesgo esté controlado por vInm/m. Ademés, vemos
que la cota de error depende del comportamiento de la divergencia de Kullback-Leibler,
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cuya expresion se ha derivado en la seccién 2.5 para el caso de que ambas distribuciones
Py Q sean Gaussianas:

1 X
D(Q||P) = 3 [ln :Ep: —m+ (g — pp) 5 (g — pp) + tr (EplEq)] . (6.30)
q

Obtenemos entonces

® _ _
% {hl'E*p‘ —m+ (pg — Mp)TEpl(Mq — pp) +tr (Eplzq)} + lnsz

Rp(Q) < Rs(Q) + 5m—1) (6.31)




CAPITULO [

SIMULACIONES.

En este capitulo se presentan las simulaciones realizadas para ilustrar los modelos de
regresion basados en procesos Gaussianos. En las secciones 7.1 y 7.2 se muestran ejemplos
en 2 y 3 dimensiones respectivamente, con un nimero pequeno de datos. Esto nos permite
representar graficamente la solucién y visualizar el modelo de regresion. En la seccién 7.3 se
ha realizado una simulacién para datos relacionados con el movimiento de un brazo robético
antropomorfico con siete grados de libertad. El objetivo es encontrar una aplicacién que
relacione el espacio de entrada de 21 dimensiones (7 posiciones articulares, 7 velocidades
y 7 aceleraciones) con los correspondientes 7 movimientos de torsién. !

7.1. Ejemplo en 2D.

En esta seccion realizamos una simulacion sobre la concentracion de diéxido de carbono
en la atmésfera en Mauna Loa, un volcan de Hawai, para ilustrar el funcionamiento de los
modelos de regresién basados en procesos Gaussianos.

Concentracion de CO2 en Mauna Loa Variacion estacional
: ; |

400 . ar .

‘+Datos de entrenamiento| 2 e TR — — —1000
1 === 003

w
©
(3]

w w
[+ ©
a o
T T
-
T
-

w

<}

o
T

f e /_./ Y 2009
7! Iy
1 A7 |
L’

[=]
T
ey

w
N
<]
T
.
i
L
T
-

w

[+

(3]
T

Concentracion de CO2 (ppmv)
fa

Concentracion de CO2 (ppmv)
w
~
(4]

w
D
=]

a3t A\
355 %’%? ]
450 ‘ ‘ 3 L [
1990 1995 2000 2005 2010 E F M A M J J A =] o] N
Tiempo Mes
(a) Concentracién de CO2 en Mauna Loa. (b) Variacién estacional de la concentracidn.

Figura 7.1.1: Representacion de los datos sobre la concentracién de COg en Mauna Loa.

'Los datos han sido tomados de Sethu Vijayakumar y estdn disponibles en http://wuw.
gaussianprocess.org/gpml/data/.

75


http://www.gaussianprocess.org/gpml/data/
http://www.gaussianprocess.org/gpml/data/

76 CAPITULO 7. SIMULACIONES.

Se muestra cémo la verosimilitud marginal puede emplearse para determinar el valor de los
hiperparametros de la correspondiente funcién de covarianza. En concreto, se ha empleado
un método de descenso de gradiente para la optimizacién de dichos hiperpardmetros. Se
ha seguido el esquema planteado en [34, Seccién 5.4.3]. 2 En la Figura 7.1.1a se ha re-
presentado la poligonal que une los datos correspondientes a la concentracién de diéxido
de carbono desde 1990 hasta 2012. Por otro lado, en la Figura 7.1.1b se han centrado
los datos correspondientes a las concentraciones en tres anos diferentes para observar la
variacién estacional de esta concentraciéon. Vemos que se observa un maximo en torno al
mes de mayo y un minimo en torno a los meses de septiembre y octubre.

El objetivo es modelar la concentracion de CO2 en el aire, y, como funcién del tiempo, z.
De acuerdo con la figura 7.1.1a, es facil ver que hay una tendencia de crecimiento con el
paso de los anos, una variacién pronunciada con las estaciones y pequenas irregularidades.
Estas observaciones nos pueden facilitar la eleccién de una funcién de covarianza que
refleje todas estas caracteristicas. Dicha funcién de covarianza se define como suma de
varios términos que dan cuenta de cada una de las caracteristicas de los datos.

» Para modelar una suave tendencia de crecimiento con el paso de los anos empleamos
una funcién de covarianza Gaussiana (SE), que es de las mas frecuentemente utili-
zadas. Esta posee dos términos, 61 y 82, que controlan respectivamente la amplitud
y la longitud caracteristica.

x—a')?
ki(z,2') = 03 exp (—(20%)) . (7.1)

Un nicleo Gaussiano con un parametro de escala grande hace que esta componente
sea suave. Con los valores probados, se observa que la media a posteriori presenta
una tendencia creciente.

= Usamos una funcién de covarianza periédica para simular la variacién anual de los
datos. Podemos usar una funcién de covarianza periédica menos rigida mediante el
producto de una funcién de covarianza exponencial al cuadrado y una periddica.
Obtenemos la siguiente funcién ntcleo:

(x — )2 B 2sin?(m(x — ')
2602 62 ’

ko(z,2') = 02 exp <— (7.2)

donde 03 representa la magnitud, 6, controla el decaimiento de la componente pe-
riédica, y 05 contiene la informacion sobre la periodicidad. El periodo se fija a un
ano, de acuerdo con lo observado en la figura 7.1.1a.

= Para modelar pequenas irregularidades empleamos un ntcleo racional cuadratico:

"2\ —fs
O — p2 1 (CU -z ) )
ks(x,x) = 6§ ( + 20402 ; (7.3)

donde g es la magnitud, 07 es la longitud caracteristica y g es el parametro de
forma que modifica la longitud caracteristica.

2Los datos estan disponibles en https://serc.carleton.edu/introgeo/interactive/examples/co2.
html.
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= Por tltimo, podemos incluir un término de ruido mediante la suma de una covarianza
exponencial al cuadrado con una componente independiente, de la siguiente forma:

Ty — X 2
ka(zp, v4) = 03 exp <—(”292q)> + 031 6pqs (7.4)
10

donde 6y es la magnitud de la componente de ruido correlada, 619 es la escala de
longitud y 611 es la magnitud de la componente de ruido independiente.

La funcion de covarianza final se obtiene como suma de las anteriores:
k(z,2') = ki(z,2') + ko(z,2') + k3(z,2") + ka(z, o). (7.5)

Para obtener los hiperparametros que optimizan la funcién de verosimilitud marginal de-
bemos primero centrar los datos. Con este modelo no solo podemos determinar la funcién
que mejor representa los datos, sino que ademas podemos predecir, con un cierto intervalo
de confianza, el comportamiento futuro de la concentraciéon de COs. A la vista de la Fi-
gura 7.1.2 vemos que el modelo proporciona predicciones con una alta credibilidad hasta
2020-2030. En la Tabla 7.1 se muestran los valores de los hiperparametros obtenidos.

Concentraciéon de CO2 en Mauna Loa
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Tabla 7.1: Valores obtenidos

. . Figura 7.1.2: Prediccién de la concentracién de COsg
de los hiperparametros.

en Mauna Loa.

La eleccién de la funcién de covarianza dada en (7.5) estd basada en la observacién de los
datos de entrenamiento y un método de prueba y error. Es posible que existan muchas
otras funciones de covarianza que proporcionen buenas predicciones. Esto se debe a que, co-
mo se ha comentado en capitulos anteriores, los métodos de regresion basados en procesos
Gaussianos son muy flexibles y admiten muchas soluciones para un determinado problema.

Tal y como se ha comentado en capitulos anteriores, la eleccién de la funcién de covarianza
es un punto muy importante para los modelos de ajuste y prediccién basados en procesos
Gaussianos. En la Figura 7.1.3 se observan otras posibles funciones de covarianza. Algunas
de ellas dan lugar a predicciones poco creibles. Vemos que la funcién de covarianza SE
por si sola modela la tendencia creciente pero no es capaz de simular las oscilaciones
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asociadas con las estaciones. Por otro lado, la funcién de covarianza periddica no es capaz
de detectar la tendencia creciente e interpreta las pequenas oscilaciones como ruido en las

observaciones.
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Figura 7.1.3: Prediccién de la concentracion de CO2 usando diferentes funciones de cova-

rianza.

Por otro lado, es importante escoger los hiperparametros de forma adecuada, de manera
que el problema de optimizacién no dé con minimos/maximos locales. En la Figura 7.1.4
se muestra el resultado asociado a una mala eleccién de éstos.
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Figura 7.1.4: Prediccién de la concentracién de COz en Mauna Loa partiendo de valores
iniciales de los hiperparametros poco adecuados .

A la vista de los resultados obtenidos, podemos comprobar la complejidad y flexibilidad de
los métodos de regresion basados en procesos Gaussianos. Vemos ademads que es importante
tener en cuenta el comportamiento a priori de los datos de entrenamiento para poder

realizar buenas predicciones.
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7.2. Ejemplo en 3D.

A continuacion se muestra un ejemplo en tres dimensiones que permite visualizar el
proceso de regresion basado en métodos Gaussianos. Se han empleado datos artificiales con
los que poder modelar de forma sencilla y visual un problema de regresiéon. En concreto,
se han empleado como datos de entrenamiento puntos correspondientes a la superficie
dada por y = /2§ + 23, en la que se han introducido perturbaciones i.i.d normales. La
representaciéon de dichos datos de entrenamiento se ha representado en la Figura 7.2.1.

Figura 7.2.1: Representacién 3D de los datos de entrenamiento.

Para el proceso de regresién se ha empleado un nicleo Gaussiano y una media cero. La
matriz de datos de entrenamiento estda formada por los pares cruzados correspondientes
a las coordenadas de x1 y x2. Tras inicializar los hiperparametros y optimizar el valor de
éstos, se ha ejecutado el programa de regresién. En la Figura 7.2.2 se han representado
tanto los datos iniciales como la prediccién obtenida mediante la regresién basada en
procesos Gaussianos.

[

Figura 7.2.2: Representacion 3D de la superficie predicha por el modelo de regresién em-
pleado junto con los datos de entrenamiento.

En la zona central, donde disponemos de una mayor cantidad de datos de entrenamiento,
es posible recuperar la funcién original. A medida que nos alejamos de esta zona, las
predicciones son peores debido al problema de extrapolacién.
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7.3. Modelo de un brazo robético antropomorfico.

Una vez introducidos ejemplos sencillos, en esta seccién se pretende mostrar un pro-
blema de regresiéon real. En particular, se va a estudiar un brazo robético. Los robots
humanoides son sistemas de elevada dimensién de movimientos para los cuales las técnicas
habituales de control son insuficientes debido a irregularidades en dichos sistemas. Con
el objetivo de solventar estos problemas, se emplean modelos de aprendizaje con vistas
a desarrollar robots completamente auténomos. Entre las principales caracteristicas de
los problemas de aprendizaje de robots destacamos la elevada dimensién del conjunto de
entrenamiento, con datos posiblemente redundantes, distribuciones no estacionarias y la
necesidad de un aprendizaje continuo.

Se han empleado datos relacionados con el movimiento de un brazo robético antropomorfi-
co con siete grados de libertad, como el que se muestra en la Figura 7.3.1:
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(a) Seccién de un brazo robético con 7 grados
de libertad (DOF) [43]. (b) Brazo robético SARCOS [51].

Figura 7.3.1: Brazo robdético con 7 grados de libertad.

Los grados de libertad del brazo se corresponden con tres articulaciones:

= Tres grados de libertad de la articulacion del hombro, que permiten la abduccién-
aduccion, flexion-extension y la rotacién interna-externa.

= Un grado de libertad del codo, que posibilita la extensién del brazo.

» Tres grados de libertad de la mufieca, que posibilitan la extension-flexién, supinacion-
pronacién y la desviacion del cubital y del radial.

Para cada uno de los grados de libertad del brazo se dispone de valores de la velocidad
y aceleracion correspondientes. De esta forma, se tienen 21 variables de entrada. Por otro
lado, se han calculado los momentos de torsion asociados a cada posicién, obteniendo asi 7
etiquetas o variables respuesta. Disponemos de 48.933 datos de entrada con sus respectivas
etiquetas, de los cuales 44.484 han sido usados como conjunto de entrenamiento y los 4.449
restantes como conjunto de prueba En este caso, nos centraremos en los datos relacionados
con la articulacion del hombro, correspondientes a la primera columna de etiquetas. Puesto
que el conjunto de datos es de elevada dimensién, serd necesario emplear aproximaciones
para el modelo de regresién, como la planteada en la seccién 4.4. Aunque a primera vista
se podria pensar que no es necesario un modelo de aprendizaje para este problema, ya que
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existen modelos fisicos que permiten calcular estos momentos de torsién de forma tedrica,
hay problemas técnicos con su implementacion, por lo que emplear modelos de aprendizaje
resulta conveniente.

Para la realizacién de las predicciones, se han seleccionado subconjuntos de datos de di-
mensiéon m de forma aleatoria y sin reemplazamiento. Posteriormente, se han ajustado los
hiperparametros optimizando la verosimilitud marginal mediante un método de descenso
de gradiente. Con el objetivo de medir la calidad de las predicciones se ha calculado el
error cuadratico medio estandarizado. Para ello, primero se han centrado y estandarizado
los datos, de modo que estos tengan media cero y varianza igual a la unidad. En la Figu-
ra 7.3.2 se muestra el error cuadratico medio estandarizado obtenido para los diferentes
tamanos de las muestras. Dicho error se ha calculado de la siguiente formas:

m

1
SMSE = — Z(ysi —43,)%, (7.6)
i=1

donde m es el tamafio de la muestra, y,, son las etiquetas asociadas a los datos de prueba e
s, son las etiquetas predichas. Los valores de las etiquetas han sido previamente centrados
y estandarizados para poder obtener el error cuadratico medio estandarizado.
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Figura 7.3.2: Representacién del error cuadratico medio estandarizado en funcién del ta-
mano de la muestra para varias simulaciones.

A la vista de la Figura 7.3.2, observamos que no es necesario considerar muestras de tamafo
elevado, ya que no hay mejoras significativas en las predicciones y el coste computacional
y temporal es mayor (el programa se ha ejecutado durante unas 6 horas). Podemos ver
ademads que el codo del brazo se alcanza para muestras de unos 1000 datos, mucho antes
de considerar si quiera la mitad de los datos de entrenamiento. Esto puede indicar que
hay una gran cantidad de datos redundantes entre el conjunto de entrenamiento. Por otro
lado, los picos que aparecen pueden deberse a la aleatoriedad del procedimiento. En la
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Figura 7.3.3 se ha representado el valor medio de SMSE para cada valor de m junto con
la desviacién asociada. La Tabla 7.2 recoge los valores obtenidos.
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Figura 7.3.3: Representacién del error cuadratico medio estandarizado en funcién del ta-
maino de la muestra.

m | SMSE

256 | 0.00230 £ 0.00034
512 | 0.00084 £ 0.00011
1024 | 0.00025 +£ 0.00001
2048 | 0.00011 £ 0.00002
4096 | 0.00004 £ 0.00000
6000 | 0.00003 £ 0.00000
9000 | 0.00004 £ 0.00002
12500 | 0.00005 £ 0.00004
15500 | 0.00002 £ 0.00000
20000 | 0.00021 + 0.00031
22242 | 0.00008 + 0.00010

Tabla 7.2: Valores del SMSE obtenidos junto con la desviacion asociada para cada valor
de m.

A la vista de los resultados obtenidos, se ha repetido el procedimiento diez veces para cada
valor de m, m = {256,512, 1024, 2048,4096}. Se ha tomado como valor del error cuadratico
medio estandarizado el valor medio asociado a cada subconjunto y se ha calculado la
desviacion asociada. Los datos aparecen recogidos en la Tabla 7.3, y su representacion se
muetsra en la Figura 7.3.4.
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Figura 7.3.4: Representacion del error cuadratico medio estandarizado en funcion del ta-
mano de la muestra para muestras de menor tamano.

m SMSE Coste de Coste Media | Varianza
almacenamiento | computacional

256 | 0.00240 + 0.00039
512 | 0.00079 + 0.00005
1024 | 0.00024 + 0.00001 O(m?) O(m3) O(m) | O(m?)
2048 | 0.00009 + 0.00001
4096 | 0.00005 + 0.00002

Tabla 7.3: Valores de SMSE obtenidos junto con la desviacién asociada para cada valor de
m. Se muestra también el orden del coste computacional, de almacenamiento y de célculo
de la media y de la varianza.

A la vista de los resultados obtenidos, parece razonable pensar que hay redundancia en los
datos de entrenamiento, lo cual justifica que aun tomando muestras de pequeinio tamano,
el error cometido sea pequeno.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES.

En este trabajo hemos estudiado los métodos de regresion basados en procesos Gaussia-
nos. Hemos visto como podemos entender éstos a partir del problema de regresion Ridge,
sin mas que considerar los coeficientes de dicho modelo como variables aleatorias. Ademas,
a lo largo del trabajo hemos visto que los procesos Gaussianos constituyen un modelo que
permite ajustar de forma no paramétrica modelos de regresion, asi como manejar proble-
mas de clasificacién. Constituyen por tanto métodos muy flexibles que permiten resolver
diferentes problemas. Se han introducido diferentes perspectivas de los métodos de re-
gresién basados en procesos Gaussianos, siendo éstas el espacio de pesos y el espacio de
funciones. Se han obtenido resultados equivalentes en ambos casos. Ademads, se han mos-
trado vias diferentes en relacién con el problema de aprendizaje, siendo éstas la inferencia
Bayesiana y el aprendizaje PAC. En ambos casos se pretende construir un modelo a partir
de unos datos de entrenamiento. Mediante una combinacién de las dos vias, es posible
obtener modelos més flexibles que son capaces de incorporar la informacién a priori (infe-
rencia Bayesiana) junto con ciertas garantias de exactitud del modelo (aprendizaje PAC)
al aplicarse a nuevos datos. Por otro lado, se han proporcionado resultados tedricos so-
bre el funcionamiento de los procedimientos de regresion basados en procesos Gaussianos
basdndonos en el concepto de aprendizaje PAC.

Con vistas a la implementacién de estos modelos, se han analizado tres problemas di-
ferentes. Dos de ellos constituyen ejemplos sencillos que facilitan la visualizacién de los
procedimientos. A través de éstos es posible ilustrar la gran flexibilidad de los métodos
de regresion basados en procesos Gaussianos. Hemos visto que la eleccién de la funcién
de covarianza, asi como de los hiperparametros de ésta, determina en gran medida la cre-
dibilidad de la prediccién obtenida. Por 1ltimo, se ha presentado un problema real sobre
los movimientos de un brazo robdtico con el objetivo de mostrar uno de los principales
inconvenientes de estos modelos: el coste computacional asociado con muestras de entrena-
miento de gran tamano. Hemos visto que es necesario recurrir a técnicas de aproximacion
que permitan la implementacion de los procesos, que de otra forma tendrian costes prohi-
bitivos.
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ANEX0S A

EL TEOREMA DE EXTENSION DE KOLMOGOROV.

Teorema A.0.1 (Teorema de extensién de Kolmogorov). [10, Teorema 36.1] Sea T un
conjunto mo vacio y supongamos que, para cada subconjunto finito no vacio V de T, Py
es una probabilidad en R™ si V' tiene n elementos. Supongamos que estas probabilidades
satisfacen la siguiente condicion de consistencia:

Para cada subconjunto U = {t;,,...,t;.} no vacio de V, la distribucion de probabilidad
de preyyy respecto a Py es Py, donde, preyyy es la aplicacion (xy,,...,7y,) € R —
(a:til,...,xtir) € R" y pry es la aplicacion x € RT — (x4, ...,24,) € R™,

Entonces existe una tunica probabilidad P en RT tal que, para cada subconjunto finito
V de T, la distribucion de pry respecto a P coincide con Py, es decir, tal que para cada
n € N, cada sucesion finita creciente t1 < ... < t, en T y cada H € R™ se verifica que
P(x e RT: (z4),...;m,) € H) = Py, 4,y (H).

Consideremos ahora las aplicaciones de proyeccién 7 : ¢ € RT — 2, € R. Si (Pv)VipiwoCT
es una familia de probabilidades que satisface las hipétesis del teorema anterior y si P es
la probabilidad en RT que proporciona dicho teorema, entonces para cada n € N, cada
sucesion finita creciente t1 < ... < t, en T y cada H € R" se verifica que

Pl(mey, s m,) € H| = Py..t,) (H).-

Por tanto, (RT,R”, P, (m)ier) es un proceso estocastico cuyas distribuciones finito di-
mensionales son precisamente las Py. Podemos entonces enunciar el siguiente teorema,
que asegura la existencia de un proceso estocastico con unas distribuciones finito dimen-
sionales dadas de antemano, suponiendo que verifican una condicién de consistencia.

Teorema A.0.2 (Teorema de extensién de Kolmogorov, versién 2). [0, Teorema 36.2]
Si (Pv)V fimiocT €S una familia de probabilidades que satisfacen la condicion de consisten-
cia del teorema anterior, entonces existe un proceso estocdstico (2, F, P, (Xy)ter) cuyas
distribuciones finito dimensionales son precisamente las Py .
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ANEX0S B

IDENTIDADES MATRICIALES.

B.1. Inversiéon de matrices.

Lema B.1.1 (Férmula de Woodbury). [71] Sean A,U,C y V matrices, todas ellas inverti-
bles, con A € M™" U € Mk C e Mk 4V e MF*". Entonces, se tiene la siguiente
identidad

A+vcv)t=a"'— Aty ct +va-lu)y~tva,

asumiendo que las inversas implicadas existen

Lema B.1.2. Sean A y C dos matrices invertibles de tamano n x n. Entonces se verifica
la siguiente igualdad:

A+O)t=a1t A Cct+AaH At (B.1)
Existe una expresién similar para los determinantes [34, Anexo A.3].

Lema B.1.3. Sean A,U,C y V matrices, todas ellas invertibles, con A € M™ "™, U €
Mk C e MEXE 4V e MFXM . Entonces, se tiene la siguiente identidad

A+ UCV|=|A|lC||c™t + VA~ (B.2)

B.2. Descomposiciéon de Cholesky.

La descomposicién de Cholesky [34, Anexo A.4] de una matriz simétrica, semidefinida
positiva A, permite escribir ésta como producto de dos matrices, L y LT, siendo L una
matriz triangular inferior que recibe el nombre de factor de Cholesky.

LLT = A.

La descomposiciéon de Cholesky es ttil para resolver sistemas lineales con matriz de co-
eficientes A simétrica y semidefinida positiva. Para resolver el sistema Ax = b primero
resolvemos Ly = b y posteriormente resolvemos el sistema triangular L7x = y. Podemos
entonces escribir la solucién como x = LT /(L/b), donde la notacién A/b representa el
vector x solucién de Ax = b. La resolucién de los dos sistemas descritos requiere un total
de n?/2 operaciones, cuando A es de tamafio n x n.
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ANEX0S C

DESIGUALDADES BASICAS EN PROBABILIDAD.

Sean X7, ..., X,, una secuencia de variables aleatorias i.i.d. y sea y su media. De acuerdo
con la ley de los grandes ntimeros, si n tiende a infinito la media empirica, % Yo, Xitiende
hacia su valor esperado, 1, con probabilidad 1. Las desigualdades de concentracion de la
medida cuantifican la desviaciéon de la media empirica con respecto del valor esperado

cuando n tiende a infinito.

C.1. Desigualdad de Markov.

Sea X una variable aleatoria no negativa. El valor medio de X puede escribirse como
[11, Apéndice B.1]:

E[X] = /:p[x > 1)da. (1)

Puesto que P[X > x] es mondtona no creciente, es posible escribir lo siguiente:

Va >0, E[X] > /

P[X > z]dx > /a P[X > aldz = P[X > a. (C.2)
z=0 =0

Reordenando la desigualdad, obtenemos la desigualdad de Markov:

ElX]

Va > 0,P[X >a] <
a

C.2. Desigualdad de Hoeffding.

Teorema C.2.1. [/, Lema B.6] Sea X, Xo, ..., X,, una sucesion de variables aleatorias
ii.d. tales y sea X = L3 | X;. Supongamos que que E[X;] = p y Pla < X; < b] =1
para todo i. Entonces, para todo € > 0 se tiene que

1 < 2ne?
P ’ﬁZXi_M|>€ §26Xp(_(b_a)2>'
i=1
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C.3. Desigualdad de Jensen.

Definicién C.3.1 (Funcién convexa). [11, Definicion 3.1.1] Una funcién f : R" — R
es convezxa si para todo x,y € R™ y t € [0,1], se tiene que

FIA=t)x+ty) < (1 —8)f(x) +f(y)- (C.4)

Teorema C.3.1 (Desigualdad de Jensen). [/7, Seccion 3.1.8.] Sea (2, F, P) un espacio
de probabilidad, f una funcion real integrable con valores en un intervalo I C R y sea
¢ : I — R una funcion convexa. Entonces

¢>< /Q fdP) < /Q 6o fdP. (C.5)

Lema C.3.1. [10, Ecuacion 5.81] Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién
conveza y sea X una variable aleatoria acotada. Entonces

fE[X]) < E[f(X)]. (C.6)

C.4. Desigualdad de Boole.

En teoria de la probabilidad, la desigualdad de Boole [10, Ecuacién 2.10] estipula que
para toda familia finita o numerable de sucesos, la probabilidad de que al menos uno
de esos sucesos ocurra es menor o igual a la suma de las probabilidades de los sucesos
individuales. De manera mas formal:

Teorema C.4.1. Para una familia finita o numerable de sucesos A1, As, As, ... se cumple

P (%An) <3 P(4y). (C.7)



ANEX0s D

TEOREMA DE RADON-NIKODYM.

Definicién D.0.1. [0, Pdgina 422.] Sea (X, A, ) un espacio de medida y sea v una
medida compleja definida en el mismo espacio medible. Diremos que v es absolutamente
continua respecto de p y escribimos v <<y si se cumple

v(M) =0 para todo M € A tal que p(M) = 0. (D.1)

Teorema D.0.1 (Teorema de Radon-Nikodym). [15, C.7.] Sea (X, A, n) un espacio de
medida o-finito, v una medida compleja definida en el espacio medible (X, A) y absolu-
tamente continua respecto de p. Ewiste una funcion integrable f € L£'(u,C) que cumple:

v(A) = / fdu, para todo A medible. (D.2)
A

Se dice que f es la derivada de Radon-Nikodym de v respecto de p y se denota por g—;.
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ANEX0S E

PROGRAMAS DE MATLAB Y R.

E.1. Regresion Ridge.

El siguiente c6digo se ha empleado para la construccion de las figuras 3.5.1 y 3.5.2. Se
ha utilizado como referencia el cédigo presentado en [9].

% Seleccionamos los datos
x1=(50—10).*rand (100,1) + 10;
x2=(50—10).*rand (100,1) + 10;
y=x1+x2 + 0.3.xrand (100,1);
x=[x1,x2];

n=length (x1);

% Construimos el nicleo Gaussiano y el lineal
K=zeros(n,n);
for j=I1:n
for i=1:n
K (1,3 )=exp(—norm (x(j,:)—x(1,:)));
end
end

Klineal=(x#*x') ;

% Algoritmo

% f_gaussian : Funcién de regresién para un niucleo Gaussiano
% f_lineal : Funcién de regresién para un nicleo lineal
Y% mse : Mean Square Error

%A\b en lugar de inv(A)xb (mds rédpido)

f_gaussian=zeros(n,1l);
f_lineal=zeros(n,1);

mse =[];

intvl=0.1;

for lambda=intvl:intvl:1l

for i=1:n
f_lineal(i,1)= y'*((Klineal+ lambdaxeye(n))\Klineal(i,:)');
f_gaussian(i,1l)= y'*((X+ lambdaxeye(n))\K(i,:)');

end

mse=[mse; norm(f_gaussian—y) 2/n,norm(£f_lineal—y) 2/n];
end

% Buscamos minimizar el error cuadrdtico medio

mse_=min(mse (:,2));
[mse_,linear_indx]|=min(mse (:,2));
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fprintf('Error cuadrdatico medio (Nicleo lineal) : %' mse_)

[mse_,gaussain_indx]|=min(mse (:,1));
fprintf( 'Minimo error cuadrdtico medio (ntcleo Gaussiano) : %', mse_)

% Valor é6ptimo del pardmetro de regularizaciodn
lambda_optimal_gaussian—intvl*gaussain_indx
lambda_optimal_linear=intvl*linear_indx

% Valores reales y predichos
Predicted=[y,f_gaussian,f_lineal]

% Valor del pardmetro alpha y de los pesos w
alpha_gaussian=inv ((K+lambda_optimal_gaussianxeye(n)))x*y
w_gaussian=alpha_gaussian.*xx

alpha_linear=inv ((K+lambda_optimal_linearxeye(n)))x*y
w_linear—=alpha_linear.*x

% Representacién

figure (1)

hold on

grid on

scatter3(xl,x2,y,'g")

view ([—21.1 15.4 ])
scatter3(xl1,x2,f_lineal,'.r")
title ('Kernel Ridge Regression')
xlabel ('x1")

ylabel ('x2")

zlabel ('y")

legend ( 'Datos de entrenamiento
hold off

1

, 'Datos predichos ')

figure (2)

hold on

grid on

scatter3(x1,x2,y,'g')

view ([—21.1 15.4 ])
scatter3(xl,x2,f_gaussian,'.r')
title ('Kernel Ridge Regression')
xlabel ('x1")

ylabel ('x2")

zlabel ('y")

legend ( 'Datos de entrenamiento', 'Datos predichos ')
hold off

E.2. Regresion lineal basada en procesos Gaussianos.

El siguiente c6digo se corresponde con las figuras 4.2.2 y 4.2.1.

% Generamos los puntos de prueba. En este caso, los generamos
% de forma equidistribuida entre -5 y 5.
xx=linspace(—5,5,50);

n=length(xx);

muxx=zeros(n,l);

% La funcién kernel kxx=k(Xx,Xx) es el nicleo de cuadrado
% exponencial (SE). En este ejemplo, fijamos
% los hiperpardmetros, de modo que sigma_f=1, 1=1, sigma_n=0.
for i=1:n
for j=1:n
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| kxx (1,j)=exp(—1/2x(xx(i)—=xx(j)) 2);
end

% Introducimos una correccién para poder emplear la

% descomposiciéon de Cholesky. (Los autovalores estimados
% deben ser mayores que cero).

epsilon=0.0001;

kxx=kxx+epsilonxeye(n);

% Generamos muestras independientes u'N(0,I) de modo que,
% mediante una transformacién del tipo y=mutL*u, tenemos
% una distribucién Gaussiana multivariante de parametros
%mu y sigma. En este caso, generamos 1000 muestras.
uxx=normrnd (0,1,[n,1000]);

% Descomposicién de Cholesky

Lxx=chol (kxx);

% Valores de f, Gaussiana multivariante .
f_prior=muxx+Lxx*uxx;

% Representamos graficamente algunas de las Gaussianas
% obtenidas anteriormente, asi como el intervalo de

% confianza del 95% y la media puntual.

figure (1)

hold on

% Intervalo de confianza del 95%
xxconf = [xx xx(end:—1:1)] ;
yyconf = [muxx+2 ; muxx(end:—1:1)—2]"';

p = fill(xxconf ,yyconf, 6 'red');
p.FaceColor = [1 0.8 0.8];
p.EdgeColor = 'none';

YRerpesentamos la media de la muestra
plot (xx,muxx, 'k', 'LineWidth"' 1)

for i=1:5
hold omn
plot(xx,f_prior(:,i))
end

xlabel('x")

ylabel('f(x)")

legend('Intervalo de confianza del 95%','Datos de entrenamiento<«
', 'Media','Funciones a posteriori')

title('Proceso Gaussiano a priori')
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% Generamos ahora la distribucién a posteriori a partir de los
% datos de entrenamiento. Asumimos inicialmente que los datos
% estdn libres de ruido. De esta forma, las Gaussianas que

% consideremos pasan por los datos de entrenamiento.

% Una posible opcién seria generar infinitas Gaussianas y

% rechazar aquellas que no pasen por estos puntos.

%No obstante, eso tendria un coste computacional muy alto.

% Por tanto, lo que hacemos es usar la probabilidad

% condicionada para generar una nueva distribucién Gaussiana
% multivariante , en la que tanto la media como la matriz

% de covarianzas se obtienen considerando los datos de

% entrenamiento, (fx|X,Xx,f). En caso de tener ruido, tendremos
% que calcular los valores y = f(x) + e, donde e es el ruido,
% que asumimos que tiene una distribucién Gaussiana de media
% cero y varianza sigma 2.

% Conjunto de datos: Generamos puntos aleatorios.
x=[-4,-3,-1,0,2]";

f=x.*xsin(x);

m=length(x);

% Datos con ruido
noise=0.1;
y=f+noisexrand(m,1) ;

% Calculamos kx=k(Xx,X) y k=k(X,X)
for i=1l:n
for j=1:m
kx (1,j)=exp(—1/2%(xx(1)—=x(3)) 2);
end
end

for i=1lm
for j=1:m
(1, )=exp(—1/2(x(i)x(3)) "2);
end
end
k_noise=k+noise "2xeye(m);

% Calculamos la media y la matriz de covarianza de la
% probabilidad condicionada fx|X,Xx,
mu_post=kxxinv(k)=f;

sigma_post=kxx—kx*inv(k)xkx';

mu_post_noise=kx*inv(k_noise)xy;
sigma_post_noise=kxx kx*inv(k_noise)*kx';

% Repetimos el procedimiento anterior para obtener los valores

% de fx.
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Lx=chol(sigma_post);
ux=normrnd (0,1 ,[n,1000]) ;
fx=mu_post+Lx*ux;

Lx_noise=chol(sigma_post_noise);
ux=normrnd (0,1 ,[n,1000]) ;
fx_noise=mu_post_noisedLx_noisex*ux;

figure(2)
hold on

%En este caso, para calcular el intervalo de confianza tenemos
% que sumar y restar 2 veces la desviacidén estdndar de cada

% punto a la media puntual. Para ello, construimos un vector

% cuyas componentes son la raiz cuadrada de los elementos

% diagonales de la matriz de covarianzas, que se corresponden
% con la desviacién estédndar de cada punto xx.
B=sqrt(diag(sigma_post'));

xconf = [xx xx(end:—1:1)] ;

yconf = [mu_post+2*B ; mu_post(end:—1:1)—2«B(end:—1:1)]";

B_noise=sqrt(diag(sigma_post_noise'));

xconf_noise = [xx xx(end:—1:1)] ;

yconf_noise = [mu_post_noise+2+B_noise ; mu_post_noise (end«
:—1:1)—2«B_noise(end: —1:1)] ';

% Sin ruido

p = fill(xconf ,yconf, 'red');
p.FaceColor = [1 0.8 0.8];
p.EdgeColor = 'none';

% Representamos los datos de entrenamiento.
plot(x,f,'."', 'MarkerSize' [15)

% Representamos la media.
plot(xx,mu_post,'k', 'LineWidth' 1)

for i=1:5
plot(xx,fx(:,1i))
end

xlabel('x")

ylabel('f(x)")

legend('Intervalo de confianza del 95%','Datos de entrenamiento<«
', "'Media','Funciones a posteriori')

title('Proceso Gaussiano a posteriori')

% Con ruido
figure(3)
hold on
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p_noise = fill(xconf_noise,yconf_noise, 'red’');
p_noise.FaceColor = [1 0.8 0.8];
p_noise.EdgeColor = 'mnone’;

% Representamos los datos de entrenamiento.

plot(x,y,'."', 'MarkerSize' [ 15)

% Representamos la media.

plot (xx,mu_post_noise,'k', 'LineWidth"' 1)

for i=1:5
plot(xx,fx_noise(:,1i))

end

xlabel('x")

ylabel('f(x)")

legend('Intervalo de confianza del 95%','Datos de entrenamiento<«
', "Media','Funciones a posteriori')

title('Proceso Gaussiano a posteriori')

E.3. Funciones de covarianza.

En esta seccién se muestran los cédigos empleados para generar las trayectorias corres-
pondientes a las diferentes funciones de covarianza presentadas en la seccién 3.4.3.

E.3.1. Funcién de covarianza de Matern.

library (MASS)
library (fields)

d<— seq( 0,3,,200)
y<— Matern( d, range=1.5, smoothness=1.0)

plot ( d,y, type=l)
# Representamos diferentes funciones de covarianza de
# Matern empleando diferentes parametros.

ri<— Matern.cor.to.range( 10, nu=.5, cor.target=.1)
r2<— Matern.cor.to.range( 10, nu=1.0, cor.target=.1)
r3<— Matern.cor.to.range( 10, nu=2.0, cor.target=.1)

d<— seq( 0, 15,,200)

y<— cbind( Matern( d, range=rl, nu=.5),
Matern( d, range=r2, nu=1.0),
Matern( d, range=r3, nu=2.0))
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matplot( d, y, type=l, lty=1, lwd=2, xlab=Distancia entre datos,
r, ylab = Funcién de covarianza ,

)

legend ( x = topright, legend=c(nu=0.5, nu=1, nu=2), title = Valores de
nu,lty=1, lwd=2, col = 1:3)

# Generamos matrices de covarianza para puntos 'x' usando una
# determinada funcién ntcleo .
cov_matrix <— function(x, kernel _fn, ...) {

outer (x, x, function(a, b) kernel _fn(a, b, ...))

}

# Dadas las coordenadas de x, dibujamos N funciones de
# covarianza en esos puntos.
draw_samples <— function(x, N, seed = 1, kermel fn, ...) {
Y <~ matrix(NA, nrow = length(x), ncol = N)
set .seed(seed)
for (n in 1:N) {
K <— cov_matrix(x, kernel_fn, ...)
Y[, n|] < mvrnorm(1l, mu = rep (0, times = length(x)), Sigma ¢«

:K)
¥

Y
}
x < seq(0, 2, length.out = 201) # coordenadas de x
N <— 3 # numero de muestras
col _list <— c(red, blue, black) # colores de las muestras

# Funcién de covarianza de Matern.
matern_kernel <— function(x, y, nu = 1.5, sigma =1, 1 = 1) {
if (!(nu %n%c(0.5, 1.5, 2.5))) {
stop (p must be equal to 0.5, 1.5 or 2.5)
}

p < nu — 0.5
d <— abs(x — y)
if (p=0){
sigma®2 * exp(— 4 / 1)
} else if (p=1) {
sigma®2 * (1 + sqrt(3)*d/1) * exp(— sqrt(3)=d/1)
} else {
sigma®2 * (1 + sqrt(5)*d/1 + 5xd"2 / (3%*1°2)) * exp(—sqrt«
(5)*d/1)
}
}
par (mfrow = c(1, 3))
for (nu in c(0.5, 1.5, 2.5)) {
Y < draw_samples(x, N, kernel _fn = matern_kernel, nu = nu)

plot (range(x), range(Y), xlab = x, ylab =y, type = n,
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main = paste (Matern kernel, nu =, nu * 2, /2))
for (n in 1:N) {
lines (x, Y[, n], col = col_list[n], lwd = 1.5)
}
}

# Funcién de covarianza SE

se _kernel <— function(x, y, sigma = 1, length = 1) {
signa'2 « exp(— (x — y)'2 / (2 * length"2))

}

# Dibujamos ejemplos de funciones de un proceso Gaussiano
Y < draw_samples(x, 1, kernel fn = matern _kernel, nu = 0.5)
plot (x,Y, xlab = datos de entrada, x, ylab = datos de salida,

y, col=1,type=l)

Y <— draw_samples(x, 1, kernel _fn = matern_kernel, nu = 1.5)
lines (x, Y, col = 2, type=l)

Y <~ draw_samples(x, 1, kernel _fn = matern_kernel, nu = 2.5)
lines(x, Y, col = 3, type=l)

Y < draw_samples(x, 1, kernel_fn = se_kernel, length = 1)
lines(x, Y, col = 4, type=l)

legend ( x = topleft, legend=c(nu=0.5, nu=1.5, nu=2.5, SE), title = «
Valores de
nu,lty=1, lwd=2, col = 1:4)

E.3.2. Funcién de covarianza Gamma-exponencial.

# Gamma—-exponencial
d<— seq( 0,3,,200)
1=1;

yl=exp(—(d/1)"1)
y2=exp(—(d/1) "1.5)
y3=exp(—(d/1)"2)

plot (d, y1, type=l, 1lty=1, lwd=2, xlab=Distancia entre datos,
r, ylab = Funcién de covarianza)

lines(d, y2, col=2, type=l, lty=1, 1lwd=2)

lines (d, y3, col=3, type=l, lty=1, 1lwd=2)

legend ( x = topright, legend=c(gamma=1, gamma=1.5, gamma=2), <«
title = Valores de
gamma ,lty=1, lwd=2, col = 1:3)

# Muestras
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library (MASS)

# Generamos matrices de covarianza para puntos 'x' usando una
# determinada funcidén nucleo.
cov_matrix <- function(x, kernel _fn, ...) {
outer (x, x, function(a, b) kernel fn(a, b, ...))
¥

# Dadas las coordenadas de x, dibujamos N funciones de
# covarianza en esos puntos.
draw_samples < function(x, N, seed = 1, kernel _fn, ...) {
Y <— matrix(NA, nrow = length(x), ncol = N)
set .seed(seed)
for (n in 1:N) {
K <— cov_matrix(x, kernel_fn, ...)
Y[, n] < mvrnorm(l, mu = rep (0, times = length(x)), Sigma <
= K)
¥
Y
}
x <— seq(—5, 5, length.out = 201)
gamma_exp <- function(x, y, gamma, length = 1) {
exp(— (x — y) gamma / (length "gamma))
¥

Y < draw_samples(x, 1, kernel fn = gamma_exp, gamma=1)
plot (x,Y, xlab = datos de entrada, x, ylab = datos de salida,

y, col=1type=l)
Y < draw_samples(x, 1, kernel_fn = gamma_exp, gamma=3/2)
lines(x, Y, col = 2, type=l)
Y < draw_samples(x, 1, kernel _fn = gamma_exp, gamma=2)
lines (x, Y, col = 3, type=l)

legend ( x = topleft, legend=c(gamma=1, gamma=2), title = Valores de
gamma,lty=1, lwd=2, col = c(1,3))

E.3.3. Funcién de covarianza periddica.

# Funcién de covarianza periddica

period_kernel <— function(x, y, length = 1, p=1) {
exp(—2 * sin(pi * abs(x — y) / p) 2 / length"2)
}
N=3
par(mfrow = c(1, 3))
for (p in ¢(0.5, 1, 2)) {
Y < draw_samples(x, N, kernel fn = period _kernel, p = p)

plot (range(x), range(Y), xlab = x, ylab =y, type = n,
main = paste (Periodic kernel, p =, p))
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for (n in 1:N)

{
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lines(x, Y[, n], col = col_list [n], lwd = 1.5)
}
¥
d<— seq( 0,3,,200)
1=1;
yl=exp(—2 * sin(pi * abs(d) / 0.5)°2 / 1°2)
y2=exp(—2 * sin(pi * abs(d) / 1)"2 / 1°2)
y3=exp(—2 * sin(pi * abs(d) / 2)"2 / 172)
plot (d, y1, type=l, 1lty=1, lwd=2, xlab=Distancia entre datos,
r, ylab = Funcién de covarianza )
lines(d, y2, col=2, type=l, lty=1, 1lwd=2)
lines (d, y3, col=3, type=l, lty=1, 1lwd=2)

legend ( x = topright,
p,lty=1, lwd=2,

# Muestras
library (MASS)

# Generamos matrices de covarianza para puntos

legend=c (p=0.5, p=1,

col

1:3)

# determinada funcidén nucleo.
cov_matrix < function(x, kernel _fn, ...) {

outer (x

}

# Dadas las

X,

function (a

coordenadas

de x,

# covarianza en esos puntos.

b) kernel fn(a

p:2) s

X

b,

)

dibujamos N funciones de

draw_samples < function(x, N, seed = 1, kernel _fn,
Y <— matrix(NA, nrow = length(x), ncol = N)
set .seed(seed)
for (n in 1:N) {
K <— cov_matrix(x, kernel_fn, )
Y[, n] < mvrnorm(l, mu = rep (0, times =
= K)
}
Y
}
x <— seq(—1, 1, length.out = 201)

Y <— draw_samples(x,

plot (x,Y, xlab = datos de entrada, x, ylab = datos de salida,

y, col=1,type=l, ylim=c(—0.5,2))
Y < draw_samples(x, 1, kernel fn = period _kernel, p =
lines(x, Y, col = 2, type=l)
Y < draw_samples(x, 1, kernel fn = period _kernel, p =
lines(x, Y, col = 3, type=l)

legend ( x = topright,

1, kernel _fn

legend=c (p=0.5, p=1,

period_kernel, p

p=2),

title = Valores de

usando una

length(x)), Sigma <

title = Valores de
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p,lty=1, 1lwd=2, col = 1:3)

E.3.4. Funcién de covarianza racional cuadratica.

# Funcién de covarianza racional cuadratica (RQ)
d<— seq( 0,3,,2000)
rq_-kernel <— function(d, alpha, length = 1) {

(1 + (d)"2 / (2 % alpha % length"2))"(—alpha)

yl=rq_kernel(d,0.5)
y2=rq_kernel(d,2)
y3=rq_kernel(d,10000)

plot (d, y1, type=l, 1lty=1, lwd=2, xlab=Distancia entre datos,
r, ylab = Funcién de covarianza, ylim = c(0,1))

lines(d, y2, col=2, type=l, lty=1, 1lwd=2)

lines (d, y3, col=3, type=l, lty=1, 1lwd=2)

legend ( x = topright, legend=c (alpha=0.5, alpha=2, alpha=infinity), <
title = Valores de
alpha,1ty=1, 1lwd=2, col = 1:3)

#Muestras
library (MASS)

# Generamos matrices de covarianza para puntos 'x' usando una
# determinada funcién ntcleo .
cov_matrix <— function(x, kernel _fn, ...) {
outer (x, x, function(a, b) kernel _fn(a, b, ...))
}
# Dadas las coordenadas de x, dibujamos N funciones de
# covarianza en esos puntos.
draw_samples < function(x, N, seed = 1, kernel fn, ...) {
Y <— matrix(NA, nrow = length(x), ncol = N)
set .seed(seed)
for (n in 1:N) {
K <— cov_matrix(x, kernel_fn, ...)
Y[, n] < mvrnorm(l, mu = rep (0, times = length(x)), Sigma <

= K)
}

Y

}

x < seq(—5, 5, length.out = 2001)

rq_kernel <— function(x,y, alpha, length = 1) {
(1 + (x=y)"2 / (2 * alpha * length"2))"(—alpha)

}

Y < draw_samples(x, 1, kernel _fn = rq_kernel, alpha=0.5)
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plot (x,Y, xlab = datos de entrada, x, ylab = datos de salida,
y, col=1,type=l,ylim = c¢(—3,3))
Y <— draw_samples(x, 1, kernel _fn = rq_kernel, alpha=2)
lines(x, Y, col = 2, type=l)
Y < draw_samples(x, 1, kernel _fn = rq_kernel, alpha=1000)
lines(x, Y, col = 3, type=l)
legend ( x = topright, legend=c (alpha=0.5, alpha=2, alpha=infinity), <
title = Valores de
alpha,l1ty=1, lwd=2, col = 1:3)

E.3.5. Funcién de covarianza exponencial cuadrada (SE).

# Funcién de covarianza exponencial cuadrada (SE)
x<— seq( —5, 5,,200)

yl=exp(—x"2/(2%1"2))
y2=exp(—x"2/(2%x2"2))
y3=exp(—x"2/(2%x0.5"2))

y<— cbind( y1,y2,y3)

matplot( x, y, type=l, lty=1, lwd=2, xlab=Distancia entre datos,
r, ylab = Funcién de covarianza)

legend ( x = topright, legend=c(l=1, 1=2, 1=0.5), title = Valores de
nu,lty=1, lwd=2, col = 1:3)

x <— seq(—5, 5, length.out = 201)

N < 3

col_list <— c(red, blue, black)

se _kernel <— function(x, y, sigma = 1, length = 1) {
sigma"2 x exp(— (x —y)"2 / (2 * length"2))

}

#Dibujamos ejemplos de funciones de un proceso Gaussiano.
Y < draw_samples(x, 1, kernel _fn = se_kernel, length = 1)
plot (x,Y, xlab = datos de entrada, x, ylab = datos de salida,

y, col=1,type=l)

Y < draw_samples(x, 1, kernel fn = se_kernel, length = 2)
lines(x, Y, col = 2, type=l)

Y < draw_samples(x, 1, kernel_fn = se_kernel, length = 0.5)
lines(x, Y, col = 3, type=l)
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E.4. Simulaciones.

E.4.1. Simulacién de la concentracién de CO2 (2 dimensiones).

Para realizar la simulacién se han empleado los c6digos de software de [34] (http:
//www .gaussianprocess.org/gpml/). Con la ayuda de éstos, se ha simulado un problema
de regresion para la concentracién de CO2 en Mauna Loa (https://serc.carleton.edu/
introgeo/interactive/examples/co2.html).

clear all;clc;

% Primero definimos los valores de x e y
x=linspace (1990,2012,265) ';
y=data(373:637);

% Representamos los datos de entrenamiento
figure (1)

plOt(X7Y7 I**I)

ylabel (' Concentracién de CO2 (ppmv) ')
xlabel (' Tiempo")

axis ([1990 2012 350 400])

legend (' Datos de entrenamiento')

title (' Concentracién de CO2 en Mauna Loa')
grid on

% Centramos los datos para optimizar los pardmetros
yl=y-repmat( mean(y), [265,1] );

% Definimos los puntos de test—> queremos ver tendencias en
% el futuro
xs=linspace (1990,2025,10000) ';

% Definimos la funcién de media y de covarianzas
meanfunc = [];

prod={'covProd"' ,{'covSEiso','covPeriodic'}};
sum={"'covSum' ,{'covSEiso','covNoise' }};

covfunc = {'covSum' ,{'covSEiso', prod,'covRQiso"' ,sum}};
likfunc = @likGauss;

% Inicializamos los hiperpardmetros

hyp = struct('mean’ ,[],'cov',[0 0 3 000135300 —3],"lik'+
1)

hyp2 = minimize (hyp,@gp,100,@infGaussLik, meanfunc,covfunc,+
likfunc,x,yl);

[mu s2] = gp(hyp2,@infGaussLik ,meanfunc, covfunc, likfunc, x, y<
, x8);

figure (2)


http://www.gaussianprocess.org/gpml/
http://www.gaussianprocess.org/gpml/
https://serc.carleton.edu/introgeo/interactive/examples/co2.html
https://serc.carleton.edu/introgeo/interactive/examples/co2.html
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f = [mu+2xsqrt(s2); flipdim(mu—2xsqrt(s2),1)];
fill ([xs; flipdim(xs,l)], £, [7 7 7]/8)
hold on; plot(xs, mu); plot(x, y, '+')

ylabel (' Concentracién de CO2 (ppmv)')

xlabel (' Tiempo")

legend ('Intervalo de confianza del 95%','Datos de prueba', '«
Datos de entrenamiento')

title (' Concentracién de CO2 en Mauna Loa')

grid on

E.4.2. Simulacion en 3 dimensiones.

Se muestra el cédigo para el ejemplo en tres dimensiones. Se trata de un caso sencillo
que permite visualizar el procedimiento. En este caso, se han seleccionado como datos
los correspondientes a una funcién bidimensional, los cuales han sido perturbados, con el
objetivo de comprobar si puede recuperarse la funcién original.

clear all;clc;

% Primero definimos los valores de x e y
x1=linspace(—2,2,10) ';
x2=linspace(—2,2,10) ';

n=length (x1);

xz=[x1 x2];

[x1,x2]=meshgrid (x1,x2);
y=sqrt (x1."24x2.72)+ 0.3.xrand (10,10);

)

xlc = reshape(x1,[],1
1)

x2c¢ = reshape(x2,][],
x=[xlc x2c];
ye=reshape (y,[],1);

figure (1)

grid on

hold on

mesh (x1,x2,y)
scatter3(xlc,x2c,yc, ' filled ");
view ([—21.1 15.4 ])

xlabel ('x1")

ylabel ('x2")

zlabel ('y")

% Centramos los datos para optimizar los pardmetros
ym=yc—repmat ( mean(yc), [100,1] );

% Definimos los puntos de test-—> queremos ver tendencias en
% el futuro
xsl=linspace(—3,3,100) ';
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xs2=linspace (—3,3,100) ';
[xs1,xs2]=meshgrid (xsl,xs2);

xslc = reshape(xsi,[],1);
xs2c = reshape(xs2,[],1);
xs=[xslc xs2c]|;

% Definimos la funcién de media y de covarianzas
meanfunc = [];

covfunc = QcovSEiso;

likfunc = @likGauss;

% Inicializamos los hiperpardmetros

hyp = struct('mean', [], 'cov', [0 0], 'lik"', —1)

hyp2 = minimize (hyp, @gp, —100, @infGaussLik, meanfunc, <
covfunc, likfunc, x, ym);

[ymu ys2] = gp(hyp2, @infGaussLik, meanfunc, covfunc, likfunc,<
X, yc, Xs);

figure (2)

ymul=reshape(ymu,[] ,100); mesh(xsl,xs2,ymul)

view([-21.1 15.4 ])

xlabel ('x1")

ylabel ('x2")

zlabel ('y")

figure (3)

grid on

hold on

view ([—21.1 15.4 ])

mesh (xs1,xs2,ymul)
scatter3(xlc,x2c,yc, ' filled ")
xlabel ('x1")

ylabel ('x2")

zlabel ('y")

figure (4)

grid on

hold on

view ([—21.1 15.4 ])
mesh (xs1,xs2,ymul)
surf(x1,x2,y)
xlabel ('x1")

ylabel ('x2")

zlabel ('y")
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E.4.3. Simulacion del brazo robdotico 7 DOF-SARCOS.

Se muestra el codigo empleado para la simulacién del problema de regresiéon basado en
datos reales. En concreto, se han seleccionado los datos correspondientes a los diferentes
movimientos de un brazo robético. Las funciones empleadas pueden encontrarse en [34].

clear all;clc;

% Importamos los datos de entrenamiento y de test
sarcos_inv=importdata('sarcos_inv.mat');
sarcos_inv_test=importdata('sarcos_inv_test.mat');

% Asignamos los correspondientes valores a las variables.
x=zeros (size (sarcos_inv,1l) ,size(sarcos_inv,2));
for i=1:size(sarcos_inv,2)
x(:,i)=sarcos_inv(:,i);
end
y=sarcos_inv (:,22);

xs=zeros (size (sarcos_inv_test,l),size(sarcos_inv_test ,2));
for i=1:size(sarcos_inv_test ,2)
xs (:,i)=sarcos_inv_test (:,i);
end
ys=sarcos_inv_test (:,22);

% Centramos y estandarizamos los datos

x=(x—repmat (mean(x),size (sarcos_inv,1) ,1))./(repmat(std(x),size<
(sarcos_inv,1) ,1));

y=(y—repmat (mean(y) ,size (sarcos_inv,1) ,1))./(repmat(std(y),size<«
(sarcos_inv,1) ,1));

xs=(xs—repmat (mean(xs),size (sarcos_inv_test,l),1))./(repmat(std«
(xs),size(sarcos_inv_test,1) ,1));

s=(ys-repmat (mean(ys),size (sarcos_inv_test,1),1))./(repmat(std«
(ys),size(sarcos_inv_test,1) ,1));

<

% Repetimos el procedimiento para distintos valores de m
n=[256,512,1024,2048,4096];

hiperparametros=zeros (2,size(n,2));

media=zeros (size (sarcos_inv_test,l) ,size(n,2));
desviacion=zeros(size (sarcos_inv_test,l),size(n,2));

for i=1l:size(n,2)
for j=1:10
m=n(1i);
meanfunc = [];
covfunc = QcovSEiso;
likfunc = @likGauss;
inf = Q@infGaussLik
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end

for

end

end

% Inicializamos los hiperpardmetros
hyp = struct('mean', [], 'cov', [ 3], 'lik', —1)

%u contiene el subconjunto de datos que vamos
% a emplear. Se escogen aleatoriamente. Tenemos
% que calcular los y asociados

% a dicho conjunto.

nu = fix(m/2); iu = randperm(m); iu=iu(l:nu); u=x(iu,:)<+
; yu=y (iu);
covfuncF = {@apxSparse, {covfunc}, u};

inf = @(varargin) inf(varargin{:},struct('s',0.0));

hyp2 = minimize(hyp, @gp, —100, inf, meanfunc, covfuncF«
, likfunc, u, yu);

[mF s2F] = gp(hyp2,inf ,meanfunc, covfuncF,likfunc, x, y<«°
,XS) ;

hiperparametros (:,i)=hyp2.cov;
media (:,1i)=nF;
desviacion (:,i)=s2F;

% Para ver cémo de buena es la aproximacién podemos

% usar el error cuadratico medio.

MSE_matrix(j,i)=(1/size (sarcos_inv_test,2))*(mF—ys). " '*(«
mF-ys);

SMSE(j,i)=(MSE_matrix(i))/sqrt(var(ys));

MSE=mean (MSE_matrix) ;
error=std (MSE_matrix);

i=1:size(n,2)
fprintf ('El error cuadriatico medio para m=%l es: % \n', n¢

(1) ,MSE(1));

% Representamos el MSE frente al tama o de la muestra escogido«

errorbar (n,MSE, error ,' *');

hold on

ylabel ('SMSE")

xlabel (' Tama o de la muestra (m)"')
legend ('SD")

xticks ([256, 512 1024 2048 4096])
x1im ([250,4100])

hold off
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