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Introduccion

Una funcién elemental es una funciéon formada por la composicion, la
suma o el producto de funciones algebraicas, exponenciales y logaritmicas.
Ademas, utilizando la operacion derivacion en una de ellas, se obtienen nue-
vas funciones elementales.

Se puede construir de facilmente un algoritmo para obtener la derivada de
una funcion elemental en términos de funciones elementales. Sin embargo,
el proceso inverso no se estudia en el Grado de Matematicas, salvo casos de
funciones elementales muy particulares.

En el ano 1968, Risch desarrolld un algoritmo que permite decidir si una
funcién elemental tiene una integral elemental, y calcularla en caso afirma-
tivo. Este algoritmo es extraordinariamente complejo. De hecho, el libro de
Bronstein [2] se dedica al estudio inicamente del caso de funciones elementa-
les transcedentes, dejando para un segundo volumen, que nunca vié la luz, el
caso algebraico. El objetivo de este trabajo es estudiar el teorema de Liouvi-
lle, el cual forma parte de la teoria para desarrollar el algoritmo de Risch, en
su version negativa. Este nos dard una condicién para saber si una funcién
determinada tiene primitivas elementales o no.

El ejemplo méas conocido por todos de funcién con integral no elemental, es
la funcién de Gauss f(x) = e, Esta funcién, empleada en estadistica, es
integrable pero, como veremos al final de este trabajo , no existe una com-
binacién de funciones elementales que exprese su integral. De hecho, en la
practica, el valor de estas integrales se calcula con ayuda de una tabla, o con
formulas de cuadratura numérica en algin programa de ordenador.

Dado que el cuerpo diferencial base del que partimos es el de las funciones
racionales, el primer capitulo del trabajo lo dedicamos a la interpretacion de
éstas como funciones sobre la esfera de Riemann.
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En el segundo capitulo desarrollaremos la teoria de algebra diferencial. Entre
los conceptos y resultados mas importantes se encuentran aquellos que invo-
lucran anillos y cuerpos diferenciales, extensiones diferenciales y la aplicacion
orden. Toda esta teoria, se empleara para desarrollar el tltimo capitulo y par-
te central de este trabajo, el teorema de Liouville. Aunque, a priori, parezca
que vamos a dar un argumento analitico, lo cierto es que demostraremos este
ultimo teorema recurriendo a razonamientos algebraicos en el contexto de
los cuerpos diferenciales. Finalmente, este teorema nos ayudara a probar que
integrales como, por ejemplo,

/673:2 ) / sen(:v)7

no pueden expresarse en términos de funciones elementales.




Capitulo 1

Funciones racionales

1.1. La esfera de Riemann

Recordamos la construccién de la esfera de Riemann y algunas de sus
propiedades; para ello consideramos la esfera en R?,

S? = {(x1, 19, 73) € R* /2 + 23 + 23 = 1},

e identificamos el plano complejo C con el plano T' = {z3 = 0} mediante la
correspondencia de z = x + iy siendo x,y € R con (z,y,0) para todo z € C.
Sea N = (0,0, 1) el polo norte de la esfera, la proyeccion estereografica desde
N proporciona una aplicacién biyectiva

T:S\N — C (1.1)
siendo 7 la composicion siguiente

m:SA\N — T=C
Q — PZ=:z (1.2)

donde P es un punto del plano 7" definido anteriormente, z el punto del plano
complejo C homeomorfo a Py Q € S*\N, y se tiene que los puntos P,Q y
N son colineales.
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Figura 1.1: Esfera de Riemann

Proposiciéon 1.1.1 La aplicacion w construida anteriormente es un homeo-
morfismo entre S*\ N y C.

Demostracion:
Sea P = (z,y,0) donde z = x + iy € C, y sea Q = (x1,2,73) € S*\N.
Como P,Q) y N son colineales, se tiene que

r oy 1

T i) 1—.'1,'3.

Por lo tanto, (z1,z9,x3) — (z,y,0) — x + iy, siendo

T T2
xr = e y= .
1—&73 1—373

Calculamos ahora la aplicacion inversa

. C2T — S*\N
Z=2P = Q (1.3)

utilizando que como @ € S?\ N, se cumple que x? + z3 + 22 = 1. Luego,

2 — 2z x 2 x 2 2
2 2 3 1 2

+y°4+1= = + +1= .
Ty (1 —x3)? <1—x3> (1—:@,) 1— a3

1

Por lo tanto, la aplicacién 7~! viene dada por

2 2y 24yt -1

T =—-"F" Tog=—F—>5——, T3=
T2+ 10 T 2241 0

24l
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Estas expresiones muestran que tanto 7 como 7! son continuas, por ser

cociente de funciones polinémicas cuyo denominador no se anula. Veamos que
7 es también biyectiva para concluir que es un homeomorfismo, comprobando
queror !=Idyntor=Id.

2 2 2 21
(7TO7T_1)(1'+iy):7r< T Yy T +y >

w2+ 24+ 1 a2+ + 1 22+ 2+ 1

2x 2y
— w2 +y?+1 e S W
- 1 . $2+y2_1 ) 1 _ z2+y2—1 ) -

z24y%+1 z24y2+1

__ 2z 2y
_ z24y?41 z24y?+1 0] =

:L‘2+y2+17(x2+y271) I 332+y2+17(x2+y271) I
z24y2 41 z24y24+1

= (,9,0).

(7T_1 O W)<x1,l‘2,x3) = 7T_1 (1 fle - Z]_ f2373) B

221 2z wita 1
_ 1-=3 1-=3 (1-w3)? _
= | 2422 ) 22 ) 212 =
(11——;3)22 +1 (11——;3)22 +1 (11——:‘3)22 +1
211 2x9 eitad 1
o 1—x3 l—x3 (1—a3)? _
T 2¥4ad+(1-a3)? 7 2¥4ad+(1-a3)? 7 zitad +1 a
(1—z3)? (1—z3)2 (1—z3)?
B 221 (1 — x3) 229(1 — x3) i+ a5 — (1 —x3)*\
2423+ (1 —23)2 22+ 23+ (1 — 23)2 22 + 23 + (1 — 23)2

= (x1, T2, x3).

Por lo tanto, queda probado que la aplicacién 7 definida anteriormente es un
homeomorfismo. |
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En S? se considera la topologia de subespacio de R? siendo los abiertos que
la definen de la forma U = {P € R?®/ ||P — Py|| < r}. Por lo que si ahora
ahora denotamos C = C U 00, donde oo es un simbolo que representa un
elemento distinto a todos los elementos de C; extendemos

7:S\N — C
(1.4)

a la aplicacién

(1.5)

definiendo 7(V) = oo y utilizando esta tltima biyeccién podemos definir una
topologia en C, la topologia inducida por 7, definiendo sus conjuntos abiertos
como la imagen por la aplicacién 7 de los conjuntos abiertos de S2.

Definicién 1.1.1 Un espacio topologico X es compacto si todo recubrimien-
to abierto de X, admite un subrecubrimiento finito.

Teorema 1.1.1 (Heine Borel) Un subespacio X de R™ es compacto si y solo
st, es cerrado y acotado.

Como consecuencia del teorema de Heine Borel, la esfera de Riemann es
compacta. Luego C es compacto por ser la imagen de un conjunto compacto
por una aplicacion continua, y por la caracterizaciéon secuencial de espacios
métricos compactos, toda sucesiéon infinita en C admite una subsucesién con-
vergente.

Compactificacion:

La topologia del subespacio de C (inducida por su inclusion en @) coinci-
de con la topologia habitual. Esto muestra que Cesla compactificacion en
un punto de C, es decir, podemos introducir cualquier espacio topolégico X
en un espacio compacto X U{oo} afiadiendo un tinico punto oo y definiendo
los conjuntos abiertos de X U {oo} como los conjuntos abiertos de X junto
con aquellos subconjuntos que contienen a oo y tienen un complementario
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compacto y cerrado en X.

Proposicion 1.1.2 Definimos los abiertos del plano complejo extendido C
como sigue:

n S7 no contienen a oo son los abiertos de C.

» Si contienen a oo se definen como la unidn de {occ} con un abierto de
C que contiene un conjunto de la forma {z € C/ ||z|| > r} para un
r > 0 adecuado; es decir, son los conjuntos de la forma (C\K) U oo,
siendo K un subconjunto compacto de C.

Demostracion:

Veamos la primera implicacion. Para ello probaremos que todo abierto de
C tiene la forma dada en el enunciado.
Sea U un abierto de C, entonces por la definicién de la topologia de C, 1 (U)
es un abierto de S2.

» Sioco ¢ U entonces N ¢ 7= 1(U), luego 7~ *(U) es un abierto de S?\N.
Asi que, como 7|g2\ y es un homeomorfismo, se tiene que
7T|52\N (7T_1<U)) =U
es un abierto de C por ser 7~ (U) abierto de S\ N.

» Si co € U, entonces 7 1(U) es abierto de S?, luego existe una bola
B(N,¢) tal que B(N,e)NS% C 7w~ H(U). Ademas,
B(N,e) N S?* = S2\(5?\ B(N,e) N S?),

siendo (S?\ B(N,¢) N S?%) compacto por ser un cerrado y acotado de
R3. Luego por ser m una aplicacién biyectiva se tiene que

m(B(N,e) N S?) = m(S*\ (S?\ (B(N,e) N S?))) =
=7m(SH\ 7(S*\ (B(N,e)N S?) =
=C\ K = (C\ K) U {oo},
donde K es compacto por ser imagen de un conjunto compacto por

una aplicacion continua. Luego (C\ K) U {oo} C U.
Ademés, es claro que U C (C\ K) U {o0}.
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Veamos ahora la otra implicaciéon, es decir, vamos a probar que los conjuntos
que son de la forma dada en el enunciado, son abiertos del plano complejo

extendido C.
Basta ver que para todo p € U existe un abierto U, tal que pc U, C U

= Sip# oo, entonces p € U\ {0} y U\ {o0} es un abierto de C, luego
U\ {00} es un abierto de C, por ser C un abierto de C. Por tanto,
existe un abierto U, tal que p € U, C U.

» Si p = oo entonces existe un R > 0 tal que {z € C/ |z] > R} C U.
Luego m(B(N,e)NS?)={2€C/ |z| > R} CU, pues o € U. Luego
{z€C/ |z| > R}U{oo} es un abierto de C.

1.2. Comportamiento de las funciones en el
infinito

Sea D un subconjunto de C que no contiene a oo, entonces D C C y

podemos referirnos a las funciones en D como analiticas, meromorfas, con

polos...Es decir, con las mismas propiedades que si s6lo estuvieran definidas

en C. Nuestro objetivo es definir conceptos similares en oo, de modo que

todos los puntos de C tengan las mismas propiedades. Para ello se utiliza la
transformacion

J:C — ¢C (1.6)

Definida de la siguiente forma:

J(z)=4 0 si z=o00

Dicha J es una biyeccién y J? es la identidad, ya que la inversa de J es ella
misma.
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Ahora se considera P el punto z = x + 1y € C\{0} con z,y € Ry sea P* el
punto imagen de P por J,

J(z)=z2""= S

74

Luego el punto Q = 7~ (P) de S? tiene coordenadas

2x 2y zz+1
T1 = —~» T2= y I3 = T2
zz+1 zz+1 zz+1
en R? y las coordenadas de Q* = 7—!(P*) son
. 2x(22) 7" 2z
1‘1 = 1 _= — = xl?
(zz) +1 1+22
Ty = T = = —Xq,

(22) ' +1 1422
(22)7' =1 _1—2Z

(22) ' +1 1422

= —x3

Entonces J induce la transformaciéon de S2

rlJr:Q — Q
(1.7)

y esta es la rotacién de S? de dngulo 7 sobre el eje ;.
A partir de ahora haremos un abuso de notacién y nos referiremos a la
rotacion

J:S? — §?
(1.8)

en lugar de 7—! Jr. Es decir, identificamos S? con C por medio de 7, y con-
sideramos J como una transformacién de cada uno de estos dos espacios.

Supongamos que una funcién f(z) estd definida en D\{oco}, donde D es
un entorno de co en C, es decir f (2) estd definida para valores grandes de
z, en valor absoluto. Si existe el limite lim, ,~(f(z)) podemos extender el
dominio de f para incluir a oo definiendo f(oo0) como el valor de dicho limite.
Las propiedades que tenga f en oo seran las mismas que las de f o J en 0.
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Definicién 1.2.1 Se dice que zy es una raiz de la ecuacion f(z) = ¢ con
multiplicidad my si la funcion f(z) — ¢ tiene un cero en z = zy con multipli-
cidad my, es decir, siy sélo si f(z) —c =0, f'(z) =0,..., fm=D(z) =0,
Fmo)(z0) # 0.

Observacién:
Si zp es una raiz multiple (m > 2) de f(z) = ¢, entonces f'(z9) = 0, es decir,
2p es un cero de f'(z).

Proposicién 1.2.1 Hay un nimero finito de valores ¢ para los cuales la
ecuacion f(z) = c tiene al menos una raiz multiple.

Demostracién:

Si la ecuacion f(z) = ¢ tiene a zy como raiz multiple, entonces f'(z) = 0,
es decir, zp € Z(f) = {z € C/ f'(z) = 0} = Z, siendo Z = {wy, .. w}
un conjunto finito. Luego ¢ = f(z0) € f(Z) = {f(w1), ..., f(w)}. Asi que si
c ¢ {f(wy),..., f(wy)}, entonces la ecuacién f(z) = ¢ s6lo puede tener raices
simples. |

Definicién 1.2.2 Sea D un conjunto abierto de C y f : D — C. Se dice que
f es analitica (resp. meromorfa) en D si:

» [ es analitica (resp. meromorfa) en D, si oo & D.

» folJ(z)= f(1/z) es analitica (resp. meromorfa) en oo, si 0o € D

Teorema 1.2.1 Sea f una funcion analitica en una region R de C. Si f
tiene ceros en un numero infinito de puntos z, en R con z* = 1lim, _, 2, en
R, entonces [ es idénticamente cero en R.

Demostracion:

Si z* # oo, entonces z, # oo para todo n suficientemente grande, por lo
que omitiendo un nimero finito de términos podemos suponer que z, € C
para todo n. Ahora R’ = R\ oo es una region en C, y f es analitica en R’
con ceros en una secuencia infinita de puntos z, € R’ con un limite z* € R/,
luego f es idénticamente cero en R'. Si oo ¢ R entonces R = R’y el resultado
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queda demostrado. Si co € R, entonces como f es analitico en oo y se anula
en un entorno de oo, tenemos que f(oo) = 0, por continuidad.

Supongamos ahora que z* = o0o. Omitiendo un nimero finito de términos,
podemos suponer que z, # 0 para todo n. Como f es analitica en la regién
R =R\ {0}, foJ es analitica en la regién R* = {z~!/z € R}. Ahora f o J
tiene ceros en los puntos z, ! de R*, y estos tienen un limite J(2*) = 0 en R*,
por lo que f oJ es idénticamente cero en R* y por tanto f es 1dentlcamente
nula en R. Si 0 ¢ R entonces R = R y el resultado queda demostrado. Si
0 € R entonces f(0) = 0 por continuidad, por lo que f es idénticamente nula

en R. ]

Hemos probado que oo se puede incluir en el dominio de definicién de una
funcién f, pero también se puede introducir oo en la imagen de f:

Si f es una funcién meromorfa en un punto z, € C, con un polo en z, es decir
f presenta una singularidad en 2 y lim,_,,, f(z) = 00 0 lo que es equivalente
J o f(z0) = 0, entonces se puede escribir f(zy) = oo.

Definicién 1.2.3 Dada f una funcion analitica en un punto a € C, con
f(a) =c € C; si f es no constante entonces f*)(a) # 0 para algin k > 1, y
al menor de dichos numeros enteros k se le llama multiplicidad de la solucion
de f(z) =c en z = a.

St f es una funcion meromorfa en zy € C, con un polo de orden k en z,
entonces f(zy) = oo con multiplicidad k.

Si zp = 00 se dice que f(oo) = ¢ con multiplicidad k si (f o J)(0) = ¢ con
multiplicidad k.

Proposicién 1.2.2 Una funcion meroforma f: C — C no constante, tiene
como imagen un cierto valor ¢ € C un numero finito de veces, contando
multiplicidades, es decir, la suma de las multiplicidades de las soluciones de

f(2) = c es finita.

Demostracion:
Demostramemos en primer lugar que si z € Cy f(z) = ¢, entonces existe
un entorno U, de z tal que f no toma el valor ¢ en U,\{z}. En efecto, si



14 CAPITULO 1. FUNCIONES RACIONALES

¢ = o0, los polos de f son ceros de J o f, y como J o f es una funcién me-
romorfa no constante, por el teorema anterior dichos ceron son aislados; si
¢ # 00, utilizamos el hecho de que los ceros de f — ¢ estan aislados. Por ser
C es compacto, estd recubierto por un nimero finito de entornos U,,, ..., U,,,
por lo que f~(¢) = {21, ..., 2} es un conjunto finito. Como f es una funcién
meromorfa, cada solucién de f(z) = ¢ tiene multiplicidad finita, luego f toma
el valor ¢ s6lo un ntimero finito de veces. |

Definicién 1.2.4 Sea z = zy una singularidad aislada de una funcion f(z)
analitica en un anillo A(zo;r, R) = {z € C;r < |z— 29| < R} . Un desarrollo
en serie de Laurent para f(z) es de la forma:

f(z):Z;ila (z —20)" +Zk0 (z — zo)F.

El primer sumatorio se llama parte principal del desarrollo de la funcion en
el punto zy, y el sequndo parte analitica.

Teorema 1.2.2 Sean f y g funciones meromorfas sobre C con polos en los
mismos puntos de C, y con las mismas partes principales en estos puntos.
Entonces f(z) = g(z) + ¢ para alguna constante c.

Demostracion:

La funciéon h = f — g es meromorfa, por ser diferencia de funciones mero-
morfas, y por tanto continua en C. Luego como C es compacto, su imagen
por h es compacta. Como las partes principales de f y g se cancelan, por
ser iguales, h no tiene polos, por lo que h(@) es un subconjunto de C, y al
ser compacto estd acotado. El teorema de Liouville muestra que por ser h
una funcién analitica y acotada, debe ser constante en C, y por tanto, por
continuidad, h = c en C para alguna constante c, es decir, f = g + c. |

Proposicién 1.2.3 Una funcion analitica en todo C es constante.

Demostracion:
Es consecuencia del teorema anterior ya que dicha funcion tiene las mismas
partes principales que una funciéon constante. |
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Teorema 1.2.3 Sean f y g funciones meromorfas en C con ceros y polos
de los mismos drdenes y en los mismos puntos de C. Entonces f(z) = cg(z)
para alguna constante ¢ # 0.

Demostracion:

Podemos suponer que f y g no son funciones idénticamente nulas. Enton-
ces f/gy g/f son meromorfos en C, por ser cociente de funciones meromorfas
con funcién denominador no nula, y ninguna de ellas tiene polos en C, ya que
como tienen polos en los mismos puntos al hacer el cociente estos desapare-
cen, por lo que ambas son analiticas en C. Al menos una de ellas es finita
en oo, luego es analitica en C. Como en el teorema anterior, el teorema de
Liouville implica que h es constante, por lo que f = cg para alguna constante
¢# 0 ni f ni g son idénticamente nulas. |

1.3. Funciones racionales

Definicién 1.3.1 Una funcidn racional es una funcion de la forma f(z) =
p(2)/q(z), siendo p(z) y q(z) polinomios con coeficientes en C y q(z) no
idénticamente nula.

§e puede extender la definiciéon de funcién racional f(z) al plano ampliado
C, definiendo f(z) = lim,._,, f(2'), para z = 00 0 ¢(z) = 0.

Definicién 1.3.2 Sean f, g dos polinomios con coeficientes complejos y am-
bos no nulos. Se dice que son coprimos si ningun polinomio de grado > 1
divide simultaneamente a f y a g.

El teorema fundamental del algebra, establece que todo polinomio de gra-
do mayor que cero posee una raiz. Luego se pueden descomponer p y q
como producto de factores irreducibles de grado 1. Al realizar el cociente
f(z) = p(2)/q(z), se pueden cancelar los factores comunes del numerador y
denominador, y dar como resultado una funcién cociente de polinomios que
son coprimos. Esta funcion, de nuevo por el teorema fundamental del alge-
bra, puede expresarse como:

f(z)=clz—a)™.(z—a.)" (2= [1)™...(2 — Bs) ™,
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siendo ¢ € C, ay,...,q, raices del polinomio p con multiplicidades mq,..m, y
B1,...,0s raices del polinomio ¢ con multiplicidades ng,...,ns. Dichos ay,...,a;,
son ceros de la funciéon f de multiplicidades mq,..m, y (1,...,8s son los polos
de f de érdenes nq,...,n;.

Teorema 1.3.1 Una funcion f : C — C es racional si y solo si es una
funcion meromorfa en C.

Demostracion:

Si se descompone la funcién f como se acaba de ver (cociente de dos
polinomios coprimos descompuestos en factores irreducibles), entonces f es
analitica en cada z # ooy 2z # B, j = 1,...s, luego f es una funcién
analitica en C\ (1, ..., fs. En cada f3;, j = 1,...s, f tiene un polo de orden
nj, mientras que en oo, f es analitico si gr(p) < gr(q) y f tiene un polo de
orden gr(p) — gr(q), si gr(p) > gr(q). Por lo tanto f es meromorfa en C.
Reciprocamente,sea f una funcion meromorfa con ceros en «q,...,a; con
multiplicidades my, ..., my y polos en Sy, ..., 85 con érdenes nq,...ns. En cada
Bi, f(2) posee una parte principal:

Ai,ni Ai,ni hz(Z)

PPUB) = 5 T T i)~ o)

donde el grado de h;(z) es menor o igual que n;. Ademas,
PP(f;00) = A2+ Ay 2+ 4 Az

Entonces h(z) = PP(f;00) + PP(f;p1) + ... + PP(f;35) es una funcién
racional, y por tanto meromorfa, cuyos tnicos polos son [i,...3s. Ademas,
PP(h; ;) = PP(f;5:) y PP(h;o0) = PP(f;00). Luego por el teorema 1.2.2,
por ser f y h funciones meromorfas con polos en los mismos puntos y con
las mismas partes principales, se tiene que f(z) = h(z) 4 ¢. Luego f es una
funcién racional. [ ]

Definicién 1.3.3 Dada una funcion racional f = p/q, con p y q dos poli-
nomios coprimos. Se llama grado de f al mdzimo de los grados de p y q.

Teorema 1.3.2 Una funcion racional f C— C de grado n > 0, toma cada
valor ¢ € C exactamente n veces, contando multiplicidades.
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Demostracion:

Por ser f una funcién racional, es de la forma f = p/q, donde p y ¢ son
dos polinomios coprimos. Supongamos que ¢ = oo. Para algin z € C se
tiene f(z) = oo siy solo si ¢(z) = 0, y por el teorema fundamental del dlge-
bra esta ultima ecuacién tiene gr(q) soluciones, contando multiplicidades. Si
gr(p) < gr(q), entonces dichas soluciones son los tinicos polos de la funcién f.
Si se cumple la desigualdad contraria, gr(p) > gr(q) ademés de los polos an-
teriores, f posee uno en oo de orden gr(p) — gr(q). En ambos casos, el nimero
de soluciones de f(z) = oo, contando multiplicidades, es max(gr(p), gr(q))
que es gr(f).

Supongamos ahora que ¢ # co. Como gr(f) > 0, f no es idénticamente igual
a dicha constante. Luego existe una funcién racional

p— 1 .
g - f . C,
de modo que las soluciones de la ecuacion f(z) = ¢ son exactamente el los

polos de la funcién g, que por el argumento previo hay gr(g) de estos. Como
f es una funcion racional

_ q
p—cq
siendo ¢ y p — ¢q coprimos por serlo p y ¢, luego gr(g) = maz(gr(q), gr(p —
cq)) = maz(gr(q), gr(p)) = gr(f). u

Definicién 1.3.4 Sea f una funcion meromorfa en a € ¢ y sea f(a) = c.
Se dice que a es un punto maultiple de f si la ecuacion f(z) = ¢ tiene una
solucion maltiple en z = a; si ¢ # 0o esto es equivalente a f'(a) = 0, mien-
tras que si ¢ = 00, es equivalente a que f tenga un polo de orden al menos
dos en a.

El resto de puntos se llaman puntos simples de f.

Proposiciéon 1.3.1 Sea f : C = C una funcion racional de grado d > 0.
Entonces:

1. f solo tiene un numero finito de puntos multiples en C
2. El cardinal del conjunto f~*(c) es igual a d para todos los puntos, ex-

cepto para un nimero finito de puntos c € C, y 1 <| f(c) |< d para
el resto de puntos c.
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Demostracién:

1. Como la derivada de f es racional y no idénticamente nula, f’ tiene
un numero finito de ceros en C; como f tiene sélo un nimero finito de
polos, se tiene.

2. Por el teorema anterior, si ¢ € C entonces hay soluciones z = ay, ..., a,
de f(2) = ¢ con multiplicidades ky, ..., k., satisfaciendo k; +... +k, = d.
Por lo tanto | f~*(c) |= r,por lo que 1 <| f~(c) |[< d, y se tiene
| f7*(c) |= d, a menos que haya algtn k; > 2. Como f s6lo tiene un
nimero finito de puntos multiples, por (1), se tiene (2).

1.4. Integracion de funciones racionales

Es conocido que cualquier funcién racional puede ser integrada en tér-
minos de funciones elementales. Para ello existen algoritmos, como el de
Bernouilli, que detallamos a continuacion.

1.4.1. Algoritmo de Bernoulli

Este método no es computacionalmente eficiente debido al costo de la
factorizacion polinémica pero tiene importancia tedrica.
Sea f una funcion racional, que se puede escribir como f = P+ A/D |, siendo
P,A,D € Rlz]|, med(A,D) = 1y deg(A) < deg(D), haciendo la divisién
polinémica del numerador de f entre su denominador. Sea

D = ¢ H:Zl(x —a;)% 1_[:1:1(:162 +bjx + c;) T

la factorizacién de D en términos de factores irreducibles sobre R, donde
¢, a;, bj y c¢; son valores reales, y e; y f; enteros positivos, para todos %,j.
Realizando la descomposicién en fracciones simples de f, se tiene que

kT + Cjk

/= P+ZZ 12 zﬂ 1Zk1x2+bw+cj)
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siendo A;, Bjr v Cji valores reales, para todos 7,7 y k. Luego

Bjkl’ + Cjk

n ei Aig m i
/f:/P+Z¢:1Zk:1/(x_ai)k+ij1zk:1 (@2 + bz + ¢;)F

Veamos cada integral por separado: La primera no posee ningin problema
ya que es una integral polinomica. La segunda,

/ Ap [ AwlemadT8 g s
(x — a;)* Ajlog(x —a;) si k=1

Por tltimo, calculamos la expresion de la tercera integral. Por ser 2*+b;z —a;
un polinomio irreducible en R[x] se tiene que b? —4c¢; < 0. Luego,

= Sik=1,

/Bj1:c+0j1 =B'1/ T, _
(22 + bjx + ¢;) )22+ b+ ¢

_ B /“Zj*gﬁ—?_
! 22+ bjr + ¢

b.
v+l Cy b 1
= B. / 2 B. JL / —
a1 $2+bjl’+0j + 7 (le 2 5(72+bj1‘+0j

_ Dy b, ~BA———/————:
5 og(x® + bjx +¢;) + Bj (B- 5 P

J

B L
- 7j110g(a:2 bz ) + 5 (200 - bﬂ'Bﬂ)/ ' )
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B,
— 7ﬂlog(9:2 +bjx +¢j) +

1 20_7'1 — bijl / 1 o

2 b;\? z+b; 2 B
¢+ (%) 24;2)2) +1
I

B; 2 b;B \/4cj+b;2
= “og(a® + bjz + ¢;) i = b8 / ! J+bﬂ2 =
2 \/4c]+b2 (

20]1 b;Bji

= &log(ac2 + bjz + ¢§) .
2 ’ ] 1/ @/4Cj—b?

» Sik>1,
20
/ ]kZIJ—I-CJk B /2x_|_ Jk b._
(22 + bjx + ;)b 2 932+b:1:+cj) B
2c
Bjy, 2x + b, By, B b

2 (22 + bjx + ¢;)F 2 (22 + bjx + ¢;)*

Bjk 1 / 2C]k
2 (1 —k)(z?+bjz+cj)k- 2 x2+bx+c])

Vamos a calcular el valor de la dltima integral. Pero para simplificar
en las operaciones eliminamos los subindices. Entonces,

/(a:2+bx—|—c)’“/<(x+g>2l)2+c>k/<(x+g>2m2>k,

4

. 2 . . .
siendo m? = bz — ¢. Si hacemos el cambio de variable mt = x + % con
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mdt = dx, se tiene que la integral anterior es igual a

/ ((mt)zl—cll—th)k - m;“—l / (12 fiktl)k -

1 2 +1 1 t2
m2=1 ] (2 4+ 1)k m2=1 ) (2 4 1)k

1 / 1 it 1 / 12 it
_m2k—1 (t2+1)k—1 m2k—1 (t2+1>k :

Si ahora hacemos integracion por partes en la iltima integral conside-
rando

2t 1
=t, dv=-_—F5——=dt, du=dt = —
u=t, av R u , v G- DET T

nos queda que

1 / 1 p 1 / 12 gt —
m2k—1 (t2_|_1)k71 m2k—1 (t2+1)k -

1 / LI L
kafl (t? + 1)k71 Z(k. _ 1)m2k71(t2 + 1)]@*1

1 1
T3k = Dm / @it =

. 2k-3 / L s 1 B
©2(k = 1)ym2-1t ) (12 4 1)k 2(k — ym2=1(2 + 1)k-1

. 2k-3 / 1 it + 1
C2(k—=1)m ) ((mt)? +m2)"! 2(k — Lym2—1(2 4 1)k—1°

Asi que haciendo el cambio de variable inverso, es decir, t = 2§;b, se
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tiene que

/ 1 _ 2k-3 / 1 it
(z2+bx+o)f 20k —1)m2) (22 4 ba + )

1 20 =D
4(k — 1)ym? (22 + bx + c)k—1

+

Luego volviendo a nuestra integral original y teniendo en cuenta lo
anterior, llegamos a que

+

/ Bjkl‘ + Cjk o Bj 1
(22 + bz +c;)F 2 (1 —k)(22 + bjx + ¢;)F!

X 1 / 2CJk — bijk
2J (2?2 +bjx +c;)F

_ 2G5k = b;Bjr)x 4 b;Cjk — 2¢; B
(k= 1)(4¢; — b5)(2? + bja + ¢;)!

(2k — 3)(2Cj, — b;Bjy)
/ (k — 1)(4Cj — bj?)(xQ + bz + Cj)k—l'

Esta tdltima férmula puede usarse de manera recursiva hasta k = 1.

1.4.2. Método de Hermite

Una variante del anterior algoritmo consiste en usar la factorizaciéon com-
pleta del denominador en K|z|. Este método muestra que toda funcién ra-
cional posee una integral de la forma

/f =v+ zn:cilog(ui),
i=1

donde v, u;, ..., u, € K(z)yeci,...,c, € K. En esta expresion, se llama parte
racional de la integral a v y parte trascendental a la suma de logaritmos. El
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método de Hermite calcula la parte racional v a partir de la factorizacién libre
de cuadrados del denominador de la funcion racional f. La parte trascendente
requiere de otros algoritmos de integraciéon Consideramos entonces f una
funcién racional, es decir, f = P/Q donde P,Q € K(t) y med(P,Q) = 1.A
continuacion realizamos la divisién euclidea de P entre () y obtenemos dos
polinomios L y R tal que

P A

— =L+ —.

Q Q
Consideramos la factorizacion Q = Q,Q3%...Q", con cada @; moénico, libre
de cuadrados, med(Q;, Q;) = 1sii # jy gr(Q;) > 0. Entonces, si realizamos
la descomposicién en fracciones simples de A/Q, obtenemos que

R " Ay

Q Dy

donde cada Aj son polinomios con coeficientes en K. Ademés, gr(Ax) <
gr(QF) o A, = 0. Luego el problema se reduce a encontrar la integral de L,
lo cual es sencillo por ser una integral polinémica, y una integral de la forma
B/C*, donde gr(B) < gr(C*) y C es libre de cuadrados. Veamos cémo esta
ultima integral se puede reducir realizando integracion por partes y haciendo
uso del algoritmo de Euclides extendido para que cada sumando tenga un
denominador libre de cuadrados.

Consideramos el sumando S—E siendo k£ > 1. Como @)y es libre de cuadrados,

entonces med(Qy, Q;.) = 1. Luego utilizando el algoritmo de Euclides exten-
dido, podemos determinar polinomios ¢t y s de K[z] tal que tQ + SQ;C = 1.
En particular, se pueden obtener dos polinomios S y T', tal que

SQr+TQ, = Ay,

donde gr(S) < gr(Qr) — 1y gr(T) < gr(Q;). Dividiendo por Qf se obtiene
que

SQu |, TQ, _ A

Qi QF &

Luego,
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1
TQ,

o considerando
k

Ahora, aplicamos integraciéon por partes a la integral,
u="Tydv= % y obteniendo como resultado que

k

TQ, -T T’

(k-1 '2‘1+/(/f—1) P

Con todo ello, hemos conseguido que el grado del denominador del término
a integrar haya disminuido:

A, S TQ,  -T (k—1)S+T
62;’2_/622‘1+ Qi (k-1Q /(k—1> i

1. Si £k —1 =1, entonces
/ (k—1)S+1T
(k- 1)@

contribuye a la parte logaritmica de la integral original.
2. Si k—1 > 1, entonces se aplica de nuevo el proceso de reduccion a

/ (k—1)S+1T'
(k—1)Q™"

hasta que los denominadores restantes queden libres de cuadrados.

Realizando este proceso tantas veces como sea necesario obtenemos el ele-
mento v tal que la integral de f es de la forma

/f =v+ Zn:cilog(ui).
i=1



Capitulo 2

Algebra diferencial

2.1. Anillos y cuerpos diferenciales

Definicién 2.1.1 Sea A un anillo conmutativo con unidad. Una derivacion
en A es una aplicacion d : A — A tal que para todo par de elementos a,b € A
se cumplen las dos propiedades siguientes:

» d(a+0b) =d(a) + d(b)
» d(ab) = d(a)b+ ad(b)

Usualmente se denota o’ = d(a) y a”,a"”, ...,a™ a las sucesivas derivadas.

Definicién 2.1.2 Dado A un anillo y d una derivacion en A. Se llama ani-
llo diferencial al par (A, d).

Si ademds A es un cuerpo, se llama cuerpo diferencial al par (A,d).

Proposicién 2.1.1 Dado (A, d) un anillo diferencial se cumplen las siguien-
tes propiedades:

1. d(0) =d(1) = 0.
2. 81 A es un cuerpo, entonces

4 <Z> B d(a)bb—2 ad(b)

25
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(-2

3. d(a™) = na"td(a), para todo a € R\ {0} y todo n € Z.

En particular,

Demostracion:

1. Teniendo en cuenta las propiedades de la aplicacién d se tiene lo si-
guiente:

« d(0) = d(0-0) = d(0)-0+0-d(0)=0+0=0.
» d(1) =d(1-1) =d(1)-14+1-d(1) = d(1)+d(1), por lo que d(1) = 0.

2. Supongamos que A es un cuerpo, y sean a,b € A conb# 0,y c = a/b.
Entonces a = be, luego por las propiedades de la aplicacion d,

d(a) = d(bc) = d(b) - c+b-d(c) = + - d(b) +b-d (Z)

Sall RS

Luego,

1(3) = 3 (dta) - Lay) = A0 @O

3. Sea a € A. Para probar esta propiedad, distinguimos en tres casos
segun el valor de n.

= Sin > 0, lo probamos por induccién. Si n = 1, d(a') = d(a) =

d
1-a®-d(a). Supongamos como hipédtesis de induccién que d(a") =
na™1d(a), para algin n > 1. Entonces,

d(a"™) = d(a"a) = a"d(a) + ad(a™) =
= a"d(a) + a(na"'d(a)) =
— (n + a"d(a),

quedando probado (2) para n > 1.

Ahora supongamos que A es un cuerpo.



2.1. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES 27

= Sin <0, se tiene que

n 1 d(a_n> _na_n_ld(a) n—1
d(a") =d (a—”) =T T o =na"" "d(a).
» Sin =0, entonces d(a’) = d(1) = 0 = 0a'd(a).
|

Definicién 2.1.3 Un A-mdédulo M sobre el anillo A estda formado por un
grupo abeliano (M, +) y una operacion Ax M — M tal que para toro a,b € A,
n,m € M se cumple:

ma-(m+n)=a-m+a-n
» (a+b)-m=a-m+b-m
ma-(b-m)=(a-b)-m

Proposicién 2.1.2 FEl conjunto de todas las derivaciones en A es un A-
modulo sobre A

Demostracion:
Sean dy y dy dos derivacionesen Ay ce A. Sead: A — A, definida como
d(a) = cdyi(a) + da(a), para algin a € A. Sean a,b € A. Entonces,

d(a +b) = cdy(a +b) + da(a +b) =
= cdi(a) + cdy (b) + da(a) + da(b) =
=d(a) + d(b),

d(ab) = cdy(ab) + dy(ab) = cady (b) + cbdy(a) + ady(b) + bdy(a) =
= a(cdy(b) + da2(b)) + b(cdi(a) + d2(a)) =
= ad(b) + bd(a).
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Luego queda probado que d es una derivacién. Como la aplicacién idéntica-
mente nula en A es una derivacién, queda probado que el conjunto de las
derivaciones en A es un A-mdédulo. [ |

Definicién 2.1.4 Sea (A,d) un anillo diferencial. Un ideal I de A es un
ideal diferencial si dI C I, es decir, si para todo elemento a del ideal I, se
cumple que d(a) € 1.

Proposicién 2.1.3 Sean (A,d) un anillo diferencial, I un ideal diferencial
en Aym:A— A/l la proyeccion candnica. Entonces d induce una deriva-
cion d* en A/I tal que d*om =mod.

Demostracion:

Primero definimos d* como sigue: para = € A/I se considera a € A tal que
m(a) = x y se fija d*(x) = m(da). Veamos en primer lugar que la aplicacién dx
estd bien definida. Supongamos que 7(a) = 7(b) = x para a,b € A. Entonces
a —b € I, luego por ser I un ideal diferencial se tiene que d(a — b) € I.
Asi que d(a) — d(b) € I, y por tanto m(da) = 7(db), es decir, d* estd bien
definido. Veamos ahora que es una derivacién, para ello veamos que cumplen
las propiedades de la derivacién de suma y producto. Sabemos por definicién
de d* que d*om = wmod. Sean z,y € A/l y a,b € A tal que 7(a) =z y
7(b) = y. Entonces 7(a +b) =z +y y w(ab) = xy, y por tanto,

d*(x+y):d(7r(a+b)):7r(d( b)) = 7(da) + w(db) =
= d'(n(a)) +d"(n(b)) = d*(z) + d*(y)

d*(zy) = d*(w(ab)) = w(d(ab)) = 7(ad(b) + bd(a)) =
= m(a)m(d(b)) + m(b)w(d(a)) = xd" (7 (b)) + yd*(x(a)) =
= xd"(y) + yd(x).

Y queda probado que d* es una derivacién en A/I. |
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2.2. Extensiones diferenciales

Definicién 2.2.1 Sean (A,d) y (B, ) anillos diferenciales. Se dice que (B, 0)
es una extension diferencial de (A, d) si A es un subanillo de B y 6(a) = d(a)
para todo a € A.

Teorema 2.2.1 Sea (A, d) un anillo diferencial, que ademdas es dominio de
integridad y K su cuerpo de fracciones. Entonces, existe una unica derivacion
d en K tal que (K,0) es una extension diferencial de (A, d).

Demostracion:
Definimos la aplicacién 6 como sigue,

o

SHE-N=

— K
b-da—a-db

% T. (2.].)

Vamos a comprobar que esta es la derivaciéon que cumple el enunciado. Para

ello veamos primero que esta bien definida:

Supongamos que a/b = x/y, siendo a, b, x,y € A. Entonces, ay = bz y por lo

tanto,

5(a>_5<$>:b.d(a)_a'd(b) y-d(z) —z - dy)

b Y b2 y2
_ y*bd(a) — y*ad(b) — b*yd(x) + b*xd(y) _
b2y2
_ (bd(y) +yd(b))(bx — ay) + abyd(y) — bryd(b) + by(yd(a) — bd(x)) _
beZ
_ d(by)(br — ay) + by(yd(a) + ad(y) — bd(x) — xd(b)) _
b2y2

_ d(by)(bx — ay) + byd(ay — bx) _0

b2y2 :

Luego o (%) =0 (%) y aplicacién ¢ esta bien definida. Veamos ahora que,
efectivamente, es una derivacién. Para ello veamos que 0 cumple las dos
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propiedades que caracterizan a este tipo de aplicaciones.

5 <a N x) _s (ay + b:}c) _ byd(ay + bx) — (ay + br)d(by) _

by by b?y?
_ by*d(a) + abyd(y) + bayd(b) + b*yd(z)

b2y?
_abyd(y) + ay?d(b) + bayd(y) + b*ad(y) _
b2y?

_bd(a) —ad(b) = yd(z)—xd(y)
= 72 + " =0(x) +d(y).

5 (az) _ byd(az) — azxd(by) _ abyd(z) + bryd(a) — abxd(y) — axyd(b)

by by P22
_a(yd(x) —xd(y)) = wx(bd(a) —ad(b)) a x x a
= b + b2d _b'5<y>+y 5(())'

Luego 0 cumple las reglas de suma y producto, y por lo tanto, la aplicacién
0 es una derivacion.

Veamos ahora que 0 es una extensién de d. Para ello, basta observar que
dado un elemento a € A arbitrario,

a) _ ld(a) — ad(1)

1 12 = d(a)

5(a) = 6 (
Asi pues, (K, J) es una extension diferencial de (A, d).
Por dltimo, vamos a comprobar la unicidad de §. Supongamos ahora que
tenemos dos derivaciones §; y do de K tales que (K,d1) y (K, ds) son exten-
siones diferenciales de (A, d). Sean a,b € Ay b # 0. Entonces, utilizando la
segunda propiedad de la proposicion 2.1.1,

bd(a) — ad(b)  bds(a) — ada(b) a
- iz N 2 - b2 =0 (b) '

b

5 (a) ~ béi(a) — adi(b)

Luego 0; = 69, es decir, la aplicacién o definida anteriormente es la tnica
derivacion en K tal que (K, ¢) es una extension diferencial de (A, d). [ |
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Definicién 2.2.2 Sean A un anillo diferencial y Alx] su anillo de polino-
mios, siendo x una indeterminada sobre A. Para cada derivacion d en A, se
define la aplicacion Dy : Alx] — Alz] dada por

Dy <§n:0 ax) = éd(ai)xi

Proposiciéon 2.2.1 La aplicacion Dy definida anteriormente es una deriva-
cion en Alz].

Demostracion:
Sean f,g € Alz] de la forma f ="  a;x' y g = X byt Veamos que se
cumplen las propiedades para que D, sea una derivacion, es decir, que

Da(f +9) = Da(f) + Dalg) y Da(fg) = fDa(g) + gDa(f)

Por la definiciéon anterior, se cumple que _ A
Dy(f+g) = Xigd(a; +by)a’ =Yg d(a;)x" + X7y d(bi)x* = Dy(f)+ Da(g).
Ademas,

Da(fg) = kzn:d ( Z aibj) ah = Zn: Z d(aibj)xk =

1,§2>0,i+j5=k k=01,j>0,i4+j=k

k=01,j>0,i+j=k k=01,j>0,i+j=k

= fDalg) + gDa(f).

Luego la aplicacion D, es una derivacion en Afz]. [

Proposicion 2.2.2 Sea (A,d) un anillo diferencial, (B,d) una extension
diferencial de (A, d), y x una variable indeterminada sobre A. Entonces,

5(P(@) = DalP)e) + 3(e) ( .7) (@)

para todo o € B y todo polinomio P € Alx].



32 CAPITULO 2. ALGEBRA DIFERENCIAL

Demostracion:

Dado P € A[z] dela forma P = Y7 ; a;x%, con cada a; € A. Entonces como
da; = da; para cada ¢ y teniendo en cuenta las propiedades de derivacién de
productos y sumas,

5(P(a)):5<§:ai0/>:i(5 ala —1—5 Zzaz -1 _

= d(a;)a’ +§:mz 15(a) =
=0 =0

— Dy(P)(a) + 6(a) (ip) (0).

Teorema 2.2.2 Sea (A, d) un cuerpo diferencial y sea t transcendente sobre
A. Para cada w € A(t) existe una unica derivacion ¢ de A(t) tal que 6(t) = w
y (A(t),0) es una extension diferencial de (A, d).

Demostracién:

Sabemos por la proposicién 2.2.1 que Dy es una derivacién en Aft] y por el
teorema 2.2.1, que tiene una tnica extension a una derivacién en A(t). Como
d/dt es también una derivacién en A(t), la aplicacion § = Dy + w - d/dt es
una derivacién en A(t), por ser el conjunto de todas las derivaciones en A(t)
un A(t)— moédulo sobre A(t). Tenemos que

i(t) = <Dd + wi) (t) = Dg(t) + wjt(t) =d(1)t+w=w,
y para a € A, que
d d
d(a) = <Dd+wdt> (a ):Dd(a)—f—w%(a):d(a)—l—w-O:d(a),

luego (A(t),d) es una extensién diferencial de (A, d) que cumple lo deseado.
Falta probar la unicidad de la derivacion d. Para ellos supongamos que existen
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dos derivaciones d; y d2 en A(t) tal que (A(t),d1) y (A(t),d2) son extensiones
diferenciales de (A, d), y tal que 01(t) = d2(t) = w. Sea = € A(t) y escribimos
x = a/b, siendo a,b € Aft] y b # 0. Haciendo uso de la primera proposicion de
este capitulo en la segunda y penultima igualdad, y aplicando la proposicion
anterior a a y b con o = t,

) = o (1) = P e

_ 0(Dala) +w- §(a)) — a (Dab) + wg ()

b2
bos(a) — ada(b) a
= PR =6 (3) = 0u)
Luego §; = 62, lo que demuestra que la derivaciéon § es la tnica tal que
d(t) =wy (A(t),0) es una extension diferencial de (A, d). |

Definicién 2.2.3 Un polinomio P € Ax] es separable si sus factores irre-
ducibles, tienen todas sus raices simples.

Definicién 2.2.4 Un elemento algebraico de una extension se dice que es
separable si su polinomio minimo es separable. Una extension algebraica E
de A es separable si el polinomio minimo irreducible sobre A de todo elemento
de E es separable.

Teorema 2.2.3 Sea (A,d) un cuerpo diferencial, y E una extension alge-
braica separable de A. Entonces existe una unica derivacion 6 en E tal que
(E,9) es una extension diferencial de (A, d).

Demostracion:

Demostrémoslo primero para el caso particular en el que E = A(a) para
un cierto a € E. Sea x una variable indeterminada sobre A y sea P € A[z] el
polinomio minimo irreducible sobre A del elemento a de E, es decir, sea P el
polinomio moénico, con coeficientes de A, de menor grado tal que P(a) = 0.
Como F es una extension algebraica separable de A, se tiene que (%P) () #
0. Luego si consideramos

Dy(P)()

w=——1—<-=¢€Fk,
(£P) (a) -
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como E ~ Ala], existe un polinomio @) con coeficientes en A tal que w =
Q(«). Por otro lado, sabemos que Dy es una derivaciéon en Alx], y como %

lo es también en A[zx], se tiene que
d
0=Dg+Q—
dx

es una derivaciéon en A[x].
Consideramos ahora la proyeccién canénica m : Alzx] — Alz]/(P) ~ E y
tenemos que

T(6P) = 7 (de + jSp) _
= Du(P)(0) + Qla) - P =

= Dy(P)(a) + wdci;P =

= Dy(P)(a) = Da(P)(a) =0

Luego 0P € Ker(m) = (P) y por tanto Ker(m) es un ideal diferencial, lo que
implica que d induce una derivacion 0* : E — E tal que mod = 0* o7, por
la proposiciéon 2.1.3. Finalmente, para a € A, tenemos que

0" (a) =0"w(a) =7o(a) =7 (Dd(a) + Qdia> =
= m(Da(a)) = n(d(a)) = d(a),

luego (E, §*) es una extensiéon diferencial de (A, d).

Demostrémoslo ahora en el caso general. Para ello consideramos F una ex-
tension algebraica y separable de A, y denotamos S al conjunto de todas las
extensiones diferenciales (K, 0) de (A,d) tales que K C E. Ademés, defini-
mos el orden parcial en el conjunto S como: (K71, d1) < (K3, ds) si (K, d2) es
una extensiéon diferencial de (K7, d1).

Como (A,d) € S, S es un conjunto no vacio. Luego podemos considerar
el subconjunto de S totalmente ordenado, C' = {(K;,d;)} de modo que
K = U;K;, y definimos 6 € K como 0(z) = 6;(2) si z € K;. Como C es un
conjunto totalmente ordenado, (K, J) es una extension diferencial de (A, d)
que esta bien definida. Ademas, (K, ) es una extension diferencial de (K, ;)
para cada i, luego (K, ) es una cota superior del conjunto C' con respecto al
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orden parcial <. Por lo tanto, todo subconjunto totalmente ordenado de S,
tiene una cota superior en S. Luego por el lema de Zorn, existe un elemento
maximal (Kpaz, Omaz) € S. Por la definiciéon de S, Kpax € E'y (Kiaz Omaz)
es una extensiéon diferencial de (A, d). Veamos ahora que E C K,,,,. Dado
z € E, aplicando la primera parte de la demostracién, existe una derivacién o
en Kpa:(2) tal que (Kpaz(2),0) es una extension diferencial de (Kpaz, Omaz )
luego (Kimazs Omaz) < (Kmaz(2),9) en S. Esto implica que Kpap = Kinae(2)
pues (Kaz, Omaz) €8 un elemento maximal. Por tanto, z € K., luego
E = Kppaz- Asi pues, (F,0mq:) es una extension diferencial de (A, d).

Por 1ltimo, falta probar la unicidad de la derivacion 6. Por ello, supongamos
que existen dos derivaciones d; y 2 en E tal que (E,d;) vy (E,d9) son exten-
siones diferenciales de (A4, d). Sean z € E'y P € Az] su polinomio minimal
irreducible sobre A. Sabemos que por ser z un elemento de la extension al-
gebraica E, existe un polinomio P con coeficientes en A tal que P(z) = 0.
Entonces, por la proposiciéon 2.2.2, se tiene que:

apr

0= Gi(P()) = Da(P)(z) + () (2).

Como esto ultimo se cumple para cualquier z € E, d; = do, por lo que se
concluye que existe una unica derivacién § € E tal que (F,¢) es una exten-
sion diferenciable de (A, d). [

Definicién 2.2.5 Dados un par de cuerpos A y K, se dice que o : A — K es
una inmersion, si dicha aplicacion es un homomorfismo inyectivo que induce
un isomorfimo de A con su imagen o(A).

Definicién 2.2.6 Sea A un cuerpo y E una extension de A. Se dice que
FE es una extension normal si toda inmersion o de E en A sobre A es un

automorfismo de E.

Teorema 2.2.4 Sea (A, d) un cuerpo diferenciable de caracteristica cero.
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1. Sea F wuna extension algebraica separable de A. Entonces, cualquier

automorfirmo de F' sobre A conmuta con d.

2. Sea E una extension algebraica separable finitamente generada en A,

yT:E—AyN:FE — A las aplicaciones traza y norma, respectiva-
mente, de E en A. Entonces T' conmuta con D y

(%) - 4

a

para todo a € E*.

Demostraciéon:

1. Sea F una extensiéon algebraica separable de A. Entonces, por el teore-

ma 2.2.3, la derivacion d se extiende de forma tnica a una derivacion
de F', es decir, existe una tnica derivaciéon 6 de modo que (F,¢) es una
extensién diferencial de (A, d). Consideramos también o un automor-
fismo de F' sobre A, es decir, un automorfismo de F' que deja fijo A y
dy = 071 odoo. Como o es una automorfismo, y por tanto un isomor-
fismo, se tiene que d, es una derivacién en F' por serlo d. Ademas, o
es la aplicacion identidad en A, luego dx = d,z, para todo x € A. Por
lo tanto, por la unicidad de la derivacién vista en el teorema 2.2.3, se
tiene que d = d,, lo que implica que 0 od = 0 o d, = d o 0, quedando
probado que el automorfismo o conmuta con la derivacién d.

. Sea F una extension algebraica separable finitamente generada de A, y

seanT : E— Ay N : E — A las aplicaciones traza y norma, respecti-
vamente, de E en A. Sean E la clausura algebraica de E y o4, ..., 0, las
inmersiones de E en E sobre A, es decir, los distintos homomorfismos
inyectivos de E en E que inducen un isomorfismo de E en o(E) y que
dejan fijos los elementos de A. Entonces la composicién de todas las
inmersiones, es decir, F' = (01(F))...(0,(E)) es una extensién de A. De
hecho, es una extension separable, por encontrarnos en caracteristica
cero. Por el teorema 2.2.3, la derivacion d se extiende de manera tnica
a una derivacién en F' de modo que (F) d) es una extension diferencial
de (A,d). Sea a € E. Por el primer apartado de este teorema, tenemos
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Luego doT =T od, lo que prueba que la aplicacién traza T conmuta
con la derivacion d.
Ademas,

AN@) _ d([L(@) _ s~ dlo(a) _
N(a) [Lioia) 5 oila)
= oi(d(a)) N <d(a)> —

i oi(a) i

(%)

donde la cuarta igualdad es cierta por ser o; es un isomorfismo.

2.3. Monomios, y polinomios especiales y nor-
males

Sean k£ un cuerpo diferencial de caracteristica cero con derivacion d, K
una extension diferencial de k, ¢ un elemento de K y D la derivacién en K.

Definicién 2.3.1 Un elementot de K es un monomio sobre k, si se cumplen
las siguientes propiedades.

1. El elemento t es trascendente sobre k.

2. D(t) € k[t].

En el resto de la seccién t serd un monomio sobre k.

Notacién: En lo que resta de seccion, denotaremos
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» §(t) al grado de D(t), es decir, al grado de t al aplicarle la derivacién
D.

= A(t) al coeficiente lider de D(t).

Definicién 2.3.2 Se dice que t es lineal si 6(t) < 1, y no lineal si ocurre la
destgualdad contraria.

Proposicién 2.3.1 Sea t un monomio sobre k y sea un polinomio p € k[t].
Entonces se cumple que

1. gr(D(p)) < gr(p) +max(0,6(t) — 1)

2. Sit es no lineal y gr(p) > 0, entonces se cumple la igualdad en (1), y
el coeficiente lider de D(p) es gr(p)l(p)A(t), siendo l(p) el coeficiente
lider de p.

Demostracion:

Si p = 0, entonces D(p) = 0 y por tanto se cumple (1). Ademads, (2) es
cierto teniendo en cuenta que el grado del polinomio idénticamente cero es
—o0. Por lo tanto supongamos que p # 0 y que gr(p) = n y veamos que se
cumplen (1) y (2).

1. Sabemos por la proposicién 2.2.2 que

dp

D) = D)+ Do) ().

» Sin =0, entonces dp/dt = 0y por tanto D(p) = D4(p), es decir,
gr(D(p)) = gr(Dy(p)) < n <n+ mazx(0,5(t) —1).
» Sin >0, entonces gr(dp/dt) =n — 1, lo que implica que

gr (D(t)i?;) =0(t)+n—1.

Por lo tanto, como gr(Dg4(p)) < n entonces
or(Dw)) < ma (D). or (D)%) ) <
< max(n,i(t)+n—1) =
=n+max(0,0(t) — 1).
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2. Supongamos que t es no lineal y n = gr(p) > 0. Entonces §(t) > 1y

gr(D()i) d(t)+n—1>1—n—1=n > gr(D4p)).

Luego al ser la desigualdad anterior estricta, se tiene que

gr(D(p)) = gr (D(t)fé’) =6(t)+n—1.

Ademas, el coeficiente lider de dp/dt es el producto del coeficiente lider
l(p) del polinomio p por n, I(p)n. Luego el coeficiente lider de D(p) es

A@)U(p)n = At)l(p)gr(p).

Definicién 2.3.3 Se dice que p € k[t] es normal respecto a D si med(p, Dp) =
1. Decimos que p es especial con respecto a D si med(p, Dp) = p, es decir, si

p|Dp.

Notacion:
Al conjunto formado por polinomios especiales se le denota como S. Ademas,
si dichos polinomios son ménicos e irreducibles, el conjunto se denotara ST

Proposicién 2.3.2 Sean py, ..., pm € k[t] tales que todos los p; son primos
entre st, es decir, med(p;,p;) = 1 para i # j. Consideramos el polinomio p
formado por el producto de potencias enteras de los polinomios p;, esto es,
p =111, pf" siendo e; € Z". Entonces se cumple la siguiente igualdad:

med(p. D (Hp ) [T medp., D).

i=1

Demostracion:
Sean a, b € k[t] y supongamos que mcd(a,b) = 1. Entonces,

med(ab, D(ab)) = med(a, D(ab))med(b, D(ab))
= mcd(a,aD(b) + bD(a))med(b, aD(b) + bD(a)) =
= mcd(a,bD(a))med(b,aD(b)) =

(@, D(a))med(b, D(b)),

= mecd
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donde se ha utilizado que a y b son coprimos. Supongamos ahora como hipo-
tesis de induccién que esto es cierto para p{', ..., pyr— donde mcd(p;, p;) = 1
para i # j y veamos que se cumple para pi', ..., pim = p:

med(p, Dp) = med(pt ..., D(pf ... 05 ) =

= med(pl* ... pp=i, D(pT* ... pr)) - med(pyr, D(pf ... pir)) =
= mcd(pl* ..., 5 D(PT - oy ) + 0T D)
~med(pyy, D(pt* .. p)) =
= med(p]* .. .p%"_’f,pi;”D(p‘fl .. .pf,;”_’f))-
~med(pyr, D(pft ... pim)) =
= med(pt .. .pfgff,pi;"D(p? .. .pfg”_’f))-

€m—1

~med(pyr, pir D(pS . py ) + 8o D)) =

€m—1 €m—1

=mced(py ... p P D(pYt . py )
-med(pyr, pit - Pt D)) =

=med(p§* ... pyr P D(pS . pt )
~med(pyr, D(pyr)) =

= med(p7*, D(p1')) - .. med(ps, D(p5r)),

donde se ha tenido en cuenta que los polinomios p; son coprimos y en la
ultima igualdad se ha aplicado la hipdtesis de induccion. Por tanto, se tiene
que

med(p, D(p)) ﬁ med(pt*, D).
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Ademas,
med(p§', D(p§*)) = med(p, epi ™' D(pi)) =
= pi' 'med(pi, e;D(pi)) =
= p{'"'med(pi, D(p;)).
Luego,

med(p, D(p)) = (Hp )ﬁmcdm,Dm)).

i=1

Corolario 2.3.1 Sip € k[t] es un polinomio normal, entonces es libre de
cuadrados.

Demostracion:

Este corolario es consecuencia directa de la proposicién anterior. Consi-
deramos p como el producto de potencias enteras de polinomios p; € klt].
Entonces, por la proposicion anterior y por ser p un polinomio normal, se
cumple que

| med(p. D (Hp ) 1T med(ps, D(py).

=1

Luego necesariamente debe ocurrir que los enteros e; = 1, ya que de no ser

asi, entonces med(p, D(p)) # 1 contradiciendo que p es un polinomio normal.
|

Teorema 2.3.1 1. Clualquier producto finito de polinomios normales y
relativamente primos dos a dos es mormal. Ademds, cualquier factor
de un polinomio normal es normal.

2. FEl producto finito de polinomios especiales, es un polinomio especial.

3. Dado p un polinomio especial no nulo y q un factor de p, entonces q es
un polinomio especial.
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Demostracién:

1. Sean p1,...,pm € k[t] polinomios normales tales que med(p;,p;) = 1
para i # j,y sea p el polinomio formado por un producto finito de ellos,
p =11, pi- Veamos que p es un polinomio normal. Por la proposicién
2.3.2, tenemos que

med(p, d(p)) = (ﬁp?) f[lmcd(pi,D(pi)).

Ademaés, se cumple que med(p;, D(p;)) = 1 por ser cada p; un polinomio
normal. Luego med(p, d(p)) = 1, es decir, p es un polinomio normal.

Veamos ahora que cualquier factor de un polinomio normal es normal.
Para ello consideramos p un polinomio normal y ¢ € k[t] un factor
de p. Entonces existe un polinomio h € k[t] tal que p = gh. Como
p es un polinomio libre de cuadrados por el corolario 2.3.1 , se tiene
que med(q, h) = 1, por lo que, de nuevo por la proposicién 2.3.2, 1 =
med(p, D(p)) = med(q, D(q))med(h, D(h)). Luego med(q, D(q)) = 1,

es decir, ¢ es un factor normal.

2. Vamos a razonar por induccién. Comenzamos con dos polinomios, es
decir, sean p; y pe dos polinomios especiales. Entonces D(p1) = p1q1 v
D(p2) = p2qo siendo ¢y, g2 € k[t]. Por lo tanto,

D(pip2) = p1Dpa + p2Dp1 = p1p2ga + papigi = pip2(a1 + ¢2)-

Luego mcd(p1pa, D(p1p2)) = pipe, es decir, p1ps es un polinomio espe-
cial. Supongamos como hipotesis de induccién que dados py, ..., pn_1 po-
linomios especiales, entonces [[7' p; es especial. Consideramos p1, ..., pn
polinomios especiales. Veamos que el producto de todos ellos, [T p;, es
especial. Como py, ...,p, € S, entonces D(p1) = p1qi, -, Dpn = Dugn €
S. (Cabe recordar que denotamos S al conjunto de los polinomios es-
peciales).

Entonces,

D(pr...pn) =D(p1)p2-- . pn+ ...+ p1...ppo1D(pn) =
=qiP1-.--Pnt ... TP .Pn =
=p1-..oul@ + -+ Gn),

luego [T, pi € S.
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3. Sean p un polinomio especial no nulo, r € k[t] un factor irreducible de
p, v n el exponente maximo tal que r"|p. Entonces, n > 1 ya que r|p y
p = r"h para algin h € k[t] de modo que med(r,h) = 1. Luego por la
proposicion 2.3.2 y por ser p € S\ {0},

r"h = p = mcd(p, D(p)) = med(r"h, D(r"h)) =
= r"‘med(r, D(r))med(h, D(R))

Por lo tanto, rh = mcd(r, D(r))mecd(h, D(h)). Luego por ser h y r
coprimos sebe ocurrir que med(h, D(h)) = h y mcd(r, D(r)) = r. Por
lo tanto, r es un polinomio especial. Asi pues, queda probado que todo
factor irreducible de p es especial. Sea ahora ¢ € k[t] un factor de p. Si
q € k, entonces ¢ es un polinomio especial ya que k& C S. En otro caso,
¢ es un producto finito y no vacio de factores irreducibles de p. Por lo
tanto, por el apartado (2) de este mismo teorema y el razonamiento
previo, ¢ es un polinomio especial.

Proposicién 2.3.3 Sea p un polinomio no nulo de k[t]. Se cumple que p es
un polinomzio especial con respecto a la derivacion D, si y solo si para todas
las raices a de p en la clausura algebraica de k, D(«) coincide con el valor
obtenido al realizar D(t) y evaluar el resultado obtenido en c.

Demostracion:
Sea p un polinomio no nulo de k[t]. Consideramos la descomposicion en
factores irreducibles de p sobre la clausura algebraica de k,

n

i=1
donde [ es el coeficiente lider del polinomio p y cada e; es positivo. Entonces,
por la proposiciéon 2.3.2,

m

med(p, D(p)) =1 (H(t - al-)eil> f[lmcd(t —a;, D(t — o).

=1
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Luego para que p sea un polinomio especial, es necesario y suficiente que
med(t — o, D(t — o)) =t — o para cada i. Y esto ocurre si y sélo si t — «;
divide a D(t — ;) = D(t) — D(«;) en la clausura algebraica de k. Luego p es
especial si y solo si, al evaluar el polinomio obtenido al realizar la derivada
D de t en cada raiz «; del polinomio p, obtenemos D(«;). |

Proposicion 2.3.4 Si ¢ € Constp(k(t)), es decir, si D(c) = 0, entonces
tanto el numerador como el denominador de ¢ son especiales. Ademads, si
c# 0yt esno lineal, entonces el numerador y el denominador de c tienen
el mismo grado.

Demostracién:
Sea ¢ € Constp(k(t)) de modo que ¢ = a/b donde a,b € k[t], b # 0y
med(a,b) = 1. Entonces,
bD(a) — aD(b)

0:D<C) == b2 9

lo que implica que bD(a) = aD(b). Por lo tanto, como a y b son primos entre
si, se tiene que a|Da y b|Db, es decir, med(a, D(a)) = a 'y med(b, D(b)) = b.
Luego a y b son especiales.

Para probar la segunda parte de la proposiciéon vamos a razonar por reduccion
al absurdo. Supongamos entonces que ¢ # 0, ¢ es no lineal y gr(a) # gr(b).
Como 1/c € Constp(k(t)), ya que D(1/c¢) = %D(c) = 0 por ser D(c) = 0,
entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que gr(a) > gr(b).
Realizando la divisién euclidea de a entre b, se tiene que ¢ = p + ¢/b donde
p,e € k[t], gr(p) = gr(a) — gr(b) >0y gr(e) < gr(b) o e =0. Entonces,

e

bD(e) — eD(b)
A :

b?

O:Da;D@+e):D@y+D<

- )= D)+

(2.2)
Realizando ahora la divisién euclidea de bD(e) — eD(b) entre b?; se tiene que
existen q,r € k[t] tales que

bD(e) — eD(b) r
e T

donde gr(r) < gr(b*). Como t es no lineal, por hip6tesis, §(¢) > 1. Ademas,
por la proposicion 2.3.1, gr(D(p)) = gr(p)+9(t) — 1, luego gr(D(p)) > 0. Por
lo tanto D(p) # 0. Asi que, debe ser e # 0, ya que si fuese e = 0 entonces,
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por la ecuacién 2.2, seria D(p) = 0. Luego como gr(b) > gr(e) se tiene que
gr(b) > 0. Todo esto implica que

gr(eD(b)) = gr(e) + gr(D(b)) = gr(e) + gr(b) +(t) — 1

y por tanto gr(eD(b)) < 2gr(b) + d(t) — 1.

Por otro lado tenemos que, o bien e € k, en cuyo caso gr(bD(e)) < gr(b),
o bien e ¢ k, en cuyo caso gr(bD(e)) = gr(b) + gr(e) + §(t) — 1. Luego en
ambos casos

gr(bD(e)) < 2gr(b) + o(t) — 1.
Por lo tanto, gr(bD(e) — eD(b)) < 2gr(b) + §(¢) — 1, lo que implica que

gr(q) = gr(bD(e) — eD(b)) — 2gr(b) <
< 2gr(b) +d(t) — 1 —2¢gr(b) =
=0(t) =1 < gr(D(p)),

contradiciendo que

r
ﬁ.
Como gr(q) < gr(D(p)) entonces gr(q + D(p)) = gr(D(p)). Si se tuviera la
igualdad 2.3, entonces multiplicando por b? a ambos lados de la igualdad, ob-
tendriamos que —r = (¢ + D(p))b*. Tomando grados en esta tltima igualdad
y teniendo en cuenta que gr(q+ D(p)) = gr(D(p)),

0=D(p)+q+ (2.3)

gr(r) = gr(D(p)) + 2gr(b) > 0.

Pero se tenfa que gr(r) < gr(b*) = 2gr(b), lo cual es absurdo. Luego queda
probado que gr(a) = gr(b). [ |

Por ultimo damos unas definiciones que nos seran de utilidad en las secciones
posteriores.

Definicién 2.3.4 Se dice que u € k es una derivada logaritmica de un
k—radical si existe un v € k* y un entero no nulo e de modo que eu = Dv/v.

Ejemplo:

Consideramos k = Q(z) con derivacién D = d/dx, y sea u = 1/(2z) € k.
Como 2u = D(x)/x, entonces u es la derivada logaritmica de un Q(x)-radical.
De hecho, u es la derivada logaritmica de /.
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Definicién 2.3.5 Se dice que q € k[t] es especial de primer tipo con respecto
a la derivacion D si q es un polinomio especial y para toda raiz v de q en una

extension algebraicamente cerrada de k, p.(r) no es una derivada logaritmica
de un k(r)—radical, donde

D(t) — D(r)
= € k(r)|t].
P P (r)[t]
Notacién: Se denota S; al conjunto de todos los polinomios especiales de
primer tipo, y S{™" al subconjunto del anterior tal que sus polinomios sean,
ademas, moénicos e irreducibles.

Proposicion 2.3.5 Sea E una extension algebraica de k, y un elemento
u € k. Siu no es una derivada logaritmica de un k—radical, entonces tampoco
lo es de un E—radical.

Demostracion:

Consideramos un elemento u € k de modo que no sea la derivada logarit-
mica de un k—radical. Vamos a razonar por reduccién al absurdo. Para ello
supongamos que u es la derivada logaritmica de un radical sobre FE, es decir,
existe un elemento v € E* y un entero no nulo e de modo que eu = D(v)/v.
Como F es una extension algebraica de k, podemos considerar el polinomio
minimo p de v con coeficientes en k. Este es ménico e irreducible, por lo que
podemos suponer que es de la forma p = bz + bia! + ... + b,_12" !t + 2",
siendo b; € k paratodo j =0,...,n—1y b; # 0 para al menos uno de dichos
J por ser p irreducible. Entonces p(v) = 0 y por tanto D(p(v)) = 0. Ademés,

D(p(v)) = >_(D(b;)v’ + jbjv’ ' D(v)) + mv" ' D(v) =

_

3 .

(D(bj)v? + jbjveu) + nv"eu =

3 <.
Il
e

(D(b;) + jbjew)v’ + nv"eu = q(v),

<.
Il
—

siendo q(x) = Y121 (D(b;) + jbjeu)a’ + na"ew un polinomio en k[z]. Luego

q(v) = 0 y como p es un polinomio minimo de v con coeficientes en k, se
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tiene que p divide al polinomio ¢. Entonces, debe cumplirse que ¢ = neup
para igualar los coeficientes lideres. Por lo tanto, D(b;)+ jbjeu = neub; para
todo j desde 1 hasta n — 1. Por lo tanto,

D(b;)
b

= neu — jeu = eu(n — 1),

es decir, u es la derivada logaritmica de un k—radical, por definicion, lo que
contradice nuestra hipétesis. Luego queda probada la proposicion. |

2.4. Aplicacion orden

Dado K un dominio de factorizacion tnica, K* su grupo de unidades, F’
su cuerpo de fracciones y a € K tal que a #0y a ¢ K*.

Definicién 2.4.1 El orden en a es la aplicacion v, : K — ZU{co} dada
por:

1. v,(0) = 400.

2. vo(x) =max{n € N tal que a"|z}, sixz e K\ {0}.

Proposicién 2.4.1 Sean dos elementos x,y € K. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

1. va(xy) > va(x) +v4(y), y se da la igualdad si y sélo si a es irreducible.

2. vo(x+1y) > min(v(x),v.(y)), dindose la igualdad si y sélo si v,(x) #
va(y)-

3. Si x|y, entonces v,(x) < v,(y).

4. va(med(z,y)) = min(ve(x), va(y)).
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Demostracion:

Todos los puntos son triviales si x = 0 0o y = 0. Asi que supongamos que
r#0ey#0.Sean=uv,(x)ym=uv,(y). Entonces x = ba™ e y = ca™, para
algin b, c € K tal que a no divide a b ni c.

1. Tenemos que xy = bca™™, luego v,(ry) > n 4+ m. Supongamos que
a es irreducible. Entonces, como a no divide ni a b ni a ¢ se tiene que
a1 be. Luego a™™™ 1t zy. Por lo tanto v,(zy) = n + m.

2. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n < m. Tenemos que
r+y=">ba"+ ca™ = a"(b+ ca™ ™), luego v,(z +y) > n = min(n, m).
Ahora supongamos que n # m, es decir, m —n > 0. Entonces, a|ca™ ™.
Esto implica que a 1 (b + ca™ ™) ya que en caso de hacerlo, como
a divide a ca™™", entonces a dividiria a b. Pero esto no ocurre, por
hipétesis. Luego v, (x + y) = n.

3. Supongamos que z|y. Entonces, y = zz para algin z € K. Luego
va(y) = va(x) + v, (2), por el primer apartado de esta proposicion. Por
tanto v, (y) > ve(x).

4. Sea g = mcd(z,y). Entonces g|z y gly, luego v,(g9) < va(z) ¥ va(g) <
va(y), por el apartado anterior. Por tanto v,(g) < min(v,(x),va(y)).
Por otro lado, sea z = a™"(*«(®)v«)) ¢ D_Entonces z|z y 2|y, luego z|g.
Por tanto, v,(g) > v.(2) = min(v,(z),v.(y)) por (3). Luego juntando
ambas desigualdades, v,(g) = min(v,(x), v, (y)).

Proposicion 2.4.2 Sea u € K* y x € K. Entonces, se verifica que
1. vg(ux) = v,() = Vya(x)

2. va(u) =0

Demostracién:
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1. Si z = 0, entonces v,(uz) = v,(x) = vau(r) = +00. Asi que supon-
gamos que r #* 0. Entonces, a”a(f"’)|x. Luego a”a(””)\ux y por tanto,
va(2) < va(ux). Como esta desigualdad es cierta para cualquier unidad,
v v~ ! es una unidad en K, se tiene que v,(ux) < v(utuz) = v,(2).

Por tanto, v,(z) = v, (ux).

De manera similar, si a"(® |z entonces, (ua)"® |z, ya que u"®) es

una unidad. Luego v,(x) < v4,(z). Ademds, si aplicamos dicha des-

igualdad a ua y u™! se tiene que vy, (r) < vy-14(7) = v4(x). Luego,

Vo () = vya ().

2. Por el apartado anterior, sabemos que v,(u) = v,(u?). Pero v,(u?) >
2v,(u) por la proposicién 2.4.1. Luego, o bien v,(u) = 0 o bien v,(u) =
+00. Pero u # 0. Asi que, debe ser v,(u) = 0.

Definicién 2.4.2 Sea x € F*, siendo x de la forma x = y/z, donde y,z € K
no tienen factores comunes y z # 0. Se define vy(x) = Va(y) — Va(2).

Teorema 2.4.1 Sean x,y € F y supongamos que a es irreducible en K.
Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

1. v(xy) = va(z) + va(y).
2. six #0, v(x™) = mu,(z) para todo m € Z.

3. va(x 4+ y) > min(ve(x), va(y)), dindose la igualdad si v,(z) # va(y).

Demostracion:

Consideramos dos elementos z,y € F y escribimos x = b/c e y = d/e,
donde b,c,d,e € K, by ¢ no tienen factores comunes, d y e tampoco los
tienen, ¢ # 0 y e # 0.

Como a es irreducible, por la proposicion 2.4.1 se tiene que v,(fg) = v, (f) +
va(g) para algin f,g € K. Veamos que se cumplen las propiedades del enun-
ciado.
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1. Consideramos h = mcd(bd, ce), f = bd/h y g = ce/h. Tenemos que

fyg,h € K, fy g no tienen factores comunes, y xy = bd/ce = f/g,
luego

Va(2y) = va(f) — va(9) = va(f) +va(h) — (v
Ua(fh) - Ua(gh) - Ua(bd) - Ua( )
= (Va(b) — va(c)) + (va(d) — va(e)) =

a(9) + va(h)) =

va () + va(y)

. 2% = 1 es una unidad en K, luego v,(1) = 0 por la proposicién 2.4.2.

Para el caso en el que m > 0 lo probamos por induccién, suponien-
do como hipoétesis que para algin m > 0 se cumple la desigualdad.
Entonces,

Vo (2™ = v (2" ) = v (2™) 4 v (1) =
= mug(z) + v.(z) = (M + 1)v,(x),
lo que prueba la igualdad para m + 1. Luego queda probado el punto

(2) para valores positivos de m. Para m < 0 tenemos que 0 = v,(1) =
Va(2™x™™) = v, (2™) — mu, (). Luego v, (z™) = mug(z™).

. x+1y = (be + cd)(ce)™t. Aunque be + cd y ce pueden tener factores

comunes, tenemos que
Vo (1 +y) = va(be + cd) + va((ce) ™) = va(be + cd) — v4(ce),

por los apartados anteriores de este mismo teorema. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que v,(z) < v,(y), lo que implica que v, (b)—
va(c) < va(d) — va(€). Luego v,(b) + va(e) < v(d) + va(c). Asi pues,
va(be) < v,(ce). Luego v, (be + cd) > wv,(be) por la proposicion 2.4.1.
Por lo tanto

Va(z+y) > va(be) —v4(ce) = va(b) —va(c) = vo(z) = min(ve(x), va(y)).

Veamos ahora la segunda parte de este apartado, es decir, veamos
que se da la igualdad si v,(z) # v,(y). Para ello supongamos que
va(x) < v,(y). Entonces, v,(be) < v,(dc) como en el caso anterior. Lue-
g0, vy (be+cd) = v,(be), por la proposicién 2.4.1. Por tanto, v,(z+y) =
va(be) — va(ce) = va(x) = min(va(x), va(y))-
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Definicién 2.4.3 Una aplicacion que cumple las tres propiedades del ante-
rior teorema se llama valoracion.

Teorema 2.4.2 Sea F' un cuerpo, E una extension algebraica y separable
de F' y x una variable indeterminada en E. Sea p € Flx] un polinomio
irreducible sobre F. Entonces, para cualquier factor irreducible ¢ € E[x] de
p € Elz], y cualquier f € F(z) se cumple que, v,(f) = vy(f).

Demostracion:

Consideramos ¢ € E[x] un factor irreducible de p en E[z]. Luego, existe un
polinomio r € E[z] tal que p = gr. Sea h € Flx] y n = v,(h) > 0. Entonces
p"|h. Es decir, existe un elemento s € Fz| tal que h = p™s. Luego, por ser
p = qr, se tiene que h = ¢"r"s. Ademds, sabemos que p"*1 { h ya que n es el
mayor niumero natural tal que p” divide a h. Luego p no puede dividir a s. Por
tanto med(p, s) = 1, ya que tampoco puede ocurrir que s divida a p puesto
que p es irreducible en F[x]. Luego, por la identidad de Bezout, existen a,b €
F[z] tal que 1 = ap+bs. Y como p = gr, se cumple que 1 = arq+ bs. Luego,
de nuevo por la identidad de Bezout, med(q, s) = 1. Supongamos ahora que
q™|h, para aun cierto m > n. Entonces, existe un elemento t € E[z], tal que
h =p"s = q¢"r"s = ¢™t. Luego r"s = ¢ "t y por tanto, ¢ divide a r"s en
El[z]. Pero sabemos que ¢ es irreducible y med(q, s) = 1, entonces ¢|r™. Por
lo tanto n > 0 ya que en caso contrario ¢ seria una unidad. En particular ¢|r,
luego ¢*|p. Esto contradice p era un polinomio libre de cuadrados en E|x]
por ser esta tltima una extensién algebraica y separable de F'. Luego ¢™ 1 h
siendo m > n. Por lo tanto, v,(h) = n. Para concluir consideramos f € F[z]
y escribimos f = a/b, siendo a,b € F[z| y b # 0. Entonces,

a a
0l =1 (5) = @) = 1, 0) = vyfa) = 0 () = vy (5 ) = vl ),
donde en la tercera igualdad se ha empleado el razonamiento anterior. WM

2.4.1. Aplicacién orden en infinito

Definicién 2.4.4 Sea K un dominio de integridad. Se llama orden en in-
finito a la aplicacion vy, = K(z) — Z U {+o0} dada por v,(0) = +oo y



52 CAPITULO 2. ALGEBRA DIFERENCIAL

Voo (b/c) = gr(c) — gr(b), para b,c € K[z|\ {0}.

A continuacién, vamos a probar que la aplicacién orden en infinito es una
valoracion.

Proposicion 2.4.3 Sean dos elementos f,g € K(x). Entonces, se cumplen
las siguientes propiedades:

1. Vso(f9) = Voo (f) + Vo (9)-

2. Si f # 0 entonces voo(f™) = muso(f), para todo entero m.

3. Voo(f+9) = min(ve(f), veo(g)). Ademds, se da la igualdad si y sélo si
Voo (f) 7# Uso(g).

Demostracion:

Consideramos dos elementos f,g € K(x). Escribimos f = b/cy g = d/e,
donde b, ¢,d, e son polinomios de K[t] con ¢ y e no nulos. Veamos que se
cumplen las propiedades del enunciado.

1. Al hacer el producto de f por g, obtenemos que fg = bd/ce. Luego,

Voo (f9) = gr(ce) — gr(bd) =
= gr(c) + gr(e) — gr(b) — gr(d) =
= (gr(c) — gr(b)) + (gr(e) — gr(d)) =
= Voo (f) + V().

2. Consideramos ahora f # 0. Veamos que para cualquier entero m se
cumple que v (f™) = mu(f). Vamos a probarlo por induccién. Para
m = 1 es trivial. Luego supongamos como hipétesis de induccién que
la igualdad es cierta para un entero m — 1 > 0 y veamos que es cierto
para m. Entonces,

Voo (f™) = UOO(fmilf) = 'UOO(fmil) + Voo (f) =
= (m — 1)veo(f) + voo(f) = mus(f),

donde se ha aplicado el primer apartado de la proposicion en la segunda
igualdad y la hipotesis de induccién en la tercera.
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3. Consideramos la suma de f y g,

b d be+cd
frg=-+-= :
c e ec

Luego, v (f + g) = gr(ec) — gr(be + cd). Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que v (f) < vs(g). Entonces, gr(c) — gr(b) < gr(e) —
gr(d), o lo que es equivalente, gr(c) + gr(d) < gr(e) + gr(b). Luego,
gr(ed) < gr(eb), es decir, gr(be + cd) < gr(eb). Por lo tanto,

Voo (f 4 g) = gr(ec) — gr(eb) = gr(c) — gr(b) =
= UOO(f) = min(vw(f)vvtx(g))-

Ademas, si voo(f) # Vso(g), es decir, si v(f) < vs(g), entonces
gr(cd) < gr(eb). Luego gr(be + cd) = gr(eb). Por lo tanto,
Voo (f + g) = gr(ec) — gr(be + cd) = gr(ec) — gr(eb) =
= gr(c) = gr(b) = vso(f) = min(veo(f), vo(9))-

El razonamiento es andlogo si fuese voo(g) < voo(f).

Teorema 2.4.3 Sea K un anillo diferencial con derivacion D yt un mono-
mio sobre K. Dado f € K(t)\ {0}. Entonces,

Voo(Df) > Voo (f) — max(0,0(t) — 1).

Ademds, si t es lineal y voo(f) = 0, entonces la desigualdad anterior es
estricta.

Demostracion:
Consideramos f = a/b € K(t) \ {0}, donde a,b € K][t], b es no nulo y
med(a,b) = 1. Entonces,

bD(a) — aD(b)

D(f) = =

Luego,
vn(D(f)) = gr(t?) — gr(bD(a) — aD(b)) = 2gr(b) — gr(bD(a) — aD(b)).
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Sabemos por la proposicién 2.3.1 que gr(D(a)) < gr(a) + maz(0,6(t) — 1) y
gr(D(b)) < gr(b) + maz(0,6(t) — 1). Por lo tanto,

gr(bD(a) —aD(b)) < gr(a) + gr(b) + max(0,0(t) — 1).
Luego,

Voo (D(f)) = 2g7(b) + gr(a) + gr(b) + max(0,6(t) — 1) =
= gr(b) — gr(a) —max(0,6(t) — 1) =
= Uoo(f) — maxz(0,9(t) — 1).
Ademas, si t es lineal, entonces §(t) < 1. Asi que, si vo(f) = 0 se tiene la

desigualdad estricta. [ |

2.4.2. Localizaciones

Consideramos de nuevo K un dominio de factorizacion tnica, K* su grupo
de unidades, F' su cuerpo de fracciones y a un elemento de K tal que a # 0
ya¢ K*.

Definicién 2.4.5 Llamaremos localizacion de a en K al conjunto
O = Mplafz € F/ wy(x) > 0},
donde los elementos p son los factores de a en K.

Proposicion 2.4.4 El conjunto localizacion de a en K verifica las siguientes
propiedades:

1. O, es un subanillo de F' que contiene a K.
2. Six € ©,, entonces v,(z) > 0.

3. Se cumple que x € a®, si y solo si, v,(x) > 1, donde a©, es el ideal
generado por a en ©,.

4. Si a es irreducible, entonces x € O, si y sélo si v,(x) > 0.
5. Sia es irreducible, entonces xa="®) € O, para todo x € F*.

6. Sid es una derivacion en K, entonces 600, C O,.
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Demostracién:

1. Sea p € K un factor irreducible de a, y consideramos =,y € 0,. Enton-

ces, por definicién de localizacion, se tiene que v,(x) > 0y v,(y) > 0.
Sabemos por la proposicién 2.4.2 que v,(—y) = v,(y). Luego por el
teorema 2.4.1, se tiene que v,(z —y) > 0y v,(zy) > 0. Y como esto es
cierto para cualquier factor irreducible p de a, por la definicion ante-
rior, se tiene que z —y € O, y xy € O,.
Consideramos ahora un elemento ¢ € K. Entonces, v,(c) > 0 para to-
do factor irreducible p de a, luego K C O,. En particular, 0,1 € O,.
Asi que, queda probado que ©, es un subanillo de F' que contiene al
dominio de factorizacion tnica K.

2. Sea x € ©, de modo que = = b/c donde b,c € K no tienen factores
comunes. Sea p € K un factor irreducible de a. Entonces v,(z) > 0,
por ser z € ©,. Luego v,(b) — v,(c) > 0. Ademads, no puede ocurrir al
mismo tiempo que v,(b) # 0y v,(c) # 0, ya que de hacerlo, entonces
por definicién de v,(x) se tendria que p|b y p|c, contradiciendo que b
y ¢ no tienen factores comunes. Asimismo v,(b) y v,(c) son valores no
negativos por ser b,c¢ € K. Luego debe ser v,(c) = 0. Por lo tanto,
p 1 ¢, luego a t ¢, por ser p cualquier factor irreducible de a. Como
consecuencia de esto ultimo v,(c) = 0. Luego, v,(x) = v,(b) — v4(c) =
va(b) > 0.

3. Para probarlo veremos ambas implicaciones por separado.

= Sea x € aO,, entonces existe algin elemento y € O, tal que
x = ay. Consideramos y de la forma y = b/c donde b,c € K no
tienen factores comunes. Siguiendo el mismo razonamiento que
en la demostracién del apartado anterior, se tiene que p { ¢ para
ningin factor irreducible p de a. Por lo tanto a y ¢ no tienen
ningin factor en comin. Por hipétesis, b y ¢ tampoco lo tienen.
Luego, ¢ y ab no tienen ningun factor irreducible en comin. Asi
que, por la definicion 2.4.2,

0a() = valay) = v, (b) — v(ab) — va(0).
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Pero de nuevo siguiendo el mismo razonamiento del segundo apar-
tado de esta misma proposicién, se tiene que v,(c) = 0, luego
Va(2) = va(ab) > vy(a) + v4(b) > 1 siendo la primera desigualdad
cierta por la proposicion 2.4.1 y la segunda teniendo en cuenta
que vy(a) =1y v,(b) > 0.

= Ahora vamos a probar la segunda implicacion. Sea x € F* de
modo que v,(x) > 1. Escribimos x = b/c, donde b,c € K no
tienen factores comunes. De nuevo, por el razonamiento seguido
en la prueba de (2), o bien v,(b) = 0 o bien v,(c) = 0. Ademas,
V() = va(b) — va(c) > 1. Luego vy(c) = 0y v,(b) > 1 Por lo
tanto, a divide a b, es decir, b = ad para un cierto d € K. Sea
ahora p € K un factor irreducible de a. Entonces, p|b ya que p|a.
Por lo tanto, p { ¢ por no tener ¢ y b factores comunes. Luego

0pldfe) = vp(d) = vy(c) = v,(d) > 0.

Como esto es cierto para cualquier factor irreducible p de a, se
tiene que d/c € ©,. Luego,

r=-=a— € aB,.
c c

4. = Sea x € O,, entonces por el segundo apartado de esta misma
proposicion, se tiene que v,(z) > 0.

= Reciprocamente, supongamos que a es irreducible y consideramos
z € F de modo que v,(x) > 0. Sea p un factor irreducible de
a en K. Entonces p = ua, para un cierto v € K*. Luego por la
proposicion 2.4.2, v,(z) = vy () = ve(x). Por lo tanto, v,(z) > 0.
Es decir, z € 6,.

5. Supongamos que a es irreducible, y sea x € F*. Entonces,

va(za™ ") = vy() + va(a”"")
= ?}a<l’) + (_Ua(17>>va(a) =
= Ua(x) — va(x) =0.

Luego, por el apartado anterior, za s,
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6. Sea ¢ una derivacion en K. Entonces, por el teorema 2.2.1 , § puede
extenderse de forma tinica a una derivacién en F'. Sea x € O, y escri-
bimos x = b/c, donde b, ¢ € K no tienen factores comunes y ¢ # 0. Sea
p € K un factor irreducible de a. Entonces, v,(z) = v,(b) — v,(c) > 0
ya que z € ©,. Luego, v,(c) = 0, por el mismo razonamiento usado en
el apartado (2). Esto implica que

0, (82) = v, (5 (i)) o, (W) _

= v,(cd(b) = b6 (c)) — vy(c?) =
= Up(c5(b) — 5(5(0)) - 2Up( )
= up(cd(b) — bd(c)) >

Como esto es cierto para cualquier factor irreducible a, se tiene que
d(z) € B, luego 6(0,) C O,.

Consideramos ahora que K es un dominio de ideales principales e I un ideal
propio de K. En la definiciéon que viene a continuaciéon vamos a construir una
extension de la proyeccién candnica 7y : K — K/I a una localizacién O,,
donde a es un generador del ideal I.

Definicién 2.4.6 Sean K un dominio de ideales principales e I un ideal
propio no nulo de K, es decir, I # K eI # (0), y a € K un generador
del ideal I, es decir, I = (a). Se define el valor de a como la aplicacion
To : Oy = K/I como:

Sea x € O, de modo que x = b/c donde b,c € K no tienen factores comunes.
Se define m,(x) como mr(bd) donde d,e € K son tal que cd+ae =1 y 7y es
la proyeccién candnica de K en K/I.

Proposicion 2.4.5 La aplicacion w, definida anteriormente estd bien defi-
nida y es una extension de .

Demostracion:
Vamos a probar en primer lugar que la aplicacién esta bien definida, es
decir, que siempre existen los valores d y e, y que el valor de la aplicacion en
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un punto z, m,(x) no depende de la eleccién de los elementos b, c,d y e.

En primer lugar, por ser I un ideal propio no nulo, se tiene que a # 0 por ser
I#(0),yaé¢ K*porser I # K. Luego, el cuerpo localizacion de a, O, esté
definido. Consideramos x un elemento de dicho conjunto y escribimos x =
b/c, donde b, c € K no tienen factores en comtn. Consideramos p un factor
irreducible de a, entonces por ser z € ©, debe ser v,(x) = v,(b) — v,(c) > 0.
Pero, o bien v,(b) = 0 o bien v,(c), ya que por hipdtesis b y ¢ no tienen
factores en comin. Luego ha de ser v,(c) = 0, es decir, p no divide a c¢. Por
ser esto cierto para cualquier factor irreducible p de a, entonces med(a, ¢) = 1.
Luego por la Identidad de Bezout, existen dos elementos d,e € K tal que
ae + cd = 1. Ya tenemos probado que siempre existen los valores d y e
de la definicién. Veamos ahora que el valor de 7,(z) no depende de ellos.
Para ello, supongamos que también existen dos elementos f,g € K tal que
ae + c¢d = ag + c¢f = 1. Entonces, a(e — g) = ¢(f — d). Y dado un factor
irreducible p de a,

vp(€) + vp(f — d) = vy(c(f — d)) = vp(ale — g)) = vp(a) + vp(e — g) = v,(a).
Pero habfamos probado que v,(c) = 0, por lo que debe ser v,(f —d) > v,(a).
Es decir, si denotamos m = v,(f —d) y n = v,(a), entonces m > ny p™
divide a (f —d) y p"™ divide a a. Luego a divide a (f —d), es decir, f —d € I.
Por lo tanto, m;(f —d) = 0. Y por ser m; un homomorfismo de anillos, se tiene
que 7;(bf) = m;(bd), es decir, el valor de m,(z) no depende de la eleccién de
dye.

Veamos ahora que dicho valor tampoco depende de b y ¢. Supongamos en-
tonces que x = b/c = b/, donde b,c,b/,d € K, ynibyc,nib y tienen
factores en comun. Entonces existe un elemento u € K* tal que b = ub’ y
¢ = uc'. Si consideramos la igualdad ae 4+ cd = 1, entonces ae + uc'd = 1.
Y tomando d’ = ud se tiene que ae + ¢’d’ = 1. Ademés, bd = ub'd = V'd'.
Por lo tanto, el valor de m,(z) tampoco depende de la eleccion de by c¢. Y
concluimos que la aplicaciéon 7, esta bien definida.

Veamos por tltimo que 7, es una extension de 7, es decir, veamos que para
todo elemento b de K, m,(b) = 77(b). Sea b € K, entonces lo podemos es-
cribir como b = b/c con ¢ = 1. Luego tomando d = 1 y e = 0, se tiene que
cd + ae = 1. Por lo tanto m,(b) = m;(bd) = 7/(b). [ |

Teorema 2.4.4 Sea K un dominio de ideales principales, I un ideal propio
no nulo de K y a € K un generador del ideal I. Entonces,
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1. ker(m,) = a®,.

2. m, es un homomorfismo sobreyectivo de anillos de ©, en K/I, por lo
tanto un isomorfismo de anillos entre ©,/a©, y K/I (un isomorfismo
de cuerpos si I es mazimal).

3. 816 es una derivacion de K y oI C I, entonces 6* om, = w400 siendo
0% la derivacion inducida en K/I.

Demostraciéon:

1. Consideramos = € O, y escribimos = b/c, donde b, ¢ € K no tienen
factores comunes. Veamos que se cumple la igualdad deseada compro-
bando ambas contenciones.

» Sea x € aB®,, veamos que = € ker(m,), es decir, comprobemos que
ma(x) = 0.
Como z € a®,, por la proposicion 2.4.4 se tiene que v,(z) > 1, es
decir, v,(x) = v,(b) — va(c) > 0. Por lo tanto v,(b) > v,(c) > 0,
luego alb, es decir, b € I y en particular, bd € I. Como consecuen-
cia de esto 1ltimo y por la definiciéon de la aplicaciéon valor en a
se concluye que m,(z) = m7(bd) = 0, es decir, x € ker(m,).

» Supongamos ahora que = € ker(m,) y veamos que x € a®,. Como
x € ker(m,), entonces m;(bd) = m,(x) = 0. Por lo tanto, bd € I.
Luego, el elemento a divide a bd por ser a el generador del ideal
1. Pero por ser cd + ae = 1, por la Identidad de Bezout se tiene
que mcd(a,d) = 1. Luego a 1 d y por tanto, debe ocurrir que a
divida a b. Asi pues, v,(b) > 0. Ademads, siguiendo este mismo
razonamiento se tiene que mcd(a,c) = 1, luego a no divide a
¢ y por tanto, v,(c) = 0. Por lo que se concluye que v,(x) =
va(b) — v4(c) > 0. Luego por la proposicién 2.4.4, x € O,.

2. Sabemos que por ser 77 la proyeccion candnica entonces es una aplica-
cién sobreyectiva. Ademas, también sabemos que 7, una extensién de
7r. Luego 7, es una aplicacién sobreyectiva. Ademés, m,(1) = m;(1) =
1, por el primer apartado de este teorema. Veamos que 7, es un homo-
morfismo de anillos:
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Consideramos z,2’ € ©, de modo que = = b/c, 2/ = b'/c donde
b,c,b/,d € K,ynibyc, nib yc tienen factores comunes. Veamos que

To(xa!) = 7 (2)ma(2)) y (x4 2") = ma(z) + ma ().

w z2’ = b"/d" donde 0, " € D no tienen factores en comun. En-
tonces, bb' = gb" y ¢ = g¢” siendo g € D. Sean d,e,d’, ¢’ € D, tal
que cd + ae = 1y dd + ae’ = 1. Multiplicando estas dos ultimas
ecuaciones se tiene que

(cd + ae)(dd + ae') = ed'dd' + cade’ + aed'd' + aaee’ =
= cc'dd' + a(cde’ + edd' + aee’).
Luego si h = cde’ +ec'd' + aee’ y teniendo en cuenta que c¢d = gc”,

se tiene que ¢”’(gdd’) + ah = 1. Teniendo en cuenta que 7, es un
homomorfismo de anillos llegamos a

rala!) = g () = my('gad) =
=y (BVd) = (bl (V) =
= Wa(I)Wa(I/)-

» Sea ahora = + 2/ = V'/¢” donde V', " € K no tienen factores
comunes. Entonces,

, bV b+ Y
R ]
c c ce c
y por tanto b’ + b'c = gb” y ¢ = g’ para algin g € K. Sea
d,e,d e € K tal que cd+ae = 1y d +ae’ = 1. Del mismo modo
que en el punto anterior, multiplicando entre si ambas ecuaciones
se llega a ¢”'(gdd')+ah = 1 para un cierto h € K. Luego, haciendo
uso de la definicion 2.4.6 y por ser m; un homomorfismo de anillos
se tiene que

To(x 4+ 2") = <b//> =7 (b'gdd") =
— (b + Ve)dd) =
= m(bd)m(d'd") + m(b'd )7y (ed) =
= o (x)mr('d) + mo (2" )71 (cd).
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Como a € I y 1 = cd + ae, entonces,
1 =m;(1) = mi(ed) + mr(ae) = my(cd),
y de manera similar 7;(c’d") = 1. Luego 7, (z+2") = 7, ()47, (2).

Y queda probado que 7,(x) es un homomorfismo de anillos sobreyec-
tivo. Teniendo en cuenta esto ultimo, y como ker(m,) = a©, por el
primer apartado de este mismo teorema, entonces m, es un isomorfis-
mo de anillos entre ©,/a0, y K/I. Ademas, si I es un ideal maximal,
entonces K /I es un cuerpo, y por tanto m, serd un isomorfismo de
cuerpos.

3. Sea 0 una derivacién en K y supongamos que 6/ C I. Entonces, la
derivacion inducida §* en K/I satisface que 6* o m; = 7y 0 4 por la
proposicién 2.1.3. Ademas, por la proposicion 2.4.4 se tiene que 60, C
©,, por lo que 7, o § estd definida en ©,. Sea x = b/c € O, donde
b,c € K no tienen factores comunes. Entonces med(a,c) = 1 como se
vio en el primer apartado de este mismo teorema. Por la identidad de
Bezout, se cumple que 1 = ad + ce para algin d, e € K. Luego,

1 =m,(1) = ma(a)me(d) + ma(c)ma(e) = ma(c)ma(e).

Por lo tanto, m,(c) es una unidad en K/I. Ademds, b = cz, luego
Ta(b) = ma(cx) = m(c)m, () y aplicando §* a esta igualdad llegamos a
lo siguiente:

371, (b) = 6" (ma () () = 7o (€)0™ (7o () + 7o ()0 (ma(c)).  (2.4)

Por otro lado, si aplicamos la derivacién § a b = cx entonces 0(b) =
cd(x) + xd(c). Ademads, si a esto ultimo se le aplica 7, tenemos que:

Ta(9(b)) = ma(c)ma(6(2)) + Ta(2)Ta(d(c)). (2.5)
Pero

Ta(0(b)) = m1(6(b)) = 6" (71 (b)) = 6" (ma(D))

ma(8(c)) = 0" (ma(c))

de manera similar. Luego la ecuacién 2.5 se convierte en

0" (a (b)) = Ta(c)ma(0(2)) + 7a(2)0" (a(c))- (2.6)
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Igualando 2.4 y 2.6, se tiene que
Ta(€)0" (ma(x)) = Ta(c)ma(d(2)).

Por dltimo, como 7, (c) es invertible en K /I por ser un elemento unidad,
llegamos a que 6* o, = 7, 0 0.

2.4.3. Residuos

En esta seccion estudiaremos el concepto de residuo en polinomios norma-
les. Se considera K un cuerpo diferencial de caracteristica cero con derivada
D y t un monomio sobre K.

Definicién 2.4.7 Consideramos p € K[t] \ K un polinomio normal y el
conjunto
R,={f e K(t) tal que pfe®O,}.

Se llama residuo en p a la aplicacion
res,: R, — K][t]/(p)

f = res,(f)=m <fDZ(9p)> (2.7)

Teorema 2.4.5 Sea p € K[t] \ K un polinomio normal. Entonces R, es
un espacio vectorial sobre K, ker(res,) = ©, y res, es un isomorfismo de
K —espacios vectoriales entre R, /0, y K[t]/(p).

Demostracion:

Veamos en primer lugar que I, cumple las propiedades de ser un K —espacio
vectorial. Como 0,p € O, entonces 0,1 € R,. Sean f,g € R,y c€ K C O,,
veamos que c¢f + g € R,. Como f,g € R,, entonces pf,pg € ©, y por ser O,
un anillo se tiene que epf + pg = p(cf + g) € ©,. Luego ¢f + g € R, y por
lo tanto, R, es K— espacio vectorial.

Veamos ahora que ker(res,) = ©,, para ello veremos que se cumplen ambas
contenciones. Supongamos que f € 6,. Sabemos que 1/D(p) € ©, ya que
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dado ¢ € K[t] cualquier factor irreducible de p se tiene que g { D(p) por ser p
un polinomio normal, luego 1/D(p) € 6, . Como esto es cierto para cualquier
factor irreducible de p, se tiene que 1/D(p) € ©,. Por lo tanto f/D(p) € ©,,
luego pf/D(p) € pO, y en consecuencia res,(f) = m,(pf/D(p)) = 0 ya que
vimos en el teorema 2.4.4 que ker(m,) = pO,. Luego ©, C Ker(res,). Re-
ciprocamente, sea f € Ker(res,). Entonces, res,(f) = m,(fp/D(p)) = 0.
Luego por el teorema 2.4.4, fp/D(p) € pO,, es decir, f/D(p) € ©,. Luego
fe0B,yaque D(p) €O,y f= fD(p)/D(p). Por lo tanto, queda probado
que O, = Ker(res,).

Por ultimo veamos que res, es un isomorfismo de K —espacios vectoriales
entre R,/0, y K|[t|/(p). Sabemos que 7, es un homomorfismo de anillos.
Luego dados f,g € R, y c € K, se tiene que

resyl(cf +g) =, (W)

- (5{;) o (1%) N

= my(c)res,(f) + resy(g).

Como ¢ € K, my(c) = c. Luego, res,(cf+g) = -res,(f)+res,(g) en Kt]/(p),
quedando probado que res, es un homomorfismo de K — espacios vectoriales.
Nos falta ver que es una biyeccién. Sabemos que 7, es una aplicacién sobre-
yectiva por el teorema 2.4.4. Asi que dado w € K[t]/(p), existe g € O, tal que
mp(9) = wm,(D(p)). Consideramos ahora f = g/p, entonces fp = g € O,,
luego f € R, y

_ p o\ _ mg) _ m(fp)
res(f) = P(f D<p>> (DP) ~ m(DW)

Luego la aplicacion res, es sobreyectiva. Ademads, por ser ker(res,) = ©, po-
demos concluir que res, es un isomorfismo de K —espacios vectoriales entre

Ry /0, y K[t]/(p). |

Definicién 2.4.8 Se dice que f € k(t) es reducible con respecto a la deriva-
cton D si su denominador es especial con respecto a D.
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Se dice que f es simple con respecto a D si su denominador es normal con
respecto a dicha derivacion.

Teorema 2.4.6 Sea f € K(t)\ {0} yp € K[t] un polinomio irreducible.

1. Sip es un polinomio normal, entonces se cumple que

= v, (D(f)) = v,(f) — 1 siv,(f) #0.
» u,(D(f)) >0 siv,(f) =0.

Ademas,
Wp(pl_vp(f)D(f)) = Up(f)ﬂp(p_vp(f)f)ﬁp(D(p))'

2. Si p es un polinomio especial, entonces v,(D(f)) > v,(f).

3. St p es un polinomio especial de primer tipo y v,(f) # 0, entonces

vp(D(f)) = vp(f)-

Demostracion:

Sean p € K]Jt] un polinomio irreducible y f € K(t) \ {0} y denotamos
n = v,(f). Dado g = fp™™, por ser p irreducible, se tiene que g € ©, por el
quinto apartado de la proposicion 2.4.4. Ademaés, al aplicar la derivada D,

D(f) = D(gp") = p"D(g) + gnp" " D(p). (2.8)

Consideramos ahora g = b/c donde b, ¢ € K[t y mecd(b,c) = 1. Como

vp(9) = vp(fp™") = vp(f) + v (p™") = vp(f) — nvp(p) =n —n =0,

entonces v,(g) = v,(b) — v,(c) = 0, es decir, v,(b) = wv,(c). Pero no pue-
de ocurrir que v,(b) y v,(c) sean no nulos al mismo tiempo, ya que sino
b y ¢ tendrian una potencia de p como divisor comun, contradiciendo que
med(b, ¢) = 1. Luego v,(b) = v,(c) = 0. Ademds, como

D(g) = cD(b) — bD(c)’

c2
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entonces tenemos que
v,(D(g)) = vy(eD(b) — bD(c)) — v,(c*) = v,(eD(b) — bD(c)).

Luego, por ser ¢cD(b) — bD(c) € Kt], se tiene que v,(D(g)) > 0.

Sin =0, entonces f = g y por tanto D(f) = D(g) € ©,. Luego v,(D(f)) =
vp(D(9)) = 0y

vp(PD(f)) 2 vp(p) + vp(D(f)) > v,(D(f)) = 0.

Es decir, v,(pD(f)) > 0 y por tanto pD(f) € p©, = ker(m,), por la pro-
posicion 2.4.4 y el teorema 2.4.4. Y se concluye que w(pD(f)) = 0. Todo lo
anterior es cierto para cualquier polinomio, ya sea normal o especial, por lo
que (1) y (2) quedan probados para el caso n = 0.

Supongamos ahora que n # 0:

1. Consideramos que p es un polinomio normal, es decir, med(p, D(p)) = 1
y por tanto, v,(D(p)) = 0. Por ser p un polinomio irreducible por hipé-
tesis, la ultima igualdad equivale a que D(p) € ©,, por la proposicién
2.4.4. Ademas,

vp(ngp" ' D(p)) = vp(n) + vy(g) + v (P" 1) + v,(D(p)) =
=0+04+4n—-140=n—-1<n

vp(p"D(9)) = vp(p") + vp(D(g)) > n.

Luego

up(D(f)) = vp(p"D(g) + gnp™ ' D(p)) =
= min(vy(p" D(9)), vp(gnp" ' D(p))) =
=n—1=v,(f)— 1.

Quedando probada la primera parte. Asi que

v " D(f)) Z o) +up(D(f)) =L —n+n—1=0,
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es decir, p' ™" D(f) € ©,. Ademds, sabemos que g, D(g),p, D(p) € ©,
y que 7, es un homomorfismo de anillos,

mp(p' " D(f)) = mp(pD(9)) + mp(gnD(p)) =
= mp(p)mp(D(9)) + nmy(g)mp(D(p)) =
= nm,(g)mp(D(p)) =
= nmy(fp")mp(D(p)) =
= v (F)mp(fp~ ), (D (p).-

2. Sea p € S,y veamos que v,(D(f)) > v,(f). Sabemos que

D(f)=p"D(g) + gnp" ' D(p),

luego

vp(D(f)) = vp(p"D(g) + gnp" ' D(p)) >
> min (v,(p"D(9)), vp(gnp" ' D(p)))

Por definicién med(p, D(p)) = 1, es decir, p|D(p). Luego v,(D(p)) > 1.
Asi que,

vp(ngp" "' D(p)) = vy(9) +v,(P" 1) +up(D(p)) 2 —1+1=n.
Ademas,

0,(0" D(9)) = 0,(p") + 0,(D(g)) = nuy(p) + 0,(D(g)) = .

Y por tanto, se concluye que v,(D(f)) > n = v,(f).

3. Sea p € 57 y supongamos que n # (0. Comenzanos probando este
apartado del teorema suponiendo que p =t — «a, a € K. Por definicién
de polinomio especial de primer tipo se tiene que p,(«) no es una
derivada logaritmica de un K —radical, siendo
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Consideramos ahora h = D(g) 4+ np,g. Como p es un polinomio es-
pecial de primer tipo, en particular es un polinomio especial, luego
med(p, D(p)) = p, es decir, p|D(p). Por lo tanto, p, € K[t]. Ademas,
como

Up(Pa) = p(D(p)/p) = vp(D(p)) = vp(p) 21 =1 =0,

entonces p, € 0©,. También sabemos que g, D(g) € ©,, asi que h € O,
y podemos aplicarle el homomorfismo 7, dando como resultado

Tp(h) = mp(D(9) + npag) = 7Tp(D(g» + Tp(nPag)-

Como v,(g) es nulo, entonces g ¢ pO, = ker(m,), por la proposicién
2.4.4. Luego, m,(g) # 0. Supongamos que m,(h) = 0, entonces usando
que I = (p) es un ideal diferencial de K[t|] y que, por la proposicién
2.1.3, D*om, =m0 D, donde D* es la derivacién inducida en Kt]/I,
se tiene que:

m(D(g)) _ D*(my(9))
mp(9) mp(9)
donde m,(g) € K|[t]/(t—a). Pero K[t]/(t—a) ~ K y D* es una extensién
de la derivacién D, luego m,(g) € Ky D(m,(g)) = D*(m,(g)). Todo esto
implica que p, es una derivada logaritmica de un K —radical, llegando
a contradiccion, ya que habiamos supuesto que p era especial de primer
tipo. Asi que m,(h) # 0, es decir, h ¢ ker(m,) = pO,, luego v,(h) = 0.

Por lo tanto, como

D(f) =ngp" 'D(p) +p"D(g) =

= p"(ngp~'D(p) + D(9)) =
= p"(ngpa + D(g)) = p"h,

—Npo = —n7p(pa) =

)

se tiene que

Ahora supongamos que p es un polinomio arbitrario de grado m y
consideremos K la clausura algebraica de Ky p= (t —aq) ... (t —ay)
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la factorizacién del polinomio p en K. t es un monomio en K y t —oy; €
S i)k 10ego p € Sy iy Y& que el producto finito de polinomios
especiales es especial y si consideramos « una raiz de p en S, entonces es
raiz de algtn factor de p en Sy, luego p, () no es derivada logaritmica
de un K (o) —radical. Luego v;_q,(f) = n para cada i, por lo tanto por la
primera parte de este apartado v;_,,(D(f)) = n. Luego v,(D(f)) = n.

Proposicién 2.4.6 Sean f € K(t) y p € K[t] un polinomio irreducible y
normal.

. Si f es simple entonces v,(f) > —1.

. Se tiene que f es reducible con respecto a la derivacion D si y solo si,

vp(f) > 0.

. El conjunto de todos los elementos reducibles de K (t) con respecto a la

derivacion D es un subanillo diferencial de K (t)

Demostraciéon:

1. Sea f € K(t) y escribamos f = a/b siendo a,b € K[t], mcd(a,b) =1y

b# 0,y seap € K|t| un polinomio irreducible y normal. Si f es simple
entonces b es normal, es decir, med(b, Db) = 1. Luego b es un polinomio
libre de cuadrados.

= Si p|b entonces p 1 a, luego v,(f) = vy(a) — v,(b) = —v,(b) > —1
por ser b libre de cuadrados.

» Si p 1 b, entonces puede ocurrir que p divida a a o que no. Si
ocurre lo primero, entonces v,(f) = v,(a) > 0. En caso contrario,

vp(f) = 0.

Por tanto, se concluye que en cualquier caso v,(f) > —1.
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2. Consideramos de nuevo f € K(t) y escribimos f = a/b siendo a,b €
K[t], med(a,b) = 1y b # 0. Sea p € K[t] un polinomio irreducible
y normal. Veamos la primera implicaciéon. Para ello supongamos que
f es un polinomio reducible con respecto a D. Entonces b es especial.
Luego p t b, ya que de hacerlo, entonces p seria un polinomio especial
contradiciendo que p es normal. Luego v,(b) = 0y v,(f) = v,(a) > 0.
Reciprocamente, supongamos que v,(f) > 0, y sea p € K[t] un factor
irreducible y normal de b. Por ser p un factor de b, entonces p 1 a,
luego v, (f) = —v,(b) < 0, contradiciendo la hipdtesis de que la funcién
orden evaluada en f era positiva para cualquier polinomio irreducible
y normal de K[t]. Por lo tanto, todos los factores irreducibles de b son
especiales, luego b también lo es por ser su producto. Y queda probado
que f es reducible con respecto a la derivacion D.

3. El conjunto de todos los elementos reducibles de K (t) con respecto a
la derivacién D es un conjunto no vacio, ya que K[t] pertenece a dicho
conjunto. Consideramos f, g reducibles con respecto a la derivacién D
y p € K][t] irreducible y normal. Por el apartado anterior, sabemos que
vp(f) = 0y vp(g) = 0. Luego vy(f — g) = min(vy(f), vp(—g)) = 0 por
ser v,(—g) = v,(g) > 0. Asi que, de nuevo por el apartado anterior,
[ — g es reducible. Ademas, v,(fg) = v,(f) +v,(g) > 0, es decir, fg es
reducible. Por lo tanto, el conjunto de todos los elementos reducibles
de K (t) con respecto a la derivacién D es un subanillo de K ().
Veamos que es diferencial. Para ello vamos a probar que D(f) pertenece
a dicho conjunto, viendo que v,(D(f)) > 0 y aplicando el apartado
anterior. Si v,(f) > 0 entonces por ser p normal podemos aplicar el
teorema 2.4.6, obteniendo v,(D(f)) = v,(f) — 1 > 0. En otro caso,
vp(D(f)) > 0 de nuevo por el teorema 2.4.7. Luego se concluye que
el conjunto de todos los elementos reducibles de K (¢) es un subanillo
diferencial de K(t).

Proposicién 2.4.7 Sea f € K(t)\ {0} y p € K[t] irreducible. Entonces,
1. vw(Df/f) =z -1

2. Se da la igualdad en (1) si y solo si, vy,(f) # 0 y p es normal.
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Demostracion:
Sea f € K(t) \ {0} y p € K|[t] irreducible. Denotamos n = v,(f) y m =
v,(Df) para facilitar la demostracion.

L. v,(D(f)/f) =m—n > —1, ya que por la proposicién 2.4.6 se tiene que
m=n—1om>0=n.

2. Supongamos que v,(D(f)/f) = —1, entonces m —n = —1, es decir,
m =n—1 < n. En el teorema 2.4.6 vimos que m > n si p es un
polinomio especial, o si n = 0. Luego debe ser p un polinomio normal,
y vp(f) # 0.

Reciprocamente, supongamos que n # 0 y p es un polinomio normal.
Entonces por el teorema 2.4.6, m =n — 1, es decir, v,(D(f)/f) = —1.



Capitulo 3

El teorema de Liouville

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el teorema de Liouville.
Pero antes daremos unos conceptos necesarios para ello. Consideramos k£ un
cuerpo diferencial de caracteristica cero y K una extension de k. Denotamos
d a la derivacion en K.

Definicién 3.0.1 Se dice que t € K es una primitiva sobre k si d(t) € k, es
decir, si existe un elemento a € k tal que d(t) = a.

Proposicién 3.0.1 Sea t una primitiva sobre k de modo que d(t) no sea la
derivada de ningun elemento de k, entonces d(t) no es la derivada de ningin
elemento de una extension algebraica de k.

Como consecuencia, t no puede ser algebraico sobre k, por lo que debe ser
trascendente sobre k.

Demostracion:

Sea t € K una primitiva sobre el cuerpo diferencial k, es decir, a = d(t)
para un cierto a € k, y supongamos que a no es la derivada de ningin
elemento de k. Vamos a razonar por reduccion al absurdo, considerando una
extension algebraica E de k, y suponiendo que existe un e € E de modo
que d(e) = a. Consideramos la aplicacion traza T : k(e) — k, y T'(e)/N € k,
donde N es el grado de la extension [k(e) : k]. Cabe observar que N es no nulo
debido a que nos encontramos en un cuerpo de caracteristica cero. Sabemos,
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por la proposicion 2.2.4, que las aplicaciones T y d conmutan. Luego

T(e) 1 1 1 1
d{——= | =—=d(T = —T(d = _—T(a) = — =
(5] = §atren = §70e) = 7@ = Ya=a
contradiciendo que a no es derivada de ningtun elemento de k. |
Teorema 3.0.1 » Sit es trascendente y es una primitiva sobre k, y se

cumple que ctes(k(t)) = ctes(k), entonces d(t) no es la derivada de
ningun elemento de k.

» Sit es una primitiva sobre k y d(t) no es la derivada de ningin ele-
mento de k, entonces t es un monomio sobre k, ctes(k(t)) = ctes(k),
y se cumple que S = k, siendo S el conjunto de todos los polinomios
especiales.

Demostracién:

» Seat transcendente y una primitiva sobre k y supongamos que ctes(k(t))
ctes(k). Vamos a razonar por reducciéon al absurdo, suponiendo que
existe un elemento b € k tal que d(t) = d(b). Entonces d(t — b) =
d(t) —d(b) = 0, luego t — b € ctes(k(t)) = ctes(k). Por lo tanto,
t —b € k siendo t un elemento trascendente sobre k, lo que es absurdo.
Asi pues, d(t) no es la derivada de ningtn elemento de k.

» Sea ¢ una primitiva sobre k, es decir, existe a € k tal que d(t) = a.
Consideramos k la clausura algebraica de k y supongamos que @ no
es la derivada de ningtin elemento de k. Entonces, por la proposicion
3.0.1, se tiene que d(e) # a, para cualquier e € k. Luego t debe ser
trascendente y como d(t) € k, se tiene que ¢ es un monomio sobre k,
por la definicién 2.3.1.

Veamos ahora que S = k. Por definicion, £ C S. Para ver la otra
contencién, vamos a razonar por reduccién al absurdo. Supongamos
que p € S\ k y consideremos r € k una raiz del polinomio p. Entonces,
d(r) = d(t) = a por la proposicion 2.3.3, lo que contradice que d(e) # a



73

para todo e € k. Luego p € k v, por tanto, queda probada la igualdad.

Veamos por tltimo que ctes(k) = ctes(k(t)). Por ser k(t) una exten-
sién diferencial de k, se tiene que ctes(k) C ctes(k(t)). Para la otra
contencién, consideramos ¢ € ctes(k(t)). Entonces la proposicién 2.3.4,
se tiene que tanto el numerador como el denominador de ¢ son espe-
ciales. Luego por ser S = k, ambos deben estar en k, es decir, ¢ € k.
Quedando probada la igualdad y, por lo tanto, el teorema.

Definicién 3.0.2 Un elemento t € K* es una hiperexponencial sobre k si
d(t)/t € k, es decir, si existe un elemento a € k de modo que d(t)/t = a.

Teorema 3.0.2 » Sit es trascendente y es una hiperexponencial sobre
k, y ctes(k(t)) = ctes(k), entonces d(t)/t no es la derivada logaritmica
de ningun radical sobre k.

» Sit es una hiperezponencial sobre k de modo que d(t)/t no sea una
derivada logaritmica de ningun radical de k, entonces t es un monomio
sobre k y ctes(k(t)) = ctes(k). Ademds, el conjunto formado por todos
los polinomios especiales e irreducibles coincide con el conjunto forma-
do por los polinomios especiales de primer tipo e irreducibles. Ademds,
estos conjuntos estin formados unicamente por t.

Demostraciéon:

= Sea ¢ transcendente y una hiperexponencial sobre k y supongamos que
ctes(k(t)) = ctes(k). Vamos a razonar por reduccién al absurdo, supo-
niendo que existe un elemento b € k£* y un entero e no nulo tal que
nd(t)/t = d(b)/b. Entonces

te et ld(t)  ted(b) ! d(b)
d(b) - T o (ot =0
Luego & € ctes(k(t)) = ctes(k). Por lo tanto, £ € k siendo ¢ un
elemento trascendente sobre k, lo que es absurdo. Asi pues, d(t)/t no
es la derivada logaritmica de ningin radical de k.
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» Sea t una hiperexponencial sobre k y supongamos que a = d(t)/t no

es la derivada de ningin radical de k. Entonces, a no es la derivada
de ningun radical sobre la clausura algebraica de k, por la proposicién
2.3.5. Por lo tanto t debe ser trascendente y como d(t) = at € klt], se
tiene que t es un monomio sobre k.

Sea p = bt"™ donde b € k y m > 0. Entonces

d(p) = t™db + bmt™ 'd(t) =
=t"(d(b) + bmd(t)/t) =
= t"(d(m) + bma).

Luego p|d(p), es decir, med(p, d(p)) = p. Por lo tanto, p es un polinomio
especial. Sea ahora p € ST y supongamos que p tiene una raiz no nula
r € k*. Entonces, d(r)/r = d(t)/t = a por la proposicién 2.3.3. Esto
contradice que a no es la derivada de ningtin radical sobre la clausura
algebraica de k. Por lo que la tnica rafz de p en k es el 0. Luego debe
ser p = t, para ser especial, monico e irreducible.

Por definicién se tiene que ST C S, Veamos que se cumple la otra
contencién. Sea p € S". Entonces p = t siendo » = 0 la Unica raiz
de p en k. Tenemos que p, = py = d(t)/t = a, que no es la derivada
logarftmica de ningtin radical sobre k, por hipétesis. Luego p € SI™.
Por lo que se tiene la igualdad deseada.

Por ltimo, veamos que ctes(k(t)) = ctes(k). Por ser k() una extensién
diferencial de k, se tiene que ctes(k) C ctes(k(t)). Veamos ahora la
otra contencién. Sea ¢ € ctes(k(t)). Entonces la proposicion 2.3.4, se
tiene que tanto el numerador como el denominador de ¢ son especiales.
Luego, ¢ = bt?, donde b € k y ¢ es un ntimero entero. Supongamos que
tanto b como ¢ son no nulos. Entonces,

0= d(c) = d(b)t? + bgt™'d(t) = (d(b) + abg)t™.

Luego d(b)/b = qa. Por lo tanto, a es la derivada logaritmica de un
radical sobre k, contradiciendo nuestra hipotesis. Luego, debe ocurrir
que b =00 g =0,y por lo tanto, ¢ € k. Por consiguiente, ctes(k(t)) C
ctes(k).
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Definicién 3.0.3 Se dice que un elemento t € K es de Liouville sobre k si
es algebraico, o una primitiva o una hiperexponencial sobre k.

Sit es de Liouville sobre k, trascendente y ctes(k(t)) = ctes(k), se dice que
t es un monomio de Liouville.

Proposicién 3.0.2 Sea t un monomio de Liouville sobre k y f € k(t) tal
que d(f) # 0. Escribimos f = p/q con p,q € k[t] y siendo g mdnico.

w Sivoo(f) = 0 entonces, voo(d(f)) > 0.
» Sivs(f) # 0 entonces,

Voo (f) st dt)/tek y d(p))#0.

Voo (d(f)) = {
Vo(f)+1 st dtek y d(l(p)) =0.

Demostracion:

El primer punto es consecuencia del teorema 2.4.3. Supongamos por tanto
que vy # 0, entonces v, = m —n # 0, siendo m = gr(q) y n = gr(p).
Veamos cual es el valor de v (d(f)). Por ser f = p/q se tiene que

x) qd(p) — pd(q)
q? '
Luego
Voo (d(f)) = gr(¢*) — gr(qd(p) — pd(q)) =

= 2gr(q) — gr(qd(p) — pd(q)) =
= 2m — gr(qd(p) — pd(q)).

Supongamos ahora que p y ¢ son dos polinomios de la forma p = bt" +1r y
g =1t"+s,donde b € k* es el coeficiente lider del polinomio p y r,s € klt]
de modo que gr(r) <ny gr(s) < m.Y diferenciamos dos casos:

» Sit es una hiperexponencial, entonces dt/t = a € k. Asi que,

d(p) = d(b)t" + bnt"d(t) + d(r) = d(b)t" + bnt"a + d(r)

d(q) = mt™ 1 d(t) + ds = mt™a + d(s).
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Luego,

qd(p) — pd(q) =

= (t"™ + s)(d(b)t" + bnt"a + d(r)) — (bt" + r)(mt"a + d(s)) =

= d()t"™™ + bnat™ " + t™d(r) + s(d(b)t" + bnt"a + d(r))—
— bmat™ ™ — bt"d(s) — r(mt"a + d(s)) =

= (d(b) + bna — bma)t™*" +t™d(r) + sd(p) — bt"d(s) — rd(q).

Ademas,
gr(d(s)) < gr(s) +max(0,6(t) — 1) < m,
gr(d(r)) < gr(r) + max(0,0(t) — 1) < n,
gr(d(p)) < gr(p) +maz(0,6(t) — 1) =

y

gr(d(q)) < gr(q) + maz(0,6(t) — 1) = m.

Luego los términos t™d(r), sd(p), bt™d(s) y rd(q) tienen grado estricta-
mente menor que m+n. Asi que, si probamos que d(b) +bna —bma # 0
entonces se tendra que gr(qd(p) — pd(q)) = m + n. Pero por ser ¢ una
hiperexponencial,

d(b) + bna — bma = d(b) + ba(n —m) = d(bt"™™).

Ademés, n # m y b # 0, luego bt"™ ¢ k y como ctes(k(t)) = ctes(k)
por ser t un polinomio de Liouville, se tiene que d(bt"~") # 0. Por lo
tanto, se concluye que

Voo(df) =2m —m —n=m —n = v (f).

Si t es una primitiva, entonces d(t) = a € k. Asi que,
d(p) = d(D)t"™ + bnt™td(t) + d(r) = d(b)t" + bnt" " a + d(r)

y
d(q) = mt™1d(t) + d(s) = mt™ ta + d(s).

Por lo tanto, se cumple que gr(d(q)) < m por ser
gr(d(s)) < gr(s) +max(0,6(t) — 1) < m.

Ahora separamos la demostracién en dos casos, distinguiendo si d(b) es
nulo o no.
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o Sid(b) # 0, entonces como gr(d(r)) < gr(r)+maz(0,0(t)—1) <n
se tiene que gr(d(p)) = n. Luego

gr(qd(p)) = gr(q) + gr(d(p)) = m +n

gr(pd(q)) = gr(p) + gr(d(q)) < n+m.

Por lo tanto, se concluye que

Voo = 2m — gr(qd(p) — pd(q)) = 2m — (m +n) =
=m—n=gr(q) — gr(p) = veo([)-
» Consideramos ahora el caso en el que d(b) = 0, y consideramos s

y r dela forma s = at™ ' +u y r = ft" ! + v, siendo u,v € K[t]
con gr(u) <m—1ygr(v)<n—1,y «, € k. Luego

d(s) = d(a)t™ " + a(m — 1)t™ % + d(u)

d(r) = d(B)t""" + B(n — )t"* + d(v).

Asi que, desarrollando tinicamente los coeficientes de los términos
de mayor grado para reducir la dificultad, se tiene que

qd(p) — pd(q)
= (t" 4+ 5)(bnt" ta 4+ d(r)) — (bt" +7r)(mt™ a + d(s)) =
(t" + at™ !+ u) (bnt" o+ d(B)" T + B(n — D"+ d(v)) -
— (bt™ + Bt o) (mt™ a4+ d()t™ ! 4 a(m 1)75’”_2 +d(u)) =
= (bna + d(B)t™ L + B(n — D™ 2 4 d(v)t™
+ (™t +u)d(p) — (bma + bd(a))t™ ™~
— ba(m — D™ — bd(u)t" — (Bt" " +v)d(q) =
= (ba(n —m) + d(B) — bd(a))t"™ "+
+ (B(n — 1) — ba(m — 1)) ™" 24
+ ()™ + (at™ " + u)d(p) = bd(u)t" — (Bt" " + v)d(q).

Sabemos que

gr(d(v)) < gr(v) + maz(0,6(t) — 1) <n —1



78

3.1.

CAPITULO 3. EL TEOREMA DE LIOUVILLE

gr(d(u)) < gr(u) +maz(0,5(t) — 1) <m — 1.

Ademas, por ser db = 0, se tiene que gr(d(p)) < n. Por lo tanto,
d)t™, (at™ ! + w)d(p), bd(u)t"™ y (Bt"~' + v)d(q) tienen grado
menor estrictamente que m +n — 1. Asi que, si probamos que el
coeficiente que acompaiia a t™*"~1 es no nulo, entonces gr(qd(p) —
pd(q)) = m+n—1. Es decir, veamos que ba(n—m)+d(f) —bd(«)
es distinto de cero. Pero como

ba(n —m) + d(B) — bd(a) = d (bt(n —m) + 5 — ba) ,
por ser d(t) = a y d(b) = 0, basta ver que
d (bt(n —m)+ B — ba) # 0.
Sabemos que n # m y b # 0, entonces bt(n —m) +  —ba ¢ k'y
como ctes(k(t)) = ctes(k) por ser t un monomio de Liouville, se

tiene que d (bt(n — m) + B — ba)) # 0. Concluimos entonces que

Vo(d(f))=2m—m+n—1=m+n—1=0v,(f) — 1.

Teorema de Liouville

Definicién 3.1.1 Se dice quet € K es un logaritmo sobre k si existe un ele-
mento a € k* tal que d(t) = d(a)/a. Un elemento t € K* es una exponencial
sobre el cuerpo k si d(t)/t = d(a) para un cierto a € k.

Definicién 3.1.2 Se dice quet € K es elemental sobre k sit es un elemento
algebraico, o un logaritmo o una exponencial.

La extension K del cuerpo k es elemental si existen ty,...,t, tal que K =
k(ti,...,t,) yt; es elemental en k(ty,...,t;—1) parai € {1,...,n}.
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Teorema 3.1.1 (Teorema de Liouville) Sea K un cuerpo diferencial y f €
K. Si existe una extension elemental E de K de manera que todos los elemen-
tos constantes de E sean los mismos que los de K, y un elemento g € F tal
que d(g) = f, entonces existen v € K, uy,...,u, € K* y c1,...,¢, elementos
constantes de K tal que

f:d(v)—i-zci

Uy

Obsérvese la similitud con el enunciado de la reduccién de Hermite.

Demostracion:

Supongamos que se cumplen las hipotesis del enunciado. Sean C' el con-
junto de todos los elementos constantes de K y E una extension elemental
de K con los mismos elementos constantes que este ultimo y g € F tal que
d(g) = f. Entonces existen tq,...,t,, € F tal que £ = K(ty,...,t,) vy cada
t; es elemental sobre K (tq,...t;_1). Vamos a probar el teorema por induccién
en m. Para m = 0, se tiene que £ = K, luego tomando v = g € K se
tiene que f = d(v), que es de la forma deseada. Ahora dado m>0 supon-
gamos que el teorema es cierto para cualquier extension elemental generada
por m — 1 elementos, y veamos que dadas las hipétesis del enunciado, existe
una una extension E de K, generada por m elementos que cumple el teo-
rema. Sea t = t; y F' = K(t). Entonces como K C F' C FE, se tiene que
los elementos constantes de F' coinciden exactamente con los de K, es decir,
ctes(F) = ctes(K) = C, yaque C C ctes(F) C ctes(E) = C. Ademés, f € F
y E = F(ty, .., 1) es una extension elemental de F' generada por m — 1 ele-
mentos, luego por hipétesis de induccién, existen v € F, uq,...,u, € F*y
c1, ..., cp € C tal que

d(uz‘)'

Uj

n
i=1
Continuamos la demostracion del teorema diferenciando si t es un elemento
algebraico o trascendente sobre K.

= Sit es algebraico sobre K:
Consideramos las aplicaciones traza, T' : F' — K,y norma, N : F — K,
y sea m = [F': K] el grado de la extensién F' sobre K o dimension del
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K-espacio vectorial F. Aplicando la primera aplicacion a la ecuacion
3.1, se tiene que:
)>

ya que la traza es una aplicacién lineal y las ¢}s son constantes en K.
Como f € K, T(f) =mf. Ademaés, por la proposicién 2.2.4,

d(u;)

Us

U;

T(f) =T (d@) + ;c ) ~ T(d(v)) + gciT (

T(d(v)) = d(T(v)),

es decir, T' conmuta con d. En esa misma proposicién también vimos

aue
r (4000 )

Uy

Luego

N d(N(ui))
=T(f)=d(T ———— .
mf = T() = A7) + e
Por lo tanto, si tomamos w = T'(v)/m € K y w; = N(u;) € K* tenemos
la igualdad deseada,

=dw)+ ) — .
=)+ 3 A
Si t es trascendente sobre K, entonces como ctes(F) = C, t es un

monomio de Liouville sobre K, como consecuencia de los teoremas 3.0.1
y 3.0.2. Consideramos un polinomio p € K[t| irreducible y normal. Por
la proposicién 2.4.7, se tiene que v,(d(u;)/u;) > —1, por lo que

%<é;Qd$0>::mW1G@<d$0>/i:1w.qn>zz—L

Veamos ahora que v,(v) > 0. Razonamos por reduccién al absurdo,
suponiendo que v,(v) < 0. Entonces, por el teorema 2.4.6, v,(d(v)) =
vp(v) — 1 < —1. Por lo tanto,

d(u;)

U

vp(f) = v, <d(v) + iCi ) = min(v,(d(v)), —1) < —1.
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Esto ultimo contradice que f € K, ya que si se cumple esto tltimo,
entonces v,(f) > 0. Asi que, v,(v) > 0, y como esto es cierto para
todo polinomio p € K|[t] irreducible y normal, entonces v es reducible
en F' por la proposicion 2.4.6. Consideramos ahora u; = w; HJ 1 pf]”,
donde w; € K*, todos e;; son enteros y cada p;; € K[t] es ménico e

irreducible. Entonces,

" Uu; nd(w; Jlfj”
fzd(v)+2cz-d( Z)Id(v)—l—Zci( IL=p ):

61]
i=1 U i=1 W H] 1 ng

() T g+ wid (T by )

_|_
n eupzil 1d pu)H?igpfﬁj CinDon " d(pins) T i B
Z +...+ =
+

613 e”
] 1 iJ H =1 ng
n n
eind(pir) Cin,d(Din;)
z Zci<+...+ |
i— i=1 Pi1 DPing;

Si alguno de los polinomios p;1, . . ., i, esta repetido, teniendo en cuen-
ta que e;1, . .., €;,, son enteros, podemos sacar factor comun, y podemos

suponer que todos los polinomios g; del segundo sumatorio son dife-
rentes. Asi, obtenemos la expresion

=1

)

N
d .
j=1 q;

donde b; € C'y ¢; € K|[t] son ménicos, irreducibles y coprimos, para
todoj=1,...,N.

Supongamos ahora que existe un ¢; de los anteriores que es normal,
digamos ¢;. Se tiene que v,,(qs;) = 1, y por ser todos qg.s coprimos,
vy, (q;) = 0 para todo j # J. Luego

0y, (b5(47)/45) = v4,(d(a1)) = vg,(a7) = —1
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por ser ¢y normal, y
vq; (bd(45)/45) = vq,(d(g;)) — v, (g5) = 0.
dlg)y —
Por lo tanto, v, (3,5 0;d(q;)/q;) > 0,y UqJ(Z;-Vﬂ bj%) = —1. Pero
¢ es un polinomio normal y d(v) es reducible en K (t), por ser v reduci-

ble en K (t) y el conjunto de todos los elementos reducibles de K (t) un
subanillo diferencial por la proposicién 2.4.6, por lo que v,,(d(v)) > 0.

Asi que,
) B _17

contradiciendo que f € K. Luego todos los polinomios ¢; son especia-
les. A partir de ahora vamos a separar la demostracion en dos casos,
diferenciando si t es exponencial o logaritmica:

v, (f) = min (dv,zn:cid(w

=1

i)’,zN:bj d(?j)

w; q

« Sitesuna exponencial sobre K, entonces d(t)/t = d(a) para algin
a € K. Ademas, por el teorema 3.0.2, t es el Uinico polinomio
irreducible que es especial, luego debe ocurrir que N =1y ¢, = t.
Por lo tanto, byd(q1)/q1 = bid(t)/t = byd(a). Luego

F=dw)+ 306X 4 byd(@) = d(o + ba) + 3062,

-1 Wi - W

donde v+bya es reducible en K (t). Supongamos que v(v+bia) <
0, entonces
v (d(v + bra)) = v(v + bra) <0,
por el teorema 2.4.6, ya que t es un polinomio especial, moénico
e irreducible. Luego v;(f) < 0, contradiciendo que f € K. Luego
v (v+bia) > 0y por tanto, v+bja € K|t]. Ademés, como d(t)/t €
K, se tiene que voo(d(v + b1a)) = v (v + bya), por la proposicion
3.0.2. Por lo tanto, gr(d(v + bia)) = gr(v + bya). Luego como
f:d(v+b1a)+ZcZ- ( )

i—1 wi

€K,

entonces gr(v + bya) = 0. Asi que, concluimos que v + bja € K'y

f=dw+ba)+ i c,d<wl)

i=1 wi

€K,

que es de la forma deseada.
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e Sit es un logaritmo sobre K, entonces d(t) = d(a)/a para algin
a € K*. Ademéds, por el teorema 3.0.1, todo polinomio irreducible
es normal. Luego por ser todos los polinomios g; irreducibles y
especiales, debe ocurrir que N = 0. Asi que,

i=1

i

es decir,

" d
~Y e (w
i=1 @
Por lo tanto, v (dv) = 0y por la proposicién 3.0.2, como d(t) € K
entonces debe ser v = mt + [ donde m,l € K y d(m) = 0. Asi
pues, concluimos que

n

+Zc1 dlws) _ (m)t + d(t)m + d(1) Jrzcz

=1

Cijmdel Z

que es de la forma deseada.

3.1.1. Ejemplo de aplicaciéon del teorema de Liouville

Sean f(z) y g(z) dos funciones en C(z) de modo que g(z) no es una
funcién constante. Denotamos K = C(z). Veamos que la condicién necesaria
y suficiente que deben cumplir dichas funciones para que la solucion de la

integral
] FEe

venga dada en términos de funciones elementales es que f = d(a) + ad(g),
siendo a € C(z).

Supongamos que [ f(2)ed*) es elemental, y consideramos t = ¢9*) de mo-
do que d(t)/t = d(g). Entonces, por definicién, t es una exponencial. En
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particular, ¢ es una hiperexponencial. Para aplicar el teorema de Liouville
a nuestra funcién, necesitamos que ctes(K(t)) = ctes(K) y que t sea tras-
cendente. Para ello, vamos a probar que d(t)/t no es la derivada logaritmica
de ningiin K —radical. Una vez probado esto, estaremos en condiciones de
aplicar el teorema 3.0.2, del que obtendremos que ¢ es un monomio sobre K
y que ctes(K(t)) = ctes(K). Ademads, por definicién de monomio sobre K,
tendremos que t es trascendente. Por lo tanto, veamos que dt/t no es la de-
rivada logaritmica de ningun radical sobre K, es decir, que no existe ningin
h(z) € C y ningin entero n tal que

d(t) _ d(h)
d(g) =n—=" = —=. 3.2
nd(g) =n— T (3.2)
Vamos a razonar por reduccién al absurdo, suponiendo que existen un ele-
mento A € C(z) y un entero no nulo n de modo que se cumpla la igualdad

3.2.

» Si h(z) € C, entonces @ = 0. Hemos llegado a un absurdo, ya que

g(z) no es una funcién constante, luego su derivada no puede ser nula.

» Sea h(z) ¢ C. Entonces, @ € C(z). Consideramos zy un polo de
d(h(z))/h(z). Este es de orden uno, por la forma en la que viene definida
la funcién. Entonces, por ser

2o debe ser un polo de d(g(z)) del mismo orden. Pero, como vamos a
ver a continuacion, todos los polos de d(g(z)) tienen orden 0 o mayor
o igual que 2. Vamos a probarlo, separando en dos casos, dependiendo
de si zg es un polo o no, de g(z):

 Si zp no es un polo de g(z), entonces
9(2) = g0+ g91(2 — 20) + g2(2 — 20)2 +....

Luego,
d(g(2)) = g1 +292(2 — 20) + ...,

es decir, d(g(z)) no tiene polo en z.
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e Si zy es un polo de g(z) de orden k > 1, entonces zy es un polo
de d(g(z)) de orden k + 1. Y por el punto anterior, llegamos a un
absurdo.

Por lo tanto, todos los polos de ¢(z) tienen orden nulo, o mayor o igual
que 2. Pero todos los polos de d(h(z))/h(z) tienen orden 1. Luego no
puede darse la igualdad 3.2.

Por lo tanto d(g(z)) no es la derivada logaritmica de ningin K —radical.
Luego, aplicando el teorema 3.0.2, se tiene que t es un monomio sobre K y
que ctes(K(t)) = ctes(K).
Ahora, podemos aplicar la demostracion del teorema de Liouville, en el caso
en el que t es trascendente y exponencial, este teorema nos dice que podemos
expresar la funcién f(z)e?(z) de la siguiente forma:

ft = dw) + 62D 4 37

t =

donde b € ctes(K), v € K(t) y cada w; € K. Luego,

d(v) = f(2)t — b zjj (3.3)

Ademas, por ser v € K (t), utilizando la descomposicién en fracciones simples,
es de la forma

- Aut) Ry s Al
A(t) + => btV + , (3.4)
Zaw &R
siendo A(t) € K y todos los A(t) € K|t],qr(t) € K|t] ménicos, irreducibles
y coprimos dos a dos, y gr(A;(t)) < gr(qi(t)). Luego
Ui (t)
dv =" (d(b;) + jb;d(g))t + Zd ( (t)> (3.5)
§=0 =1

Probemos ahora que en la expresion 3.4 el inico polinomio g(t) que aparece
es el polinomio t. Supongamos que qx(t) # t. Por lo tanto, por el teorema
3.0.2, qi(t) es normal.
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Aplicando el teorema 2.4.6, se tiene que

a0 (20) 200 (1 30)) 20

w(t)
sik = k, Vi (t) (2/225))) —-I<0= Vi (t) (d <;Z<(g>> =—l—-1<0.

Luego en 3.5, se tiene que vy, (1) (d(v)) = —ni—1 < 0. Por otra parte, tomando
q(t) cualquier polinomio normal, irreducible y moénico, y aplicando v, a la
ecuacién 3.3, se tiene que vy (d(v)) > 0. Luego, necesariamente, debe ser
qr(t) = t, para todo k. Luego, podemos escribir v, de la siguiente forma

> bt

j=—m

Ademas, 3.5 queda como

m

dv =% (d(b;) + jbsd(g)¥’

j=—m’

Asi que, tomando m = 1, se tiene que d(by) + bid(g) = f, es decir, eligiendo
a = by tenemos la igualdad deseada.

Reciprocamente, si f = d(a) + ad(g), entonces
fe? =d(a)e? + ad(g)e?! = d(ae?),

donde aed es una funcién elemental.
Ejemplo:

Con este ultimo razonamiento podemos ver, por ejemplo, que la integral
de la funcién e~ no puede expresarse en términos de funciones elementales.
Vamos a razonar por reducciéon al absurdo, suponiendo que dicha integral es
elemental, entonces por el razonamiento anterior existe un elemento a € C(z)

de modo que f(z) = d(a)+ad(g(z)), donde f(z) = lyg( )— —22. Entonces,
(2) vy a(2)

son polinomios de C[z]. Ademé&s, podemos suponer sin perdlda de generalidad
que p(z) y ¢q(z) no tienen raices en comin. Luego,

d(p(2))a(z) — d(a(2)p(z) | p(2) .
EE T

1 = d(a) — a2z. Supongamos que a es de la forma a =

1=
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es decir,

Por lo tanto,

d(q(2))p(2) = q(2) (d(p(2))q(z) — p(2)22 — ¢(2)) .

Supongamos que el polinomio ¢(z) tiene una raiz R de multiplicidad m, es
decir, (z—R)™|q(2). Entonces, p(R) # 0, ya que p(z) y ¢(z) son coprimos por
hipétesis. Asi que, por la igualdad anterior R debe ser una raiz de d(q), de
hecho, debe ocurrir que (z — R)™|d(¢q(z)). Pero hemos llegado a un absurdo,
ya que d(q) y ¢ no pueden tener una misma raiz con igual multiplicidad.

Por lo tanto, ¢(z) no tiene raices, es decir, es un polinomio constante. Sea
q(z) = ¢, entonces a = Z@, es decir, a es un polinomio. Pero,

0= gr(1) = gr (d(a(2)) — a(2)22) = gr(a) + 1,

es decir, hemos llegado a contradiccion. Por lo tanto queda probado que
[ e " no es una integral elemental.

Siguiendo el mismo razonamiento, puede probarse que funciones como %ez o}
sen(z)

—= no poseen integral elemental.
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