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Capitulo 1

1. Introduccion

El objetivo de esta memoria es la descripcién del llamado algoritmo de Thomas para la
descomposicion un sistema de ecuaciones algebraicas en subsistemas triangulares simples.
El objetivo del algortimo de Thomas es la descripcién del espacio de soluciones de un sis-
tema de ecuaciones diferenciales, en esta memoria nos restringiremos al caso de ecuaciones
algebraicas. En este caso el algoritmo de Thomas descompone el espacio de soluciones de
un sistemas de ecuaciones algebraicas en una tnion disjunta de conjuntos de soluciones
de sistemas triangulares simples.

Podriamos entender de forma muy grosera que el algoritmo de Thomas es una generali-
zacion del método de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales de Gauss al caso de
sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales.

Existen en literatura muchos otros métodos de descomposicién de sistemas de ecuaciones
algebraicos, como pueden ser los métodos de Grobner, o métodos llamado de cadenas
regulares. Aunque no entraremos en la comparacion entre dichos métodos. Estos ultimos
métodos estan mas enfocados a una descomposicién del ideal generado por el sistema de
ecuaciones con propiedades interesantes que permiten obtener propiedades del conjunto
de soluciones, pero no buscan la descomposicion disjunta del conjunto de soluciones como
es el caso de la descomposicion de Thomas.

Cuando tenemos un sistema lineal podemos obtener un sistema equivalente triangular,
pero en el caso del algoritmo de Thomas, lo que obtenemos son un conjunto de sistemas
triangulares simples de tal forma que el conjunto de soluciones del sistema original es unién
disjunta de los conjuntos de soluciones de los sistemas triangulares simples obtenidos.
A diferencia del caso lineal, estos sistemas triangulares pueden contener ecuaciones e
inecuaciones.

Por tener un contexto, si por ejemplo tenemos un sistema lineal triangular S = { £y, Es, E3},
siendo,

E1 = 41’1 + 31‘2 — 3ZE3 — 4£L'4 = O,
E2 I:$2+l‘3+31’4:0,
E3 = 5%3 + 21’4 =0.

Hemos ordenado las variables como xy > x5 > 13 > 24.



Para cada x; denotamos S.,, el subconjunto de S formado por las ecuaciones de S que
involucren unicamente las variables desde x;,; a x4. La propiedad principal de un sistema
lineal triangular es que para describir su conjunto de soluciones, se puede proceder por
el método de sustitucién inversa, dependiendo de que en el S exista una ecuacién con
variable maxima x; entonces, o bien existe un tnico elemento ¢; tal que (¢;, civ1, ..., ¢n)
es solucién de S, o bien para todo ¢;, (¢, ¢ip1, ..., o) es solucion de S, .

i—17

En nuestro ejemplo Ve, € K, ¢4 es solucién de S—,,, pues, Sc,, = 0; Vey € Sol(S<yy) Iles

tal que c3 = _?)‘34, es decir sélo hay una tnica opcion para cs.

En cambio si tenemos un sistema triangular , por ejemplo,
E; :=42% + 323 — 3x3 — 4x4 = 0,
Ey :=x9 + 23 + 323 = 0,
E3:= (x4 — 1)22 + 2423 + 424 = 0.

Veq € K como Sop, =0, ¢y € Sol(S<y,). En este caso cabria esperar que Vey € Sol(S-,,)
que existan tantos elementos c3 como el grado en x3 del polinomio que involucra solamente
a las variables z3 y x4 de modo que (cs, ¢4) sea solucién de S—,,. Pero en cambio esto ocurre
unicamente si ¢y # 1y ¢4 # 0. Para garantizar esta propiedad, se anade a la condicion de
ser triangular dos propiedaes mas: la de no anulacién de los coeficientes principales, y la
anulacion de los discriminantes.

En comparacién con otras descomposiciones, la descomposicién de Thomas siempre cons-
truye una descomposiciéon disjunta del conjunto de soluciones.

La disyuncién de la descomposicion de Thomas combinado con las propiedades de los
sistemas simples, (definicién 3.3.1) proporciona una 1til forma para encontrar soluciones
a los sistemas polinémicos.

A la largo de este trabajo estudiaremos varios temas que tienen siempre como objetivo
conseguir un algoritmo completo para la descomposicion de Thomas.

En el primer capitulo estudiaremos las resultantes, para empezar sobre una variable y
después de mas de una variable, esto nos servira de base para el estudio de subresultantes
y también veremos algin resultado que nos servird de gran ayuda en el capitulo 3 en
alguna demostracién de algortimos y resultados de gran importancia.

Para finalizar el primer capitulo, llegaremos a una parte mucho mas importante, las subre-
sultantes. Las estudiaremos a fondo, empezando por su definicién y definiendo notaciones
y propiedades para poder ver resultados en més profundidad. Una vez tenemos todas las
nociones de subresultantes y propiedades, empezaremos a ver resultados importantes que
nos ayudaran a acabar el capitulo, con la parte mas importante de todas, donde relaciona



la secuencia polinomial de restos subresultantes(PRS), con las subresultantes. Estos resul-
tados no seran demostrados ya que se escapan de nuestro trabajo y llevaria un trabajo que
es demasiado extenso, pero podriamos encontrarlo en el libro Mishra que mencionaremos
mas tarde. Estos ultimos resultados mencionados son de gran importancia para ayudar a
demostrar lemas y proposiciones del capitulo 3.

Por 1ltimo en el capitulo 3, llegamos al tema principal del trabajo, el algoritmo de Thomas.

Para empezar daremos unas definiciones y conceptos previos, donde primeramente deja-
remos claro la notacién que usaremos hasta el final. También introduciremos la definicion
de sistemas simples, y daremos ejemplos para saber qué son, una vez conseguido eso
veremos la definicién de descomposicion de Thomas. Para seguir el capitulo veremos la
descomposicion algebraica de Thomas, dénde veremos el algoritmo Reduce, que es el més
importante de todos los que hay y lo veremos en detalle, y nos ayudara a introducir la
ultima parte del trabajo que es la descomposicion de Thomas.

Para finalizar veremos todos los subalgortimos que se utilizan en el algoritmo principal,
donde veremos como se programaria y también en un esquema dénde podemos ver todo
mas claro.






Capitulo 2

2. Resultantes y Subresultantes

2.1. Resultantes

En esta seccion veremos las resultantes, primero en una variable ya que nos servira de
base para luego ver la resultante en varias variables. En todo este capitulo, salvo que se
diga lo contrario denotaremos por K un dominio de factorizacién tnica.

Definicién 2.1.1: Un polinomio no nulo f(x) € K|x] esta definido por:

f(.l’) = Z aixia
i=1

con a, € K, a, # 0y el grado de f es n.

Lema 2.1.2: Sea K un dominio de factorizacién unica y sean f,g € K[x] ,polinomios
con grado m y m, mayores que cero respectivamente. Entonces f(x) y g(x) tienen un
factor comun distinto de una constante si y sélo si existen polinomios al menos uno de
ellos distintos de cero, A, B € K|z| tal que deg(A) < m — 1, deg(B) < n — 1y cumple
Af+ Bg=0.

Demostracién: Por el lema de Gauss K|[z| es un dominio de factorizacién unica.

=) Supongamos que f y g tienen un factor comin no constante h € K[z]. Por tanto
existen f1,¢q1 € K[X] tal que, f =hfiy g = hg.

Como los grados de f y g son mayores que 0 (estrictamente), los polinomios f; y g; son
no nulos.

Consideramos ahora:

g f +(=fi)g = gi(hf1) + (= f1)(hg) = 0.
Observamos que deg(f1) < n— 1y deg(¢g1) < m — 1, debido a que el grado de h es al
menos 1, por tanto tomando A = ¢g; y B = f; llegamos a lo que buscabamos.
<=) Vamos a razonar por reduccion al absurdo.

Supongamos que f y g no tienen factores comunes, entonces med(f,g) = 1. Por tanto
existen dos polinomios R, S € K[z]| y un elemento no nulo ¢ € K tales que,

Rf+Sg=ce K.



Por la propiedad de que A, B # 0, podemos suponer que B # 0 y por tanto multiplicando
por B y usando que Af + Bg = 0 (operando Af = —Bg), llegamos a que,

Be= B(Rf + Sg) = RBf + SBg = RBf — SAf = (RB — SA)f.

De la igualdad Be = (RB — S A) f implica que deg(B) > deg(f), ya que K es un dominio.

Entonces como B es no nulo, y como tenemos que (RB — SA)f # 0 y sabiendo que
deg(f) = n, nos indica que el grado de B es > n, que esto seria absurdo ya que hemos
supuesto que es estrictamente menor que n.[]

Vamos a definir la siguiente aplicacién, donde S; denota al espacio vectorial de los poli-
nomios de grado a lo sumo [ con coeficientes en el cuerpo Fr(K) de fracciones de K.

Qbi Sm—l X Sn—l — Sn+m—1 (1)
(A,B) — Af+ Byg

Fijamos las siguientes bases en los espacios vectoriales de los polinomios,
B(Sn_1) ={a™ 1 ... 2,1}, B(Spey) = {o™ Y, .. 2,1y B(Siman—1) = {a™™ Lo 2, 1)
Luego, B(Sy_1 X Sp_1) = {(z™1,0),...,(x,0),(1,0),...,(0,2"71),....(0,2),(0,1)}.

Definicién 2.1.3: Dados dos polinomios f,g € K[z, la matriz de la aplicacién ¢ en las
bases anteriores se llama matriz de Sylvester. Se denota por Syl(f, g, x) y es la siguiente
de tamano (n +m) X (n +m):

an DY ao

Sullfga) =, M0 e

donde los espacios blancos son cero y se esta considerando vectores coordenados como
vectores filas.

Definicién 2.1.4: Definimos la Resultante de f y g como,

det(Syl(f,qg,x)) = Res(f,g,z) € K.

Corolario 2.1.5: Res(f,g,x) = 0siy sblosi f y g tienen un factor comuin.



Demostracion:
=) Supongamos que det(Syl(f,g,z)) =0, y esto implica que Ker(¢) # {0}.

Ker(¢) # {0} implica que existen A, B" € Fr(K)[z| tal que A’f+ B'g = 0. Multiplicando
por un denominador comun de los coeficientes de A’ y B’, obtenemos que existen A, B €
KJz] con (A, B) # (0,0) tal que Af + Bg = 0y ademés deg(A) < my deg(B) <n,y en
estas condiciones estamos en virtud de aplicar el lema 2.1.2 y llegamos a que f, g tienen
un factor comun.

<) Supongamos que f, g tienen un factor comun.

Por el lema 2.1.2 existen (A4, B) € S;,—1 X Sy—1, con (A, B) # (0,0) tal que Af 4+ Bg = 0.
Y esto implica que (A, B) € Ker(¢), luego det(¢) = det(Syl(f,g,z)) = 0. O

Ejemplo 2.1.6: Veamos como se calcula la Resultante de dos polinomios genéricos de
grado dos.

Sean f(x) = ag + a1z + azx® y g(x) = by + bz + bax?. Ahora calculemos la matriz de
Sylvester:

as ap Qo 0

0 as a1 a
Sulf.g0) = o w0 | (3)
0 by by by

Utilizando la féormula antes descrita la resultante de f y g es :

Res(f,g,x) = bsad — 2byagasby + a2bi — bibsayag — biayasby + asbag + bobeas.
Nota 2.1.7: Vamos a ver casos particulares de las resultantes:

Caso 1) Res(co, g,x) = ¢, siag € K\ {0} y degg =m > 0.

Caso 2) Res(f, by, z) =bj, sibp € K\ {0}y degf=mn>0.

Caso 3) Res(ag, by, z) = 15si, ag,by € K \ {0}.

Proposicién 2.1.8: Las resultantes Res(f, g,x) y Res(g, f,x) coinciden salvo en el signo,
es decir, se tiene que Res(f,g,x) = (—1)""Res(g, f, ).

Demostracion: Es una consecuencia directo del intercambio de filas, de acuerdo con la
definicién 2.1.4, ya que al principio al mover la primera columna del polinomio g hacemos
m cambios, lo mismo pasa con los sucesivos cambios y por eso aparece el nm.[]

Corolario 2.1.9: Para f,g € K|z], con al menos uno de los dos polinomios de grado
positivo, existen polinomios A, B € K|z|, tal que Af + Bg = Res(f,g,x).

10



Demostraciéon: Vamos a distinguir varios casos:

Si Res(f,g,z) = 0, es trivial tomando A = 0 y B = 0, ya que no hay restricciones
impuestas sobre estos polinomios.

Si f =ayy g = by, es decir, f y g son polinomios constantes, entonces es trivial que
existen A, B € K|z| tal que, Af + Bg =1 = Res(ag, by).

Si f =ap y g es un polinomio con grado igual a m utilizando la nota 2.1.7 tenemos que,
Res(f,g) =al =ag~ ' -ap=af" ' - f+0-g.
Si f es un polinomio con grado igual a n y g = by se resuelve de forma analoga al caso

anterior.

Llamemos S = syl(f, g,z). Al multiplicar la matriz S por la matriz adjunta de S tras-
puesta y obtenemos:

10 --- 0
. 01 --- 0
(Ad(9))" - S = det(95) N (4)
00 --- 1
Denotemos por Hy,---, H, las filas de la matriz trapuesta de la adjunta de S, se tiene
que:
det(S)
. 0
H - S = . )
0
es decir,
det(S)
0
(TO'..Tmflso"'S’nfl)'S: :
0

Luego, [B, ¢, B] - [(r(x), s(x))]B,,_,xB,_, = [det(S)]p, es decir, ¢(r(x), s(x)) = det(S).
Por tanto tenemos r(z) f(x) + s(x)g(x) = det(S).O

11



Ahora veremos aplicaciones. La primera tiene que ver con el discriminante. El discrimi-
nante nos da informacién sobre las posibles raices. Si por ejemplo tenemos una forma
cuadratica f = ax? + bx + ¢ € K|z], el discriminante serd D = b* — 4ac. Podemos dife-
renciar varios casos. En el caso de que D es positivo esto nos indica que hay dos raices
reales distintas. Por otro parte, si D = 0 quiere decir que hay una tunica raiz con multi-
plicidad dos. Finalmente si D es negativo, no tiene raices reales, y las dos tnicas raices
son complejas y son conjugadas.

Un polinomio es separable si tiene n raices distintas en el cuerpo.

Lema 2.1.10: Un polinomio f € K[z], K un dominio de factorizacién unica con carac-
teristica 0, tiene un factor no constante doble si y sélo si Resultant(f, f') =

Demostracion: Como K es un dominio de factorizacién tinica, entonces,

f(z) =a- fi*(x)-- fem(x), con a € K e; nimeros naturales y f;(z) € K|x]
elementos irreducibles de K|z].

Entonces Resultant(f, f') = 0 (Corolario 2.1.5)
<= f(x)y f'(x) tienen un divisor comun de grado positivo
— @1<i<m)tal que (@) f(2) y deg(fy) > 0
< (F1 <i<m) tal que fia)|f'(x) = T enfi () fit 7 (@) - frr (@)
= (@1 <i<m) tal que fl@lesfs (@) fo @) for ()
< (1 <i<m) tal que e; > 2
<= f tiene un factor no constante doble. [

Lema 2.1.11: Un polinomio f € K|[z] es separable si y sélo si su discriminante no es
cero.

Sabemos que el discriminante es cero solo si tiene alguna raiz multiple o de manera
equivalente si un polinomio y su derivada son relativamente primos, por tanto es claro
que el discriminante y resultante estan de alguna forma relacionados.[]

Teorema 2.1.12: Dado un polinomio f = ag + a1x + asx® + ... + a,z" € K[X], el
discriminante viene dado por:

p— U (),

n

donde [’ es la derivada de f.

12



Veremos ahora un ejemplo genérico de un polinomio de grado 2 calculando el discrimi-
nante.

Ejemplo 2.1.13: Sea f = ¢ + bx + ax?. Calcule su discriminante.

Primero calcularemos la derivada de f, es decir, f' = b+ 2ax. Utilizando la férmula del
teorema 2.1.12 tenemos que,

(_1)2(2—1)/2 -1
D =-~———Res(f, [',x) = —Res(f, [, x),
a a
a b c
Calcular Res(f, f',z) es calcular el determinante de | 2a b 0 | que al calcular ob-
0 2a b

tenemos [ab® + 4a*c — (2ab?)] = 4a*c — ab?®.
Luego obtenemos que D = =(4a%c — ab®) = b* — 4ac.

Lema 2.1.14: Un polinomio f € K[z] tiene un discriminante igual a cero si y sélo si
Res(f, f',x) =0, dénde f’ es la derivada de f.

2.2. Grado del mcd

En el siguiente capitulo estaremos muy interesadosen poder calcular el grado del maximo
comun divisor de dos polinomios f, g € K[z]. En esta subseccién proponemos un método
para calcular este grado quue muestra la relaciéon con la resultante. Sin embargo este
método adolece de dos problemas: en la demostracion utiliza que K es un cuerpo, y
nosotros queremos utilizar el resultado en el caso en que sea dominio de factorizacién tinica.
El método que proponemos , no seria computonacionalmente efectivo en el caso en que
K fuera un anillo de polinomios. Para obtener un método computacionalmente efectivo
para el calculo estudiaremos en las préximas secciones la teoria de las subresultantes.

Teorema 2.2.1: Sea K un cuerpo y sean f y g dos polinomios con deg(f) = n y
deg(g) = m, y sea h = mcd(f,g) el maximo comun divisor de f y g. Luego el deg(h)
es el corango de la matriz de sylvester Syl(f, g, z), es decir, la matriz de Sylvester tiene
rango, rango(Syl(f,g,x)) = n+ m — deg(h).

Demostracion: Llamamos Ly al subespacio generado por

L{(1,0),...,(x™ % 0),(0,1),...,(0,2"} C Sp_1 X Sp_1.

Lema 2.2.2: Se tiene que:

d = grado(med(f(z),g(x))) <= {Ker(¢) N Ly #{0}} A{Ker(¢) N Lay; = {0}}

13



,con 1 < 7.
Demostracién:

Sea h el med de fy gy sea d el grado de h. Como h es el med de f y g, entonces

existen fi,g1 € Kla] tal que £(z) = h(z) - fi(x) ¥ 9(z) = h(z) - g1(x) con deg(fs) < n y
deg(g1) < m. Sabemos que deg(f1) =n —dy deg(g1) =m —d.

Ahora al multiplicar g; con f obtenemos, ¢;(z)f(z) = h(z)fi(z)g1(z) = fi(z)g(x), es
decir, g,(2)f(x) — f1()g(x) = 0.

Por tanto tenemos que g;(z) f(x) 4+ (—fi(z))g(x) = 0 = ¢(g1(z), (— f1(x))), lo que implica
que (g1(x), —fi(x)) € Ker(¢) N Lq.

Veamos ahora que si Ker(¢) N L; # {0}, entonces i < d.

Supongamos que Ker(¢) N L; # {0} por lo tanto, 3(@1(x),~—f1(x)) # 0 € Ly tal que
f(@)g1(x) = g(x) f1(z) = 0, con deg(gi(x)) <m —iy deg(—fi(z)) <n—i.

También tenemos f(z) = h(z)fi(x) y g(x) = h(x)g1(z) con las caracteristicas anteriores,
por tanto llegamos a que gy(2)f(z) = h(z) i(2)g1(2) = f(2)g(z).

Como tenemos varias igualdades que relacionan las distintas funciones que hemos definido
tenemos que, §i(x)h(z)fi(x) = fi(x)h(z)gi(x). Como h(x) # 0, entonces g () fi(z) =

Fi(@)gi(), es decir, gi(2) fi(x) = fi(z)gi(x) = 0.

Ya que hemos supuesto que i > d, tenemos que deg(g1(z)) < m—i < m—d = grado(g:(x))
y deg(fi(z)) <m—i<m—d= grado(fi(x)), lo que quiere decir que fi(x),g1(x) tienen
un factor comun no trivial.

Como h(z) = m.c.d(f,g), entonces fi(z),g1(x) son primos entre si y no tienen factores
comunes.

Necesariamente i < d si Ker(¢) N L; # {0}.00
Lema 2.2.3: Si Ker(¢) N Ly # {0} = dim(Ker(¢)) > d.

Demostracion: Siguiendo la demostracién de la primera implicacion del Lema 2.2.2,
tendriamos el sistema:

14



g1,0
91,m—d
0
—f10

_fl,n—d
0

0
Si multiplicaramos el sistema por x bajariamos cada elemento una fila, es decir, al multi-

plicar = por la ecuacién anterior, obtenemos que (xgi(x))f(x) 4+ (—z fi(z))g(z) =0, y en
sistema matricial:

g1,0
91,m—d
S . O = :
—fi0 0

_fl,nfd
0

0

Siguiendo este procedimiento, haciendolo d veces obtenemos d vectores linealmente inde-
pendientes (ya que son escalonados) que pertenecen al niicleo de S. Por tanto dim(Ker(S)) >
d.rd

Sabemos que Ker(¢) N Ly # {0} y Ker(¢) N Lgr1 = {0} implica que dim(Ker(¢)) > d,
por lo cual llegamos a que Rango(S) > m+n —d. O

15



Vamos a trabajar ahora sobre la resultante multivariable. En la primera parte del capitulo
hemos trabajado sobre la resultante en una variable, es decir, polinomios en K[x], dénde
toman dos polinomios sobre la variable x y nos devuelve un polinomio sin variables. En
el caso de las multivariables, se elimina una incégnita. Veremos primero un ejemplo:

Ejemplo 2.2.4: Calcula la resultante respecto de x de los dos polinomios siguientes:
flz,y) = 2%y + 2y + 3z + 2,9(z,y) = —2y* + 3y — 1 € K[z, y].

2 -1 0
Para calcular Resultant(f, g, x) tenemos que calcular el determinantede | 3+y y—y*> —1
y 0 y—y

que al calcular obtenemos 2y* — 53 + 4y.

La resultante de dos polinomios con dos variables es un polinomio de una variable, ya que
la variable respecto la cual tomamos la resultante se elimina.

Ejemplo 2.2.5: Sean f(z,y) = 2*y? — 2522 + 9, g(z,y) = 42 + y dos polinomios en
K[z, y]. Calcularemos las resultantes para encontrar una raiz comun de f(z,y) vy g(x,y).

¥ =25 0 9
Resultant(f,g,z) = 4 y 0 |=1y*—25y% + 144
0 4 y
22 0 —2522+9
Resultant(f,g,y) =] 1 4x 0 = 162* — 2522 +9
0 1 4x

Las cuatro raices de Resultant(f,g,x) son y = £3,+4 y las de Resultant(f,g,y) son
r = :I:%, +1. Mirando las posibles 16 combinaciones de soluciones, vemos que las posibles
soluciones al sistema homogéneo

fz,y) =0
g(z,y) =0
son (m,y) = (17 _4)7 <_174)7 (%7 _3)7 (_%’3)

Definicién 2.2.6: Sean K y K’ dos anillos conmutativo y sea ¢ : K — K’ un homomor-
fismo de anillos. Entonces ¢ induce un homomorfismo entre K[z] y K'[z]:

a— ¢(a),
U™ + -+ ag = Plam)x™ + -+ d(ag),
donde a, a,,,---,a9 € K.
Lema 2.2.7: Sea A(x) = apa™ +---+ap y B(x) = b,a™ + - - - + by dos polinomios en el

anillo K con grados positivos m y n respectivamente. Si

16



deg(¢(A)) = my deg(¢(B)) =k, (0 <k <n),

Entonces,
d(Resultant(A, B)) = ¢(a,)" " - Resultant(¢p(A), ¢(B)).

Observacion: El grado de A no disminuye.

Demostracién: Sea:
A= 6(A) = dlam)a™ + Plam1)a™ " + - + dlap), ¥
B' = §(B) = ¢(bn)z" + ¢(bp-1)2" " + -+ + ¢(bo).

La matriz de Sylvester de A(x) y de B(x) es:

am DY ao

b, -+ by

Que tiene n 4+ m filas

y M’ la matriz de Sylvester de A'(z) y de B'(x),
Plam) -+ lao)

M’ Qb(am) U ¢(a0) (6)

Que tiene k + m filas.
La matriz M’ es obtenida de M siguiendo el proceso:

a) La matriz ¢(M) es calculada al sustituir a; por ¢(a;), para todo 0 < i < m y reempla-
zando b; por ¢(b;), para todo 0 < j < n. Por el enunciado tenemos que:

¢(bn) = -+ = ¢(bes1) = 0.

b) De ¢(M) las primeras (n — k) filas y (n — k) columnas son eliminadas, construyendo
una matriz (m + k) x (m + k) igual a M’. Por tanto:
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¢lam) -+ dlar)  dlao)

¢(am) -+ olao)
¢(am) -+ olao)

Por lo tanto,
o¢(Resultant(A, B)) = ¢(det(Sylvester(A, B)))
= det(¢(M)) = ¢(am)" ™" - det(¢(M"))
= ¢(am)" " - p(det(Sylvester(A’, B')))
B(am)" *o(Resultant(A’, B')). O

2.3. Determinante polinomial

Definicién 2.3.1: Sea M € K™*"™ una matriz m X n con elementos en K. Definimos
M® ¢ K™*™ para i =m,---n, como la matriz cuadrada m x m de M que consiste en
las primeras (m — 1) columnas de M y la i'" columna de M, es decir,

Ml,l Ml,(m—l) Ml i
A — MQ,l : MQ,(.m—l) M21
M1 ’ Mm,(m—l) My, i

El determinante polinomial de M es,

DetPol(M) =Y _ det(M™)z"".



Vemos que DetPol(M) = 0, si n < m, ya que aparecen dos columnas iguales en los
coeficientes de DetPol(M). Se cumple que deg(DetPol(M)) < n —m, y se cumple la
igualdad cuando det(M ™)) # 0.

Sean Ay (z),- -, Apn(z) un conjunto de polinomios en K[z] y sea n el maximo de los grados
de los polinomios mas uno, es decir,

n=14+ mal’lgigmdeg(Ai)

La matriz de Ay, -+, Ay, M = Matriz(Ay, -, A,) € S™™ estd definida por:
M;; =coeficiente de z"7 en A;(z).
Definimos el determinantes polinomial de Det Pol( Ay, - - -, A,,) = Det Pol(Matriz)(Ay, -+, An)).

El determinante polinomial de dos polinomios Ay, - - -, A,, viene dado por:

DetPol(Ay, -+, A,) = DetPol(Matrix(Ay, -+, Ap)).

Matriz(A;, As) de dos polinomios A; y A vienen definido como en el ejemplo 2.3.3.
Propiedades 2.3.2: El determinante polinomial cumple las siguientes propiedades:
1) Para un polinomio A(z) = a,,z™ + -+ + ap € Klz|:

Matriz(A) = [am, -, ap], una 1 x (m + 1) matrix;

DetPol([am, -+, a]) = amx™ + -+ - + ag = A(z).
2) DetPol(---,A;,---,Aj,--+) = —DetPol(---, Aj, -+, Ai, ).
3) Paraa € K,

DetPol(---,a-A;,---) =a-DetPol(---,A;,--+).

4) Para A1,y A1, Q1,5 Ay, € K[I‘],

DetPol(-~,Ai,1,Ai—i— Z ajAj,AiJrl,"') = DetPol(---,Ai,l,Ai,AiH,'--).

J=1,i#]

Ejemplo 2.3.3: Sean A (z) = 52°+42*+32°+ 222+ 2+ 1y Asy(z) = 2>+ +1, entonces:

' 543211
Matmx(Al,A2>_(() 0011 1)
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Teorema 2.3.4: Sean A(z) y B(z) # 0 dos polinomios en K[x] con grados k y n respec-
tivamente. Sea m un entero que es al menos k y sea

d =max(m—n+1,0)y ¢ =max(k—n+1,0).
Entonces,
DetPol(z™ "B, 2™ " 'B, .-, B, A) = b9 DetPol(z* "B, 2*""'B,---, B, A).

Demostracion: Esta demostracion se divide en tres casos, en el que sélo demostraremos
el caso dos,las otras dos demostraciones son analogas.

1. k <n.
2.k>n=0.
DetPol(z™"B,---,B,A) =0
= DetPol(2* "B, ---, B, A)
= 009 DetPol(z* "B, ---,B, A).
3. k>n>0.0

En el siguiente resultado se comienza a describir la relacién entre la resultante y el proceso
de pseudo-division.

Teorema 2.3.5: Sean A(z) y B(z) # 0 dos polinomios con respectivos grados positivos
myny b, =init(B). Sea 6 = max(m —n+ 1,0). Luego el pseudo resto de A(z) y B(x)
esta dado por:

V) PRemainder(A, B) = b DetPol(z™ "B, ---, B, A).

Demostracion: Sea,
PQuotient = Q(x) = ¢m_nz™ "+ -+ 4+ qo
PRemainder(A, B) = R(x).
Entonces,
0 A(x) = (gm-na™ " + -+ qo) - B(x) + R(x)
= Qm-n" "B(z) 4+ - -+ qB(z) + R(z).
Podemos ver entonces,
v DetPol(x™ "B, ---, B, A)
= DetPol(x™ "B, ---, B,b° A) (Propiedades 2.3.2)
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= DetPol(x™ "B, -, B, 0 A — q_na™ "B — - -- — qoB) (Propiedades)
= DetPol(x™ "B, ---, B, R) (Sustituyendo)
=V R.

La ultima igualdad se justifica con la siguiente relacion:

Matriz(z™ "B,---,B,R) =

bn bn—l bO
B by by oo by
Tp To

Donde,
B(z) = bya™ + b, 12" 4 -+ + by
R(l’) :Tpl'p‘i"l"pfll'p_l +--t+royp<n.

La udltima igualdad de las relaciones puede parecer un poco dificil de entender, por lo
tanto, veremos un caso practico para verlo mejor:

Si A es un polinomio de grado 3, B es un polinomio de grado 2 y R es un polinomio de
grado 1, es decir, A(z) = azz® + asx® + a1x +ag, B(x) = bex? +byx+by y R(x) = ryz +7o,
por tanto tendriamos:

by by by O
Matriz(xB, B, R) = 0 by by by
0 0 " To

Calculando el Detpol serfa: Det(M?3)x?=3 + det(M*)z*~* = rib3z + robs = Rb3, que es lo
que buscabamos.[]

Corolario 2.3.6: En el anterior teorema si b, no es divisor de cero, podemos cancelar b°
en ambas partes de la igualdad y obtener:

PRemainder(A, B) = DetPol(z™ "B, ---, B, A).

Teorema 2.3.7: Sean A(x) y B(x) # 0 dos polinomios en K[z] de grados m y n respec-
tivamente y b, = init(B). Sean:
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d = max(m —n+1,0),
k= deg(p(A)) < m,

n = deg(d(B)), y

§ =max(k —n—+1,0).

Entonces,

d(bn)°p(PRemainder(A, B)) = ¢(b,)*°~% PRemainder(¢(A), p(B)).

El homomorfismo utilizado es el de la definicién 2.2.6.
Demostracién:
d(b,)° (P Remainder(A, B))
= ¢(b5 PRemainder(A, B))

= ¢(b2 DetPol(x™ "B, ---, B, A)) (Teorema 2.3.5)
= ¢(by)’ DetPol(z™"¢(B), - - -, ¢(B), p(A))
= ¢(b,)?~% Det Pol (2" "¢(B), - - -, ¢(B), ¢(A)) (Teorema 2.3.4)

= ¢(b,) %Y PRemainder(¢(A), ¢(B)). (Teorema 2.3.5) O

Corolario 2.3.8: En las condiciones del anterior teorema, si ¢(b,) no es un divisor de
cero en K', entonces

¢(PRemainder(A, B)) = ¢(b,)°~® PRemainder(¢(A), ¢(B))

Corolario 2.3.9: Si en las condiciones del anterior teorema ¢(b,,) no es un divisor de cero
de K’, entonces:

d(PRemainder(A, B)) = ¢(b,)°~° PRemainder(4(A), ¢(B)).

2.4. Sucesion de restos polinomiales

Definicién 2.4.1: Dos polinomios P(x),Q(z) € K[z] son similares si existen A, B € K
no nulos tales que, AP(z) = BQ(x), y se denota por P(x) ~ Q(z). Si Ay B son unidades
de K, entonces los polinomios son asociados.

Definicién 2.4.2: Dados dos polinomios Fi, Fy € Klz|, con deg(F;) > deg(F3), la suce-
sion Fi,---, F, de los polinomios no nulos es la sucesion de pseudo restos de F} y Fy si
tenemos lo siguiente:
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1) Para todoi=3,---,n,

F; ~ PRemainder(F;_o, F;_1) # 0.

2) La secuencia termina cuando PRemainder(F,_1, F,) = 0.

Vamos a ver dos procedimientos que se utilizan para obtener esta secuencia, aunque
ninguno de los dos son éptimos ya sea porque son costosos por nimero de operaciones o
porque se hacen muy grandes sin utilizar aproximaciones:

Sucesién de los pseudo restos de Euclides (EPRS): Viene dada por:

F; = PRemainder(F;_9, F;_1) # 01 =3,---,ny PRemainder(F,_,, F,,) = 0, el problema
es que los coeficientes se van haciendo cada vez mas grandes.

Ejemplo 2.4.3: Si empezamos con los polinomios F; = 28+ 25 — 32* — 32% +82% + 22 —5
y Fy =3X% +5X* —4X? - 9X + 21., la sucesién de pseudo restos de Euclides nos da:

F3 = —152* 4 322 — 9,
Fy = 1579522 + 303752 — 59535,
Fy = 1254542875143750z — 1654608338437500,
Fs = 12593338795500743100931141992187500.
Sucesion primitiva de los pseudo restos PPRS: Viene dada por lo siguiente:
F; = Primitive(PRemainder(F;_o, F;_1)) #0i=3,---,ny PRemainder(F,_1, F,) =0

El problema desde el punto de vista computacional de esta sucesion es el calculo en cada
paso de mcd, es decir, si K es un anillo de polinomios en varias variables puede ser muy
costoso.

Hablaremos de la siguiente sucesién de pseudo restos que es con la que trabajaremos mas
en profundidad.

Definicién 2.4.4: (Sucesién de los pseudo restos subresultantes PRS) Sea K un dominio
de factorizacion tnica, Fy, F» € K[z] dos polinomios no nulos con deg(Fy) > deg(Fy).
Sean Fy, Fy, - -+, F, definidas por las siguientes condiciones iniciales:

Ay = 0,0y =deg(Fy) — deg(Fy) + 1,
by = 1,by = ld(F)
= 1,42 = (by) 7!

Y
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Br=Ba=1,03=(—1)"2,

y las siguientes recurrencias,

-Parai=3,---,n,
. __ PRemainder(F;_2,F;_1)
F, = = 2 1
i = deg(Fiy) — deg(Fy) +1
bi = ld(F))

P = ¢1—1(w?i1)Ai_1.
-Para:1=3,---,n—1,

Biv1 = (1)1 (thi1) by
-PRemainder(F,_1, F,) = 0.

La secuencia de polinomios F}, Fy, - - -, F,, se llama secuencia del resto polinomial subre-
sultante.

En la definicion vemos que hay denominadores, en los articulos de Collins y de Brown
y Traub se demuestra que esas operaciones se mantienen en el anillo, es decir, que el

denominador divide a los coeficientes del numerador, tanto en la expresion de ¥ como de
F;.

Ahora vamos a ver la relacién de la sucesion de restos polinomiales de Collins con la
resultante y subresultantes.

2.5. Swubresultantes

Definicién 2.5.1(Subresultante): Sea K un anillo conmutativo y sean A(z), B(x) €
K|[z] dos polinomios con grado m,n respectivamente, ambos positivos.

Alx) =ag+ a1z + -+ + apz™, con deg(A(x)) =m >0y

B(x) =bg+ bz + -+ ba™, con deg(B(z)) =n > 0,

y sea a = min(m,n) y g = max(m,n) — 1.

Para todo 0 < i < a, la i** subresultante de A y B se define como sigue:

1) La 0" subresultante es la resultante de los polinomios A y B.
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SubReso(A, B) = Res(A, B) =

am o .. a/l ao
am .o .. al
bn bi  bo
bn Ce bl
bn
A, ay Qg
am ... al ao
o (07 aq
bn bi bo
bn Ce bl bO
bn Ce bl

Qo
ai Qo

bo
b bo

2" L A(z)

xA(x)
A(x)
™1 B(x)

:UB(x)
bo

que se obtiene al multiplicar la i-ésima columna por ™"~ y sumarlo a la tiltima columna

de la matriz, .

2) Para todo i, 0 < i < «, la i*" subresultante es:

SubRes;(A, B) =

am PR al aO
Um0 Qi1 G4
. (N (T |
bn bl bO
bu o b b
by o b

Ejemplos: Para m =5, n =3 e 1 = 1, tenemos que
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SubRes1(A, B) =

as Qa4 a3 a2 Qi ZL’A(JZ)
0 as as az ay Ax)
bg bg bl b() 0 l’gB(fL‘)
0 bg bg bl b() ZEQB([E)
0 0 by by by xB(x)
0 0 0 by by Blx)

Param =5, n=3e i =2, tenemos que

SubResy(A, B) =
as ay az Ax)
bg b2 b1 JIQB<JI>
0 b3 bg JZB(I’)
0 0 by B(x)

Utilizando transformaciones elementales sobre las columnas también obtenemos:

SubRes;(A, B) =

Am, a, Qg 0
i=1 _j+1
N T N D DV irs Saa Y
S .
_ At Qi Zj:O vl a;
b, -+ b1 by 0
i—1 41
bn bi+1 bz Zj;o x! bj
Z :
cee b ip.
by biy1  Di_ox’b

= DetPol(z" A, - 2 A, A, 2™ 1B ... 2B, B).

es decir, si
am .o .. ao

am . .. aO




es la matriz obtenida de la matriz de Sylvester de A y B, quitando,

a) Las primeras i filas correspondientes a A,

b) Las primeras ¢ filas correspondientes a B,

c¢) Las primeras i columnas, luego

SubRes;(A, B) = DetPol(M;) = det(M" ") x® + - - + det(M™"1).

Vemos que la primera igualdad se cumple con un ejemplo, supongamos que m =5, n =3
e ¢ = 1. Tenemos que,

as Qa4 a3z a2 ai 0 as Qa4 a3 a2 ai Qo
0 as a4 Qa3 a2 Qqg 0 as a4 a3 a2 ap
by by b by O 0| by by by by 0 0
DetPolM) =1 0" 4 by b b 0| =750 by by b by 0
0 0 b3 by by O 0 0 b3 bs by by
0 0 0 b3 by O 0 0 0 b3 by by

as a4 a3 a2 Qi Tayg

que es lo mismo que SubRes;(A, B).

Por tanto tenemos que deg(SubRes;) < i, dénde se cumple la igualdad si M™% es no
singular.

Definicién 2.5.2: El coeficiente lider nominal de SubRes;(A, B), MimJ“"_%, serd el 5t
coeficiente principal de la subresultante:

PSCy(A, B) = det(M™+=2),

Sea K un anillo conmutativo y sean A(x), B(z) € K|x], dos polinomios univariantes con
grados positivos m y n, respectivamente y sea:

A =min(m,n)y p=mazx(m,n)— 1.

Vamos a extender la definicién de la i** subresultante de A y B, para todo i, con 0 < i < p
como sigue:

Caso 1: (0<i< )
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SubRes;(A, B) =

Am “++ a1 ag " A(x)
A+ Qip1 QG rA(x)
B 0 Qg A(z)
- b, -+ b by £L'm7iilB(ZL‘)
bn s bi+1 B(x)

Caso 2: (i = \)

Como hemos asumido que A < p, entonces |m —n| — 1 > 0, por lo que tenemos, o bien
m>mn+1,0bienn >m+ 1, con A =n, o u = m, respectivamente. Los dos casos son
simétricos. Supongamos que A = n, luego

SubResy(A, B) =

Por tanto, SubResy(A, B) = b ""!. B(z) = ld(B)™" "' . B.
En el caso de que A = m, tenemos SubResy(A, B) = afn—m—l CAz) = ld(A)n—m—l A
Podemos escribir entonces, SubResy(A, B) = Id(C)™"=1. C donde

o A, Jifdeg(B) > deg(A) +1
| B, ,ifdeg(A) > deg(B)+1

Caso 2: (A <i<p)
SubRes(A, B) = 0.
Definicién 2.5.3: Una subresultante 5; se dice que es defectuosa de grado r si:
r = Deg(S;) < i.
en otro caso, se dice que S; es regular.

Vamos a ver una definicién alternativa de las subresultantes.

28



Proposicién 2.5.4: Sea K un anillo conmutativo y sean A(x), B(x) € K|[z]| dos polino-
mios con grados positivos m y n respectivamente y ademas,

A =min(m,n)y p=mazx(m,n)— 1.
La i'" subresultante de A y B, para todo i con (0 < i < p), esta dado por:
Caso 1: (0<i<))
SubRes;(A, B) = DetPol(z" 1A, -+ xA; A, 2™ 1B,--- B, B).
Caso 2: (i = \)
SubResy(A, B) =

[ DetPol(z" ™A, A A) =1d(A)"™ - A, ifdeg(B) > deg(A) + 1
| DetPol(x™ " 'B,--- ,xB,B) =1d(B)™ "' B, ,ifdeg(A) > deg(B) + 1

Caso 3: (A <i<p)
SubRes;(A, B) = 0.

Lema 2.5.5: Sea K un anillo conmutativo y A(x), B(z) € K|[z| polinomios con grados
positivos m y n respectivamente en el anillo K, y sean

A =min(m,n)y p=mazx(m,n)— 1.

Luego para todo i, con (0 <i < p),
SubRes;(A, B) = (—1)" =90 GupRes;(B, A).
Demostracion:
1. Para todo 0 < i < A,
Matriz(x™ " 'B,--- 2B, B, 2" " tA ... 1A A)
la podemos obtener de la matriz
Matriz(z" " 1A, - 2A A, 2™ B, - 1B, B),

utilizando (m — ¢)(n — i) trasposiciones de filas.

2. Parat= Aluego (m —n)(n—n)=0y

SubRes;(A, B) = SubRes;(B, A).
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3. Para finalizar, para todo A < i < p,

SubRes;(A, B) = SubRes;(B, A) = 0.

]

Lema 2.5.6: Sea K un anillo conmutativo, y sea A(x), B(x) € Klz] polinomios con
grados positivos m y n respectivamente con coeficientes en el anillo K, m > n > 0.

Luego,
A=min(m,n)yd=m—n+1.
Luego,
b SubResy_1(A, B) = b DetPol (A, ™ "B, 2™ " 'B,... 2B, B)
= (—1)" """ DetPol (z™ "B, ...,zB,B,bA)
= (—1)°0° PRemainder (A, B).

Especificamente, si K es un dominio integro, tendriamos que,

PRemainder(A, B) = (—1)™ "' SubRes,_,(A, B).

Demostracién:
b SubResy_1(A, B) = b DetPol (A, 2™ "B, 2™ " 'B,..., 2B, B)
(Definiciéon SubRes)
= (=)™ " DetPol (z™ "B, ...,zB, B,bA)
(Propiedades + Transposiciones)
= (—=1)°b° PRemainder (A, B).

(Teorema 2.3.4). [

2.6. Subresultantes y grado del maximo comun divisor

Lema 2.6.1: Sea K un anillo conmutativo, y sean A(z), B(z) € K|[z] polinomios, con
grados positivos m y n respectivamente con coeficientes en el anillo K. Luego existen

polinomios T;(z) y U;(z) € K|x] tal que para todo 0 < ¢ < maz(m,n) — 1,

A(x) - Ti(z) + B(x) - Ui(x) = SubRes;(A, B),
donde,
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deg(T;) < deg(B) —i=n—1iy deg(U;) < deg(A) —i=m —i.

Demostracién: El lema es trivial en el caso para todo min(m,n) < i < maz(m,n) — 1.
Por tanto estudiaremos el caso: 0 < i < X\ = min(m,n).

Extendamos la matriz i Sylvester con la tltima columna y obtenemos:

A -+ Q1 Qo " A(x)
U 0 Qi1 G rA(x)
p— A 0 iyl A(x)
v bn s b1 b() l’m_i_lB<l’>
bn e bi+1 B(IE)

Luego, (Desarrollando por la dltima columna)
SubRes;(A, B)
=" " A(2)  Prngn-oi + 0+ A®@) - Poimin—oi
+2™ 1 B(2) - Po_ivtman—2i + -+ B(®) - Prtn 2imin_2i
(Tomando factor comtin)
= A(@)(Prymn—22""" 4+ Pocpmn2i)
+B(2)(Po—it1min-202""" + - + Poin—2imin—2i)
= A(z) - T;(z) + B(z) - Us(z).

Los coeficientes de T;(z) y U;(z) son cofactores de la tltima columna de P; y por tanto
elementos de K:

deg(T;) < deg(B) —i=n—1iy deg(U;) < deg(A) —i=m—1i. 0O

Lema 2.6.2: Sean A(z) y B(z) polinomios con grados positivos m y n respectivamente,
en un dominio integro K. Asumimos que existen polinomios T;(x) y U;(x), no ambos cero
en K, tal que para todo 0 < i < max(m,n) — 1,

A(z) - Ti(x) + B(z) - Ui(x) = 0,

con,

deg(T;) <n—1iy deg(U;) <m—i.
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Luego, SubRes;(A, B) = 0.

Lema 2.6.3: Sean A(x) y B(x) polinomios con grados positivos m y n respectivamente,
en un dominio integro K. Luego, para todo 0 < i < maz(m,n) — 1, el i coeficiente
principal nominal subresultante de A y B desaparece, es decir,

PSC;(A,B) =0

si y sélo si existen polinomios T;(z),U;(z) y C;(z) no todos cero en K tal que,
A(z) - Ti(z) + B(z) - Ui(x) = Ci(x),
donde
deg(T;) <n —1, deg(U;) <m — iy deg(C;) < i.

Lema 2.6.4: Sea K un dominio de factorizacién unica, y A(z), B(x) polinomios con
grados positivos m y n respectivamente, con coeficientes en K. Luego, para todo 0 < i <
min(m,n):

A(z) - Ti(x) + B(z) - Ui(x) = 0,

donde, deg(T;) < n—iy deg(U;) < m—i,siysélosi A(z) y B(x) tienen un divisor comuin
de grado > 1.

Demostracién: Sea D(x) el comun divisor de A(x) y B(z) de grado mas alto entre todos
ellos. Por tanto se tiene: A(z) =U'(z)D(x) y B(z) =T'(z)D(x),

donde hemos asumido que U’(z), T'(z) no tienen un comin divisor no constante. Es claro
que, deg(U’) = m — deg(D) y deg(T") = n — deg(D).

<) Supongamos que deg(D) > i, luego escojamos T; = T" y U; = —U’. Por tanto,
A(x)-T'(z) — B(x) - U'(x) =0,
donde, deg(T") < n—iy deg(—=U') <m —i.

=) Como,
A(z) - Ti(x) + B(x) - Ui(x) = 0,

también tenemos,
Ulz) -Tiy(zx) + T (x) - Ui(x) =0 0 U'(z) - Ti(x) = =T'(x) - U(x).

Ahora, como U’(z) y T"(x) no tienen un comun divisor no constante, cada divisor de U’(x)
tiene que estar asociado con un divisor de U;(x), es decir,

deg(U") < deg(U;) < m —i.

32



Es decir,
deg(U") =m — deg(D) <m —1i — deg(D) > i. [

Lema 2.6.5: Sea K un dominio de factorizacién tnica, y sean A(x) y B(z) los polinomios
con grados positivos m y n, respectivamente con coeficientes en K. Luego para todo
0 <i < min(m,n), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A(z) y B(zx) tienen un divisor comin de grado > 1;
2. (Vj <1) [SubRes;(A, B) = 0];

3. (V5 <) [PSC;(A,B) =0].

Demostracién:

1) = 2) Como A y B tienen un divisor comun de grado > i, entonces para todo j < i,
A(xz) - Tj(z) + B(z) - Uj(x) =0,

donde deg(Tj) < n—jy deg(U;) < m—i, lo que implica que, (Vj < i) [SubRes;(A, B) = 0].
Por el Lema 2.5.5.

2) = 3) Trivial.
3) = 1) Se realiza por induccién para todo j < i.

Para j = 0, es claro que PSCy(A, B) = 0 implica que Resultant(A,B) =0,y que Ay B
tienen un divisor comun de grado > 0.

Suponemos que es cierto para j — 1 y lo probamos para j.

PSC;(A,B) =0y Ay B tiene un divisor comin de grado > j — 1, esto implica que
(3C;5(x), deg(Cj) < ))IA(x) - Tj(x) + B(x) - Uj(z) = Cj(x)]

con, deg(T;) < n—j, deg(U;) <m —j.

Pero como A y B son divisibles por un polinomio de grado > j, esto implica que C;(z) = 0.

Por tanto, A(z) - T;(xz) + B(z) - U;(z) = 0, con deg(T};) < n — j, deg(U;) < m — j.

Luego implica que A y B tienen un divisor comtn de grado > j. [J

Colorario 2.6.6: Sea K un dominio de factorizacién tnica, y sean A(z)y B(x) dos
polinomios con grados positivos m y n respectivamente, con coeficientes en K. Luego
para todo 0 < i < min(m,n), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A(x) y B(z) tienen un divisor comin de grado = i;

2. (Vj <i) [SubRes;(A, B) = 0] A SubRes;(A, B) # 0;
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3. (Vj < i) [PSCj(A, B) = 0] A PSCi(A, B) # 0.

Corolario 2.6.7: Sea K un anillo conmutativo, y sean A(z) y B(z) dos polinomios con
grados positivos m y n, respectivamente, con coeficientes en el anillo K.

A(T) = amx™ + 2™+ ag, y
B(z) = bya™ + by 12"+ + by,
donde deg(A) =m >0y deg(B) =n > 0.
Si deg(6(A)) = m y deg(6(B)) = k, (0 < s < n),

luego para todo 0 < ¢ < max(m, k) — 1,

P(SubRes;(A, B)) = ¢(am)" *SubRes;(¢(A), p(B).

2.7. Cadenas de subresultantes

Definicién 2.7.1: Sean S un anillo conmutativo y sean A(x) y B(z) € S[z] dos polinomios
univariantes con grados n; y ny respectivamente, con ny; > ns:

A(2) = ap, 2™ + apy 1™+ -+ + ag, con deg(A) =ny >0,y
B(2) = bp, @™ + bpy_12™ 7" + - 4 by, con deg(B) = ny > 0.

Sea,

=1, si ng > no,
Na, ST M1 = No

La cadena subresultante de A y B viene dada por:
(Spy1 = A, S, = B,S,_1 = SubRes,,_1(A, B),---,S1 = SubRes(A, B), Sy = SubResy(A, B)).
La cadena de los coeficientes principales de A y B viene dada por:

(PSC,iy = 1, PSC, = CoefLid(S,), PSC,_1 = CoefLid(Sn_1), -, PSCy = CoefLid(S))
,PSCQ = CO@fLZd(So)>

Con Coef Lid denotamos al coeficiente asociado al término de mayor grado.

Definicién 2.7.2: Una cadena subresultante se dice que es defectuosa si alguno de sus
elementos es defectuoso, es decir, si para algin (0 < i < p),( = max(ny,ny) — 1)

r=deg(S;) < i

34



en caso contrario diremos que es regular.

Nuestro objetivo principal es obtener una relacién entre las cadenas subresultantes y la
secuencia del resto polinomial subresultante. Esta relaciéon se describe con precisiéon mas
tarde en el teorema de la cadena subresultante. No proporcionaremos las demostraciones
y nos limitaremos a describir dicha relacion. La referencia en todo lo que sigue en el libro
Mishra que estd en la bibliografia.

Lema 2.7.3: Se demuestra que una cadena de subresultantes puede ser dividida en blo-
ques de subresultantes.

(Si, Sic1, -+, 841, 55), n+1>i1>j>0,
con las siguientes propiedades:
1. O bien es el bloque formado por ceros, es decir, Si j =0y S; = Si-1 = -+ = Sj41 =
S; = 0, esto es llamado el bloque cero. Ademéds se demuestra que S;—; # 0.
2.0 bien S; #0,5; #0, S; « S; y Sic1 = -+ = Sj11 = 0. Esto es llamado los bloques

que no son cero. Es este caso se demuestra que S; es siempre regular y si ¢ > j, S; es
defectuosa.

Escribireos los bloques que no son cero como sigue:

<S’07‘§1) o 7S’L>

El primer polinomio subresultante en el i bloque que no es cero se llama elemento
superior, y la ultima subresultante se llama elemento inferior. Llamaremos al elemento
superior S/ y al elemento inferior 5. El PSC, RI™ | se define similar.

Ejemplo 1:

Vamos a ver un ejemplo de una configuracién valida.

Si | S10 | Se | Ss | S7|Se | Ss| Sa | S3|S2]|51]So
deg | 10 | 7 |-0c0| 7|6 | 3 |-00] 30|00

Supongamos que tengamos A(z), B(z) € S[z] dos polinomios con deg(A) = 10 y con
deg(B) = 7. Por lo tanto tendriamos que Sy tiene deg(S19) = 10 y que Sy tiene deg(Sy) =
7, ya que por la definicién 2.7.1 tendriamos que n = deg(A) —1 =10—1 =9 y la cadena
vendria dada por:

<Sl() = A, Sg = B, 89_1 = SubR689_1(A, B), RN Sl = SUbRGSl(A, B), S() = SubReso(A, B))

Por la propiedad (2) vista anteriormente como Syg # 0 y Sg # 0, entonces Sg = 0y por
tanto deg(Ss) = —oo, por convenio.
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S7 podria tener deg(S;) = 7 y por tantp S; seria regular y So, Sg y S; cumplirian las
propiedades.

Supongamos que para los demés deg(Sg) = 6, deg(Ss) = 3, deg(Sy) = —o0, deg(S3) = 3
y los demas tienen grado 0, todos ellos cumplen las propiedades anteriores.

Ahora vamos a ver los bloques que no son cero de este ejemplo.

Serian <SQ = 510,51 = (89,58,57),52 = 86,53 = (S5,S4,Sg)>, donde SQ,Sl y SQ no
aparecen al ser los bloques cero.

Ahora vamos a ver los elementos superior e inferior de los bloques que no son cero:
Siep = St = Sy, SIP = Sy, S = 57, kP = St = Sy Slor = S5 S = .
Ejemplo 2:

Ahora vamos a ver un ejemplo de configuracion imposible:

Si | Sa|Ss|Sa2|Si|So
deg | 4|2 2]01|0

Supongamos que tengamos A(x), B(z) € S[z| dos polinomios con deg(A) = 4 y con
deg(B) = 2. Por lo tanto tendriamos que Sy tiene deg(Sy) = 4 y que S5 tiene deg(S3) = 2,
ya que por la definicién 2.7.1 tendriamos que n = deg(A) — 1 =4 — 1 = 3 y la cadena
vendria dada por:

Si tuviéramos que deg(Sy) = 2y que deg(S;) = —oo y deg(Sy) =, entonces seria imposible
ya que por la propiedad 2, al tener los mismos grados Sy y S35 tendriamos que tener que

deg(S,) = —oc.
Ejemplo 3:

En este tercer ejemplo realizado con la ayuda del programa Maple.

Si | S13 | S12 | Sut | Sio | So | Ss |57 | S6 | S5 | Sa Sz | S2 | 51| So
deg | 13 | 11 | 11 | 7 |-c0|-00| 7 | 6 | 5| 4] 3 |-00]-00]-00

He calculado los S; para poder ver un ejemplo real y poder mostrarlo. El ejemplo seria el
siguiente: Suponiendo que variable lider es la y. Los dos polinomios son A(x,y) = ((y* +
6)(z—1)=y(z*+1)+y")(—=y’+2° +zy) y B(x) = ((2*+6)(y—1)—2(y*+1)+ay®)(—y’ +2°+
zy), con deg(A) = 13 y deg(B) = 11. Los resultados al calcular el subresultante de cada
uno da los siguientes resultados sobre los grados: [—o00, —c0, —00, 3, 4,5,6,7, —00, —00, 7, 11, 13].
Dénde empieza por Sy y va subiendo hasta llegar a Si5, observamos que hay un problema,
de la forma que lo hemos definido al calcular S de mayor tamano seria 13 y sélo nos sale
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13, pero eso es debido a que Maple no calcula la subresultante 11 ya que no la tiene defi-
nida, pero nosotros si la hemos definido en la proposiciéon 2.5.4. Por tanto ya tendriamos
calculado un ejemplo real.

Teorema 2.7.4:(Teorema de la cadena subresultante) Sea S un dominio integral y
sea

<Sn+17 S’VH Tty SO>
una cadena subresultante de S,,1 y S, en S[z]| (deg(Sn+1) > deg(S,)).

1. Para j =1,---,n,si Sj;1 y §; son ambos regulares entonces,

(—RjJrl)sz,l = PRemamder(SjH, SJ>

2. Para j =1,---,n, si Sj11 es regular y S; es defectuosa de grado r (r < j), entonces
Sjo1=82=-=541=0,
(Rj11)7"S, = CoefLid(S;)’™"S;, r >0,
(—=Rj+1)7"2S,_1 = PRemainder(S;11,5;), 1> 1.

Corolario 2.7.5: Sea S un dominio integral y sea
<507 gla T 751>

una secuencia de bloques que no son ceros de una cadena subresultante de S, (1 y S, en
S[x] (deg(Sn+1)) > deg(Sy,). Por tanto,

(R )25 = Coef Lid(S(™ )"+ 725,

(_Rz?f1))5i“§€ioﬁ1) = PRemainder(S’zT‘f Siopy.

i—1)7 1
Nota 2.7.6: Podemos ver que,
Syzznf — gfop y
S’Z’;’:l) “ PRemamdeT(Sé?_fl), Sty
—

5;%1) - PRemainder(S'é?_fl), Sindy.

Corolario 2.7.7: Sea S un dominio integral, y sea Fi(z) y Fy(z) € Slz| (deg(F1) >

deg(Fy)). Ahora consideramos la secuencia de restos de polinomios: Fy, Fy, -, F} y su
cadena subresultante, con la siguiente secuencia de bloques que no son ceros:

<‘§07‘§17 o 'ng>-
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Luego los elementos de la secuencia de restos de polinomios es similar a las subresultantes
regulares, en su respectivo orden, es decir,

1.E=1+1.
2. Ssz RN A ST [

Teorema 2.7.8: Sea S un dominio de factorizacién unica,y sea Fi(z), Fo(z) € S[x] con
deg(Fy) > deg(Fy).

Ahora consideramos la secuencia del resto polinomial subresultante: Fy, Fy,---, Fj, v su
cadena subresultante, con la siguiente secuencia de bloques que no son ceros:

(So, S1,-++,S1).
Por tanto
1. Fyy =S, i=0,--- k—1.
2 i =R™ i=0,- k-1
Observacion: Si nos fijamos en el anterior teorema tenemos que,
= Sy7.
Fy = 517 ~ 5" es regular, por tanto si suponemos que S = S} , entonces deg(Fy) = ;.
Fy = S ~ S es regular, por tanto si suponemos que 5o = Sj,, entonces deg(Fs) = jo.
Siguiendo este proceso llegamos a que deg(Fy) = jr que es el deg(med(A, B)).

Teorema 2.7.9: Sea,

<STL+17 Sn7 Tty SO>
una cadena subresultante de S,41 y S, en S[z]. 1. Para j = 1,--- n, si S;31 y S; son
regulares, entonces
(—Rj+1)2 : Sj—l = PRemaindeT(SjH, S])

2. Para j =1,---,n,si Sy es regular y S; es defectuosa de grado r, r < j luego,

Sjo1=S82="=541=0,

(Rj_H)jiTSr = CO@fLid(Sj)jerj, r >0,

(=Rj11)?""2S,_1 = PRemainder(S;i1,S;),r > 1.
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Capitulo 3

3. Descomposiciéon algebraica de Thomas

3.1. Preliminares

En este trabajo veremos la introduccién de los conceptos de sistemas simples y la descom-
posicién de Thomas para sistemas algebraicos. Al final veremos una construccién para la
descomposicion de Thomas.

Ejemplo 3.1.1:
Consideramos la ecuacion,
p=2+By+ 1)+ By’ +2y)x +y> =0
Una descomposicion de Thomas viene dada por:
Sy =23+ By + 12?4+ 3y* +2y)xr +y> = 0,27y3 — 4y =0
y
Sy = 622 + (—27y2 + 12y + 6)x — 3y2 + 2y = 0,27y3 — 4y = 0

3.2. Definiciones y conceptos previos

Sea K un cuerpo computable de caracteristica 0 (Es decir, no existe n tal que 1x +
.nsumandos+..+1g =0) y R := K|z, %9, ...,x,] el anillo de polinomios en n variables.
Si todas las operaciones en K son calculables, llamamos a K cuerpo computable.

Definicién 3.2.1: Un orden total < en {1,z1,29,...,2,} con 1 < x; , Vi se llama ran-
king.

Observacién 3.2.2: Asumimos que ¢ < j implica que z; < z;.

Definicién 3.2.3: Una variable x se llama variable lider de p € R si x es la variable
mayor tal que p es un polinomio no constante en esa variable. En este caso escribimos

ld(p) = x.
Observacién 3.2.4: Si p € K, se dice que ld(p) = 1, es decir, p es una constante.

Definicién 3.2.5: El grado de p en ld(p) se llama grado principal de p y el coeficiente
de ld(p) se llama coeficiente lider de p. Grado principal se denota por mdep(p) y el
coeficiente lider se denota por init(p).
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Paraa € K, donde K denota la clausura algebraica de K , definimos el siguiente homo-
morfismo:

b Klx1,...,1,] = K,
T; — a;.
Para a € Fi, k—1 <1 <n, definimos:

— x;—a;, <k
. . J 7 )
¢<xk7a.K[a:1,...,xn]—>K[.:1:k,...,3:n].{m o en olro caso

i Ty :

Dado un polinomio p € R, los simbolos p— y p+ denotan la ecuacién p = 0 y la inecuacion
p # 0, respectivamente. Utilizaremos de aqui en adelante ld(p-) := ld(p) y ld(p,) := ld(p).

Un conjunto finito de ecuaciones e inecuaciones se llama ststema algebraico sobre R.
Una solucién de p— o p. es una n-upla a € K" con ¢q(p) = 00 ¢a(p) # 0, respectivamente.

Decimos que a € K es solucién de un sistema S si es solucién de cada elemento de S.
El conjunto de todas las soluciones de S se denota por Sol(S).

El conjunto de todas las ecuaciones se denotan por S= = {p_/p- € S} y 57 = {p4/p4 €
St.

Definamos S, := {p € S/ld(p) = x}. La situacion en la que sea claro que |S,|=1, podemos
escribir .S, para denotar al inico elemento de S,.

El subconjunto S, := {p € S/ld(p) < x} es un sistema sobre K[yly < z].
Ejemplos:

(1) Calcular el grado principal, el coeficiente lider y la variable lider de p. Siendo p =
221 (z9 + 14) — 22(23 + 1).

La variable lider es x5, es decir, ld(p) = x5. El grado principal de p es mdeg(p) = 2. El
coeficiente lider de p es init(p) = —x3 — 1.

(2) Calcular el grado principal, el coeficiente lider y la variable lider de S, con x < y < z.
Siendo p = 2%(zy + 22+ y + 2) — y?(xy — 2* +2) + 2(zy + 2 + y + 20).

La variable lider es z, es decir, ld(p) = z. El grado principal de p es mdeg(p) = 2. El
coeficiente lider de p es init(p) = (zy + 2* + y + 2).
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3.3. Sistemas simples
Definicién 3.3.1 (Sistemas simples): Sea S un sistema.
1. S es triangular si |S,,| < 1,V1<i<ny SN{C.,CLC e K} =0.

2. Diremos que S cumple la propiedad de los coefcientes lideres si Vi, 1 < i < n, si
p €Sy, yae Sol(S.,,) entonces ¢, (init(p)) # 0.

3. Diremos que S es libre de cuadrados si se cumple: Vi, 1 < i < n, Va € Sol(S<y,) y
p € Sy, entonces ¢, o(p) € K[z;] es libre de cuadrados.

4. Diremos que S es simple si es triangular, cample cumple la propiedad de los coeficientes
lideres y es libre de cuadrados.

Ejemplos:

(1) Veamos un ejemplo de un sistema S tal que no es triangular:

1 To T3 L4
* x * *
(3‘7;1): (331 +3):

No es triangular ya que |S,,| > 2, por lo que incumple que |S,,| < 1.

(2) Veamos un ejemplo de un sistema S tal que no es libre de cuadrados:

T Lo T3 Ty
* * * *
(4)# (22 +dxy +4)=

No es libre de cuadrados ya que (23 + 4z4 + 4)— tiene una rafz doble.
Lema 3.3.2: Cada sistema simple tiene al menos una solucién.

Demostracién: En particular, si b € Sol(S<,) y S, es no vacio, entonces ¢, »(S5;) es un
polinomio en una variable con exactamente mdeg(S;) diferentes raices.

En el caso en el que S, sea una ecuacién, cada solucién b € Sol(S-,) se extiende a una
solucién (b, a) € Sol(S<,) con mdeg(S,) posibles opciones de a € k.

De lo contrario, todas menos un nimero finito a € K generan una solucién (b,a) €
Sol(S<;), porque la inecuacién S, excluye mdeg(S,) diferente a, y S, = () no impone
restricciones sobre a. [

Por otra parte, si (ai,...,a,) € Sol(S) donde S es un sistema sobre K|[zy,...,x,] con
L1, ..., Ty, luego (ai,...,a;) € Sol(S<y,).
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Se transforma un sistema en un conjunto de sistemas simples haciendo una particion del
conjunto de las soluciones. Esto también se llama descomposicion en sistemas simples.

Definicién 3.3.3: Una familia (S;)!", se llama descomposicion de S si Sol(S) =
™ ,Sol(S;). Se llama disjunta si Sol(S;) N Sol(S;) = 0, Vi # j. Una descomposicién
disjunta de un sistema en sistemas simples se llama descomposiciéon de Thomas.

Ejemplo 3.3.4: Descomposicién de Thomas de {(p := az*+ bz +c)-} C Qla,b,c,x] con
a<b<c<u.

1%Paso: Garantizamos que init(p) de p no es 0. Ahora insertamos (init(p))x = (a)x en el
sistema.

Luego tenemos una particién del sistema en {p_,a.} U {p=,a_}.

Ya que restringimos el conjunto de soluciones del sistema, consideramos el sistema {p_, (a)-}
que es equivalente a {(bx + ¢)-, (a)=-}.

Volvemos a partir el sistema {(bx + ¢)—,a=} en {(bx + ¢)=, bz, a=} U{p=,b—,a_}.

Similarmente, agregamos (b) para asegurar init(bxz + ¢) # 0 y obtener el caso especial
simple {(¢)—, (b), (a)-}.

Tenemos tres sistemas, {(az?+bx+c)_, (a).}, {(bx+c),, (b) =, (a)=} vy {(c)=, (b)=, (a)-},
donde se ve que el segundo y tercero son simples:

Observamos que el primer sistema no es simple ya que puede tener alguna raiz doble, ya
que si por ejemplo tomamos a =1, b =0, ¢ = 0, la solucién € Sol(SL,).

Primer sistema:

X ¢ b a
* x * *
(ax? 4+ bx + ¢)= (a)x

Segundo sistema:

X C b a
(b + ¢)» (b)2 (a)=
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Tercer sistema:

X C b a

* * * *

(€)= (b)= (@)=

2%Paso: Tenemos que asegurarnos que p es libre de cuadrados por la insercién de (4ac—b?)
en el primer sistema. Tenemos que considerar el sistema {(p)—, (4dac—b*)_, (a),}. Como p
es cuadratico en el sistema, lo podemos reemplazar por 2ax + b. Ahora todos los sistemas
son simples y hemos obtenido la descomposion de Thomas.

Del sistema {p—, a. } obtenemos una particién {(p)=, (dac—b*)—, a }U{p—, (4ac—b*) 1, a,}.

De (4ac — b*) = 0 obtenemos la solucién (2azx + b)— ya que x = %ﬁ = ;—;’
X ¢ b a
* K K *
(ax® + bx + )= (4ac — b?) . (a).
X ¢ b a
* k % *
(2az + b) - (4ac — b?)— (@),

X ¢ b a
* K K *
(bz + c)- (0) 2 (a)-
X ¢ b a
* * * *

3.4. Descomposicion algebraica de Thomas

Ahora veremos nuestro algoritmo principal para sistemas algebraicos y sus subalgoritmos.
Cada sistema es un par que consta de un sistema simple candidato y una cola de ecuaciones
e inecuaciones sin procesar. En cada paso, el algoritmo elige un polinomio adecuado de
la cola, lo pseudo-reduce y luego lo combina con el polinomio del sistema candidato
simple que tiene la misma variable lider. En este proceso, también puede pasar que el
algoritmo divida el sistema, es decir, se podra anadir a la cola un nuevo polinomio como
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una inecuacion y por tanto tendriamos dos sistemas, un sistema agregando la inecuacion
en la cola y otro sistema agregando a la cola el mismo polinomio pero como una ecuacion.

Definicién 3.4.1: Diremos que un par de sistemas (Sr,Sg) es presimple si cumple lo
siguiente:

1) St es triangular, por lo tanto, |Sr, | <1, V1 <i<ny SrN{C-,C.C € K} = 0.

2) Cumple una propiedad de los coeficientes lideres modificada: Vi, 1 <i<n, p € St,, ¥
a € Sol((S1)<z;) U (Sg)<s;) entonces ¢, (init(p)) # 0.

3) Vi, 1 < i < n, Va € Sol((Sr)u) U (S)w), p € Sr, entonces ¢y, a(p) € Kli] os
libre de cuadrados.

Observacidén 3.4.2: Si S = (), el sistema (Sr, Sg) es presimple <= Sp es simple.

A partir de ahora, diremos que prem es un algoritmo pseudo-residuo y pquo el co-
rrespondiente algoritmo pseudo-cociente. Para ser precisos sean p,q € R con ld(p) =
ld(q) = x, entonces,

m - p = pquo(p, ¢, ) - ¢ + prem(p, ¢, ) (8)
donde deg,(q) > deg.(prem(p,q,z)), ld(m) < x y m|init(q)* para algin k € Z>,. Remar-
car que pquo y prem no son unicos.

Veremos ahora un algoritmo para calcular prem y pquo.

Algoritmo 3.4.3: El algoritmo para encontrar el prem y pquo utilizando la division de
polinomios es el siguiente:

Si p es cero, devolver pquo = 0y prem = 0 ya que cualquier nimero dividido por cero es
cero con un resto de cero.

Si ¢ es igual a 1, devolver pquo = p y prem = 0 ya que cualquier nimero dividido por
uno es igual al ndmero con un resto de cero.

Si ld(p) es menor que ld(q), devolver pquo = 0 y prem = p ya que el cociente es cero y el
resto es igual a p.

Sean p = po+ ... + pnT™ ¥ ¢ = qo + -..@ox™ los dos polinomios a dividir con mdeg(p) = m,
con p,, # 0y mdeg(q) = n, con g, # 0.

Como para hacer la divisiéon de dos polinomios lo usual para poder resolverla seria dividir
el coeficiente lider de p entre el polinomio lider de ¢, es decir, p,/qn, pero no siempre
podremos hacer eso.
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Por lo tanto la manera de actuar sera la siguiente, teniendo en cuenta que hay otros
algoritmos validos que cumplen las especificaciones y que dan resultados diferentes.

Un algoritmo de pseudo-division:
Entrada: Un polinomio p y un polinomio ¢ # 0, con ld(p) = ld(q) = =.

Salida: Un polinomio pquo := ¢, un polonimio prem := r, cumpliendo (8) y las respectivas
condiciones.

ri=p.
c:=0.
while r # 0 y deg(r,x) > deg(q, x) do
r=init (q) - T — init(r) - q - pldeg(r2)—deg(a2))
c:=init (q) - ¢ + init(r) - pldes(rz)=deg(az))
end while
En la primera iteracién obtenemos:
r = init (q) - ¢ — init(q) - q - w92 —deg(a2))
c = init (q) - 0 + init(r) - pldes(re)=deg(q.z))

obtenemos pquo - ¢ + prem = init(q) - q, se prueba que en cada paso se obtiene un init(q)
mas, es decir, aplicando el algortimo m-n+1 veces obtenemos lo que queremos.

init(q)™ "+ . p = q - pquo + prem.

Lema 3.4.4: Si en la ecuacién (8) tenemos que ¢, (init(p)) # 0y ¢.(init(q)) # 0 implica
¢<za(Pquo(p, q,2)) # 0y ¢a(m) # 0

Demostracion: Supongamos que variable lider es x = x.

Sea p =po(z1,...,Tk-1) +D1(T1,. .., Tho1)Te + ..+ Dim(T1, . .., Tp—1) 2}, donde init(p) =
Pl 41) £ 0.

Sea ¢ = qo(x1,...,xp-1) + @(x1, ..., Tp—1)Tk + ... + gu(T1, . . ., TK—1)2}, donde init(q) =
Qn(xlv cee 7:Ek—1) 7é 0.

Sea pquo = to(z1, ..., xp_1)+ti (21, ..., Tp_1)Tpt. A4 (T1, . .., 21 1) 2, donde init(pquo) =
tl(l’l, Ce ;xk—l)'

Sea prem = ro(T1, ..., Tp—1)+ri(z1,. .., Tp—1)Tk+. . . Ars(T1, ..., 2K_1)2;, donde init(prem) =
7"8(1'1, e ,l‘k_l).

Tenemos la identidad,
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m - p = pquo(p,q,x) - q + prem(p, q, x), (9)
y como sabemos que mlinit(q)*, entonces tenemos que g, (z1,...,7r5_1)* = m - h, donde
m(z1,...,25-1)y h(xy1,...,25_1) son polinomios en las variables (z1,..., x5 1).
Veamos que m =n + (.

Por (9) y dado que s < n, el grado en x; de la parte derecha de la igualdad (9) esn+1y
es igual a m, asi, m =n + [.

La férmula g, (a1, . . ., ax_1)* = m(ay,...,ar_1)-h(ay, ..., a,_1) implica que como g, (ay, ..., a,_1)* #

0, entonces m(z1,...,x5_1) Z0y h(zy,...,25-1) # 0.

Por tanto tenemos ya que como ¢,(m) = ¢, q(m), ya que m sélo depende de z1, .., xy_1,

que ¢a(m) # 0.
Ahora sélo nos queda demostrar que ¢, (pquo(p, ¢, x)) # 0.
En la ecuacion,
m - p = pquo(p, q,x) - ¢ + prem(p, ¢, ),

aplicamos la funcién ¢, 4, y tenemos que

$a(m) - P<a,a(p) = G<a,a(Pquo(p, 4, 7)) - G<2,0(q) + P<a.alprem(p, ¢, x)),
dénde observamos que ¢,(m) = ¢, qo(m), ya que m sélo depende de xy, .., v5_1.
Al tomar ¢, , obtenemos,
m(ay . ..ag-1) - {po(ar,...,ax—1) + ...+ pmla, ... ap_1)x'} =
{tolay,...,ap_1)+...+t(ay,...;ap_1)2t} -{qolay, .. .;ap_1)+ ... +qnlar, ..., ap_1)x7 }+

{ro(ar,...,ax—1) + ... +rs(ay,...,ap_1)x}}.

Donde sabemos que m(ay ...ag_1) # 0y pm(a, ..., ax_1) # 0, por tanto la parte izquierda
de la ecuacion es distinta de 0 y de grado m en x;. Entonces la parte derecha tiene grado
m = n+l,y como s < n, necesariamente t;(ay, ..., ax_1) # 0, es decir, ¢, o(pquo(p, qx)) #
0.0

El siguiente algoritmo Reduce lo que hace es reducir un polinomio de entrada p moédulo
S, es decir, utiliza las ecuaciones e inecucaciones del sistema S para obtener un polinomio
de salida ¢ con las mismas caracteristicas que el polinomio p pero reduciendo incognitas:

Algoritmo 3.4.5(Reduce o Reducir médulo S).

Entrada: Un sistema presimple S = (S, Sg), un polinomio p € R.
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Salida: Un polinomio g con ¢,(p) = 0 si y solo si ¢,(q) = 0 para cada a € Sol(S5).
Algoritmo:
La:=1dp);q:=p;
2: while x > 1y (Sr), is an equation y mdeg(q) > mdeg((Sr).) do
30 q:=prem(q,(S7)s @) ;
4 xi=ld(g) ;
5: end while
6: of * > 1y Reduce(S,init(q)) =0 then
7 return Reduce(S, q — init(q)x™49)
8: else
9 return ¢
10: end if

A continuaciéon veremos unas observaciones que nos ayudaran a entender el algoritmo y
serviran de apoyo para la demostracion.

Observacion 3.4.6: Suponiendo que el algoritmo es correcto, la condicién Reduce(S,p) =
0 implica que {p = 0} N Sol(S) = Sol(S) <= Sol(S) C {p = 0}. El reciproco no se
cumple en general.

Demostracion de la correccién del algoritmo 3.4.5:

Lema 3.4.7: En primer lugar demostraremos que el polinomio ¢ en la salida del primer
bucle while es de la forma:

g=m-p— Y ¢~ (),

y<ld(p)
con ¢, € Klz|r < y]. Ademas si p cumple las condiciones del bucle while se tiene que
(ld(q), mdeg(q)) < (Id(p), mdeg(p)) y si no lo cumple p = g.

Demostracion: Primero vamos a demostrar que el bucle while es finito.

Sean i v yx los valores a la entrada de la k—ésima iteracion del bucle while de las variables
q v x respectivamente. En particular si se dan las condiciones para entrar en el bucle
while, se tiene que, g1 = p, y1 = ld(p). Tambien sabemos que, ¢z+1 = prem(qi, (St)y,, Yk):
Y1 = ld(grv1) y por lo tanto, my, - qx = pquo(qr, (St)y,» Yx) - (ST)y, + Qet1-
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Doénde tenemos que en cada paso yrr1 < Yk, ya que si no fuera asi, se saldria del bucle
while, esto es una sucesién decreciente y por tanto es finita, por tanto hemos demostrado
lo que queriamos, es decir, que el bucle while es finito.

Ahora una vez demostrado la primera parte de la demostracién veremos por induccion
que ¢ es de la forma del lema 3.4.7 La induccién se realiza en el nimero k de pasos que
se da en bucle while.

Para k = 1, tenemos que ¢ = 1 - p. Se cumple.
Supongamos que se cumple para k — 1 y lo probaremos para k.
En el paso k£ — 1 hemos supuesto que se cumple la hipodtesis de induccién, por tanto

tenemos que,

k—2

k-1 =M P — Cy, - (ST)yl 3 (10)

=1

donde

m:Hml. (11)

Para k, tenemos que,

Mkg—1 - qk—1 = (ST)k:—l 'pCIUO(Qk—h (ST)yk_pyk—l) +prem(qk_1, (ST>yk_17 yk—l)a (12)

donde gr = prem(qr-1, (S7)y_1, Yr—1)-

Sustituyendo en (12), gx_1 tenemos que,

k—2

Qe = mpa[m-p— ) cy - (S7),] = (Sr)r-1 - cr1.

=1
Agrupando términos llegamos a,

k—1

qk:m'p_zcyl'(ST>ylv

=1
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donde

k—1
m = H my.
=1
Sea ¢ la salida del primer while, hemos demostrado que ¢ es de la forma:

g=m-p— Y ¢ (51),, (13)

y<ld(p)

con

N
k=1

Veamos ahora que se cumplen las especificaciones del agoritmo, es decir, que Va € Sol(S),
$a(p) =0 < ¢a(q) = 0.

Observacién 3.4.8: Veamos como se comporta el algortimo. Si a € Sol(Sy U Sg) y
p € S, entonces como S es presimple implica que ¢, (init(Sr),,) # 0.

Ademds como my|init((St),, ), entonces @, (my) # 0.
Nos referimos a la linea 3 del algoritmo en el primer paso del bucle while del paso k—ésimo.
Sabemos por la observacién 3.4.8 que my|init((St),, )

Sea a € Sol(S), como (Sr),, es una ecuacién, entonces ¢q((Sr)y,) = 0. Lo que implica
que, usando la férmula (13) ¢,(q) = ¢a(m) - Pu(p).

Como a € Sol(S), entonces a € Sol(S<y, ). Teniendo en cuenta que a € Sol(S<,,) y que
S es presimple entonces, ¢, (init(Sr),,) # 0.

Sabiendo que ¢, (init(St)y,, ) # 0y my|init(S,, ), implica que ¢,(my) # 0.
Por tanto, ¢a(m) = H ¢a(mk) 7£ 0.
Luego llegamos a la afirmacion ¢,(p) =0 <= ¢,(q) = 0.0

La induccion que usaremos para demostrar lo que lo que sale en el segundo bucle cumple las
especificaciones es la doble induccién sobre (Id(p), mdeg(p)), donde ld(p) € {0,1,2,...,n}
donde llamamos 0 a la constante, 1 a x1, y n a x,, y mdeg(p) € N. Se puede realizar esta
induccion ya que los dos son conjuntos estan bien ordenados y su producto esta bien
ordenado.

Veremos que la salida en el segundo bucle cumple las especificaciones del algoritmo:
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Supongamos que ld(q) = xy, y sea

qg=qo(z1,...,xp-1) + (1, xp—1)Tp + ... + @z, ... ,xk_l)xi,,
donde init(q) = q (1, ..., xK_1).

Sea ¢ = Reduce(S,init(q)). En el caso de que Reduce(S,init(q)) # 0, tenemos que la
salida del algoritmo es ¢ que es la salida del primer bucle y cumple las especificaciones
por el lema 3.4.7 y por tanto cumple las especificaciones del algoritmo 3.4.5.

Por hipétesis de induccién dado que por el lema 3.4.7, o bien (Id(q), mdeg(q)) < (Id(p), mdeg(p)),
o bien ¢ = p y evidentemente cumple las especificaciones.

Supongamos ahora que ¢ = 0.

Como (Id(init(q)), mdeg(init(q))) < (Id(q), mdeg(q)) < (Id(p), mdeg(p)) por hipdtesis de
induccién g cumple con las especificaciones del algortimo y por lo tanto, Va € Sol(S), ¢, (init(q)) =
0. Ahora definimos G = ¢ — q(z1, ..., z,_1)xt, observamos mdeg(G) < mdeg(q).

Por hipétesis de induccién, podemos suponer que § = Reduce(S, §) cumple con las espe-
cificaciones del algoritmo y entonces: Va € Sol(5), ¢.(G) =0 < ¢.(q) = 0.

Entonces como ¢ = ¢ — q (1, ..., z5_1)2%, tenemos ¢o(q) = ¢a(q) — dalq)a.
Sabemos por el lema 3.4.7 que Ya € Sol(S), ¢.(p) =0 <= ¢.(¢q) = 0.
Como Ya € Sol(S), ¢a(q) =0, asi ¢o(q) = ¢a(q).

Anteriormente hemos visto que Ya € Sol(S), ¢.(§) = 0 <= ¢.(¢§) = 0, por lo tanto
tenemos que Va € Sol(S), ¢gu(p) =0 <= ¢,(q) =0. O

Observamos que este algoritmo solo usa las ecuaciones de St, ni las inecuaciones de Sr,
ni los elementos de Sg.

Diremos que p se reduce a q mdodulo S si Reduce(S,p) = ¢,y que p es reducido
moddulo S si se reduce a si mismo.

Observacion 3.4.9: Sea ¢ = Reduce(S,p) # 0. Entonces se tienen las siguientes propie-
dades:

1. Si (S7)14(q) €s una ecuacién, entonces mdeg(q) < mdeg((St)u(q))- Simdeg(q) > mdeg((St)i(y))
entonces ¢ no puede ser salida directa del bucle while.

2. Reduce(S, init(Reduce(S,p))) # 0. Ya que si no fuera asi, sabiendo que Reduce(S,p) =
q, entonces tendriamos Reduce(S,init(q)) = 0, entonces al entrar en el segundo bucle no
saldria ¢ = Reduce(S, p).

3. Se tiene que ld(q) < ld(p) y si ld(q) = ld(p), entonces mdeg(q) < mdeg(p). Esto se
obtiene de la relacion (Id(q), mdeg(q)) < (Id(p), mdeg(p)).
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Observacion 3.4.10: Sean p € Ry x = ld(p).

1. Si (Sg)<z = 0, entonces, S<, = (S7)<, es simple y ademds Reduce(S,p) # 0 implica
que Ja € Sol(S<,) tal que ¢,(p) # 0.

2. 51 (Sg)=, = 0y Reduce(S,p) # 0, entonces Sol(S<,) =0 o Ja € Sol(S<, U{(Sr)x})
tal que ¢q(p) # 0.
Ejemplo 3.4.11 (Sobre el algoritmo Reduce): Reduce p := 2 + y?z + x + y mddulo

el sistema simple siguiente Sy := {S;, S, }.

X y

(S7)e = (y2* — 1) (St)y = (¥* +1)=

p = 2® + y*x + x + y al multiplicar y - p — (S7), obtenemos que (y> +y)z + y? + 1 =: py

De aqui sabemos que init(ps) = y* + y, y ademés init(ps) —y - (Sr),, es 0.
Por otro lado al obtener p3 := y* + 1, es claro que p3 — (S7), = 0.
Vamos a explicar los pasos seguidos en el anterior ejemplo.

En este ejemplo lo que queremos encontrar es un polinomio ¢ tal que Reduce(St,p) = g, es
decir, dado los datos enunciados utilizar el algoritmo reduce para encontrar este polinomio.

Sigamos el algoritmo paso a paso.

No utilizaremos el nombre de ¢ hasta el final para evitar problemas con usar siempre el
mismo nombre, por este motivo utilizaremos p; en cada paso para evitar confusiones.

En el primer paso del algoritmo llamamos q := p = 22 + y?x + = + v, ld(p1) = =.

Entramos en el primer bucle while ya que x > 1, (S7), es una ecuacién y mdeg(p;) =
2 > mdeg((St).) = 2, ahora tenemos que calcular prem(p1, (St)., ), que al multiplicar
y - p1 y al restarlo de (St),, obtenemos que prem(py, (S7)z, ) = po = (y> + y)z +y* + 1
que es lo que seria el nuevo polinomio y ademads ld(ps) = x.

Al intentar volver a entrar al primer bucle while se sale, ya que mdeg(ps) = 1 <
mdeg((St).) = 2. Por lo tanto pasamos al siguiente bucle.

Necesitamos calcular Reduce(St,init(psy)), donde init(p2) = (y* + y). Volvemos al bucle
while, y tenemos que y > 1, (S7), es una ecuacién y mdeg(p2) = 3 > mdeg((Sr),) = 2,
luego podemos entrar al bucle y calculamos prem(ps, (St)y,y) = ps = 0, que lo obtenemos
al multiplicar init(ps) -1 —y - (St), = 0, por lo tanto Reduce(St,init(ps)) = 0.

Al estar aqui tenemos que devolver Reduce(St, py — init(ps) - xt).
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Calculemos ahora Reduce(St,y*+1), donde llamaremos p3 = y?+1. Es claro que al entrar
en el primer bucle while, y > 1, (S7), es una ecuacién y mdeg(ps) = 2 > mdeg((Sr),) = 2
entra en el bucle, y como p3 — (St), = 0, entonces sale 0 del bucle while, y al final del
algoritmo devuelve 0.

Por tanto hemos terminado el ejemplo con la solucién Reduce(St,p) = 0.

3.5. Algoritmo de Thomas

El algoritmo de Thomas consiste en dado un conjunto de sistemas, ir eligiendo sistemas,
que desaparecera del conjunto de sistemas. Vamos a explicar un poco como funcionaria
y a continuacion veremos los subalgoritmos implementos en el algoritmo principal para
obtener lo deseado. En primer lugar al elegir cada sistema, tendremos que mirar a la cola, si
la cola esta vacio, sumaremos a la salida del algoritmo el sistema al resultado y volveremos
a escoger otro sistema. En el caso de que la cola no esté vacia, escogemos una ecuacion o
inecuacién de la cola y esa ecuacién o inecuacién desaparecerd de la cola. Antes de ver los
siguientes pasos tendremos que comprobar varias cosas. La primera tenemos que verificar
si la ecuacion o inecuacién son consistentes, es decir, si la parte izquierda de la ecuacion
es una constante distinta de cero o si la parte izquierda de la inecuacion es cero, entonces
serian inconsistentes y lo desechamos. Por otra parte si tenemos que la ecuacion elegida
al lado izquierdo es cero, o si la inecuacion elegida es una constante distinta de cero, lo
desechamos. Para seguir con el algoritmo sélo quedaria una opcion, que las ecuaciones
o inecuaciones elegidas sean polinomios no constantes. En lo que queda del algoritmo
intervienen el algoritmo Reduce visto en la anterior subseccion y los subalgortimos que
veremos a continuacién. El objetivo de este algoritmo es, que utilizando lo anterior y
utilizando en cada caso difererente los algoritmos y subalgortimos, tener que todos los
conjuntos son triangulares, y que las condiciones iniciales de las ecuaciones e inecuaciones
de cada sistema no desaparezcan para ninguna solucién del respectivo sistema.

Algoritmo 3.5.1 (Split):
Entrada: Un sistema S y un polinomio p € R.
Salida: La decomposicién disjunta (S U{p.},SU{p=}) de S.
Algoritmo:

1: veturn ((Sr, Sg U {p2}), (St S U {p-}))
Observacién 3.5.2: Sol(S) = Sol(S U {p.}) U Sol(S U {p=}).
Algoritmo 3.5.3 (Init-Split):

Entrada: Un sistema S, una ecuacién o inecuacién ¢ con ld(q) = x.
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Salida: Dos sistemas S; y Sz, donde (S U {q},S2) es una descomposicién disjunta de
SU{q}. Ademss, ¢,(init(q)) # 0 Ya € Sol(S1) v ¢q(init(q)) = 0 Va € Sol(Ss).

Algoritmo:
1: (S1,S2) < Split(S,init(q))
2: (S2)q < (S2)Q U{g}
3: return (57, 5;)
Observacion 3.5.4: Sol(S) = Sol(S1 U {q}) U Sol(Ss).

Para ver algoritmos de division adicionales necesitamos ver nuevas definiciones y conceptos
como preparacion.

Definicién 3.5.5: Sean p,q € R con ld(p) = ld(q) = x, deg,(p) = d, > deg,(q) = d,.
Denotamos por PRS(p, ¢, x) la secuencia del resto polinomial subresultante de p y ¢ con
respecto a x y por PRS;(p,q,x), i < d, el polinomio regular de grado i en PRS(p, ¢, x) si
existe, y si no existe denotandolo 0. Ademds, PRSy,(p,q,x) := p, PRSq,(p,q, %) :==qy
PRS;(p,q,x) =0, d, <i < d,.

Definamos res;(p,q,r) = init(PRS;(p,q,x)) para 0 < i < dp, resq,(p,q,x) == 1y
reso(p, q,x) := PRSy(p, q, ). Notar que reso(p, q, z) es el resultante habitual.

En el capitulo 2 hemos visto esto pero con otras notacién, donde PRS; = F} tal que
deg(F;) =i o bien 0 si i ¢ {deg(F),deg(Fs),---,deg(Fy)}. Por tanto deg(med(p,q)) =
deg(Fy) = min{j/PRS; # 0}.

Es importante las iniciales de los subresultantes porque lo vamos a utilizar para poner
condiciones para poder determinar los grados de los med.

Definicién 3.5.6: Sea S un sistema y p1,ps € R con ld(p1) = ld(ps) = x. Si |[Sol(S<.)| >
0, llamamos:

i :=min{i € Z>o|3a € Sol(S<,) tal que deg,(gcd(p<ra(p1)); P<ualp2)) =i}

la cardinalidad de fibra de p; y ps con respecto a S.

Ademés, si (Sg)

=, = 0, tenemos:

/

i' :== min{i € Zso|Reduce(Sr,res;(p1,p2,x)) = 0Vj < iy Reduce(Sr,res;(p1,p2, ) #
0}
es la cardinalidad de cuasi-fibra de p; y ps respecto a S.

Una descomposicién disjunta (S, .S2) de S tal que:

L. degx(mCd(¢<x,a(pl)a ¢<x,a<p2))) =1 Va € SOZ((51)<:E) y
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2. deg,(med(dezr.a(p1), P<ua(p2))) > i Va € Sol((S2)<z)

se llama i-ésima division de fibracién de p; y ps respecto a S. Un polinomio r € R
con ld(r) = x tal que deg,(r) =iy

¢<w,a(r) ~ mCd(¢<z,a(p1)7 ¢<:Jc,a<p2)) VCL S SOZ((51)<£E)

se llama se llama i-ésimo maximo comun divisor condicional de p; y p, respecto a
S. Por otro lado, ¢ € R con ld(q) = x v deg,(q) = deg.(p1) — i tal que

¢<x,a (pl)
mcd <¢<x,a (pl) ) ¢<r,a (p2>>

se llama cociente condicional de p; por p, con respecto a S.

Geralq) ~ Va € Sol((S1)<z)

Al reemplazar ¢, o(p2) en la anterior definicién con & (¢<ya (p1)), obtenemos una i-ési-
ma division libre de cuadrados y una i-ésima parte condicional libre de cuadra-
dos de p; con respecto a S.

Ejemplo 3.5.7: Considere el sistema S := {(z*+y)-} y el polinomio q := 2+ z+y+1
con y < z. Calcular resy(S,, q, z), resi(Se, ¢, ) y resa(Sy, ¢, ). Antes de calcular hay que
tener en cuenta la definicién 3.5.5, para saber que res; = init(PRS;). También para el
calculo de PRS; podemos ir al capitulo anterior y ver como se calculan. En este ejemplo
tomaremos de ayuda Maple para obtener PRS y asi calcular res;.

Calculando con Maple obtenemos que PRSy(S,, ¢, ) = 3+ 7y?+5y+1, PRS1(S,, q,x) =
—xy+2y+1y PRSy(S,, q, ) = 22 +x+y+1. Por tanto como los res; son los init de PRS;,
tenemos que resy(Sy, q, ) = v + Ty? + 5y + 1, res1(S,, ¢, ) = —y y resy(Sy, q, 1) = 1.
Ya que existe yg tal que resg(Sz, g, z) # 0, luego esto significa que S, y ¢ no tienen factor
comun, por tanto med(S;, q) = 1.

La cardinalidad de la fibra de S, y ¢ con respecto a S es 0.

La divisién cero de la fibracién viene dada por Sy := S U {(reso(Sz, ¢, 7))2} v S2 =
S U{(reso(Sz, q,7))=}

La cardinalidad de la fibra con respecto de Sy es 1.

La primera divisién de fibracién viene dada por Sy := Sy U {(—y)x} v S22 = Sp U
{(—y)=}. Notar que en este caso Sol(Ss1) = Sol(S2) y Sol(Ss2) = 0.

El cociente condicional cero de S, y q es S,.

El primer ged condicional y el primer cociente condicional son —yx + 2y + 1 v y22? +
(2% + y)x + 4y + 4y + 1, respectivamente.
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Generalmente es muy costoso y dificil calcular la cardinalidad de la fibra directamente.
Pero en el caso de que la cardinalidad de la cuasi-fibra sea estrictamente mas pequena que
la cardinalidad de la fibra, la division de fibraciéon nos llevard a un sistema inconsistente,
y uno donde la cardinalidad de la cuasi-fibra se incrementa.

Lema 3.5.8: Sea |Sol(S<;)| > 0y (Sg)=, = 0. Para p; y p2 como en la definicién 3.5.6
con ¢, (init(py)) # 0 Va € Sol(S<,) y mdeg(p1) > mdeg(p2), sea i la cardinalidad de la
fibra de p; y po con respecto a S e i’ la cardinalidad de la cuasi-fibra. Luego:

i <i
donde la igualdad se da si y sélo si [Sol(S<, U {resy(p1,p2,x).})| > 0.

Demostracién: Sea a € Sol(S<,), mdeg(p1) > mdeg(ps), dp, = deg,(p1) = degs(P<z.a(p1)),
por hipdtesis, ya que hemos supuesto que ¢, (init(p1)) # 0, dp, = degs(p2) ¥ dpya =
degx(¢<x,a(p2))-

Sii < max(d,,,dy,.) —1=d, —1 esto implica que, usando el corolario 2.6.7, es decir, si
max(d,,, dp, o) = d,,, que es un caso particular del corolario 2.6.7.

¢<x,a(PRSi(plap2a [L‘)) ~ PRSi(¢<x7a(pl)7 ¢<:c,a(p2)a $) (2)

¢a(7‘63i(p17p2; I)) =0 < Tesi(¢<m,a<p1)7 ¢<x,a(p2)7 I‘) =0 (3)

Para llegar a estas igualdades hay que tener en cuenta que ¢, o(init(PRS;(p1,p2,2))) =
Ga(init(PRS;(py, p2,x))) y que init(PRS;(p1, p2, ¥)) = resi(p1, p2, ¥).

Las condiciones (2) y (3) por definicién también se cumplen para los casos triviales d,, <
i <d,,, ya que en el corolario se cumple para 0 < i < max(dpy, dpe, x).

Para todos indices j < i/, como a € Sol((S7)<z), a se puede extender a una solu-
cién a’ de Sy por ser Sr triangular, y por la observacion 3.4.8, ya que tenemos que
Reduce(St,resj(p1,pa, x)) = 0, ¢o(res;(p1, p2, ) = 0), pues ld(res;(p1, p2, x)) < .

Por (3) se sigue que 7€5;(¢<ya(P1), P<za(p2),x) = 0. Aplicamos el teorema 2.7.9 sucesi-
vamente y obtenemos PRS;(¢<za(P1), P<ua(p2), ) = 0. Por lo tanto, se tiene,

degs(med(d<za(p1), P<za(p2))) = 7 (4)
Esto implica que i’ < 1.
La igualdad en (4) se da si y sélo si existe a € Sol(S<,) tal que ¢, (resy (p1,p2,x)) # 0.
Por lo tanto, i =i’ si y sélo si [Sol(S<, U {res;(p1,p2,x).})| > 0. O

Nota: En el caso del anterior teorema no se puede aplicar si dos polinomios tienen el
mismo grado. Para poder aplicarlo en este caso (mismo grado) veremos que en el siguiente
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resultado que las iniciales no deben desaparecer.

Corolario 3.5.9: Sea |Sol(S<;)| > 0y (Sg)=, = 0. Para dos polinomios p; y ps como
en la definicién 3.5.6 con ¢, (init(p1)) # 0y ¢q(init(ps)) # 0 Va € Sol(S<.), sea i la
cardinalidad de la fibra de p; y ps con respecto a S e ¢’ la cardinalidad de la cuasi-fibra
de p1 y prem(ps, p1,x) con respecto a S. Luego:

7 <7
con la igualdad si y sélo si [Sol(S<, U {resy (p1, prem(ps, p1,x),x).})| > 0.

Demostracién: Sea a € Sol(S.,). Por las hipétesis sobre las iniciales , por el corolario
2.3.8 implica que ¢, q(prem(pz, p1,r)) = prem(d<qa(p2), P<ca(pr), ).

Los polinomios univariantes ¢, 4(p1) ¥ ¢<z.a(p2) tienen el mismo med como ¢y 4(p1) ¥
prem(¢<x,a <p2)7 ¢<x,a (pl)> 33)

Ahora podemos reemplazar py con prem(ps, p1,x) en el lema anterior. [J

El siguiente algoritmo calcula la cardinalidad de las cuasi-fibras de dos polinomios respecto
de un sistema S.

Algoritmo 3.5.10 (ResSplit):

Entrada: Un sistema S con (Sg)Z, = 0, dos polinomios p,q € R con ld(p) = ld(q) = =,
mdeg(p) > mdeg(q) y ¢o(init(p)) # 0 Ya € Sol(S<,).

Salida: La cardinalidad de la cuasi-fibra i de p y ¢ con respecto a S y una divisiéon de la
fibra i-ésima (S, S2) de p y ¢ con respecto a S.

Algoritmo:

1: i < min{i € Z>¢ |Reduce(Sr,resj(p,q,x)) = 0Vj < i and Reduce(Sr,res;(p,q,x)) #
0}
2: return (i, 51, 52) := (4, split(S, res;(p, q,x)))

Demostracién: Supongamos que [Sol((S;)<,)| > 0, I = 1,2, del caso contrario el enun-
ciado es trivial.

El polinomio g := PRS;(¢<z.a(P), P<z.4(q), x) no es identicamente 0 ya que, (init(g)). =
(resi(p,q,z))z € (S1)g, usando las condiciones (2) y (3) de la demostraciéon del lema
3.5.8.

El gradode g es iy g ~ med(¢p<z a(p), ¢<z.a(q)), como hemos probado en el lema 3.5.8.

Sea a € Sol((S2)<z). Por el teorema 2.7.9 y que (init(g))= = (resi(p,q¢,z))= € (S2)g
implica que g = 0, por las condiciones mencionadas anteriormente.
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Por lo tanto, deg,(gcd(¢<a,a(p); P<za(q))) > i. O

Aplicamos la cardinalidad de la fibra y la divisién de fibracién para calcular el méximo
comun divisor entre un polinomio de St y otro polinomio.

Algoritmo 3.5.11 ( ResSplitGCD):

Entrada: Un sistema S con (Sg)Z, = 0, donde (Sr), es una ecuacién, y una ecuacién g—

con ld(q) = x. Ademas, mdeg(q) < mdeg((St)z)-
Salida: Dos sistemas S; y S y una ecuacién - tal que:
a) S,=S, U {¢} donde (S1,S,) es una i-ésima fibracién de (St), y ¢ con respecto a S.
b) q es una i-ésimo méximo comun divisor condicional de (St), ¥ ¢ con respecto a S.
donde i es el cardinal de la cuasi-fibra de p y ¢ con respecto a S.
Algoritmo:
1: (4,51, S2) «+ ResSplit(S, (St)s,q)
2: (S2)q « (S2) U {d}
3: return Sy, Sa, PRS;((S7)s, q, %)=
Demostracién:
La propiedad a) se sigue por el algoritmo 3.5.9.
La propiedad b) se obtiene por la demostracién del algoritmo 3.5.9.

Nota: Notar que en este caso es imprescindible que ¢ > 0, ya que ¢ = 0 produciria una
inconsistencia, ya que no tendria solucién.

El algoritmo que veremos a continuacién es similiar al anterior,pero en lugar de devolver el
maximo comun divisor, devuelve el primer polinomio de entrada dividido entre el maximo
comun divisor.

Algoritmo 3.5.12 (ResSplitDivide):

Entrada: Un sistema S con (Sg)Z, = 0 y dos polinomios p,q con ld(p) = ld(q)
it(

¢a(init(p)) # 0 Va € Sol(S<,). Ademés, si mdeg(p) < mdeg(q) tenemos ¢, (init(q)) §
Salida: Dos sistemas S; y S5 y un polinomio p tal que:
a) So=S, U {q} donde (Sl,S2> es una i-ésima fibracién de p y ¢’ con respecto a S.

b) p es una i-ésimo cociente condicional de p con respecto a S.
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donde i es la cardinalidad de la cuasi-fibra de p y ¢ con respecto a S, con ¢ = ¢ para
mdeg(p) > mdeg(q) y ¢ = prem(q, p, x) en otro caso.

Algoritmo:
1: if mdeg(p) < mdeg(q) then

2: return ResSplitDivide(S,p,prem(q,p,x))

3: else

4: (1,51, 52) < ResSplit(S,p,q)

) if © > 0 then

6 p < pquo(p, PRS;(p, prem(q,p,z),x), )
T else

8 PP

9 end if

10: (S2)g « (S2)oU{q}
11:  return S;,5.p
12: end if

Demostracién: De acuerdo con el corolario 3.5.8, podemos suponer sin pérdida de ge-
neralidad que mdeg(p) > mdeg(q).

La propiedad a) se sigue del algoritmo 3.5.9.

Va € Sol(S1), se tiene lo siguiente: Si ¢ = 0, tenemos deg, (mcd(¢<z.q(p), P<za(q))) =0y
por tanto ¢, .(p) no comparte raices con ¢, (q’).

Ahora sea ¢ > 0. Por la férmula m - p = pquo(p, ¢, x) - ¢ + prem(p, ¢, ) tenemos que:
m-p=p -PRSi(p,q,x) + prem(p, PRS;(p. ¢, x),x).

De acuerdo con el corolario 2.3.9 y

$<aa(PRS;(p1,p2, 7)) ~ PRSi(¢<0,a(P1); P<za(p2), 7)

Ga(resi(pi,p2,2)) =0 <= resi(P<va(pr1); P<salp2),x) =0

existe ky y ko € K\{0} tal que

¢a(m) '¢<m,a(p) = ¢<x,a (I~)>¢<a},a(PRSZ (pa q, ZE)) +¢<a},a(p7“€m(p7 PRSZ(p7 q, J)), ZE))
#0
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= ¢<x,a(f)> 'kIPRSi(¢<x,a(p)7 ¢<x,a(Q)7 [E)
+k2pr€m(¢<x7a (p)> PRSi(¢<:c7a(p)> ¢<x7a(Q)> $), ZE)

-

divided < z,a(p)

= ¢ra(D)-kimed(P<zo(p), d<z.a(q)) + 0 Luego, obtenemos la condicién

b) por

¢<:E,(l (p>

P<wa(P) ~ med (P<za (D) s O<ua (q))

Y dego(cra(P)) = degu(dcsa(p)) — dega(med(Pesa(p), P<za(q))) = deg.(p) — .

Aplicando el ultimo algoritmo a p y la derivada de p respecto de su variable lider construye
un algoritmo para hacer p libre de cuadrados. Lo presentaremos separado para entender
mejor el algoritmo.

Algoritmo 3.5.13 (ResSplitSquareFree):

Entrada: Un sistema S con (Sg)=Z, = 0 y un polinomio p con ld(p) = = y ¢4 (init(p)) # 0
Va € Sol(S<z).

Salida: Dos sistemas S; y S3 y un polinomio r tal que:

a) Sp =S, U{p} donde (51,S,) es una i-ésima divisién libre de cuadrados de p con respecto

as.

b) r es una i-ésima parte libre de cuadrados condicional de p con respecto a S.

donde i es la cardinalidad de la cuasi-fibra de p y de %p con respecto a S.

Algoritmo:

: (i, 81, 82) < ResSplit(S,p, 2 p)
:if 7 > 0 then

r < pquo(p, PRS;(p, Zp, x), z)

: else

1
2
3
4
ot
6
7
8

r<Dp

: end if
: (S2)q < (S2)Q U {p}

: return S, Sy, r
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Demostracion: Ya que ¢;q(2p) = Zdcsa(p), es una i-ésima divisién libre de cuadra-
dos de p es una i-ésima lelSlOIl de ﬁbramon depy g 9 p. El resto de la prueba se sigue por
la demostracion del algortimo 3.5.13.

En todos los algoritmos basados en ResSplit una condicién necesaria es que (Sg)=Z, = 0.
Con esto aseguramos que con todas las ecuaciones con lider menor que x se pueden utilizar
para la reduccion médulo S7. Esta restriccién obliga a considerar un orden particular en
el que tratar los polinomios en el algoritmo principal.

Definicién 3.5.14 (Escoger): Sea Py;,,(M) sea el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de un conjunto M. Una estrategia de seleccion es una aplicacion:

Escoger:Ptinito ({p=, p£|p € R}) = {p=, p£|p € R} :
Q—=qeq

con las siguientes propiedades:

1. Si Reducir(Q)) = q= es una ecuacién, entonces Qi) = 0.

2. Si Reducir(Q)) = g« es una inecuacién, entonces Qi = 0.

Demostramos que estas condiciones son necesarias para la terminacién de nuestro enfoque,
dando un ejemplo donde las incumplimos.

Ejemplo 3.5.15: Consideramos R := [ ,x] con a < z y el sistema S con Sy := 0y
Sg = {(2? — a)=}. Para introducir ( a)- en St, necesitamos aplicar el algoritmo
ResSplitSquareFree:

2 2

Calculamos resg(z? —a, 2z, x) = —4a, resy (2 — a,2x, 1) = 2 y resq(z? — a,2x,x) = 1 con
la definicién 3.5.5 La cardinalidad de la cuasi-fibra es 0 y obtenemos dos nuevos sistemas
S1y Sy con:

(SO =A{(@* —a)=}, (Si)o = {(—4a)z} y (S2) =0, (S2)q = {(2* — @)=, (—4a)-}.

Veremos ahora qué pasa con Sy: Si escogemos (2% — a)— como nueva ecuacién para ser
tratada, por incumplimiento de las condiciones en la definicién 3.5.14, el algoritmo ResS-
plitSquareFree dividird Sy en Sy 1, Sa2 con,

(S21)r = {(z* = a)=}, (Sa1)q = {(—4a)%, (—4a)-}

(S22)r =0, (S22)q = {(z* — a)=, (—4a)-}.

Como Sy = Ss9, esto lleva a un bucle infinito.
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El siguiente algoritmo trivial inserta una nueva ecuacién en St.
Algoritmo 3.5.16 (Insertar una ecuacién):

Entrada: Un sistema S y una ecuacién r— con ld(r) = z satisfaciendo ¢, (init(r)) # 0y
G<z.a(r) es libre de cuadrados Va € Sol(S<,).

Salida: Un sistema S donde r— se inserta en St.
Algoritmo:

1: if (Sr). es no vacio then

2. Sp < (Sr\{(57):})

3: end if

4: Sy« Spu{r_}

5: return S

Ahora presentamos técnicamente el algoritmo principal, pero sin detallar la demostracion
de su correccién y su finalizaciéon debido a que son muy técnicas y bastante largas, sin
embargo ilustro el algoritmo con un ejemplo. También después del algoritmo incluyo un
diagrama del flujo del algoritmo para una mejor comprensién. La estructura general es
la siguiente: En cada iteracién, un sistema S es seleccionado de una lista P de sistemas
inacabados. Una ecuacion o inecuacion se elige de la cola Sg. Entonces ¢ se reduce moédulo
St y incorporado al sistema simple candidato S7 con los algortimos de division vistos
anteriormente. Al hacerlo, el algoritmo puede agregar nuevos sistemas .S; a P. En cuanto
el algoritmo produce un sistema que contiene una ecuacién c— para ¢ € K {0} o la
inecuacién 0 se descarta.

Algoritmo 3.5.17 (Descomposicién):
Entrada: Un sistema S’ con (S")r = 0.
Salida: Una descomposicién de Thomas de 5.
Algoritmo:

1: P« {S"}; Result «+ ()

2: while |P| > 0 do

3:  Escoger S € P; P+ P\{S}

4:  if |Sg| =0 then

5: Result < Result U {S}
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11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

else
q < Select(Sq); Sq < So\{d}
q < Reduce(q, St);x < 1d(q)
if ¢ ¢ {04, c—|c € K\{0}} then
if  # 1 then
if ¢ es una ecuacion then
if (S7). es una ecuacién then
if Reduce(St,reso((St)z,q,x) =0 then
(S,51,p) < ResSplitGCD(S,q); P < PU{S}
S <« InsertEquation(S, p)
else
Sq + S U{q=,reso((S7)z, ¢, 7)=}
end if
else
if (St1). es una inecuacién then
5q  Sq U{(S1)2}; S\ {(S7)=}
end if
(S,S2) < InitSplit(S,q); P < PU{Sy}
(S, S3,p) < ResSplitSquareFree(S,q); P < PU{Ss}
S « Insert Equation(S, p-)
end if
else if ¢ es una inecuacién then
if (S7), es una ecuacién then
(S, S4,p) < ResSplitDivide(S, (St)s,q); P < {S4}
S « Insert Equation(S, p—)
else

(S, S5) < InitSplit(S,q); P < PU{Ss}
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33: (S, Se,p) < ResSplitSquareFree(S,q); P < P U{Sg}

34: if (S7), es una inecuacién then
35: (S, S7,7) < ResSplit Divide(S, (St)z,p); P < P U{S;}
36: (S1)e <= (r-p)#

37 else if (S7), es vacio then

38: (S7)e < P

39: end if

40: end if

41: end if

42: end if

43: P+ PU{S}

44: end if

45: end if

46: end while
47: return Result

Demostraremos el algoritmo con un ejemplo simple. En cada paso, se omitiremos los
sistemas inconsistentes que aparezcan.

Ejemplo 3.5.18: Sea S = (S, 5¢g) := (0, {(z*+2+1)-, (x+a).}) con a < z. Escogemos
q = (2*+ 2+ 1)_(Linea 7,8). Como init(q) = 1y reso(q, Zp,z) = 1(Linea 10) el sistema
original S es reemplazado por ({(z? +x + 1)_},{(z + a)}) (Linea 43).

Ahora, ¢ := (x + a)«(Linea 7,8) es seleccionada y ResSplitDivide(S, (St)s,q) calcula
reso((St)e, ¢, x) = prem((St)e,q,2) = a®> —a + 1, res;((Sr)s, ¢, x) = init(q) = 1,y
ress((S7)z, q,x) = 1. Como Sy no contiene ninguna ecuacién del lider a(Linea 28), nin-
guno de esos polinomios pueden ser reducidos. Luego, podemos descomponer S en (Lineas

32-33):

Si=({@"+z+ 1)1(612 —at b D),

que es simple vy,

Si=({(=" +o+1)-} {(z+a)z (@ —a+1)_}).

N

—(S1)r —(5)Q



Reemplazamos S por
S1i=({(@* +a+1)=,(a® —a+ 1)} {(z +a)z})

y aplicando ResSplit Divide(Sy, ((S1)r) a S; otra vez. En este caso, Reduce((S))r,a* —
a+1) =0y S es reemplazado por (Lineas 35,36)

Si={ (x—a+1)- ,(a®>—a+1)_},{1.})
——
pquo(z2+z+1,2+a,z)

Finalmente, la descomposicién de Thomas de S es:

{@*+z+1),(a®>—a+ 1)} {(zx—a+1)-,(a* —a+1)_}).
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