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Resumen

En este trabajo se ha realizado una revision critica del Principio de Maxima Entropia y sus
aplicaciones a la Fisica Estadistica, buscando, ademas, ejemplos ilustrativos, con el objetivo de
incorporar las innovaciones realizadas a futuras clases de la asignatura “Fisica Estadistica”,
obligatoria del Grado en Fisica y del doble Grado en Fisica y Matematicas de la Universidad
de Valladolid.

La Fisica Estadistica es una rama de la Fisica que tiene como finalidad establecer una conexion
entre la descripcién microscopica de la realidad, que proporcionan otras materias de la Fisica
(Mecanica Clasica, Mecénica Cuéntica, Electromagnetismo, Elasticidad...), con la descripcion
macroscopica del mundo que proporciona la Termodindmica (que no precisa en absoluto de
una descripcion en términos de variables microscopicas).

Para comprender la asignatura, es necesario interiorizar una serie de conceptos que estin
repartidos en muchas fuentes distintas. El objetivo de este trabajo es recoger esas nociones y
conceptos necesarios para la Fisica Estadistica mediante la buasqueda de bibliografia especifica,
lecturas, y articulos. Tras recopilar la informacion necesaria, y una revision cuidadosa por parte
de los tutores de este trabajo (J. C. Cobos y L. F. Hevia), se han introducido estos conceptos
por medio de unos ejemplos sencillos y didacticos, que pretenden ilustrar, para un nivel de
Tercer Curso del Grado, conceptos como el Principio de Méxima Entropia y su utilidad, los
estados de equilibrio termodinamico, el limite termodindmico de los sistemas, y los conjuntos o
colectividades estadisticas.

En concreto, se revisan en cada capitulo los siguientes aspectos:

Capitulo 1: Se hace una introduccién a dos magnitudes: la entropia termodinamica y la
entropia estadistica. Esta ultima se define para una distribucién de probabilidades, y sera
relevante al aplicar el Principio de Maxima Entropia (PME) en los conjuntos estadisticos.

Capitulo 2: Se ilustra la metodologia de trabajo con el PME en un problema sencillo: un juego
de reparto de fichas en cuatro colores. Se resolvera de forma exacta y utilizando el PME, para
luego comparar ambos resultados.

Capitulo 3: Se justifica el PME como un método de razonamiento adecuado para inferir
probabilidades desconocidas a partir de la informacién conocida de un problema.

Capitulo 4: Se hace una breve introducciéon a los postulados de Callen, al formalismo
termodinamico entropico y a las transformadas de Legendre de la Entropfia.

Capitulo 5: Mediante ejemplos sencillos, se ilustra el comportamiento de sistemas formados
por muchas entidades elementales independientes.

Capitulo 6: Se hace un estudio breve de los conjuntos microcanénico y candnico, y se presentan
sus ecuaciones fundamentales. Se expone también el protocolo de trabajo tipico para resolver
problemas de Fisica Estadistica, y se resuelve un problema modelo con gran detalle. El apéndice
B de este trabajo complementa el capitulo 6, pues contiene la aplicacién completa del PME a
cada conjunto estadistico, y como se obtienen las ecuaciones resumidas en el capitulo. Dicho
apéndice contiene, ademés, otros dos conjuntos de interés: el gran canoénico y el isotermo-
isobérico.
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Capitulo 1: Introduccién. Los distintos
conceptos de entropia

La Fisica es la ciencia experimental més fundamental, cuyo doble objetivo es conocer para
intentar comprender la realidad que nos rodea. Como seres humanos que somos,
interaccionamos con nuestro entorno, y tratamos de entenderlo asociando ideas y conceptos a
aquello que somos capaces de percibir con nuestros sentidos (Einstein afirmé que: “la fisica es
el estudio de las percepciones sensoriales impersonales”). A partir de la experiencia somos
capaces de idear modelos de realidad y teorias que son capaces de describir (de peor o mejor

forma) los sucesos que observamos.

La entropia es una magnitud termodinamica (funcion de estado, ademéas) que puede resultar
un tanto extrafia cuando se enseiia a los estudiantes de Fisica, pues la primera impresion que
se tiene de ella es que no se parece en nada a otras magnitudes fisicas, como pueden ser por
ejemplo la masa, la longitud o la fuerza, de las que se tienen conceptos, nociones e ideas que
parecen en principio mas claras. Y en nuestro caso, ain peor, se confunden habitualmente los
conceptos de temperatura y calor, que son los preconceptos en que esta basada su definicion.

;,Como encaja el concepto de entropia en la realidad que nos rodea y qué significado fisico
tiene? En este trabajo trataremos de dar respuesta a esta pregunta, introduciendo el Segundo
Principio de la Termodinamica y exponiendo las definiciones y propiedades de dos magnitudes
—en principio— diferentes, pero que deben estar intimamente relacionadas si debe cumplirse que
la descripcion empirica experimental coincida con la explicaciéon teérica deductiva:

= La entropia termodindmica, que es una propiedad macroscopica de los sistemas (en
equilibrio termodinédmico, o en estados generalizados de no-equilibrio), y no depende de
ningin modelo de realidad. La Termodinamica es una ciencia macroscépica que no necesita
para nada una descripcion en términos de variables microscopicas. Eso fue lo que la hizo
insensible a los cambios que generaron en el resto de las ramas de la Fisica tanto la

revolucién relativista como la cuantica.

= La entropia estadistica, que es una funcién matemaética caracteristica de una distribucion
de probabilidad. Aunque existen diversas definiciones de entropia estadistica, dependiendo
del valor de autoinformacion utilizado, e incluso generalizando a propiedades no-extensivas,
nosotros utilizaremos la asf llamada entropia de Gibbs-von Neumann-Shannon, ya que es
el limite comun de muchas de ellas bajo determinadas condiciones fisicas razonables, siendo
la que se aplica a la descripcién estadistica de los sistemas macroscépicos si nuestro modelo
de realidad parte de la idea de que conocemos el valor medio (primer momento) de las

variables caracteristicas “microscopicas” que lo describen.

Obviamente, las ecuaciones tedricas que genera el formalismo estadistico para describir los
sistemas reales deben coincidir con las ecuaciones empiricas macroscopicas que se utilizan en
Termodinadmica. En resumen, aceptamos el postulado fundamental de la Fisica Estadistica que

postula que “la realidad macroscépica no es méas que el promedio de las variables microscépicas
que caracterizan a los sistemas reales”.



1.1 Entropia termodinamica

1.1.1 El Segundo Principio desde un punto de vista inductivo

La necesidad del Segundo Principio de la Termodindmica surge del hecho de que existen
procesos de un sistema que, aun siendo compatibles con el Primer Principio de la
Termodinédmica, es decir, cumpliendo la conservacién de la energia, nunca se observan en la
naturaleza. Segun Biel (1998), “aun sin salirse de la limitacion impuesta por el Primer Principio
(la energia no se crea ni se destruye, solo se conserva) no toda la energia en forma de calor
puede transformarse siempre en otra clase de energia (ni siquiera en un experimento ideal) y
no pueden tnvertirse todos los procesos de transformacion de energia”.

Los siguientes ejemplos sencillos dan cuenta de la direccionalidad natural (asimetria espacial y
temporal) de ciertos procesos:

=  Ejemplo 1. Un bloque de hielo se sitia en una habitacion a temperatura ambiente (mayor
que la que posee el hielo en equilibrio con agua liquida). Su evolucién natural es calentarse,
fundirse y pasar totalmente al estado liquido. Se produce un flujo de energia en forma de
calor entre el cristal de agua y su entorno, de tal forma que es el aire el que calienta al
hielo. Sin embargo, nunca se ha observado que el agua liquida forme un bloque de hielo a
temperatura ambiente, espontaneamente, calentando el aire a su alrededor. Ambos procesos

conservan la energia y cumplen con el Primer Principio de la Termodinamica, pero nadie
ha observado el segundo proceso.

= FEjemplo 2. Un recipiente adiabético e impermeable se encuentra dividido en dos mitades
por un separador (ya sea una puerta, una valvula que las conecta, etc.). Una mitad esta
llena de aire, y la otra esta vacia. Al retirar el separador, el aire se expande ocupando todo
el volumen de la caAmara, y sin embargo nunca se ha observado que, espontdneamente, el
aire vuelva a ocupar s6lo una mitad del recipiente.

Los procesos que se han mencionado en los ejemplos 1 y 2 se realizan espontaneamente en una
determinada direccién y no en la contraria. Asi pues, el Primer Principio de la Termodinamica

no es suficiente para explicar el sentido de evolucién de los sistemas y se precisa de un nuevo

principio que complemente y complete al primero.

Mientras el trabajo W puede convertirse integramente en calor ¢ de forma continua (por
medio de procesos ciclicos del sistema activo de una maquina térmica), la transformacion
continua del calor en trabajo no puede producirse al 100%. La transformacion continua de calor
en trabajo exige una cierta compensacion, que se puede dar de dos formas diferentes:

» Se produce la cesion de calor a un sistema con temperatura méas baja (foco frio) que la del
sistema del que se absorbe el calor (foco caliente).

= La transformacion de calor en trabajo implica una modificaciéon del estado del sistema
(proceso no ciclico).

A lo largo del siglo XIX, diferentes fisicos enunciaron el Segundo Principio de la Termodindmica
en base al estudio de las maquinas térmicas. Estos enunciados se encuentran recogidos en el
Tomo I del libro “Termodindmica” de Tejerina (1976):

Enunciado de Carnot (1824): “Para que una mdquina térmica ciclica produzca trabajo a

expensas del calor que recibe de una fuente caliente, es necesario que energia en forma de
calor pase a otra fuente mds fria.”

Enunciado de Kelvin-Planck (1852): “Es imposible construir una mdquina térmica que

funcionando ciclicamente convierta en trabajo toda la energia que recibe en forma de calor de



una fuente térmica.” La maquina térmica que describe este enunciado es el mdvil perpetuo de
segunda especie, negando su existencia.

Enunciado de Clausius (1850): “Es imposible construir una mdquina térmica ciclica cuyo unico
resultado sea pasar energia en forma de calor de una fuente fria a otra caliente.”

Aunque historicamente el Segundo Principio de la Termodinamica surge del estudio de las
maquinas térmicas, no es exclusivo de sistemas que formen parte de ellas. Este razonamiento
inductivo con méaquinas térmicas permite introducir dos nuevas variables para todo sistema
termodinamico:

= La temperatura termodinamica, 7T, definida de forma independiente de las sustancias
y propiedades termométricas empiricas usadas para su definicion y medida experimental.

* La entropia termodinamica, S, variable extensiva (funcién homogénea de grado 1 de las
variables extensivas naturales de las que depende [N, U, V] —capitulo 4-), cuyo valor no
puede disminuir en un proceso adiabético (@ =0).

En particular, los sistemas aislados estan aislados adiabaticamente, por lo que la variacién de
entropia en tales sistemas no puede ser negativa.

Al conjunto formado por un sistema y su entorno se le suele llamar universo termodinamico,
que es un sistema finito y aislado, pero que no es el universo en el sentido

cosmologico. Como la entropia es una variable extensiva, la entropia de un universo
termodindamico sera la suma de las entropias del sistema y de su entorno. Ademés, como un
universo termodinédmico es un sistema aislado:

AS =AS,

universo sistema,

+AS

entorno Z O (]‘]‘)
Es decir, la entropia del universo termodinamico no puede disminuir. Esta desigualdad permite

clasificar los procesos que se dan en un universo termodinamico:

= Se dice que un proceso es reversible cuando es posible invertir exactamente los intercambios
de energia del sistema y del entorno para devolverlos a su estado inicial. Para estos procesos
(en la practica irrealizables) AS =0.

universo

* Se dice que un proceso es irreversible en caso contrario. Para estos procesos, AS, >0

universo

La variaciéon de entropia entre dos estados de equilibrio en un sistema cerrado puede calcularse
mediante la igualdad de Clausius:

5Qrev
T

donde 6Q)., es el calor intercambiado en un proceso infinitesimal reversible que conecte los

ds = (1.2)

estados inicial y final.

Dado que los procesos adiabaticos deben también estar caracterizados por una variaciéon de
entropfa no negativa, se puede analizar el caracter reversible o irreversible del proceso
adiabético de un sistema sin necesidad de analizar la variacién de entropia de su entorno:

= Principio de aumento de entropia en procesos adiabéticos. En un proceso adiabético la

entropia no puede disminuir:

AS,

adiabatico

=0 < Proceso adiabatico reversible

ASadiabé,tico 2 0 - AS

adiabatico

>0 < Proceso adiabatico irreversible



1.1.2 El Segundo Principio desde un punto de vista deductivo

Al igual que se hace con las formulaciones modernas de la Mecanica, el Segundo Principio de
la Termodindmica puede enunciarse postulando directamente la existencia y las propiedades
del equilibrio termodindamico y de la entropia (Callen, 1985). En esta formulacion, el inverso
de la temperatura se define como la variable canoénica conjugada de la energia (capitulo 4).
Esta variable (el inverso de la temperatura) es, en realidad, mucho méas adecuada que la propia
temperatura, que evita discusiones superfluas acerca de la inaccesibilidad del “cero absoluto de
temperatura” y permite introducir las temperaturas negativas de manera natural y sin
discontinuidades que distorsionan la interpretacion del significado de las mismas.

Continuaremos esta exposicion en el capitulo 4. Alli, enunciaremos y comentaremos
criticamente los postulados de Callen.

1.2 Entropia estadistica

En Fisica Estadistica, existen dos formas diferentes de introducir la entropia (existen muchas
mas, en funcion de la autoinformacion que utilicemos, pero no lo estudiaremos aqui). Por un
lado se tiene la entropia de Boltzmann—Planck, y por otro lado la entropia de Gibbs—von
Neumann—Shannon, siendo esta tltima mucho més general y aquella un caso particular de ésta.
Las estudiaremos en los siguientes apartados.

1.2.1 La entropia de Boltzmann-Planck

Boltzmann fue uno de los primeros fisicos en relacionar la entropia y la probabilidad. Definio
la entropia como una medida del ntmero de posibles microestados que puede adoptar un
sistema aislado en equilibrio termodinédmico, consistente con sus propiedades macroscopicas; es
decir, con el macroestado del sistema.

Por ejemplo, a nivel microscopico, un gas estara formado por un gran numero de dtomos o de
moléculas (hipotesis atomica) que se mueven libremente e interaccionan entre si y con las
paredes del recipiente. Desde el punto de vista de la Mecénica Clasica, un microestado seria
una descripcion de las posiciones y momentos de todas las particulas del gas (espacio de las
fases). Al ser un gran nimero de particulas (del orden de 10?3), existe un niimero abismalmente
grande de microestados, es decir, de diferentes configuraciones posibles. Sin embargo, su
comportamiento colectivo da lugar a propiedades macroscopicas bien definidas, denominadas
variables termodindmicas, como son el volumen, la presion y la temperatura.

M. Planck (1914), en las paginas 119-120 de su libro “The Theory of Heat Radiation”, comenta:
“La conexion logaritmica entre entropia y probabilidad fue establecida por primera vez por L.
Boltzmann en su teoria cinética de gases. [...| A diferencia de [Boltzmann|, nosotros asignamos
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un cierto valor absoluto a la entropia’. Con ello, Planck esta haciendo referencia a la relacion

que expone en ese mismo libro entre la entropia S y el niimero de microestados Q de un
sistema aislado (que esta caracterizado por unas ligaduras macroscopicas conocidas como son

el nimero de particulas, la energia interna y los desplazamientos generalizados que dan cuenta
del trabajo mecénico de configuracion — el volumen, por ejemplo —, que permanecen fijas):

S =k, InQ (1.3)

donde k; es la constante de Boltzmann, que da dimensiones a la entropia. Como el ntimero de
microestados ) es un numero entero positivo y mayor que 1 (no se puede tener medio
microestado), la entropia asi definida serd nula cuando se tenga un tnico microestado, y
positiva en el resto de los casos.



No obstante, la entropia de Boltzmann-Planck (1.3), grabada sobre la tumba de L. Boltzmann
en el cementerio central de Viena, resulta ser un caso particular de la entropia de J. W. Gibbs
(1902), también utilizada por J. von Neumann (1932) en sus “Mathematical Foundations of
Quantum Mechanics’, para explicar el proceso de medida en Mecénica Cuéntica; y por C. E.
Shannon (1948), al desarrollar “A Mathematical Theory of Communication” (razon por la cual
también se la conoce como entropia de informacion). Dicha entropia de Gibbs—Von Neumann-—
Shannon es la que llamaremos entropia estadistica, magnitud central de este trabajo.

1.2.2 La entropia estadistica de Gibbs-von Neumann-Shannon

La entropia estadistica de Gibbs—von Neumann—Shannon nos permitira inferir las
probabilidades asociadas a microestados que dependan de ligaduras macroscépicas que
describen sistemas no-aislados, que intercambian con su entorno materia y energia, y se
estructuran microscoépicamente de acuerdo con su entropia. Esta magnitud es mucho més
adecuada a la hora de discutir la conexién entre las propiedades fisicas macroscopicas y las
microscopicas de las que son consecuencia, y se escribe en términos de las distribuciones de
probabilidad asociadas al conjunto de posibles microestados en los que puede presentarse el
sistema.

Dada la distribucion de probabilidades { Dys Doyeeey pQ} asociada a los €2 sucesos elementales de
una variable aleatoria discreta (que, en particular, son mutuamente excluyentes, de forma que
si ocurre un suceso elemental no ocurren los otros), donde p, es la probabilidad correspondiente
al suceso elemental -ésimo; definimos la entropia estadistica S como:

Q Q 1
S(pl,...,pQ):—kZpi Inp, =) p (kln;} (1.4)
i=1 i

i=1

donde k es una constante de proporcionalidad que ademés introduce las unidades en las que
se mide la entropia (en Fisica Estadistica, el valor de la constante es precisamente la constante

de Boltzmann, de forma que k =k, = 1.380649-10 J/K). En esta definicion, se admite que

cuando p, =0 el término p, Inp, =0, lo que equivale a admitir una extensién por continuidad,

ya que lirg{ (pi lnpi) =0.
D

En el caso de sucesos elementales equiprobables. la entropia de Gibbs—von Neumann—Shannon
se reduce a la entropia de Boltzmann-Planck. Este hecho se puede demostrar facilmente.

Consideremos una variable aleatoria discreta con Q sucesos elementales y equiprobables, de
1 1 1
forma que tiene asociada una distribucion de probabilidades {5,5,,5} Llevando estas

condiciones a la entropia estadistica (1.4):

Q
5 = —kZélné =—kglné - kO = kO

i=1
obteniéndose la expresiéon de Boltzmann—Planck para la entropia. Este hecho ya permite ver la

equiprobabilidad de los microestados accesibles a un sistema aislado, pero volveremos sobre ello
en el capitulo 6.

J. von Neumann (1932) escribi¢ la formula correspondiente a la entropia estadistica (1.4) en
términos del operador densidad p en Mecéanica Cuéntica (generalizacion del concepto de estado
cuéntico de un sistema que incluye mezclas estadisticas de estados cuéanticos):

S =—k;tr(pln p) (1.5)



1.2.3 Relacion con la Teoria de la Informaciéon. Concepto de
autoinformacién

En la Teoria de la Comunicacién de Shannon, el esquema fundamental de funcionamiento a
caracterizar consiste en estudiar qué ocurre con la sefial que envia un emisor (mensaje) a un
receptor por medio de un canal de comunicacion, y como puede afectarle el ruido que exista en
dicho canal de comunicacion.

Shannon (1948) demostro en su articulo “A Mathematical Theory of Comunication” que se
puede obtener una estimacion precisa del contenido de informacién que puede transmitirse con
una sefial. Se trata de una idea muy importante, pues nos permite caracterizar inequivocamente
cuanta informacién podemos transmitir sin problemas.

= Si una sefial porta un mensaje que tiene una probabilidad muy alta de ocurrir, entonces no
ganamos mucha informacién cuando decodificamos dicho mensaje.

= Por otro lado, si una sefial porta un mensaje que tiene una baja probabilidad de ocurrir,
cuando nos llega ese mensaje ganamos una cantidad muy significativa de informacion.

Shannon cuantificé esto tomando el logaritmo en base 2 de la probabilidad de que ocurra un
cierto mensaje. Entonces, si denotamos como [ la informaciéon contenida en un mensaje,
también conocida como autoinformacioén, y la probabilidad de que ocurra dicho mensaje

como p, tenemos:
I=-log, p (1.6)
Shannon (1948) defini6 la autoinformacion de forma que cumpliera los siguientes axiomas:

1. Un acontecimiento con una probabilidad de ocurrir del 100% no es sorprendente y no aporta
ninguna informaciéon. Si p = 1 , entonces I = 0.

2. Cuanto menos probable es un suceso, més sorprendente es, y mas informacién aporta. Si
p = 0 entonces [ = +o0.

3. Sise miden por separado dos sucesos independientes, la cantidad total de informacién es la
suma de las autoinformaciones de los sucesos individuales.

La unidad en la que se mide la autoinformacion (1.6) es el “bit” (contraccion de “binary digit”.
John Tukey, 1947, Laboratorios Bell), aunque también se le conoce histéricamente como el
“shannon”. La definicion historica de bit es:

log, 2 =1 bit

El signo negativo en la ecuacion (1.6) asegura que la informacion contenida en un mensaje sea
positiva (pues p <1, para el caso de esta definicion asociada a Shannon —no siempre es asi y
hay probabilidades extendidas mayores que 1 o que son negativas—), y que cuanto menos
probable sea el mensaje, mayor sea la informacién contenida.

Resumimos el uso de los logaritmos para caracterizar la informacién contenida en una sefial
afirmando lo siguiente:

= Un mensaje transmitido que es poco probable, tiene asociada una baja probabilidad, y por
lo tanto tiene un gran contenido de informacion.

= Un mensaje transmitido que es muy probable, tiene asociada una alta probabilidad, y por
lo tanto tiene un pequefio contenido de informacion.

De forma mas general, puede medirse la autoinformacién en unidades arbitrarias:

I =-klogp (1.7)



donde si k=1 /log2 recuperamos la autoinformacion en bits (1.6).

Dada una distribucién discreta de probabilidad { Dys Doyeves pQ} , €l valor medio (primer momento
de la distribucion de probabilidad) de una variable aleatoria discreta X, que toma los valores

{xl,xQ,...,a:Q} en los distintos sucesos elementales, se calcula mediante la ecuacién:

<X> = Zpixi (18)

i=1

La entropia de informacién se define, entonces, como el valor medio de la autoinformacién:
<]>=Zpi ; =Zpi(—klnpi)=—k2pilnpi (1.9)

que coincide con la ecuacion (1.4).

De esta forma establecemos que la entropia estadistica es una medida de la aleatoriedad

o falta de informacion asociada a una distribucién de probabilidad.

1.24 Entropia estadistica adimensional

En ocasiones conviene trabajar con una entropia estadistica adimensional o0 =S5 /% en la

que se omite la constante k que da las unidades a la entropia estadistica:

S(p a
O'(pl,‘..,pg): (plk pﬂ)z_Zpi In p, (1.10)
i=1

Asi deberia haberse definido la entropia, en su momento, con lo que se hubiesen evitado muchas
malinterpretaciones que se hacen de la magnitud entropia, la magnitud temperatura se mediria
en unidades de energia, y no habria hecho falta introducir la constante de Boltzmann.



Capitulo 2: El Principio de Maxima

Entropia. Ejemplos de propédsito general

En este segundo capitulo se exponen ejemplos para ilustrar el significado de la entropia
estadistica y la metodologia de su uso para inferir probabilidades desconocidas cuando hay poca
informacion disponible. Dicha metodologia se apoya en el llamado Principio de Maxima
Entropia (Jaynes, 1957), cuyas condiciones de validez también se ilustraran con un ejemplo.

2.1 Aproximacion inicial a la entropia estadistica

Para obtener un mayor conocimiento y familiaridad con esta magnitud, vamos a estudiar
algunos ejemplos sencillos en los que se aplica y su interpretacion en términos de informaciéon
(Lee, 1988; Baixauli y Cobos, 1996).

Ejemplo 1. Una moneda
Cuando lanzamos al aire una moneda ideal no trucada, la probabilidad de obtener cara (suceso
1) es p, =0.5; y la de obtener cruz (suceso 2) es p, =0.5. Tenemos asi una distribucion de

probabilidad de la forma { Dy, pQ} = {0.5, 0.5}. La entropia estadistica para este sistema seré la

siguiente:

S, =—k(p,Inp, +p,Inp,)=-k[0.5In(0.5) +0.5In(0.5) | = —kIn 0.5 = kIn 2 = 0.69315k

Ejemplo 2. Un cruce de cuatro caminos

Un turista, que estd buscando el camino para llegar al museo de la ciudad, llega a un cruce y
no sabe por qué calle continuar. ;Cual serd la entropia estadistica asociada a este caso?
Denotaremos las cuatro direcciones posibles del cruce como FE,O0,N y S . Hay entonces cuatro
posibilidades (cuatro SuCesos). La distribucién de probabilidades sera

{pE,po,pN,pS} = {1/4,1/4,1/4,1/4} y la entropia estadistica para este ejemplo es:

S, = —k(0.25 In0.25+0.251n0.25 +0.251n0.25 + 0.251n 0.25) =kln4 =1.38629%

Pero si algtin peatén le indicase el camino, la incertidumbre desapareceria. Por lo tanto, la
cantidad 1.38629k puede ser interpretada por ejemplo como el valor de la informacion “ir hacia
el oeste’. Vemos asi que la entropia estadistica mide la aleatoriedad inherente a nuestro
conocimiento de la realidad, estando estrechamente relacionada con esa incertidumbre.

Ejemplo 3. Un dado ideal

Por dltimo, si tiramos un dado ideal no trucado, la probabilidad de obtener cada una de las
seis caras es 1/6. En este caso, la distribucion de probabilidad asociada sera

{P1s D2 P> D1 15, 9§ = {1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6} , y su entropia es:
S, =kIn6 =1.79176k

Al comparar los dos primeros ejemplos observamos que la probabilidad en el primero es p, = 0.5
y la entropia es S, = 0.69315k , mientras que en el segundo p, =0.25 y la entropia se duplica
hasta S, =1.38629k. Asi pues, en el caso de sucesos equiprobables, cuanto menor sea la

probabilidad mayor es la incertidumbre. La entropia es mayor cuando nuestro desconocimiento

(en este caso el numero de opciones) es mayor, algo que se ajusta al concepto intuitivo de



informacién. En el caso de la moneda hay dos posibilidades y S, = k£In2, en el cruce de caminos
hay cuatro posibilidades y S, = kIln4. Por ultimo, en el dado tenemos seis posibilidades y la
entropia es S; =kIn6. Si se generaliza esto a Q sucesos elementales y equiprobables de una
variable aleatoria discreta, se tiene S = kInQ, que es la entropia de Boltzmann-Planck (1.3).

2.2 Un juego de reparto: apuestas en cuatro colores

FEn la seccion anterior se ha podido asociar una magnitud a cada una de las distribuciones de
probabilidad de los ejemplos utilizados: una moneda, un cruce de caminos y un dado ideal.
Esta magnitud es la entropia estadistica (1.4), que da cuenta de la libertad de aparicion de
todos los posibles sucesos, o visto de otra forma, de la incertidumbre acerca del resultado
concreto que aparecerd en cada caso. Ilustraremos la metodologia de trabajo con el Principio
de Maxima Entropia con el siguiente ejemplo sencillo, adaptado (Hevia, 2023) a partir de otro
presentado en la monografia de Lee (1988):

Un juego de reparto: En este juego especial, disponemos de 10 fichas idénticas por partida
a repartir entre los cuatro posibles colores que hay en una mesa: rojo, negro, amarillo y verde.
Apostar una ficha a un color tiene los siguientes costes:

e Rojo: d, =4€ e Negro: d, =2€ e Amarillo: d, =1€ e Verde: d, =0€

En cada partida hay que gastar obligatoriamente 10 euros en total repartiendo las 10 fichas
entre los cuatro colores. j Cudl serd la probabilidad de que un color reciba una ficha?

2.2.1 Resolucion exacta del problema

En primer lugar, resolveremos este problema utilizando el método de tabulacién directa.

Ntmero de Rojo: n,; Negro: n,, Amarillo: ng; Verde: n,; Degeneracion
apuesta (7 ) d, =4€ d, =2€ d, = 1€ d, =0€ (Qj)
1 0 0 10 0 1
2 0 1 8 1 90
3 0 2 6 2 1260
4 0 3 4 3 4200
5 0 4 2 4 3150
6 0 5 0 5 252
7 1 0 6 3 840
8 1 1 4 4 6300
9 1 2 2 5 7560
10 1 3 0 6 840
11 2 0 2 6 1260
12 2 1 0 7 360
5 12
Total fichas a 18780 53370 79270 109710 Q= z]'=1 Qj
un color: F, =926113
Probabilidad 0.071918 0.204381 0.303565 0.420136 NQ = 261130

Tabla 2.1. Diferentes apuestas posibles en el juego de reparto propuesto

El objetivo del método de tabulacién directa es obtener todas las combinaciones posibles de
apuestas permitidas teniendo en cuenta la informaciéon del enunciado: en cada apuesta se han
de gastar 10 euros (D =10 €) repartiendo 10 fichas (N =10) entre los cuatro colores.



En la Tabla 2.1 se muestran las diferentes configuraciones posibles del juego. En cada fila se
ha escrito el nimero n,; de fichas al color i en la apuesta j. El ntimero total de sucesos

elementales es QQ, que son todas las formas en las que se puede realizar el reparto.

Permutaciones con repeticion. Sea un conjunto de N elementos en el que se tiene un elemento

x, repetido n, veces, un elemento z, repetido n, veces, ... , y un elemento xz, repetido n,
veces. Sus permutaciones con repeticion son las diferentes formas de ordenar sus N elementos:

|
PR]T\?’W’"S — N (21)

n ! n,! ong!

Las degeneraciones incluidas en la tabla se deben a las diferentes permutaciones con repeticion
de las fichas en cada una de las posibles apuestas. Por ejemplo, en la ultima apuesta de la
tabla (caso 12) hay P}?fdl‘w formas de seleccionar 2 fichas rojas, 1 negra, 0 amarillas y 7 verdes.
El niimero total de posibilidades de seleccionarlas seré:

N 10!
PRIV =Q, = = 0 — 360

(nLu!)(nzm!)(n&m!)(n&n!) (2!)(10(0!)(7!)

La frecuencia absoluta F, con la que aparece en el espacio muestral la ficha correspondiente al

color ¢ se calcula sumando el namero de fichas de ese color en todas las combinaciones posibles:
12
F =3 n;-Q,
j=1

y el nimero total de fichas apostadas a todos los colores es Z; F = NQ=261130.

Para conocer las probabilidades, se divide el ntimero total de fichas F apostadas al color ¢
entre el nimero total de fichas apostadas NQ. Asi, se obtienen las probabilidades de que un

determinado color reciba una ficha: p, = F,/(NQ)

18780 53370

= =0.071918 = =0.204381
Pi(rojo) 261130 DPanegro) 261130
79270 109710

Py = g71a0 = 4303505 |Puscsy = 377y = 042016

De esta forma se ha resuelto el problema planteado. En principio se puede aplicar este
procedimiento en cualquier problema de reparto. Sin embargo, cuando el niimero de fichas se
incrementa hasta millones, y el nimero de colores posibles es igual de elevado, el método de
tabulaciéon directa no resulta préactico en absoluto. Mostramos esto en el Apéndice A.1, en
el que hemos resuelto el juego de reparto para N =5, 15y 20 fichas, con D=5, 15y 20€
respectivamente. Si nos fijamos, la tabla para N =20 ya es demasiado extensa (Hevia, 2023),
y el método no resultara nada préactico para valores mayores de N .

Es por ello por lo que se propone utilizar el Principio de Maxima Entropia para la
resolucion de este tipo de problemas.

2.3 Puntos de vista en Teoria de la Probabilidad

El problema de la asignaciéon de probabilidades en los casos en los que hay muy poca
informacion disponible es tan antiguo como la Teorfa de la Probabilidad. Para analizarlo en
profundidad, se debe reconocer el hecho de que la Teoria de la Probabilidad se ha desarrollado
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en dos direcciones diferentes en cuanto a sus fundamentos (Jaynes, 1957; Jaynes, 1978; Jaynes,
2003; Hevia, 2014; Hevia, 2023):

= El punto de vista frecuentista considera la probabilidad de un suceso como una

propiedad del propio suceso, verificable en experimentos mediante la observacion de
frecuencias relativas. Cuando un frecuentista calcula una distribucién de probabilidad,
cree que hace predicciones que son, en principio, verificables al detalle, como las que hace
la Mecanica Clasica. Una distribucién de probabilidad es buena desde el punto de vista
frecuentista cuando representa correctamente las fluctuaciones observables de una
variable aleatoria.

= Por otro lado, el punto de vista bayesiano mira las probabilidades como expresiones

formales de la ignorancia humana; la probabilidad de un suceso indica simplemente la
esperanza de que un suceso ocurra, basada en cualquier informacién disponible.
Para el bayesiano, el fin de la Teoria de la Probabilidad es servir de herramienta para sacar
conclusiones plausibles en casos en los que no hay suficiente informacién para obtener
conclusiones seguras; por tanto, no se espera una verificacion detallada. Una distribucion
de probabilidad es buena desde el punto de vista bayesiano cuando representa
correctamente la informacion que se tiene del valor de una variable aleatoria.

Aunque las teorias basadas en los puntos de vista frecuentista y bayesiano son
mateméaticamente idénticas, los conceptos que subyacen no lo son. En los problemas estadisticos
que se presentan en Fisica, ambos puntos de vista son necesarios.

2.4 El Principio de Maxima Entropia (PME o MaxEnt)

En todo problema que requiera de la aplicacion de la Teorfa de la Probabilidad, se ha de realizar
un primer paso importante: asignar unos valores iniciales de probabilidades a los diferentes
sucesos elementales de un experimento aleatorio (Jaynes, 1978). Esta asignacion inicial de
probabilidades fue descrita y enunciada por J. Bernoulli en 1713 con el nombre de Principio
de Indiferencia: en ausencia de informaciéon que indique lo contrario, los € sucesos
elementales que conforman el espacio muestral de un experimento aleatorio han de ser
equiprobables, de forma que a cada uno de ellos se le asigna la probabilidad 1/ . El Principio
de Maxima Entropia consiste en una generalizacion del Principio de Indiferencia (Jaynes,
1957; Jaynes, 1978; Jaynes, 2003; Hevia, 2023):

El problema a resolver es el siguiente: partiendo de una determinada informacién sobre un
experimento aleatorio, se quiere conocer la distribucién de probabilidades méas adecuada que se
debe asignar al conjunto de sucesos elementales del experimento, de forma que dicha
distribucién sea compatible con la informacién conocida.

El Principio de Maxima Entropia establece que la distribucion de probabilidad més adecuada

es aquella que, teniendo en cuenta la informacion disponible, maximiza la entropia estadistica.

La informacion disponible se introduce en el problema en forma de unas ciertas ligaduras entre
las probabilidades de la distribucion.

Con el Principio de Méaxima Entropia se asume el punto de vista bayesiano, pues es un método
que permite inferir probabilidades desconocidas a partir de la informacion disponible. En
ocasiones nos referiremos al Principio de Méaxima Entropia como “PME” o como “MaxEnt” a
modo de abreviacion.
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24.1 Resolucion del juego de reparto con el Principio de Maxima
Entropia
El objetivo es resolver el problema del juego de reparto anterior utilizando el Principio de
Maxima Entropia. En el problema se tienen cuatro posibles sucesos correspondientes a los
cuatro colores. Cada color esta caracterizado por su coste d, y su probabilidad p,. Sea p, la
probabilidad de poner una ficha en el color rojo, p, en el negro, p, en el amarillo y p, en el
verde, la entropia estadistica asociada a esta distribucién de probabilidades sera:

4

S = —k’z p; In p, (2.2)

=1

La entropia de la distribucién esté sujeta a las siguientes ligaduras:

Zpi =1 (2.3)

Zpidz' = <d> (2.4)

La ligadura (2.3) se corresponde con la condicién de que la suma de las probabilidades de todos
los sucesos elementales del experimento ha de ser la unidad. La ligadura (2.4) introduce la

informacion sobre el coste medio por ficha y partida, denotado como <d> En el juego de

reparto, la informacién correspondiente al coste medio por ficha se obtiene dividiendo el dinero
total entre el ntmero de fichas:

= =1€
10 fichas por partida

10 € por partida
(d) =

Una vez conocidas las ligaduras del problema, se puede aplicar el Principio de Maxima
Entropia. La distribucién de probabilidad mas adecuada es aquella que maximiza la entropia
estadistica sujeta a la informacion conocida. Para maximizar la entropia estadistica sujeta a
las ligaduras, se emplea el método de los multiplicadores de Lagrange (O’Connell y Haile, 2005):

Multiplicadores de Lagrange. El método de los multiplicadores de Lagrange es un procedimiento

para encontrar los puntos criticos de funciones de varias variables sujetas a unas ciertas

ligaduras o restricciones en su dominio. Sea una funcién de varias variables f (zl, Loy wee s %)
, y sean s ligaduras g, (3:1, Loy e :cn) =0, k=1 2, ..., s. El problema de encontrar los
puntos criticos de la funcion f(z,, #,, ..., z,) sujeta a las ligaduras g, (2, z,, ..., xn) =0 es

equivalente a encontrar los puntos criticos de otra funcién, llamada funcién de Lagrange, que

no esta sujeta a ninguna ligadura y se construye de la siguiente forma:

L(z, oy @y Ay ooy A) = [y s 1)+ 2 A0, (2, -, @) (2.5)
[

donde los 4, son unas nuevas variables escalares denominadas multiplicadores de Lagrange.

Este método reduce el problema inicial de n variables con s ligaduras, a uno de n + s variables
sin ligaduras.

En el juego de reparto, la funcién de Lagrange con los multiplicadores de Lagrange A, y A, se
construye de la siguiente maneras:

4

L(p17 RUEN OF 2‘17 ﬂ?) = _kzpi ]'npi +ﬂ1 [ipi _1J+ﬂ'2 (ipidi _<d>j (2'6)

i=1
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Las condiciones de extremo condicionado para S (pl, ey p4) con las ligaduras dadas se

obtienen calculando las derivadas parciales de L( Diy s Pus A /12) respecto a sus parametros,

y después igualandolas a cero:

(@j o (%] o (2] ~0 (27)
apl A1, D #D; aﬂ’l A:p; aﬂ? A,p;

Las derivadas con respecto a los multiplicadores de Lagrange A, y A, no aportan informacion
adicional, pues se obtienen de nuevo las ecuaciones de las ligaduras impuestas a la entropfia:

Loy > LS d - 0)=0 > Ypd - {a)
—=20-1=0 - p=1 — =204 -d)=0 - pd; =(d
aﬁq i=1 i=1 812 i=1 i=1
De las derivadas parciales con respecto a las p, se tiene lo siguiente:
oL
a—z—k(lnpi+1)+il+/12di:0 (2.8)
D;
Despejando de la ecuacion (2.8) se obtiene la siguiente expresion para las probabilidades p;:
A A, )
=exp| —+—=—--1 2.9
2 p( Rl (2.9)

Las constantes a determinar en el problema son A, y A4,. Se pueden definir dos nuevas variables
Z y p de la siguiente forma:

7' =ex A j =—£ 2.10
p( - p=- (2.10)
Sustituyendo las nuevas variables (2.10) en la expresion para las probabilidades (2.9):
e Pl
- 2.11
P=— (2.11)

Una vez conocida la expresion para las probabilidades, llevamos la expresion (2.11) a las
ligaduras (2.3) y (2.4):

ip,,; =1=iez =%ieﬂ% - Z=> e (2.12)
i=1 i

i=1 i

Z pd, =(d) = i iZ = ZZdie"Bdi — Z(d) = Zdie’ﬁd’ (2.13)

La resolucion del sistema de dos ecuaciones formado por las expresiones (2.12) y (2.13) nos
proporciona los valores de Z y .

En el caso concreto del juego de reparto planteado, los costes son:
<d>=1€ d=4<€ d,=2 € d=1€ d,=0<€
y las ecuaciones a resolver son las siguientes:
Z=1+e‘ﬁ+e"2ﬂ+e_4ﬁ} s {Z=1+x+x2+x4
- z=¢" —>

2.14
Z=e¢l+2e +4e (214)

7 =z +22° + 42"

En ellas, se ha introducido el cambio de variable z = e”. Sustituyendo una en otra:
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—1+\/§

Ba' 4t =120 o w= | = 065883 (2.15)

Se trata de una ecuacion bicuadrada cuya tnica solucién real positiva es z = 0.658983 . De esta
forma, se obtienen los siguientes valores para Z y [, con los que se pueden calcular las
probabilidades de cada uno de los colores:

i d

[f=—Inz=0417058] [Z=1+z+2"+a' =2.281822) pizeZ =% (2.16)

Las probabilidades que se infieren al aplicar el Principio de Maxima Entropia son las siguientes:

|p1<,‘0j0):O.082645| |p2( >=o.190312| |p3( ):0.288797| |p4( ):0.438246|

negro amarillo verde

Si se comparan estos valores con los obtenidos mediante tabulacién directa para N =10 fichas
y D =10 €, el acuerdo es considerable.

En la Tabla 2.2 se comparan las probabilidades obtenidas con el PME con las obtenidas por
tabulacién directa. Las seis primeras filas se corresponden con la resolucién por tabulacién
directa para <d> = 1€ / ficha segun el nimero de fichas N (se han incluido otros casos maés,

con 5, 15, 20, 30 y 40 fichas, todos con el mismo valor medio del coste por ficha):

N / fichas D/<€ p = p(rojo) D, = p(negro) Dy = p(amam’llo) D, = p(verde)
5 5 0.056338 0.225352 0.323944 0.394366
10 10 0.071918 0.204381 0.303565 0.420136
15 15 0.075680 0.199331 0.298617 0.426372
20 20 0.077491 0.196954 0.296129 0.429426
30 30 0.079254 0.194661 0.293662 0.432423
40 40 0.080118 0.193545 0.292436 0.433900

MaxEnt con

0.082645 0.190312 0.288797 0.438246
(d) = 1€ / ficha —— S

Tabla 2.2. El juego de reparto: resultados exactos por tabulacion directa, y resultados con MaxEnt.

La tendencia de las probabilidades se muestra en la Figura 2.1. Observamos que, al aumentar
el namero de fichas, los resultados exactos obtenidos por tabulacion directa se aproximan cada
vez mas a los resultados que predice el PME. Este analisis sugiere la siguiente conclusién:

Las probabilidades calculadas por tabulacién directa tienden a las probabilidades inferidas con
el Principio de Maxima Entropia al aumentar el nimero de fichas apostadas.

Las razones de esta tendencia se explicardan en la seccién 5.4 a partir de lo expuesto en el
capitulo 3 y en las secciones 5.1-5.3.
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Probabilidad (Verde, d=0€) Probabilidad (Amarillo, d=1€)
0.444 T T T T T 0.330 T T T T T
— Loy
© 0.426 - = L o315 -
5 :
a n | L |
) <
' L
B 0.408 - . & 0300 .
0.390 1 I 1 | 1 0.285 1 I 1 I |
0 15 30 45 0 15 30 45
N N
Probabilidad (Negro, d=2€) Probabilidad (Rojo, d=4€)
0.230 T T T T T 0.085 T T T T T
D 0215 - = 0.075 |- -
& )
i | RN -
- a
Q. o0.200 - . 0.065 [~ .
1 I L | 1 1 I L I |
0.185 0.055
0 15 30 45 0 15 30 45
N N

Figura 2.1. Tendencia de las probabilidades exactas a las obtenidas por MaxEnt
En las grificas se muestra la probabilidad calculada de que los 4 colores reciban una ficha para <d> = 1€/ficha .

Los puntos representan los resultados del método de tabulacion directa para distintos valores del nimero de fichas
N. Las lineas horizontales continuas son los resultados obtenidos a partir del Principio de Mdzima Entropia.
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Capitulo 3: Justificacion y significado del

Principio de Maxima Entropia

Desde el punto de vista frecuentista, una distribucién de probabilidades necesita ser verificada
experimentalmente en términos de frecuencias relativas. La frecuencia relativa de un suceso es
el cociente entre el nimero de resultados favorables a dicho suceso y el ntumero total de
resultados. Nos proponemos demostrar que las probabilidades obtenidas del Principio de
Maxima Entropia tienen una conexién directa con la obtencién de dichas probabilidades como
frecuencias relativas en la repeticiéon de un experimento en condiciones idénticas. Veremos que
dicha conexion es una consecuencia matematica directa de las propiedades de las permutaciones

cuando el nimero de elementos a permutar es muy grande.

3.1 Comportamiento asintético de las permutaciones

3.1.1 Permutaciones sin repeticion: aproximacion de Stirling

El factorial de un nimero N admite un desarrollo denominado serie de Stirling:

Ni:JiEVﬂN)W}+—l—+O(iJ} (3.1)

e 12N N

donde la notacion O(f(N)) simboliza términos que tienden a 0 mas rapido que f(N) cuando
N — . El correspondiente desarrollo del logaritmo natural del factorial se obtiene tomando
el logaritmo natural a ambos lados de la expresion (3.1):

ln(N!)lenN—N+lln(2ﬂN)+L+O(i2j (3.2)
2 12N N

Cuando N >>In N, solo los dos primeros términos en (3.2) son significativos, de forma que la
aproximacién de Stirling para el logaritmo de un factorial es

In(N!)~ NInN - N (3.3)

En la Tabla 3.1 se recogen los valores exactos del logaritmo natural de un factorial, y el valor
que proporciona la aproximaciéon de Stirling.

N In (N !) NInN-N Error relativo

10 15.104413 13.025851 13.761%
100 363.739376 360.517019 0.886%
1000 5912.128178 5907.755279 0.074%
10% 5.1959457-10% 5.1959457-10% ~0%

Tabla 3.1. Error cometido con la aprorimacion de Stirling. Cuanto mayor es N, menor es el error cometido.

3.1.2 Permutaciones con repeticién

Utilizando la serie de Stirling para desarrollar las permutaciones con repeticion (definidas en la
ecuacion (2.1)), unas cuentas directas, aunque algo laboriosas, llevan a los siguientes desarrollos:
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PRy = exp{No (g9, )} MN)S_l[

S 1 1 S 1 1
— |rexpy——=|1- " +O(_j 4
¢=E,[=0 g; ] {12]\] ( i:%;o 9i J N ()

%IH(PR]"\?,---M) = g(gl,...,gh)+${(s—1)1n(27rN)— i lngz}-i—O(%j (3.5)

i=1,9;,#0

donde o es la funcion entropia adimensional definida por la ecuacion (1.10) y ¢, =n, / N es
la “frecuencia relativa” con la que se repite cada elemento.

3.2 Justificacién del Principio de Maxima Entropia

La justificacion del Principio de Méaxima Entropia se basa en el siguiente teorema (Jaynes,
1978; Jaynes, 2003; Hevia, 2023):

Teorema. Sea un experimento aleatorio, cuyos sucesos elementales son {Ai, ..., Aa}.
Supongamos que disponemos de una cierta informacién (conjunto de datos objetivos y, por
tanto, independientes del observador, acerca de los sucesos, al que corresponden ciertas
ligaduras matematicas entre las frecuencias relativas de dichos sucesos). Con el objeto de
obtener experimentalmente las frecuencias relativas de los sucesos, f, se repite dicho
experimento N veces en condiciones idénticas. Sea W(f,..., ;) el nimero de formas diferentes
en el que puede ocurrir una cierta distribucion de frecuencias relativas {f,..., f,}.

Suponemos, ademés, que la informaciéon cumple con las tres hipotesis siguientes:

i.  Es correcta (esto es, las frecuencias relativas obtenidas se adectian a la informacion
inicial, pues de lo contrario dicha informacion seria incorrecta o el experimento se habria
realizado de forma incompatible con ella)

ii.  Es suficiente (es decir, incluye todas las ligaduras fisicas relevantes del experimento).

iii. ~ Cuando se utiliza dicha informacion para hallar el maximo condicionado de W(f,, ..., f;,)

y de o(f,...,f,), donde o es la entropia estadistica adimensional, dicho maximo

condicionado es tinico.

Entonces, cuando N — oo, “la distribucién experimental de frecuencias relativas se aproxima
muy rapidamente” a la distribucién de frecuencias relativas que maximiza o(f,...,f,) de
acuerdo con la informacion, en el sentido siguiente:

a) Para N suficientemente grande, maximizar W(f,,..., f,) de acuerdo con la informacion
disponible equivale a maximizar la funciéon o(f,...,f,) de acuerdo con la misma
informacion.

b) El ntmero de formas en las que se puede obtener una distribucion de frecuencias
relativas diferente de la del maximo de W(f,...,f,) condicionado a la informacion

disminuye exponencialmente en comparaciéon con dicho méaximo al aumentar N.

Por tanto, para N suficientemente grande, es de esperar que ocurra la distribucion de
frecuencias relativas que maximiza o(f,..., f,), simplemente porque puede ocurrir de un
niamero enormemente mayor de formas con relacion a cualquier otra distribucion. La
distribuciéon de frecuencias relativas obtenida de maximizar o(f,..., f,) es matematicamente
idéntica a la distribucién de probabilidades obtenida de maximizar o(p,,...,p,), lo que
justifica, desde el punto de vista frecuentista, la eleccion de la distribucion de

probabilidades obtenidas del Principio de Maxima Entropia.
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3.2.1 Demostraciéon del teorema de Jaynes

Como resultado del experimento, se obtiene n; veces el suceso elemental A; siendo
m + ... + ng = N. Las frecuencias relativas seran, por tanto, f; = n;/N.

;De cuantas formas puede ocurrir una distribucion de frecuencias relativas? Para
contabilizarlas, debemos tener en cuenta que, aunque hay N! posibles ordenaciones de los
resultados del experimento, son iguales todas las ordenaciones en las que se permutan entre si
solamente los n; resultados favorables a cada suceso A;. En otras palabras, el niimero de formas,
W(f,..., f,) » en que puede ocurrir dicha distribuciéon de frecuencias es igual a las permutaciones
con repeticion de N elementos, en donde hay mi elementos iguales, ..., no elementos iguales:

N N
Wl fa) = n ! gl (NO)! .. (Nf,)! (3:6)

a) Para demostrar la primera parte del teorema, estudiaremos la funcion [InW(f,,..., f,)]/ N,

que es una funcion monotona creciente de W(f,,..., f;,) (y, por tanto, su maximo condicionado
debe ocurrir para los mismos valores de las frecuencias relativas) y veremos que, para N
arbitrariamente grande, el valor de esta funcion es igual a o(f,..., f,), donde o es la entropia
estadistica adimensional.

De acuerdo con la férmula asintotica (3.5):

an(ija-‘-afd =o(fs fy) + % (Q-1)In(2zN) + ijmf; + o%). (3.7)
fi#0

Pero, de acuerdo con (3.7):

lim
N>

{an(fl,...,fQ)

N }:a(fl,...,fg). (3.8)

Por ello, para un ntimero N suficientemente grande de experimentos realizados,
maximizar W(f,...,f,) de forma condicionada a la informacién disponible es

equivalente a maximizar la o(f,..., f,) de acuerdo con esas mismas ligaduras.

b) Para demostrar la segunda parte del teorema, compararemos, para N grande, el valor del
cociente entre el nimero de formas en que se puede realizar la distribucion de frecuencias
relativas del maximo condicionado y el namero de formas en que se puede realizar cualquier
otra distribucién de frecuencias relativas, y veremos que este cociente tiende exponencialmente
a infinito con N tendiendo a infinito.

Supongamos que hemos encontrado la distribucién de frecuencias relativas {f ..., f,.} que da
lugar al tinico maximo condicionado de W(f,,..., f,) , al que denotaremos por Wu. Sea {f/,..., f5}
otra distribucién arbitraria de probabilidad, con la tnica condicién de que sea compatible con
la informaciéon disponible; denotemos W' =W(f,...,f,) el nimero de formas en que puede
ocurrir esta distribucion de frecuencias relativas. De acuerdo con la formula asintotica (3.4), el
cociente entre W' /W, se puede escribir:

m

=0 (N [0 L) -0l - Ao B v 0[] 9
2 f 11 & 1 21
donde A = 17_1[f’—‘:j y B:E ;E_ZZ'

=
3
1+
(=}
S
S

Jin J#0
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Para N arbitrariamente grande, el ultimo factor exponencial es practicamente igual a la unidad,
con lo que la tendencia dominante es el primer factor exponencial decreciente (ya que, por
primera parte del teorema y la hip6tesis de méaximo tnico, o(f,,,..., f.,) —o(fs-., £) > 0), que
disminuye enormemente rapido al aumentar N. Asi pues, el nimero de formas en las que
se puede obtener una distribucién de frecuencias relativas diferente de la del
maximo de W(f,...,f,) disminuye exponencialmente en comparaciéon con dicho
maximo a medida que el nimero de experimentos realizados N tiende a infinito.

3.3 Remarcas importantes sobre el Principio de Maxima Entropia

A continuacion, reproducimos algunas remarcas hechas por el propio Jaynes en varios de sus
numerosos escritos sobre el PME (Jaynes, 1978; Jaynes, 2003; Hevia, 2023).

Se debe tener en mente que el PME no es una teoria fisica que permita calcular
inequivocamente las probabilidades de los sucesos de un experimento. E1 PME es un método
de razonamiento que permite obtener las “mejores” predicciones que pueden hacerse con la
informacion de la que se parte. Si cambia la informacion de partida, las predicciones cambian.

Debemos insistir en que las conexiones entre las frecuencias relativas y el PME no afirman que
las frecuencias obtenidas como probabilidades a partir del PME se observaran con certeza en
un experimento; de hecho, ningiin principio de la Teoria de la Probabilidad puede predecir con
certeza qué ocurrird en un experimento real. Lo correcto seria decir que la distribucién de
frecuencias relativas correspondiente con las probabilidades del PME es, con
diferencia abismal, la que puede ocurrir de mayor ntimero de maneras en un
experimento real, siempre y cuando las ligaduras fisicas que operen en el
experimento sean las mismas que las que se supongan en la aplicacion del PME.

La mayor parte de las distribuciones de frecuencia producidas en experimentos reales son de
maxima entropia, simplemente porque se pueden realizar de muchas més maneras. Producir
una distribucién de frecuencias que se aleje apreciablemente de la de maxima entropia requiere
la introduccién de ligaduras fisicas muy efectivas en el experimento. Cualquier desviaciéon
estadisticamente significativa, aunque no sea muy grande, de las predicciones del PME
constituye una evidencia importante (y, si persiste, concluyente) de que hay informaciéon
que no se ha tenido en cuenta adecuadamente en el calculo (es incompleta o errénea).

En la linea de esta ultima posibilidad, Jaynes (1957) pone el descubrimiento de la
Mecanica Cuantica como ejemplo de la potencia del método de razonamiento. La inferencia
de las probabilidades de los posibles estados mecanicos de un sistema puede hacerse sobre la
base de que obedece a la Mecénica Clésica o a la Mecénica Cuéntica. En ambos casos, se puede
usar el PME como método de razonamiento para obtener las probabilidades de dichos estados,
pero sin embargo los resultados obtenidos a partir de la Mecanica Clasica no se corresponden
con los experimentos. El fracaso de las predicciones probabilisticas no proviene, por tanto, del
PME, sino de haber partido de informacion errénea (el modelo cuéntico, y no el clésico, es el
que proporciona correctamente la informacion sobre los posibles estados del sistema).

Recordemos que la informacién disponible es un conjunto de datos objetivos y, por tanto,
independientes del observador, acerca de los sucesos, al que corresponden ciertas ligaduras
entre las probabilidades o entre las frecuencias relativas. Hay que tener en cuenta que
cuando las ligaduras no son lineales en las probabilidades, el PME en ocasiones no puede hacer
predicciones suficientemente satisfactorias, en el sentido de que puede haber diferentes méaximos
locales. Si las ligaduras son lineales en las probabilidades, el maximo es tnico y el
PME hace predicciones satisfactorias en ese sentido.
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Capitulo 4: Formalismo termodinamico

En este capitulo se resumen, de forma sintética, ciertos contenidos de Termodinamica que seran
necesarios para comprender la aplicaciéon del Principio de Méaxima Entropia a la Fisica
Estadistica.

4.1 El equilibrio termodinamico

Nosotros denominaremos en lo que sigue sistema termodinamico a todo sistema
macroscopico que cumpla las siguientes condiciones (Hevia, 2023): ausencia de fuerzas a larga

distancia entre distintas partes del cuerpo, ausencia de inhomogeneidades debidas a campos

externos y ausencia de histéresis. Para cualquier caso en el que una de las tres hipotesis

anteriores sea violada, las conclusiones que presentaremos seran parcialmente aplicables o no
aplicables en absoluto. Hay que mencionar que no existe (por el momento) una teoria
termodinamica general ampliamente aceptada para cuando existen fuerzas a larga distancia o
histéresis, por lo que el analisis de estos sistemas debe hacerse con cuidado en cada caso
particular.

En general, los sistemas termodinamicos se presentan en estados dificiles de describir, salvo en
unos casos particulares denominados estados de equilibrio termodinamico (o,

simplemente, estados de equilibrio). Estos tienen las siguientes caracteristicas (Tejerina,
1976; Hevia, 2023):

e Son estados estacionarios: las variables de estado permanecen constantes en el
tiempo con el suficiente grado de aproximaciéon, es decir, con fluctuaciones
suficientemente pequenas como para poder ser despreciadas.

e No hay intercambios netos de materia ni energia entre sus diferentes partes ni

con el entorno.

La condicion de presentar fluctuaciones despreciables serd retomada més adelante en relacion
con el limite termodinamico (seccion 5.3).

4.2 Variables termodinamicas y trabajo de configuracion

Las variables macroscépicas empleadas para la descripcién de los estados de equilibrio de un
sistema termodindmico reciben el nombre de variables termodinamicas. Ahora bien, no

todas son independientes. Las variables termodinamicas que describen de forma completa y
univoca el estado de un sistema reciben el nombre de variables de estado. El resto de las

variables, no empleadas para describir el estado, se denominan funciones de estado, pues

pueden expresarse en funcion de las variables de estado (Tejerina, 1976).

Dos clases importantes de variables termodindmicas son las intensivas y las extensivas
(Tejerina, 1976; Hevia, 2023):

e Se dice que una variable es intensiva si toma el mismo valor en cualquier parte de un
sistema homogéneo, independientemente del tamafio o forma de la parte seleccionada.
Ejemplos: la densidad, la masa molar, la presién, etc.

e Se dice que una variable es extensiva (o aditiva) en un sistema cuando su valor en
el sistema es igual a la suma de los valores que toma en cada una de sus partes.
Ejemplos: el volumen, la masa, la carga, etc. Si se cumplen las hipotesis establecidas en
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la secci6n anterior para un sistema termodinamico, la energia interna de un sistema es
extensiva.

El trabajo de configuracion elemental (Tejerina, 1976; Hevia, 2023) sobre un sistema
termodinamico se puede escribir en la forma:

k
SW =Y Ada, (4.1)
i=1
e Las variables A representan las fuerzas generalizadas (externas) que el entorno

ejerce sobre el sistema (presion, tension superficial, tension de un hilo...). Son variables

intensivas.

e Las variables a, se llaman desplazamientos generalizados y son variables del propio

sistema distintas de su energia interna, y que ademas son extensivas (volumen, érea,
longitud de un hilo...).

Por trabajar con unas variables concretas, supondremos en las siguientes secciones que el
trabajo de configuracion del sistema es hidrostatico:

SW = —PdV (4.2)

donde P es la presion externa y V es el volumen del sistema.

4.3 Postulados de Callen. Critica y limitaciones

Los postulados de Callen (1985) para una formulacion deductiva de la Termodinamica son los
siguientes:

m Postulado 1. “En los sistemas simples existen estados particulares (denominados estados de
equilibrio) que, desde el punto de vista macroscdpico, estin caracterizados completamente por
la energia interna U, el volumen V , y el nimero de particulas N,,N,,...,N,  de los
componentes quimicos del sistema’.

Las variables mencionadas en el Postulado I reciben el nombre de variables naturales de la
entropia. Notemos que son todas extensivas, y por ello muchas veces se hace referencia a ellas
como “las variables extensivas” o “los parametros extensivos”.

m Postulado II. “FEziste una funcion de estado (llamada entropia, S ) de los pardmetros

extensivos de cualquier sistema compuesto. La entropia S = S(U, V, Nl,---,N) estd definida

T

para todos los estados de equilibrio del sistema, y tiene la siguiente propiedad: los valores que
toman los pardmetros extensivos, en ausencia de ligaduras internas, son aquellos que
maximizan la entropia respecto de los estados de equilibrio”.

El Postulado II esta inspirado en la Fisica Estadistica (en las propiedades de la entropia
estadistica de un sistema aislado, que coincide con la entropia de Boltzmann-Planck, como se
verad en el capitulo 6) y no puede obtenerse mediante la formulacion inductiva de maquinas
térmicas. En la formulacion deductiva, es este postulado el que contiene la informaciéon de la
direccionalidad de los procesos, pues permite hallar el estado final de equilibrio al que llegara
un sistema termodinamico aislado al suprimir una de sus ligaduras internas (lo que Callen
llama el “problema béasico de la Termodinamica”).
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m Postulado III. “La entropia de un sistema compuesto es aditiva respecto a sus subsistemas

constituyentes. La entropia es una funcion continua, diferenciable y mondtona creciente de la
energia’.

Del Postulado III se derivan inmediatamente varias consecuencias matematicas. La propiedad
de aditividad (extensividad) establece que la entropia S del sistema compuesto es la suma de

las entropias 5 de los subsistemas constituyentes, siendo 5 una funcion tnicamente de los
parametros extensivos del subsistema:

§=3 5 § = § (U1, V), N, N )

La aditividad de la entropia aplicada a subsistemas espacialmente separados requiere de la
siguiente propiedad: la entropia de un sistema simple es una funciéon homogénea de primer
orden de los parametros extensivos,

S(AU, AV, AN,,---,AN,) = A-S(U,V,N,,---,N,)

r

. . . oS
La propiedad de ser monétona creciente de la energia implica que: [%) >0
VN,
A medida que la teoria se desarrolle en secciones posteriores, veremos que la reciproca de esta
derivada parcial se toma como definicion de la temperatura. Asi, Callen postula que la

temperatura no es negativa. Ciertos sistemas con energia acotada superiormente

pueden tener temperaturas negativas, por lo que la propiedad de monotonia

creciente de la entropia debe eliminarse del postulado (Hevia, 2014; Hevia, 2023).

Dichos sistemas con temperaturas negativas suelen llamarse sistemas “anormales” (Biel, 1998).

m Postulado IV. “La entropia de cualquier sistema se anula en el estado para el que

(ﬂj o
05 V,N,

El Postulado IV indica que la temperatura cero implica entropia nula. Este postulado es una
extension, debida a Planck, del Postulado de Nernst en el marco del Tercer Principio de la
Termodinamica. Se sabe que no es de validez general (Biel, 1998), pero es compatible con la
Mecanica Cuantica si el estado cuéntico fundamental del sistema es no degenerado.

Al eliminar en el Postulado III la exigencia de que la entropia sea mondtona creciente de la
energia, no es posible invertir de forma general la interdependencia de S y U, y la forma
correcta de enunciar el Postulado IV es: “La entropia de cualquier sistema se anula en el estado

para el que (GS/GU) diverge’.

V,N,

4.4 La representacion entrdpica

La formulacion mas general de la Termodinamica y de la Fisica Estadistica utiliza la
representaciéon entroépica, o formulacién entropica de la Termodindmica, en la que se utiliza
la entropia y sus transformadas de Legendre como potenciales termodindamicos para estudiar
los sistemas (Baixauli y Cobos, 1996; Balian, 2017; Hevia, 2014; Hevia, 2023).

Cada potencial termodinamico esta caracterizado por tres ecuaciones (Gibbs, Euler, y Gibbs-
Duhem). A partir de ahora trataremos con sistemas monofasicos, monocomponentes y
que solo pueden intercambiar trabajo hidrostatico asociado al cambio de volumen.
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m Ecuaciéon de Gibbs. Expresa la diferencial exacta del potencial termodindmico. Los

potenciales termodindmicos son funciones de estado, lo que implica que admiten una diferencial
total o exacta. La entropia es una funcién de estado S (U VN ) cuyas variables naturales (que

son extensivas) son la energia interna U , el volumen V y el nimero de particulas N. Su

ds = (ﬁj dU + (ﬁj av + (ﬁj dN (4.3)
oU )y x oV Jun ON )y

Se definen la temperatura termodinamica T del sistema y el potencial quimico g de su

diferencial exacta es:

inico componente por las siguientes relaciones:

(ﬁj _1 (ﬁ} = _H (4.4)
oU ),y T ON )y T ’

Y la presion P (fuerza generalizada) puede calcularse como:
oS P
() .r -
oV )yx T
De esta forma, la ecuacién de Gibbs en la representacion entrépica es la siguiente:

ds=Lav+Lav—Han (4.6)
T T T

m Ecuacién de Euler. Es consecuencia de la homogeneidad de grado 1 de la entropia respecto

de las variables extensivas (Tejerina, 1976; Callen, 1985; Biel, 1998). Para el caso de la entropia:

_U PV _uN
T T T

S (4.7)

m Ecuacién de Gibbs-Duhem. Es la relacién de ligadura entre las variables intensivas de la

representacion. Se obtiene de combinar la ecuacion de Gibbs con la ecuacién de Euler.

Ud (%) +Vd (?j - Nd (%) =0 (4.8)

Se comprueba que la ecuaciéon de Gibbs-Duhem es independiente del potencial

entropico utilizado: es tinica para toda la representacion entropica. Indica que, en
el equilibrio, las variables intensivas no son independientes. Las variables naturales de
la entropia, (U,V,N ), son variables extensivas, y las variables a las que acompanan en las
ecuaciones anteriores, (1/T,P/T,—u/T), son las variables intensivas conjugadas de las
extensivas. La importancia que tiene esta distinciéon en el formalismo entropico es que las
variables intensivas solo estan bien definidas a nivel macroscopico. Las variables extensivas, sin

embargo, tienen sentido a nivel microscépico y macroscépico. Esto tendrd una importancia

fundamental a la hora de describir los distintos microestados, o configuraciones microscopicas,
de un sistema en Fisica Estadistica.

4.5 Transformadas de Legendre de la entropia

La transformada de Legendre (Casanova, 2019) es una operacion matematica que transforma

una cierta funcion @(z,,,,---,2,) en otra, ®(y,,,, -, , ), de forma que ambas contienen la
misma informacion, pero la dependencia respecto a la variable z, ha sido sustituida por otra:

y, - La transformada de Legendre ®(y,,,,---,2,) de ¢(z,,2,,--,x,) respecto de z, es:
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0
q)(yl,%,"',xn)=(p($17x27---7x")—$1[_¢J ox
1

con y = (6_§0j (4.9)

De forma equivalente, se puede definir la transformada de Legendre respecto de varias variables:

q)(y17"'ayk>xk+1a"'>xn) = (p(xla"'>xn)_zxi (a_(pJ = q)(xl?'”?xn)_zxiyi
=1

i=1

En Termodinamica, las transformadas de Legendre sustituyven una variable extensiva por su
canénica conjugada intensiva. Esta operacién nos va a permitir deducir nuevos potenciales
termodinamicos a partir de los que ya conocemos. El objetivo es obtener las transformadas de

Legendre de la entropia S (U VN ), asi que partiremos de la entropia expresada en términos

de sus variables naturales U, V' y N.
4.5.1 La funcién de Massieu

La funcién de Massieu ¥ = lI’(l/T VN ) se define como la transformada de Legendre de la

entropia respecto de la energia interna:

\{f:S_U(g_Sj =9 Uz(g+ﬂ ﬂNj_gzﬂ_ﬂ (4.10)
V.N

T

T T T

La variable extensiva que se ha eliminado es la energia interna U , y se ha sustituido por su
variable conjugada intensiva, que es 1/ T . La ecuaciones de Euler y de Gibbs para ¥ son:

Euler: | = 2V _#N Gibbs: |d¥ = -Ud (lj e (4.11)
T T T) T T
4.5.2 La funcién de Kramers-Landau (potencial gran canénico)

La funcién de Kramers-Landau 77 = 77(1/ T,V, ,u/ T), también conocida como el potencial gran

canoénico, se define como la transformada de Legendre de W respecto del namero de particulas:

n:ly_]v(a_\{lj =‘P—N(—ﬁj=‘{’+ﬂ=(ﬂ—ﬂj+ﬂ=ﬂ (4.12)
ON )y T T\t 1) T T

Las ecuaciones de Euler y de Gibbs para la funcién de Kramers-Landau son:

_Pv

Euler:
g T

Gibbs: |dn = -Ud [l) +Lav 4 N (ﬁj (4.13)
r)'T T

4.5.3 La funcién de Planck
La funcién de Planck ¢ = ¢(1/ T,P/T,N ) se define como la transformada de Legendre de la

funcion de Massieu respecto del volumen:

¢=\P—V(a—‘}lj :‘P—V(sz—ﬂ (4.14)
oV Jyry T T
Sus ecuaciones de Euler y de Gibbs son:
Euler: |¢ = — £ Gibbs: |d¢ = -Ud (1) ~Vd [5) ~Ean (4.15)
T T T T
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Capitulo 5: Sistemas con muchas
entidades elementales independientes: el

limite termodinamico

La definiciéon de sistema termodinamico con la que estamos trabajando, para la que la energia
interna y la entropia son extensivas en estados de equilibrio, permite entender dichos sistemas
en Fisica Estadistica como conjuntos de entidades elementales independientes, entendidas

éstas como los entes conceptuales més simples que, de acuerdo con un modelo de realidad,
conservan su independencia estadistica, la aditividad de la energia y de la entropia (Cobos,
J.C., comunicacion personal, 2023; Hevia, 2023). La naturaleza de estas entidades elementales
independientes puede ser muy variada. En ocasiones, ni siquiera son entes materiales, como,
por ejemplo, en el caso de los modos normales de vibraciéon de una red cristalina en la
aproximacion armoénica. Estos aspectos fueron analizados en profundidad por Cobos, J.C.
(comunicacion personal, 2023), y recogidos en la Tesis Doctoral de Mozo (2010, seccion 5.2.).

Este tipo de sistemas, calificados de “ideales”, pues para ellos “el todo es la suma de las partes”

(Anderson, 1972), muestran propiedades macroscopicas muy bien definidas cuando aumenta
mucho el ntimero de entidades elementales (lo que se denomina limite termodinamico), que

son consecuencia de su independencia estadistica. En particular, el valor de su entropia
estadistica no depende del conjunto utilizado para su descripcion (capitulo 6).

Si el sistema no es “ideal” en el sentido mencionado, debido a que se viola alguna de las
condiciones impuestas en el capitulo 4 a la definicién de sistema termodinédmico, estas
propiedades, entre ellas la equivalencia de conjuntos, pueden no satisfacerse, lo que da lugar a
una compleja y variada rama de la Fisica Estadistica en la que, a dia de hoy, se sigue
investigando aun (Campa, Dauxois y Ruffo, 2009; Campa et al., 2018; Costeniuc, Ellis y
Touchette, 2006; Hill, 2002; Latella et al., 2015; Loscar y Horowitz, 2018; Touchette, Ellis y
Turkington, 2004; Tsallis, 2009).

En este capitulo tratamos de explicar, evitando en lo posible complicaciones matematicas, en
qué consisten estas deseables propiedades de los sistemas “ideales”.

5.1 Gas ideal en un recipiente aislado, parte I

Para ilustrar uno de los comportamientos tipicos de un sistema “ideal” en el limite
termodinémico, analizaremos un ejemplo propuesto por Baierlein (1978), convenientemente
adaptado para ceiiirnos a los propdésitos de este capitulo.

Supongamos que tenemos N moléculas independientes

(un tipico gas ideal clasico) contenidas en una caja L f \

aislada (cuyas paredes impiden el intercambio de toda T
clase de materia y energia) de longitud L (Figura 5.1). =\
,Coémo de probable es que todas las N moléculas se

|
encuentren cerca de uno de los extremos de la caja? ;O de 0 L/2 L
que se encuentren sélo en una mitad? ;O de que estén Figura 5.1. Un gas encerrado en una caja
distribuidas uniformemente en todo el volumen? ;Coémo puede fluctuar la distribucion? Se
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puede hacer una buena estimaciéon a las respuestas considerando la media muestral de la
posicién de las N moléculas en un instante de tiempo determinado:

mmedia muestral

= %(ml + Ty .+ Ty)

La variable z

‘media muestral

la mayoria de las moléculas estan cerca de = =0, el valor de z

media muestral

, es una forma de describir como estén situadas las moléculas del gas. Si
serd pequeflo y cercano
a 0. De la misma forma, z_ ;. ..coa S€réd aproximadamente L si la mayoria de las particulas
estan cerca de z =L .

Ahora, consideramos el valor medio probabilistico de la media muestral de las posiciones de las

moléculas, (z, . Puede entenderse en sentido frecuentista como la media que se obtiene

1edia muestral >

observando el sistema muchisimas veces consecutivas. En cada instante, se toma una imagen

de las particulas, se calcula su posiciéon media z y finalmente se hace el valor medio

media muestral

de =z en las muchas observaciones realizadas sobre el sistema. Debido a la

media muestral

independencia estadistica de las moléculas, y en consecuencias de las distintas posiciones z;, de
las distintas moléculas:

mymy oy (m)+(m) + o+ (Ty)

media muestral
N N

Para calcular <x vamos a razonar de la siguiente forma. Para la molécula 1, las

media muestral > ?

posiciones opuestas centradas en z, = L/2 son igualmente probables a largo plazo. Entonces,

tenemos que <xl> = L/ 2, vy esto mismo es cierto para cualquier otra molécula del gas. Entonces:

@) (@) o+ () _ L)2+L/2+..+L)2 _L

<xmedia muestral > N N 2

que es el resultado que podriamos esperar. 1 més probable

Imaginemos ahora cémo es la grafica de las probabilidades

para un valor especifico de z La curva deberia

media muestral *

ser suave, simétrica en torno a L/ 2 y con un maximo en

X

media sl = 12/ 2+ En la Figura 5.2 hemos representado la
forma de dicha curva. Ahora, ;como de ancha es la curva?
Es razonable que el valor de =z fluctie mucho

‘media muestral
=127

PI‘( Tmedia muestral)

menos

alrededor de <x probable
|

media muestral >

Para tener una idea de la anchura de la distribucion, 0 L/2 L
podemos calcular su desviacion tipica, que cuantifica la  pigurq 5.2, Forma de la distribucion
desviacién de un conjunto de datos respecto de su valor

medio. La desviacién tipica, o desviacion estandar, de una variable aleatoria X se define a partir
de:

(ax) = ((x-(x))) (5.1)

Vamos a estimar su valor A"z teniendo en cuenta algunos detalles:

media muestral

(A*x : )2= i(:1: +..+x )—Eé? -1 T _L +..+|z _L 2
media muestral N 1 N N 2 NQ 1 2 N 2

26



El primer paso ha sido escribir (%, muesa ) = (N /N ) (L/ 2), y repartir los L/2, uno para cada

z, . Después, tras aplicar la operacion de elevar al cuadrado, aparecen productos que contienen

dos moléculas diferentes, del tipo <(xl —%) (zQ ——j>, que promedian a cero debido a la

independencia estadistica de las moléculas.

A L e o

Por ejemplo, para el término cruzado que hemos escrito, lo podemos ver asi: para un valor fijo
de z,, los valores positivos y negativos de (a;2 - L/ 2) son igualmente probables, y la media del

producto debe ser cero. En consecuencia:

. > 1 LY LY
(A L edia muestral) = F {<($1 - 5) > + ...+ <(J,‘N — 5] >}

El valor maximo que puede tomar uno de los sumandos <(9UZ - L/ 2)2> se da en el caso de que

z;, =0 o bien z, =L, es decir, <(xl —L/2)2> valdrd como mucho (1}/2)2 y sera, hablando

toscamente, del mismo orden de magnitud.

2 2 2
A* 2 ~ 1 N L _ 1 L o <xmedia muestral > A* . 1
xmedia muestral N2 . : 5 - N E - N = $media muestral \/ﬁ <xmedia muestral >

Tomando la raiz cuadrada, y suponiendo un niimero de moléculas razonable para un gas en un
.. 20 . . ., .
recipiente (N =10"), se obtiene la desviacion tipica:

Az 1

media muestral 1010 <xmedia muestral >

La distribucién es extremadamente estrecha. Teniendo en cuenta que la altura h de la

, podemos

media muestral )

distribucion es inversamente proporcional a la desviacion tipica (h oc 1/ Az
ilustrar cémo de estrecha es la curva con los siguientes ejemplos:

= Si quisiéramos dibujar en una pizarra la distribuciéon de probabilidad, de forma que su
anchura midiese 1 cm, su altura deberfa ser de unos 10 cm. Esto es la cuarta parte de
la distancia de la Tierra a la Luna, una distancia enorme comparada con su anchura.

= Si tomamos un tamaiio del recipiente contenedor de unos 60 cm, la anchura de la
= (1/1010) . (6()/2) =3-10" ¢cm =0.03 nm . Sin embargo, no

es posible dibujar la distribucién con ninguna tiza en la pizarra, pues los trazos realizados

. . ., ’ *
distribucion seria AT, . muesteal

son mucho méas anchos que la propia distribucién. Y, en el caso de que pudiésemos dibujarla,
no podriamos apreciar su anchura, y nos pareceria una “delta de Dirac”.

De la estrechez de la distribucién podemos deducir varias cosas. Lo primero, que una abismal
mayoria de las configuraciones microscopicas de las moléculas del gas producen una posicion

media muestral z

media muestral

, increiblemente cercana a L/ 2. Esto no significa que necesariamente
las distribuciones de las posiciones de las moléculas sean (mas o menos) uniformes, pero la

mayoria de las posibles distribuciones que producen un z

media muestral

= L/2 son (méis o menos)

uniformes. Podemos decir que:
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* Una distribuciéon (més o menos) uniforme de las posiciones de las moléculas individuales
es muchisimo mas probable que cualquier otra distribucién.

* Hay una situacion macroscopica, (g, meta) =1L/2, que es abrumadoramente mas

probable que cualquier otra (y que todas las demas juntas).

5.2 Gas ideal en un recipiente aislado, parte II. Analogia del desierto

El estado de un sistema puede describirse macroscépicamente mediante un conjunto de
variables termodinamicas (que constituyen su macroestado) y microscopicamente mediante
los valores detallados de sus variables mecénicas de acuerdo con un modelo de realidad (que
constituyen su microestado). Algunos macroestados tienen muchos microestados que les
corresponden (porque dichos microestados son compatibles con las ligaduras macroscopicas que
imponen las paredes del sistema), mientras que a otros macroestados les corresponden pocos
microestados.

Para visualizar el significado de estos conceptos, imaginemos un vasto desierto en el que
podemos encontrarnos con algtn oasis. Una persona “sin mente” comienza su viaje desde un
oasis, y deambula por el desierto con movimientos irregulares y erraticos, describiendo un
camino aleatorio y sin sentido. Con una probabilidad abrumadora, se adentraré en el desierto
(porque hay mucho a su alrededor) y permanecera alli (por la misma razon). Si hacemos algunas
correspondencias, el ejemplo de la persona en el desierto nos servird para entender el
comportamiento de un sistema termodinamico con muchas particulas (Tabla 5.1).

Correspondencias en la analogia del desierto

Un punto en el mapa Un microestado especifico
El desierto El macroestado con muchos microestados compatibles
Un oasis Un macroestado con pocos microestados compatibles
La persona “sin mente” Un sistema de muchas particulas

. La secuencia de microestados en la evolucion del
El camino de la persona .
sistema

Tabla 5.1. Correspondencias en la analogia del desierto

Con ayuda de esta analogia, podemos
comprender fenémenos como la difusion del gas
en el ejemplo de la seccibn anterior.
Supongamos que el recipiente aislado consta

en realidad de dos compartimentos separados
por una llave. Inicialmente, el gas ocupa uno de

Figura 5.3. Gas encerrado en dos mitades

los dos compartimentos, mientras que el otro

esta vacio (Figura 5.3). Al abrirla, el gas se difunde rapidamente hacia la mitad vacia, llenando
ambas mitades por igual al final del proceso. Las moléculas del gas parecen no retroceder todas
juntas a la primera mitad de nuevo una vez abierta la llave, cosa que nuestra experiencia
cotidiana nos hace pensar que no es sorprendente, pero, jpodrian hacerlo? Claro que podrian,
pues no hay nada en las leyes de Newton que impida que todas las moléculas vuelvan a la
primera mitad, al igual que tampoco impedirian que al abrir la llave el gas no se difunda a la
segunda mitad. Para que esto ocurriera, las colisiones entre las moléculas tendrian que ser “las
adecuadas”, pero esto no es probable. Aqui esta la clave, en la probabilidad de que se den las
colisiones “adecuadas”. Entonces, ;como es de probable una vuelta de las moléculas a la primera
mitad?
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Dado el analisis de la seccién anterior, el sentido comiin nos dice que al macroestado con
T

oo muestral = L/ 2 le corresponde, de forma abrumadora, el mayor ntumero de microestados.
Cuando se abre la llave que separaba las dos mitades, el gas evoluciona a través de muchos
microestados y los correspondientes macroestados. El gas, al final, llegarad al macroestado al
que le corresponda un mayor niimero de microestados compatibles con él, sencillamente porque,
como hemos visto, el macroestado que cumple esto tiene un nimero de microestados asociado
que es abrumadoramente mayor. Entonces, sin duda habra cambios en el microestado, pero el
razonamiento anterior sugiere que es muy poco probable que se produzcan més cambios en el
macroestado. Los continuos cambios de microestado seran casi con toda seguridad cambios de
uno a otro de los muchos microestados correspondientes al macroestado con mayor niimero de

microestados. Este macroestado final serd el de equilibrio termodindmico.

5.3 Propiedades de un sistema ‘“‘ideal” en el limite termodindmico

Los razonamientos presentados en las secciones anteriores pueden generalizarse para demostrar,
de forma rigurosa, que en un sistema formado por muchisimas entidades elementales
independientes se cumplen tres propiedades fundamentales, que enunciamos a continuacion.

5.3.1 Estrechez de la distribucion de probabilidad de las medias
muestrales

A medida que aumenta el nimero de entidades elementales del sistema, la media muestral de
una propiedad de las entidades elementales se aproxima cada vez mas a la media probabilistica
de dicha propiedad.

Por ejemplo, supongamos un gas ideal encerrado en un recipiente aislado con una energia E'y
formado por N moléculas independientes. La energia de una molécula, ¢, sigue una cierta
distribuciéon de probabilidad. A medida que N —> o, la media muestral
E/N=(g +..+&y) /N se aproxima cada vez més a la media probabilistica (&) calculada a

partir de la distribuciéon de probabilidad de la energia de una particula.

5.3.2 Estrechez de la distribuciéon de probabilidad de las variables
extensivas del sistema completo

Supongamos que las ligaduras del sistema no impiden la variaciéon de una propiedad extensiva
(del sistema completo, no de una de las entidades elementales) y ésta puede fluctuar en el
equilibrio. A medida que aumenta el ntumero de entidades elementales del sistema, la
distribucién de probabilidad se hace extremadamente estrecha, tomando valores
apreciablemente distintos de cero en valores practicamente iguales al valor medio.

Por ejemplo, si tenemos un sistema que dnicamente puede intercambiar energia con un
termostato que fija su temperatura, su energia £ no es constante (como ocurriria en un sistema
aislado), y puede fluctuar. No obstante, a medida que el niimero N de entidades elementales
tiende a infinito, la distribucion de probabilidad de la energia (del sistema completo) se estrecha
tanto que el valor medio <E> y el valor méas probable coinciden, siendo las fluctuaciones
completamente despreciables (condicion que debe cumplirse si el estado es de equilibrio
termodinamico, tal y como lo hemos definido).

Este hecho es de vital importancia y es el que permite identificar el valor macroscépico

de las variables extensivas en el equilibrio con su valor medio de acuerdo con la

distribucién de probabilidad de los microestados del sistema (lo que sera una hipotesis

basica de trabajo en Fisica Estadistica, tal y como se vera en el capitulo 6).
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5.3.3 Direccionalidad de los procesos en un sistema aislado

Con una probabilidad abrumadora, si se permite efectuar un proceso a un sistema aislado

formado por muchas entidades elementales independientes, evolucionard al macroestado con
mayor nimero de microestados v _permanecerd en él. En el capitulo 6, postularemos la
identificacion de la entropia estadistica y la entropia termodindmica para un sistema en
equilibrio en el limite termodindmico, y veremos que la entropia estadistica de un sistema

aislado es la entropia de Boltzmann-Planck, proporcional al logaritmo del ntmero de
microestados. Todo ello justifica el Postulado II de Callen, que explica la direccionalidad natural
de los procesos de un sistema aislado hacia el macroestado con mayor entropia.

Debe resaltarse que esta tendencia hacia el macroestado con mayor entropia solo ocurre si el

recipiente esté aislado: si hay un flujo de materia o energfa que puede entrar o salir del sistema,
entonces el comportamiento del sistema estara influido, también, por estos intercambios.

A lo largo del trabajo hemos justificado dos principios de maximo relacionados con la entropia,
pero hemos trabajado con dos entropias: la entropfa termodinamica y la entropia estadistica.
Aunque ambas deben coincidir en el limite termodindmico, hay sutiles diferencias:

e FEl Principio de Maxima Entropia (estadistica) es un principio que se puede aplicar a
todo tipo de sistemas termodinamicos para hallar la distribuciéon de probabilidad de los
microestados de un sistema compatibles con un macroestado dado (capitulo 6). Su
“dominio de accién” es el conjunto de las distintas distribuciones de probabilidad que
podemos asignar a las variables extensivas de un macroestado.

e El Postulado II de Callen (de maxima entropia termodinamica) solo se aplica a un
sistema termodindmico aislado para hallar su macroestado final de equilibrio de entre
todos los compatibles con sus paredes externas aislantes y sus paredes internas.

5.4 Vuelta al juego de reparto. Justificacion de la convergencia hacia
las probabilidades inferidas mediante el PME

El juego de reparto del capitulo 2 es completamente analogo al ejemplo del gas dado en la
seccion 5.3.1 si hacemos corresponder:

e La energfa del sistema F con el dinero total apostado D.
e Los posibles valores de la energfa de una molécula & con los posibles costes asociados
a una ficha d.

e El namero total de moléculas N con el nimero total de fichas N .
En el caso del juego de reparto, cada apuesta de una ficha se corresponde con una variable
aleatoria cuyos sucesos elementales consisten en los cuatro posibles colores con sus costes
asociados, y la media muestral se corresponde con el cociente D / N . Por lo tanto, a medida
que N — oo, la media muestral D/ N se aproxima cada vez mas a la media probabilistica <d>
calculada a partir de la distribuciéon de probabilidad del coste asociado a una ficha. Como
consecuencia, la asignacion <d> =D/ N para la inferencia de las probabilidades mediante el
PME es cada vez méas adecuada a medida que N — « y el problema es cada vez més parecido

al de lanzar N veces una tunica ficha.

Por otro lado, segiin el teorema demostrado en el capitulo 3, la distribucién de frecuencias
relativas obtenida de lanzar N veces 1 ficha, que a su vez se corresponde con la distribucién de
probabilidad desde el punto de vista frecuentista, se aproxima rapidamente a la distribucion
de probabilidad inferida mediante el PME a medida que N — o .
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Capitulo 6: Los conjuntos estadisticos.

Aplicaciéon v problemas modelo

El Postulado fundamental de la Fisica Estadistica consiste en suponer que las
propiedades macroscopicas de los sistemas reales son el promedio estadistico de las variables
microscopicas que los caracterizan; es decir, las propiedades macroscopicas se identifican con
los macroestados.

Para E. T. Jaynes (1957), la Fisica Estadistica es una teoria de sistemas de muchas
particulas que funciona precisamente gracias a su caracter estadistico; y en la que
inferimos, no postulamos, las probabilidades asociadas a los posibles microestados gracias a
la Teoria de la Probabilidad y a unas pocas restricciones macroscopicas conocidas, que son
constantes y definen el macroestado en cuestion.

En este capitulo trataremos sobre los asi llamados conjuntos estadisticos, también conocidos
como conjuntos de Gibbs o colectividades estadisticas. Un conjunto estadistico es el
espacio muestral de todos los posibles microestados de un sistema sujeto a unas
ciertas ligaduras macroscdpicas constantes. Segiin como sean estas ligaduras, tendremos
un conjunto u otro. En este capitulo presentaremos las ecuaciones mas relevantes de dos
conjuntos estadisticos: el conjunto microcanénico y el conjunto canénico. Estas expresiones se
obtienen empleando el Principio de Méaxima Entropia con las ligaduras macroscopicas que en
cada conjunto sean necesarias. El desarrollo formal completo de estos conjuntos se encuentra
en el apéndice B de este trabajo, junto con otros dos: el gran candnico y el isotermo-isobarico.

En los siguientes apartados consideraremos siempre que el sistema en estudio es un sistema
monofasico, monocomponente y que sb6lo puede intercambiar un tipo de trabajo de
configuracion, siendo éste el trabajo hidrostatico asociado al cambio de volumen: oW = —PdV.

6.1 El conjunto microcanénico

Se denomina conjunto microcandnico al espacio muestral formado por los microestados de un

sistema aislado, para el que los valores de la energia interna U , el volumen V y el nimero de
entidades elementales N son constantes. Los sistemas aislados estan rodeados por paredes

aislantes, las cuales impiden todo tipo de interaccién con el entorno, y por lo tanto, son sistemas

que no pueden intercambiar energia (en forma de calor o trabajo hidrostatico asociado al cambio

de volumen) ni materia.

= Macroestado: queda perfectamente determinado por los valores de las variables extensivas
(U VN ), que son las variables naturales de la entropia S =25 (U VN ) , potencial

termodinamico natural para describir un sistema aislado.

= Microestados: vienen determinados por los Q(U VN ) microestados compatibles con el
macroestado (U JV,N ) El microestado i-ésimo tendré una probabilidad asociada p,. Estas

probabilidades son siempre funciones de las variables del macroestado: p, = p, (U VN )

6.1.1 Inferencia de probabilidades

Para inferir las probabilidades p, (i =1,---,Q) asociadas a cada microestado, se emplea el PME
considerando tnicamente la condiciéon de normalizacién de las probabilidades:
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Q Q
- . . 1
Maximizar [S = -k, E p, In p,| sujeta a E p, = 1| nos proporciona |p, = 5 (6.1)
1=1 i=1

Los microestados en el conjunto microcanénico son equiprobables, y la entropia es:

Q Q
Sz—kBZpi(lnéjszanZpi=kBan - [S=k,InQ (6.2)
i=1

i=1

6.1.2 Ecuaciones de estado y funciones respuesta

Las primeras derivadas del potencial termodindmico natural, la entropia, respecto de las
variables de las que depende, nos proporcionan las ecuaciones de estado, y las segundas
derivadas, las funciones respuesta del sistema.

Conocida S (U VN ) =k, an(U VN ) y considerando f=1/k,T, las ecuaciones méasica de
estado (EME), energética de estado (EEE) y térmica de estado (ETE) son:

. (omQ (omQ  (omQ (6.3)
“= ”ﬂ_(aN j ﬂ_[aU JN 7_Pﬂ_£av jN

La segunda derivada del potencial termodinamico respecto de U nos proporciona la siguiente
funcién respuesta:

2 2
Q)1 kS 6.4
ou* ). .  kT°C,  C,

donde C, = (8 Ujo T)VN es la capacidad calorifica a volumen constante.

Cabe destacar el hecho de que, si la entropia S es méxima respecto de los cambios de energia
interna U, su segunda derivada debe ser negativa y, por tanto, la capacidad calorifica a volumen
constante debe ser positiva: C|, >0 (condicion de estabilidad energética).

6.2 El conjunto candnico

Se denomina conjunto candnico al espacio muestral formado por los microestados de un sistema

cerrado e is6coro en contacto con un termostato que se encarga de fijar su temperatura (sistema

isotermo), de forma que la temperatura 7', el volumen V y el niumero de entidades elementales
N son estrictamente constantes, pero la energia interna U puede fluctuar, pues habra distintos
microestados con diferentes valores de la energia interna. El sistema puede intercambiar
cantidades arbitrariamente grandes de energia con el termostato, de modo que no tenemos
ninguna base racional para descartar ningun valor de la energia entre su valor minimo vy

maximo. En este caso se fija la variable canonica conjugada de la energia (se fija g vy, por
tanto, también 1/ T), con lo que queda fijada también la energia media del sistema. De esta
forma, el valor macroscopico de la energia interna es igual a su valor medio, es decir, se tiene
U=(E).

= Macroestado: queda perfectamente determinado por las variables (1/ T,V,N), que son las

variables naturales de la funcién de Massieu ¥ = ‘P(l/ T,V,N ) =¥ (p,V,N), potencial

termodinamico natural para describir un sistema cerrado isotermo e is6coro.
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= Microestados: Cada microestado estd caracterizado por los valores que toman las

variables extensivas del macroestado, en este caso V y N . La temperatura jugard un papel

en las probabilidades de que el sistema se encuentre en uno u otro nivel de energia, pero no

caracteriza la energia de cada nivel. Caracterizard. sin embargo, que los intercambios de

energia entre el sistema v el termostato sean de tal suerte que se fije el valor medio de la

energia. Asi pues, cada microestado i-ésimo del sistema tendrd una cierta energia
L ZEZ.(V, N ), y denotaremos al ntimero de microestados como M en este caso. Las

probabilidades, como siempre, seran funciones de todas las variables del macroestado:
D, =D, (1/T,V,N).

6.2.1 Inferencia de probabilidades

Para inferir las probabilidades p, (i =1,---,M ) asociadas a cada uno de los M microestados,
se emplea el Principio de Méaxima Entropia considerando la condicién de normalizaciéon y la
ligadura correspondiente a la energia media:

(6.5)

Maximizar sujeta a

M
S = —kBZpi In p,

i=1

M
>p =1y
1=1

La variable Z se denomina “funcion de particion” (es la funcidon de estructura en este

M e
prEz' =(E)| - |p =
=1

conjunto), cuya expresion es:

M

)

i=1
Microestados

L
Z(B,V,N)= e = 3 (B, V,N)e ) (6.6)
j=1

Niveles

Como puede que algunos microestados tengan la misma energia E (estan degenerados), se

tendran L < M niveles de energfa, cada uno de ellos con un valor diferente de energia E, y
con una degeneracion €, EQ(Ej,V,N) tal que Z]L_ZIQ(E],,V,N) =M . Asi, la funcién de

particiéon se puede escribir como una suma a microestados, o como una suma a niveles de
energia con sus respectivas degeneraciones.

La entropia del conjunto canénico y la funcion de Massieu ‘I’( L, V.N ) son las siguientes:

S =k, (InZ+ B(E)) (6.7)
VY=Fk,InZ (6.8)
6.2.2 Ecuaciones de estado, funciones respuesta y fluctuaciones
Conocida ‘I’( BV,N ) =ky,InZ ( pV,N ) las ecuaciones de estado son:
(EME) (EEE) (ETE)
o0lnZz olnZz o0lnZz 6.9
BV ,B NV 4 BN

Las segundas derivadas de la funcién de Massieu nos proporcionan las funciones respuesta. En
particular, la funcion respuesta respecto de la energia da cuenta de las fluctuaciones de energia
del sistema:

= k,T°C,

V.N

(a'E) =(B*)~(E) = [i;ZJ (6.10)
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Donde, analogamente a lo que pasaba en el conjunto microcanoénico (6.11), el que la segunda
derivada de la funcién de Massieu respecto de su variable natural () sea definida positiva
(coincide con la varianza del sistema), hace que la capacidad calorifica a volumen constante
deba de ser positiva C}, >0 (condicién de estabilidad energética).

Por otro lado, la funcién respuesta para el volumen, vale:

2
(aalllflfj o Vﬂ "k T1 on A _l(ﬂ] (6.12)
P Ky 21TV, V\OP )py

donde x;, es el coeficiente de compresibilidad isotérmico. Nuevamente, a destacar el hecho de

que, si la funcién de Massieu (W) es maxima respecto de los cambios de volumen V del sistema,
su segunda derivada deber ser negativa y, por tanto, el coeficiente de compresibilidad isotermo
debe de ser positiva (x, >0) en los sistemas con temperatura definida positiva (condicion de
estabilidad térmica).

6.3 Protocolo de trabajo en Fisica Estadistica

Gracias al Principio de Méxima Entropia se obtiene, de manera general, que en todos los
conjuntos estadisticos existe una expresion que relaciona el potencial termodinamico

entropico natural a las variables macroscopicas que caracterizan el sistema (la funcion
termodinamica correspondiente en la representacion entropica que depende de esas variables),
con la llamada funcién estructura microscdpica: el niimero de microestados en el conjunto

microcanonico, la funcién de particion en el conjunto canénico, etc., (funcion que da cuenta del
comportamiento probabilistico de los microestados del sistema), que siempre se escribe de la
siguiente forma:

|potencial termodinamico entrépico =k, In (funci(’m estructura)|

Es muy importante indicar que, para resolver cualquier problema de Fisica Estadistica, debe
seguirse un protocolo de trabajo consistente en 4 etapas fundamentales, en 3 de las cuales (I,
IIT y IV) se necesita un profundo conocimiento del formalismo termodinamico:

I Definir un macroestado a caracterizar.

II. Postular un modelo microscépico de comportamiento.
III.  Encontrar la funcién estructura que caracteriza al sistema.
IV. Obtener la termodinamica del sistema.

6.4 Problema modelo

Resolvamos un problema modelo que aclare de forma inequivoca como se aplica el protocolo de
trabajo de la Fisica Estadistica.

Problema de dos niveles resuelto en el conjunto microcanénico

I) Macroestado (U,V,N): Considere un sistema aislado (en equilibrio termodindmico) de

N particulas, cuya energia interna es U y que se encuentran en un recipiente de volumen V .

IT) Modelo microscépico: Cada particula posee un grado de libertad con dos posibles estados

cuénticos no degenerados, de energias ¢, =0 y & = & > 0. Las particulas son independientes

y distinguibles. Puede especificarse un (micro)estado del sistema | @) , mediante la siguiente

lista de nimeros:
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|¢>E|n17'“7n]‘7""nN> [’I’szo, 1:| \V/jzl,"',N
donde cada uno de los n; caracteriza el estado en el que se encuentra la particula j-ésima. Asf

pues, la energia (interna) total de este sistema, que en este caso no depende de V, vale:

N
UsE=E,=n-¢=N-0+N -&=Ng
j=1

donde N, es el nimero de particulas situadas en el nivel inferior ¢, y N, el ntmero de

particulas que se encuentran situadas en el nivel superior ¢ , con N =N, + N, .

III) Funcién estructura: Como el sistema es aislado, se debe trabajar usando el formalismo

del conjunto microcanonico. La funcién estructura del sistema es, pues, el nudmero de

microestados Q = Q(E,N) compatibles con el macroestado (E,N) del sistema.

Solucién:
El sistema a estudiar estd4 compuesto por N, particulas en el N1 e
nivel inferior, y N, particulas en el nivel superior (Figura 6.1). No
Ademas, tendremos en cuenta las siguientes relaciones en la 0
resolucién: Figura 6.1. Dos niveles de energia
E N E N, E
|[E=Ng| [N=N,+N, le? plzwlzg—N N,=N-N,, p0=ﬁ=1—g—N

El ntmero de microestados sera el ntimero de posibles configuraciones (compatibles con el
macroestado) en las que se puede encontrar el sistema. En este problema serd el ntmero de
formas diferentes en las que se pueden colocar N particulas, de forma que haya N, particulas
en el nivel inferior, y N, particulas en el nivel superior. Esto son las permutaciones con

repeticion de N elementos, con N, elementos iguales, y N, elementos iguales:

N

Q(E,N) = PR =~
0*~"1"

= IQ=In(N!)-In(N,!)-In(N,!)

Considerando que el nimero de particulas es muy grande, podemos aplicar la aproximacion de
Stirling [ecuacion (3.3)] para el logaritmo del factorial de un ntimero muy grande:
ln(N!)lenN—N ln(NO!)zNolnNo—NO hq(Nl!)lelan—N1
Llevando estas aproximaciones al ntimero de microestados:
Q= NInN-N-NInN,+N,—N,InN, + NN =NInN-N;InN,-N, InN,
N N
=N,InN+N InN-N,InN,-N,InN, =N, In A + N, In A

0 1

N, N, N, N
= —N{Fﬂln[ﬁjJrﬁlln(Wlﬂ =-N(p,Inp, +p Inp)

Es decir, el ntimero de microestados del sistema es: [InQ ~—N (p, Inp, + p, Inp,)

Asi, la entropia del sistema completo es: |S =k, InQ =N [—kB (pyInp, + p, Inp, )] , de forma

que, si ahora definimos la entropia de cada una de las particulas del sistema como:

i=1

S, = —kBZpZ. Inp, = -k, (p0 Inp, + p, lnpl)

i=0
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tendremos que , demostrando que la entropfa del sistema completo es aditiva,

siempre que se definan las probabilidades de los estados de las particulas en la forma:
D, =N1/N Y Dy =N0/N.

IV) Termodinamica del sistema: Primeras y segundas derivadas del potencial

termodinamico natural S =5 (E, N ) para obtener las ecuaciones de estado y las funciones
respuesta.

Solucién:

Conviene expresar el nimero de microestados (funcion estructura) en funcién de sus variables
naturales:

mQ(E,N)=NInN -N,InN, - N, In N, :NlnN—(N—Ejln(N—Ej—(gjln(gj
& & & &

= DEPENDENCIA CON F

Su derivada respecto a la energia nos da la EEE:

ﬁ:(alngj =lln(%—1) = ﬂgzln(&—lj

oF &

_ Ne¢
1+ e

Invirtiendo esta relacion, obtenemos: |E (8, N)

Antes de estudiar los limites de FE = E( LN ) en T —>0" y T — +oo, escribiremos las
expresiones de las probabilidades de los estados de una particula:
N, 1 N, 1 =

= — = = — = = €
Po N l+e” . N 1+¢” B b

Ahora, calculemos el limite F (T - O*) :

AL 0
1+¢e”

T—0" Por+0 Lor+o o0

= limE:limE:lim(

Ne )_&_

En este limite, las probabilidades de los estados de una particula son:

|p0 :1| |p1 :0|

Es decir, todas las particulas del sistema estan en su nivel fundamental (el nivel inferior), y
ademas, el sistema completo también esté en su nivel fundamental, pues su valor de energia es
el minimo posible de entre todos los valores que puede tomar: F=FE . =0.

Se cumple entonces el Tercer Principio de la Termodinamica: la entropia de un sistema en el
cero absoluto alcanza un valor minimo y constante. Un sistema a temperatura cero se
encuentra en su estado fundamental de energia, y su entropia queda determinada
tnicamente por la degeneraciéon de dicho estado fundamental.

Tanto el estado fundamental de una particula como el estado fundamental del
sistema completo son no degenerados. En el caso de una particula es evidente. En el caso
del sistema completo, sblo existe una forma de colocar las N particulas de forma que
E=FE_ =0,y dicha forma es todas ellas en su nivel fundamental, es decir, N, = N y N, =0.

Si calculamos la entropia, tanto del sistema como de cada una de las particulas:
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S| z—kB(polnp0+pllnpl)=0 , S=NS =0

La entropia es nula, resultado que podriamos haber esperado. La entropia de un sistema en el
cero absoluto se anula si el estado fundamental es no degenerado.

Ahora, calculemos el limite £ (T - +oo)

. lim F = lim F = lim
T+ B—0* B—0"

Es el caso equiprobable, pues en este limite las probabilidades de los estados son |p, = p, = 1/2|.

Finalmente, estudiemos en qué condiciones se podrian tener temperaturas negativas en el

( Ne¢ j_ Ne¢ _Ne
1+ e 1+1 2

sistema, es decir, £ < 0. Para ello, tiene que darse la siguiente condicién:
ln(k—1j<0 = E>&
E 2

Para verlo mejor, dibujemos ahora la grafica de —f¢ como 1

funcion de p, = E/(N¢). Para ello, utilizaremos la ecuacion - T<0

de la temperatura del sistema:

—pe = —ln(&—lj =|-pfs = —ln(i—lj = ln(&]
E p1 p()

Analizando la grafica (Figura 6.2), observamos que, cuando el

1.0

nivel superior estd més poblado que el inferior (p, > p,,

E> Ng/ 2), las temperaturas del sistema son negativas.
Estamos ante un sistema cuya energia estd acotada  Figura 6.2. Grdfica de —p&( pJ

superiormente (esta cota superior corresponde a todas las particulas en el nivel superior, esto
es, &/

max

= Ng ). Como ya hemos visto en la seccion 4.3, los sistemas con temperaturas negativas
suelen llamarse sistemas “anormales” (Biel, 1998).

Calculemos ahora C,, . Para ello utilizaremos la ecuacion (6.4):

&’ InQ kB,[)’2 N 2 e’
( ou’ jVN Cy (Ng—E)E - ' B(ﬂg) (1+eﬁ€)2

= DEPENDENCIA CON N

Su derivada respecto a la energia respecto del ntimero de particulas nos da la EME:

olnQ E N
o z_ﬂﬂz( aN jEy zlnN_h'l(N—zj ZIH(E]:_IHPO =—1n(1—p1)

Utilizando ahora la EEE, obtenemos que:

az—yﬂ:—lnpozln(1+e_’8‘9) = |,uﬂ=1n(1—p1)|

Estudiamos ahora su comportamiento en los limites de alta y baja temperatura:

. a(T—>O+):a(ﬂ—>+oo)=ln(1+0)=0

" |a(T > +w)=a(f—>0)=In(1+1)=In2
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Ahora, dibujamos la grafica de fu como funciéon de p, = E/(N -¢) dibujamos también la
grafica de a =1n (1 + e’ﬂ‘g) como funcion de (—f) (Figura 6.3):

»

Pu | “

T >0 T<0
T T T |= T>0 i T<0

Iy] \
-ll’l 2 pl

- In 2

Figura 6.3. Grdficas de la dependencia de la EME con variables de interés.

Calculamos la actividad absoluta:

1 E
— M _ -1 =1= =
S VY 7

Por dltimo, representamos las siguientes graficas (Figura 6.4):

G

1+e?

] ﬂz/t(pl):l—pl

wk T >0 T<0 10
A AN
05 05
T > 0 E T<O0
0.0 : , 60
0.0 05 pp 10 -B

Figura 6.4. Grificas de la dependencia de la actividad absoluta con dos variables de interés.

Finalmente, calculamos entropia del sistema como funcién de la temperatura

S=S(B.N).

ln(1+e’ﬂ£) 1n(1+eﬂ£)

S(B,N)=N-S, = Nk
(ﬂ’ ) ! b 1+e” 1+ ¢

O bien, operando:
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Calculamos ahora los limites de baja y alta temperatura:

S(BN)=ky| BE+ NIn(1+¢7)]|= NkB[

pe

&

1+ e”

+1n (1 +e )}

S(T—>07)=5(B—>+0)=0

S(T —+0)=85(f—0") = Nk, In2
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Conclusiones

En el trabajo se ha concluido que el Principio de Maxima Entropia (PME) es un método de
razonamiento que permite obtener las “mejores” predicciones que pueden hacerse con la
informacién que se tiene sobre un problema a resolver. De esta forma, el PME permite inferir
probabilidades desconocidas a partir de la informacién disponible, maximizando la entropia
estadistica sujeta a las ligaduras macroscopicas que impone dicha informacion.

Ademas, mediante ejemplos didacticos hemos ilustrado diferentes comportamientos:

= La tendencia de las probabilidades frecuentistas a las que predice el PME
cuando el nimero de experimentos realizados aumenta, justificando asi la
bondad del PME como método de razonamiento.

= La estrechez de la distribucién de probabilidad de las variables extensivas de un sistema en
equilibrio termodinamico cuando su ntimero de entidades elementales es muy elevado. Esto
nos permite afirmar que las fluctuaciones de dichas variables en el equilibrio son
despreciables, y asi se puede identificar el valor macroscépico de las variables
extensivas en el equilibrio con su valor medio de acuerdo con la distribucién de
probabilidad de los microestados del sistema, lo que constituye una hipotesis basica de
trabajo en Fisica Estadistica.

Con el PME se han podido estudiar también diferentes conjuntos estadisticos, que se han
definido como los espacios muestrales de los posibles microestados de un determinado sistema
a estudiar. En todos los conjuntos estudiados en el capitulo 6 y en el apéndice B, se llega a una
relacion del siguiente tipo:

|potencial termodinamico entrépico =k, In (funcién estructura)|

que establece la conexion entre la descripcion microscopica (la de un modelo de realidad) y
macroscopica (la descripcion termodinamica) de los sistemas reales.

Como tultimo punto, es importante notar que durante todo el trabajo se ha empleado una
descripcién entrépica, tanto en la parte de Termodindmica, como en la parte de Estadistica.
Una descripcion estadistica de los sistemas fisicos formados por muchas entidades
elementales (que son los que estudia la Fisica Estadistica) requiere necesariamente
una descripcién en términos de la entropia y de sus transformadas de Legendre
(funcion de Massieu, funcién de Kramers-Landau, funcion de Planck...).

La descripcion en términos de la entropia (representacion entropica de la Termodinamica) es
mucho més adecuada para tratar este tipo de sistemas, ya que nos permite obtener conclusiones
e ideas de una forma mucho mas inmediata y autoconsistente, cosa que no ocurre si se intentase
utilizar la representacion energética de la Termodinamica.
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Apéndice A: Complementos al Capitulo 2

A.1. Tablas de tabulaciéon directa del juego de reparto

All. N=5
Nuamero de Rojo: n,; Negro: Ny, Amarillo: Ny, Verde: oy Degeneracion
apuesta () d, =4€ d, =2€ d, =1€ d, = 0€ ()
1 0 0 5 0 1
2 0 1 3 1 20
3 0 2 1 2 30
4 1 0 1 3 20
5 4
Total fichas a 20 20 115 140 Q= - QJ
un color: F, —71
Probabilidad 0.056338 0.225352 0.323944 0.394366 NQ =355
Al1.2. N=15
Nuamero de Rojo: oy Negro: oy Amarillo: Ny, Verde: o Degeneracion
apuesta () d, = 4€ d, =2€ d, =1€ d, =0€ (Q;)
1 0 0 15 0 1
2 0 1 13 1 210
3 0 2 11 2 8190
4 1 0 11 3 5460
5 0 3 9 3 100100
6 1 1 9 4 150150
7 0 4 7 4 450450
8 1 2 7 5 1081080
9 2 0 7 6 180180
10 0 5 5 5 756756
11 1 3 5 6 2522520
12 2 1 5 7 1081080
13 0 6 3 6 420420
14 1 4 3 7 1801800
15 2 2 3 8 1351350
16 3 0 3 9 100100
17 0 7 1 7 51480
18 1 5 1 8 270270
19 2 3 1 9 300300
20 3 1 1 10 60060
Total fichas a Q= ZZ? Q.
12137580 31968510 47892015 68381250 j=1"77
un color: F, = 10691957
NQ =
Probabilidad 0.075680 0.199331 0.298617 0.426372
160379355
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A.1.3. N=20

Nuamero de Rojo: n, i Negro: n, i Amarillo: n, i Verde: n, i Degeneracion
apuesta () d, = 4€ d, = 2€ d, =1€  =0€ (€;)
1 0 0 20 0 1
2 0 1 18 1 380
3 0 2 16 2 29070
4 0 3 14 3 775200
5 0 4 12 4 8817900
6 0 5 10 5 46558512
7 0 6 8 6 116396280
8 0 7 6 7 133024320
9 0 8 4 8 62355150
10 0 9 2 9 9237800
11 0 10 0 10 184756
12 1 0 16 3 19380
13 1 1 14 4 1162800
14 1 2 12 5 21162960
15 1 3 10 6 155195040
16 1 4 8 7 498841200
17 1 5 6 8 698377680
18 1 6 4 9 387987600
19 1 7 2 10 66512160
20 1 8 0 11 1511640
21 2 0 12 6 3527160
22 2 1 10 7 66512160
23 2 2 8 8 374130900
24 2 3 6 9 775975200
25 2 4 4 10 581981400
26 2 5 2 11 126977760
27 2 6 0 12 3527160
28 3 0 8 9 27713400
29 3 1 6 10 155195040
30 3 2 4 11 211629600
31 3 3 2 12 70543200
32 3 4 0 13 2713200
33 4 0 4 12 8817900
34 4 1 2 13 8139600
35 4 2 0 14 581400
36 5 0 0 15 15504
Fotal Hehas & 7 6650380 18222672000 27398662740 39731623140 | = 2
un color: F, = 4626130413
NQ =
Probabilidad ~ 0.077491 0196954  0.296120  0.429426
92522608260

Vemos que la resolucién por tabulacion directa (Hevia, 2023) se complica enormemente al

aumentar el numero de fichas, lo que hace que para sistemas con N ~ 1023 no resulte viable.
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A.2. Comentario sobre la maximizacién de la entropia

Al aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange en la resoluciéon del juego de reparto
mediante el Principio de Maxima Entropia, se ha encontrado una distribucién de probabilidad
que es un punto critico de la entropia (2.2) sujeta a las ligaduras (2.3) y (2.4), pero no se ha
dicho nada de que ese punto critico sea realmente un méaximo condicionado de la entropia.

Para demostrar que la distribucién encontrada { Dy pn} es un maximo (Jaynes, 2003; Hevia,

2023), sera de ayuda la siguiente desigualdad:

Inz> (1-lj (A.1)

X

La igualdad se da si y solo si  =1. Considérese ahora otra distribucién de probabilidad
cualquiera {ql, e qn} de los posibles microestados que sea compatible con las mismas ligaduras

que las {p,,---,p,}:

Zqi =1 Zq,d[ = <d¢> (A.2)

El objetivo es comprobar que tal distribuciéon {ql, e q"} conduce a una entropia que es menor
o igual que la dada por la distribucién { Dy pﬂ} . Para ello se empleara la desigualdad (A.1),
con r=gq,/p:

ZQzIH[%JZZ%( _%jzz%_zn}:o (A.3)

Esto nos lleva a la siguiente relacion:

quzln[&jzz%lnql'_z%lnpi 20 = z% lninZqilnpi (A'4)
i b; i i i i
La igualdad se cumple si y solo si p, = ¢,. Sustituyendo p, por su valor:

Zqi Ing, > Zqi Inp, = Zqi (-pd, —InZ)=-p(d)-InZ (A.5)

2

o lo que es lo mismo:

—qui Ing, = S(ql,---q”) < S(pl,---p") = k(ﬁ(d) +an) (A.6)

Es decir, cualquier otra distribuciéon de probabilidad {ql,u-,qn} compatible con las ligaduras

lleva a una entropia que es menor o igual que la calculada con la distribucion { Dy pn} .

La distribucion {pl,---,pn} representa por tanto un maximo.
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Apéndice B: Desarrollo de los conjuntos

estadisticos

Este apéndice consiste en una revision de los apuntes de la asignatura de Fisica Estadistica
(Baixauli y Cobos, 1996), que se redactaron originalmente como una traduccion del libro de
Lee (1988). Citando dichos apuntes (Baixauli y Cobos, 1996): “La ecuacion de la entropia como
funcion de las probabilidades [la entropia estadistica]

S(pieip,) =~k . p,Inp,
i=1

debe considerarse como un postulado fisico fundamental, equivalente a la seqgunda ley de Newton
o a la ecuacion de Schrédinger, y es necesario introducirla para poder modelizar los
sistemas formados por muchas particulas. Inferimos las probabilidades asociadas a los
microestados con la nica ayuda de la informacion macroscopica conocida; teniendo
perfectamente claro que si conociéramos mds ligaduras, el tipo de microestados accesibles
compatibles con un macroestado, y sus probabilidades asociadas, serdn en general distintos.
De esta manera, si algun dia cambiase la mecdnica microscopica subyacente, el procedimiento

de trabajo no cambiaria, y unicamente variard la forma de asignar las ligaduras.”

En este apéndice desarrollaremos las expresiones de cuatro conjuntos estadisticos utilizando el
Principio de Maxima Entropia: microcanénico, canénico, gran candnico e isotermo-isobarico.
Recordamos del capitulo 6 que un conjunto estadistico es el espacio muestral de todos
los posibles microestados de un sistema sujeto a unas ciertas ligaduras
macroscopicas constantes. Segin como sean estas ligaduras, tendremos un conjunto u otro.

La definicion de los conjuntos microcanénico y candnico ya ha sido revisada por Hevia (2023)
en los apuntes de Fundamentos de Fisica Fstadistica. En este apéndice completamos esa
revision incluyendo los conjuntos gran canénico e isotermo-isobéarico. En lo que respecta a los
siguientes apartados consideraremos siempre un sistema monofasico, monocomponente y que

s6lo puede intercambiar trabajo hidrostético asociado al cambio de volumen (W = —-PdV ).

B.1. El conjunto microcanénico

Se denomina conjunto microcandnico, o conjunto (U,V,N ), al espacio muestral formado

por los microestados de un sistema aislado, para el que los valores de la energia interna U ,

el volumen V y el namero de entidades elementales N son estrictamente constantes. Los
sistemas aislados estan rodeados por paredes aislantes, las cuales impiden todo tipo de
interaccion con el entorno, y por lo tanto, son sistemas que no pueden intercambiar energia (en
forma de calor o trabajo hidrostéatico asociado al cambio de volumen) ni materia.

= Macroestado: queda perfectamente determinado por los valores de las variables extensivas
(U,V,N), que son las variables naturales de la entropia S =25 (U ,V,N), potencial

termodinamico natural para describir un sistema aislado.

= Microestados: vienen determinados por los Q(U, V.N ) microestados compatibles con el

macroestado (U VN ) El microestado i-ésimo tendrd una probabilidad asociada p,. Estas

probabilidades son siempre funciones de las variables del macroestado, p, = p, (U JWV,N )
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B.1.1. Inferencia de probabilidades

Para inferir las probabilidades p, (i=1,---,Q) asociadas a cada microestado diferente, se
emplea el Principio de Méaxima Entropia sin considerar ninguna ligadura macroscopica
adicional més alla de la condicién de normalizaciéon de las probabilidades.

Se parte de la expresion de la entropia estadistica:

Q

Sz—kBZpi In p, (B.1.1)

i=1

con la condicién de normalizacién de las probabilidades:
Q
>op =1 (B.1.2)
i=1

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, se construye una funciéon de Lagrange
con un pardmetro 4, acompaiiando a la ligadura:

L(pu'"v Do ﬂ'1) = S(pu"'r pQ)+ﬂ’l(ipi _1j = _kBipi 1npi +21(Z§_2:p7 _1j (B-l-?))

Se calcula la derivada parcial de la funciéon L con respecto a p, y se iguala el resultado a cero:

[a_LJ =0=—k, (ln D, + 1) + 4 (B.1.4)
ap‘ P#p;h

Despejando de la ecuacion (B.1.4), se obtiene la siguiente expresion para las probabilidades:
)
p, =e " ’ = constante (B.1.5)

Como el valor de p, es una constante, todos los microestados serdn equiprobables. Llevando

este resultado a la condiciéon (B.1.2):
o o (5]
2p=2et I=0et I=1 (B.1.6)

Despejando el valor del multiplicador de Lagrange A, de la ecuacién anterior se obtiene:

A =k, (1-InQ) (B.1.7)
Finalmente, de las expresiones (B.1.5) y (B.1.7) se tiene:
- 1 1
e () o2 == B.1.8
P, (") o P=g ( )

De esta forma, se ha deducido que todos los microestados son igualmente probables en el

conjunto microcanénico, que es el conjunto natural que se utiliza para describir un sistema

aislado.

Ahora, es posible calcular la entropia en el conjunto microcanénico a partir de la expresion
(B.1.8) de las probabilidades:

Q Q
S =k, > p, (mé) =k;nQY p, =k, InQ > ||S=k,InQ (B.1.9)

i=1 i=1
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B.1.2. Ecuaciones de estado

Vamos a obtener ahora la descripcién microscopica del sistema a partir de la ecuacion (B.1.9).
Del estudio de los potenciales termodindmicos conocemos que para un sistema aislado
monofasico, monocomponente, y que intercambia dnicamente trabajo hidrostatico asociado al

cambio de volumen (5W =—PdV) su potencial termodindmico natural es la entropia
S=5 (U N, V).

Como a cualquier potencial termodinamico, a la entropia se le pueden asociar tres ecuaciones:
la ecuacién de Euler, que nos da el potencial en funcién de sus variables naturales; la ecuacion
de Gibbs, que es la forma fundamental de la representacion; y la ecuacién de Gibbs-Duhem,
que es la relacion de ligadura entre los parametros intensivos de la representacion entropica:

S:S(U,V,N)ngrﬂ—ﬂ Ecuaciéon de Euler (B.1.10)
T T T
1 P Y7 .. .
ds = EdUJr?dV—?dN Ecuaciéon de Gibbs (B.1.11)

Ud (%j +Vd (%) - Nd (%j =0 Ecuaciéon de Gibbs-Duhem (B.1.12)

Como la entropia es una funciéon de estado, admite una diferencial exacta, es decir:

ws=(2) awe(Z) ave(Z) an (B.1.13)
oU )y n oV Jyw ON Jyy

También es posible diferenciar la ecuacion (B.1.9):
dS =k, dInQ =k, (amgj dU+(aanj dV+(aanj dN| (B.1.14)
oU Jyy oV Jun ON )y

Conocido an(U, V,N ), sus primeras derivadas nos proporcionan las ecuaciones de estado. y

sus segundas derivadas. las funciones respuesta. Si se identifican términos entre la ecuacién de
Gibbs (B.1.11) y (B.1.14) considerando g =1/k,T , se llega a las ecuaciones de estado:

Ecuacion energética de estado (EEE) — 1 _p5- (GIHQJ (B.1.15)
k,T oU Jyv
Ecuacion térmica de estado (ETE) — L Pp = (éanj (B.1.16)
k,T oV Jun
Ecuacion masica de estado (EME) — A —uf=a= (éanj (B.1.17)
k, T N )y,

Podemos comprobar ahora cémo, en Fisica Estadistica, £ es la variable conjugada de U , Pf
es la variable conjugada de V, y a =-uf es la variable conjugada de N (es decir, los
productos UB, PPV y aN son adimensionales). Recordemos también que, dados dos
subsistemas que forman en conjunto un sistema total aislado, las condiciones que caracterizan
el equilibrio macroscopico global alcanzado al cabo de cierta evolucién, se escriben en la
representacion entrépica como:
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B =5 Equilibrio térmico (T1 = T2)
BB =Pp Equilibrio mecanico ( P = P2)
_,u1ﬂ1 = _/ugﬁz Equilibrio masico (/11 = /u2)
B.1.3. Funciones respuesta

Se estudian a continuacion las segundas derivadas de la funcién estructura an(U VN ), que

son las funciones respuesta:

2 2
38), (338 [ --H(E) et o
ou ), v out ), oU\T )],y T°\oU }, » T°C,

donde C}, = (6 U/o T) es la capacidad calorifica a volumen constante. De esta forma, se tiene

V.N
2 2
(a IDQ] 1 &S (B.1.19)
V,N

ou> CkT°C,  C,

También es posible obtener otras funciones respuesta calculando el resto de las segundas

derivadas de InQ(U,V,N):
2 2
[aiJ =k3(al—nfj {i( } =L{T[8_Pj _p(a_Tj } (B.1.20)
av U,N aV U,N aV U.N T 8‘/ U,N aV U,N

2 2
(), 289, {551 -4, o2 oo
ON" ) . ON vy oN\ T)],, T ON )y ON Jyv

) 5 L L e

B.2. El conjunto candnico

Se denomina conjunto candnico, o conjunto (1/ T,V,N ), al espacio muestral formado por los

microestados de un sistema cerrado isotermo e isécoro, en contacto con un termostato

que se encarga de fijar su temperatura. En un sistema cerrado isotermo e isécoro, la

temperatura 7T, el volumen V y el numero de entidades elementales N son estrictamente
constantes, pero la energia interna U puede fluctuar, pues habra distintos microestados con
diferentes valores de la energia interna.

Dado que el sistema estd en contacto con un termostato, puede intercambiar cantidades
arbitrariamente grandes de energia con él, de modo que no tenemos ninguna base racional para

descartar ningin valor de la energia entre su valor minimo y méximo. En este caso se fija la

temperatura, con lo que queda fijada también la energia media del sistema. De esta forma, el

valor macroscopico de la energia interna es igual a su valor medio, es decir, se tiene U = <E> )
= Macroestado: queda perfectamente determinado por las variables (1/ T,V,N), que son las

variables naturales de la funcién de Massieu ¥ = ¥ (1/ T,V,N ) =¥ (p,V,N), potencial

termodinamico natural para describir un sistema cerrado isotermo e is6coro.

49



= Microestados: Cada microestado estd caracterizado por los valores que toman las

variables extensivas del macroestado, en este caso V' y N . Por ejemplo, los niveles de
energia permitidos para un gas ideal formado por moléculas podran depender del volumen
del recipiente y del ntimero de moléculas que lo componen, ya que son variables que tienen
sentido a nivel microscopico, pero no tiene sentido decir que dependen de la temperatura,
ya que dicha variable no tiene sentido a ese nivel. La temperatura jugard un papel en las
probabilidades de que el sistema se encuentre en uno u otro nivel de energia., pero no
caracteriza la energia de cada nivel. Asi pues, cada microestado #-ésimo del sistema tendra

una cierta energia E, = E, (V, N ), y denotaremos al ntimero de microestados como M en

este caso. Las probabilidades, como siempre, seran funciones de todas las variables del
macroestado: p, = p, (l/T,V,N).

B.2.1. Inferencia de probabilidades

Para inferir las probabilidades p, (i =1,---,M ) asociadas a cada uno de los M microestados,
se emplea el Principio de Maxima Entropia considerando la condicién de normalizacién y la
ligadura correspondiente a la energia media. Para ello, se utiliza la definiciéon de la entropia

M

S = —kBZpi In p, (B.2.1)

i=1

sujeta a la condiciéon de normalizacion de las probabilidades

M
p =1 (B.2.2)

i=1

v a la definicién estadistica de energia media:
2 pE =(E) (B.2.3)
En este caso se define una funcion de Lagrange incluyendo las ligaduras (B.2.2) y (B.2.3):
L(pis Pas ) =S+ 4 (ﬁ:pi —1j + 2 (ﬁ:pE —<E>j (B.2.4)

Se calcula la derivada parcial de la funcién L con respecto a p, y se iguala el resultado a cero:

[%J =0=—k;(Inp, +1)+ 4 + ALE, (B.2.5)
ﬁpi Pi#Di
Despejando en la ecuacion anterior, se llega a la siguiente expresion para las probabilidades:
P, = €xp A + AB 1 (B.2.6)
ky kg
Definiendo las siguientes constantes:
7" = exp(ﬁ — ] p= _A (B.2.7)
kg kg

la expresion de las probabilidades queda de la siguiente forma:

1 -BE
. = —€ ' B28
p[ Z ( )
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Esta distribucion de probabilidad se conoce como distribucién de Boltzmann, y es la que
maximiza la entropia del conjunto canoénico sujeta a las ligaduras macroscopicas (B.2.2) y
(B.2.3). En Termodinamica, se sabe que cuando la entropia de un sistema aislado es maxima,
el sistema estd en un estado de equilibrio. Si el sistema ya no es aislado, como es este caso,
entonces la entropia asociada al estado de equilibrio ya no tiene por qué ser maxima. Lo que si
serd maximo es el potencial entrépico que corresponda a las variables macroscopicas utilizadas
para describir el sistema, que en este caso serd la funcion de Massieu: el potencial
termodindmico natural para las variables (1/T,V, N ).

La funciéon de Massieu ¥ = ‘P(l/T VN ) es la transformada de Legendre de la entropia

S =5(U,V,N) con respecto a la energia interna.

Ahora bien, maximizar la funciéon de Massieu sin ninguna ligadura adicional, operando de la
misma forma que se hizo en el conjunto microcanénico, es matemaéaticamente equivalente a
maximizar la entropia estadistica sujeta a las ligaduras macroscopicas (B.2.2) y (B.2.3), que
son las correspondientes a un sistema cerrado isotermo e is6coro.

La funcién estructura en el conjunto canoénico es la variable que hemos definido anteriormente
como Z ,y se denomina funciéon de particion. Para calcular su valor, se lleva el resultado (B.2.8)
a (B.2.2):

1N . M .
Zpi=1=EZe s Z=)et" (B.2.9)
i=1 =1

i=1
La ecuacion (B.2.9) expresa la funcion de particion Z como una suma a los M diferentes
microestados, cada uno de ellos con una energia E;. Pero es posible que varios microestados
tengan el mismo valor de energia E,, y por lo tanto, estardn degenerados. De esta forma, se

tendrdn L niveles de energfa, cada uno de ellos con un valor diferente y tinico de energia E;
y con una degeneracion €, = Q(EJ,V,N ), que es el nimero de microestados diferentes para

una cierta energia F,. Es evidente que la suma de todos los Q (Ej, V,N ) microestados diferentes

para cada energfa E; es el ntimero total de microestados M :

L
> Q(E,V,N)=M
j=1
Asi, los valores de las energias E (i=1---,M ) de los M microestados se pueden repetir,

mientras que las energias £, (j=1,---,L) delos L niveles son todas diferentes entre si, siendo
Q(Ej, V,N ) la degeneracion de cada nivel.

Es posible expresar la funcién de particion como una suma en los distintos niveles de energia,
teniendo en cuenta la degeneracion de cada nivel. De esta forma, se retinen las sumas de aquellos
microestados con la misma energia, reduciendo el niimero de términos y simplificando el calculo.
Asi, la funcion de particion es:

M L

Z(B,V,N) = Z e P = Z:‘ Q(E,V,N)e ) (B.2.10)
i= j=
Microestados Niveles

Para que la idea quede més clara podemos pensar en el siguiente ejemplo: un cierto sistema
cerrado isotermo e isocoro tiene tres posibles microestados (M = 3), cuyas energias son &, 2¢
y 2& . Observamos que hay dos microestados que tienen el mismo valor de la energia, es decir,
estan degenerados. Se tienen por tanto dos niveles ( L = 2) de energias ¢ y 2¢ . La degeneracion
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para el nivel inferior (&) es la unidad, pues s6lo hay un microestado posible con esa energia,
mientras que la degeneracion del nivel superior (2¢ ) es 2, pues se tienen dos microestados con
esa energfa. Calculamos la funcién de particion de las dos formas:

M=3
Z = Z el =P e hP b
i=1

Microestados
L=2 -
Z=Y Q(E,V,N)e" =¢/* +2.¢7%
j=1
Niveles

Con este sencillo ejemplo hemos visto que la suma a microestados y la suma a niveles de energia
coinciden. Ademas, en la ecuacion (B.2.10) vemos que la funcién estructura del conjunto

candnico Z ( LV.N ) se puede obtener como una transformada discreta de Laplace de

la funcién estructura en el microcanénico Q(U VN ) respecto de la energia:

Z(BV.N)= Y. Q(E,V,N)e"™™"
Niv];?lcs
Una vez conocidas las probabilidades (B.2.8) y la funcién de particion (B.2.10), vamos a ver

como es la entropia en el conjunto candnico. Para ello, se toma el logaritmo natural en la
expresion de las probabilidades (B.2.8):

e*ﬂEv,
Inp, =1n
pl { Z

] =—pE ~-InZ
y sustituimos en la ecuacion de la entropia (B.2.1):
M M M
S=-k,> p,(-BE, ~InZ) =k, (anZpi + ﬂZpiEij =k,InZ +k,B(E) (B.2.11)
i=1 i=1 i=1

Por otro lado, del analisis de los potenciales termodinamicos en la representacién entroépica,
sabemos que la funcién de Massieu es la transformada de Legendre de la entropia
respecto de la energia interna, es decir:

‘P(l/T,V,N):S(U,V,N)—U(%) =S—% (B.2.12)
V.N

La entropia se puede escribir en términos de la funcién de Massieu despejando en la ecuacién

(B.2.12), de forma que:

sowi Uy, B (B.2.13)
T T

Comparando los sumandos de la ecuacion (B.2.13) con S =k, InZ +k,B(E) se tiene que:

1

21

El resultado (B.2.15) es similar a la expresion S =Fk,InQ obtenida en el conjunto

microcanénico. Volvemos a encontrarnos en el desarrollo una expresiéon que relaciona una
funcion de estado macroscopica (potencial termodinamico entropico), en este caso ¥, con una
microscopica (funciéon estructura), en este caso Z (Tabla B.1).
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Conjunto Funcién estructura Potencial entroépico

Microcan6nico  Nuamero de microestados: Q(U,V,N) Entropfa: S =k, InQ

Funcion de Massieu:

Canoénico Funcién de particién: Z ( BV, N ) Y-k InZ
- B

Tabla B.1. Comparacion entre los conjuntos microcandnico y canonico.

B.2.2. Ecuaciones de estado

Escribimos a continuacion las ecuaciones de Euler (potencial en funcion de sus variables
naturales), Gibbs (forma fundamental) y Gibbs-Duhem (relaciéon de ligadura entre los
parametros intensivos) correspondientes a la funcion de Massieu:

Y=Y l,V,N === Ecuacion de Euler (B.2.16)
T T T T

d¥ = d(—Ej = -Ud (l) +Lgv_H4N  Ecuacién de Gibbs  (B.2.17)
T T)'T T

Ud (%) +Vd (%) ~ Nd (%) =0 Ecuacién de Gibbs-Duhem  (B.2.18)

Como la funcion de Massieu es una funcion de estado, admite una diferencial exacta, es decir:

T[ﬁ](_)(_w](_@ o maw

También es posible diferenciar la ecuacion (B.2.15):

Q¥ =k, dinZ =k, || 22 d(l}r(alnzj dV+(aanj dN | (B.2.20)
vy YT.N YTy

o(17T) ) oV

Dado que la wvariable £ es proporcional a 1/T, podemos utilizar f como variable

independiente. De esta forma, las ecuaciones de estado y las funciones respuesta se pueden
escribir de forma més comoda en términos de S :

¥ (1T,V,N)=¥(B,V,N)

La diferencial exacta de la funcion de Massieu en términos de las variables ( £,V,N ) es:

d‘P:[a—TJ dﬁ+(a—l},j dV+(a—lP) dN (B.2.21)

B )y« oV )y oN ),

d¥ =k, -dInZ =k, [alnzj dﬂ+(alnzj dV+(aanj dN| (B.2.22)
B )y oV )y oN ),

Reescribimos ahora la ecuacion de Gibbs (B.2.17) en funcion de B sabiendo que d (1/ T) = kydf

e igualamos el resultado a la ecuacion (B.2.22):
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1
T
=ky[-U dB+PB dV — uB dN]| (B.2.23)

_ 1, (aanJ dﬁ+(61an dV+[6anj N
B )y oV Jyn ON ),

Conocido InZ (ﬂ, V, N), sus primeras derivadas respecto a sus variables naturales nos

Y :—Ud[ j+£dV—£dN
T T

proporcionan las ecuaciones de estado. Comparando miembro a miembro las dos tltimas lineas
de la ecuacion (B.2.23) se obtienen las ecuaciones de estado:

Ecuacion energética de estado (EEE) — |((E)=U = _(aanj (B.2.24)
NV

op
Ecuacion térmica de estado (ETE) — L Pp = (8 In Z) (B.2.25)
k,T A
Ecuacion maésica de estado (EME) — _E —up = (aanj (B.2.26)
iy T oN ),

B.2.3. Funciones respuesta y fluctuaciones de energia

A continuacién se analizaran las segundas derivadas de la funcion de Massieu ¥ respecto a
sus variables naturales. Antes de proceder al calculo de las funciones respuesta, recordamos la
expresion de la capacidad calorifica a volumen constante:

C, = (Z_gjm - {%}m (B.2.27)

m Fluctuaciones de energia. Calculamos la segunda derivada parcial de ¥ respecto a g :

(55), - (Zm) 1[5

(B.2.28)
o(E)\(oT 1 C,
=—ky| == 55 | = ROy | -7 | = 27
oT )\ op ky B
De esta forma, se tiene que
2
(a IDQZJ = Cvg =k, T°Cy (B.2.29)
aﬂ V,.N kBﬁ

También es posible calcular esta segunda derivada parcial si recurrimos a la definiciéon de la
funcion de particion en la expresion (B.2.9):
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2

[a 1r12Z] :i(alnzj:i(_izﬂewj

B ), s\ ap ) opl 24

1 e 1 (02 ;

<TG T nen

2

:ZpiEz'Q _%(zEﬁ_ﬂEj

2

:ZpiEf—(ZpiEi] =<E2>_<E>2

Ahora bien, es sencillo demostrar que <E2> - <E>2 = <(El - <E>)Q> Para ello, es suficiente con

(B.2.30)

operar en la definicion habitual del valor medio:
(5 (B )= Eon (8.~ (B) = o (B + (8 -28.(8))
= Z p.E*+ Z p (E)’ _ 2; p.E (E)
=2 nB +(E) Xp-2(E) 2 pE,

= (%) + (B ~2(8)(B) = (&) ~ (B}

(B.2.31)

El resultado obtenido nos permite relacionar la derivada segunda del logaritmo natural de la
funcién de particién Z con la varianza de las fluctuaciones de la energia interna en torno a su
valor medio. La varianza es una magnitud que siempre es positiva por su propia definicion: es
el valor medio de los cuadrados de las desviaciones de una variable aleatoria respecto a su valor
medio. De esta forma, se puede escribir que

(A"‘E)Q = (8261;2Z j = ()~ (E)" = k,T°C, 20 (B.2.32)

La capacidad calorifica a volumen constante, C| , da cuenta de las fluctuaciones estadisticas

de la energia interna respecto a su valor medio.

m Segunda derivada respecto del volumen:

Operando de la misma forma, se pueden obtener otras segundas derivadas. En este caso,
calculamos la segunda derivada de ¥ respecto al volumen V :

2 2 o(P
(Z l{;] i (a IHQZJ _ kg[ ( ﬂ)J _ kgﬂ(gj __kB (B3
), ) v ), oV Vi

donde se ha tenido en cuenta la definicion del coeficiente de compresibilidad isotérmico:

K, = _l(a_vj (B.2.34)
V\OP )ry
De esta forma, se tiene que:
0°InZ 1
( n J __B (B.2.35)
ove Jn Vi, k,TViy
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B.3. El conjunto gran candnico

Se denomina conjunto gran candnico, o conjunto (1/ T,V, ,u/ T'), al espacio muestral formado

por los microestados de un sistema abierto isotermo e is6coro, en contacto con un

termostato que se encarga de fijar su temperatura, y que puede intercambiar materia con

una reserva infinita de particulas, que se encarga de fijar el potencial quimico. En un sistema

abierto isotermo e isécoro, la temperatura T, el volumen V 7y el potencial quimico x son
estrictamente constantes, pero la energia interna U y el nimero de particulas N pueden
fluctuar, pues existiran distintos microestados con diferentes valores de la energfa interna y del
numero de particulas.

Dado que el sistema estd en contacto con un termostato, puede intercambiar cantidades
arbitrariamente grandes de energia con él, de modo que no tenemos ninguna base racional para

descartar ningtun valor de la energia entre su valor minimo y méaximo. De la misma forma, al

estar en contacto con una reserva infinita de particulas, el nimero de particulas variaré en

general entre cero y un valor maximo N__ . de forma que no se puede descartar ningtin valor

max

del ntimero de particulas N .

Al igual que en el conjunto canoénico, se fija la temperatura, con lo que queda fijada también
la energia media del sistema. De esta forma, el valor macroscépico de la energia interna es

igual a su valor medio, es decir, se tiene U = <E> .

En el conjunto gran canoénico se fija también el potencial quimico, con lo que queda fijado el
namero de particulas medio del sistema. Asi, el valor macroscopico del numero de

es igual a su valor medio: N = <N > .

Macro

particulas, N,,

* Macroestado: queda perfectamente determinado por las variables (1/T,V, u/T'), que son

las variables naturales de la funcion de Kramers-Landau (también llamada potencial

gran canonico) 77 = 77(1/ T,V, ,u/T) =n(p,V,a), potencial termodindmico natural para
describir un sistema abierto isotermo e isécoro.

= Microestados: Cada uno de los M microestados del sistema tendra una cierta energia

E, = E,(V,N,) y un ntmero de particulas N,. Las probabilidades, como siempre, seran

funciones de todas las variables del macroestado: p, = p, (1/ T,V, u/ T) .

B.3.1. Inferencia de probabilidades

Para inferir las probabilidades p, (i =1,---,M ) asociadas a cada uno de los M microestados,
se emplea el Principio de Maxima Entropia considerando la definiciéon de la entropia para una
distribucién de probabilidad:

M
S = —kBZpi In p, (B.3.1)
i=1
sujeta a las siguientes ligaduras:
M
>op =1 (B.3.2)
i=1
M
piEi = <E> (B.3.3)
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Z p,N, =(N) (B.3.4)

Se define una funcién de Lagrange incluyendo las ligaduras anteriores:

L(p,y Ay 2y) S+A(Zpy—1]+ﬂg(2pw j+/15(§piNi—<N>j (B.3.5)

i=1

Se calcula la derivada parcial de la funciéon L con respecto a p, y se iguala el resultado a cero:

{S—Lj =0=—k;(Inp, +1)+ 4 + LE, + N, (B.3.6)
b D #Dis Ay,

Despejando en la ecuaciéon anterior, se llega a la siguiente expresion para las probabilidades:

Cepf 2y BB AN
D, = p(kB " 1} (B.3.7)

Definiendo las siguientes constantes:

Z7 =exp A_ ﬂ:—@ a __ A (B.3.8)
Ky kg Ky
la expresion de las probabilidades queda de la siguiente forma:
p = = e PEen (B.3.9)

Sustituyendo la expresion (B.3.9) de las probabilidades en la ligadura (B.3.2) obtenemos el
valor de la gran funciéon de particion:

M
E=) efhh (B.3.10)
i=1

El resultado (B.4.10) nos indica que la funcién estructura del conjunto gran canénico,

E(ﬂ, V,a) se puede obtener como una transformada discreta de Laplace de la

funciéon estructura en el conjunto canénico Z(f,V,N) respecto del namero de

particulas:

E(B,V,a) Ze PRV Ze’“N [Z RN =2 Z(BV,N,)e ™

estados de
n® de particulas fijo

Ahora, para calcular como es la entropia en el conjunto gran candénico, vamos a tomar el
logaritmo natural de las probabilidades (B.3.9)

Inp, =—pE, —aN,—InE

y vamos a sustituir la expresion obtenida en la entropia estadistica (B.3.1):

S = —kBZpi (=BE, —aN, -InE) =k, (InY + B(E) + a(N)) (B.3.11)

Por otro lado, del analisis de los potenciales termodinamicos en la representacién entroépica,
sabemos que la funcién de Kramers-Landau es la transformada de Legendre de la
funcién de Massieu respecto del niimero de particulas, o bien, es la transformada de
Legendre de la entropia respecto de la energia interna y del niimero de particulas
(hacemos dos transformadas de Legendre a la entropia) es decir:
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(YT, V,1/T)=8(U,V,N)- U[%jm - N(%)m =5 - @ + ”<TN> (B.3.12)

La entropia se puede escribir en términos de la funciéon de Kramers-Landau despejando en la
ecuacion (B.3.12), de forma que:

RE
T T
Comparando los sumandos de (B.3.13) con S =k, InY +k,B(E) + kya(N) se tiene que:

S = (B.3.13)

= B.3.14

p=ir (B.3.14)
y7,

a=- =— B.3.15

T up ( )

n=k,In= (B.3.16)

B.3.2. Ecuaciones de estado

Recordemos las ecuaciones que describen la funcion de Kramers-Landau, potencial
termodindmico entrépico natural para un conjunto gran candénico:

n= n(l,V, ﬁ) _ Y Ecuacion de Euler (B.3.17)
T T T
1 P 7 .. .
dn =-Ud| = |+ =dV + Nd| = Ecuacion de Gibbs (B.3.18)
T T T
1 P y7, .. .
Ud T +Vd T Nd )" 0 Ecuaciéon de Gibbs-Duhem (B.3.19)

Si diferenciamos la ecuacion (B.3.16) llegamos a la siguiente expresion:

(1)) ;dm[;@;)];yd(g) 320

o(y7)

Comparando ahora la ecuacion de Gibbs (B.3.18) de la representacion con (B.3.20), obtenemos
las correspondientes ecuaciones de estado:

1
lad T
T

dn =kydInE =k, (&J
V,

Ecuacion energética de estado (EEE) — [(E)=U = _[8(131;;] (B.3.21)
V.a

Ecuacion térmica de estado (ETE) — P Pp = (86121/:) (B.3.22)
p.a

Ecuacion mésica de estado (EME) — |N=N,, ., =(N)= _(aén:j (B.3.23)
a )y
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B.3.3. Funciones respuesta y fluctuaciones

Veremos brevemente un analisis de las segundas derivadas de la funcion de Planck del conjunto
isotermo-isobarico:

m Fluctuaciones de la energia: segunda derivada respecto de g =1/k,T .

[6;225]“& ] _[%?L =(WB) =((5.~(B) ) = (") ~(B) = .| (B320

No vamos a calcular la expresién explicita de esta expresion, pues su desarrollo es bastante
complejo. En este caso no es posible establecer una conexién inmediata con la capacidad
calorifica a volumen constante, como ocurria en el conjunto canénico. Recordemos para ello la

Gy = (%LN i [ﬁl S

Ejemplos como este ilustran la importancia que tienen las variables que permanecen constantes

definiciéon de C| :

en el proceso de derivacion.

m Fluctuaciones en el ntimero de particulas: segunda derivada respecto de @ = —u / k,T.

[az IDELV _ _[MLV —(A'N) = <(N,. —<N>)2> = .=k, T(N)px,| (B.3.25)

oa’ oa

Las fluctuaciones relativas son:

1/2
AN _ (kBTp"TJ (B.3.26)

;) L ()

De forma general, se puede demostrar que las fluctuaciones relativas son inversamente

proporcionales a JN:

(B.3.27)

B.4. El conjunto isotermo-isobarico

Se define el conjunto isotermo-isobarico, o conjunto (1/ T,P/T,N ), al espacio muestral

formado por los microestados de un sistema cerrado isotermo e isobarico, en contacto con

un termostato que se encarga de fijar su temperatura, y en contacto con un pistén movil

que permite variar el volumen del sistema y que se encarga de fijar la presién. En un sistema

cerrado isotermo e isobarico, la temperatura T, la presion P y el ntmero de particulas N son
estrictamente constantes, pero la energia interna U y el volumen V pueden fluctuar, pues
existirdn distintos microestados con diferentes valores de la energfa interna y del volumen.

Dado que el sistema estd en contacto con un termostato, puede intercambiar cantidades
arbitrariamente grandes de energia con él, de modo que no tenemos ninguna base racional para

descartar ningin valor de la energia entre su valor minimo y méximo. De la misma forma, al
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estar en contacto con un pistén moévil, el volumen variard en general entre un minimo y un
maximo, de forma que no se puede descartar ningiin valor del volumen V .

Al igual que en el conjunto canoénico, se fija la temperatura, con lo que queda fijada también

la energia media del sistema. De esta forma, el valor macroscépico de la energia interna es

igual a su valor medio, es decir, se tiene U = <E> .

FEn el conjunto isotermo-isobarico también se fija la presién, con lo que queda fijado el

volumen medio del sistema. Asi, el valor macroscopico del volumen, V,, ., es igual a su

valor medio: V., =(V).

* Macroestado: queda perfectamente determinado por las variables (1/7', P/T', N ), que son

las variables naturales de la funcion de Planck ¢ = ¢(1/ T,P/T,N ) =¢(B,7,N),

potencial termodinamico natural para describir un sistema cerrado isotermo e isobérico.

= Microestados: Cada uno de los M microestados del sistema tendra una cierta energia

E =FE, (V,,N) y un volumen V,. Las probabilidades seran funciones de todas las variables

del macroestado: p, = p, (1/T,P/T,N).

B.4.1. Inferencia de probabilidades

Para inferir las probabilidades p, (i =1,---,M ) asociadas a cada uno de los M microestados,
se emplea el Principio de Maxima Entropia considerando la definicion de la entropia estadistica:

M
S = —kBZpZ. In p, (B.4.1)
i=1
sujeta a las siguientes ligaduras:
M
p, =1 (B.4.2)
i=1
M
piEi = <E> (B43)
i=1
M
pV, =(V) (B.4.4)

i=1

Las dos ultimas ligaduras son las correspondientes a la energia media y el volumen medio
caracteristicos del conjunto. En la ligadura (B.4.4) consideramos que el volumen es discreto.

Definimos una funcién de Lagrange incluyendo las ligaduras anteriores:
M M M
L(pu"'a 2,1,12723) =5+ (ZR - 1) + 4 [ZRE - <E>J + 4, (ZRK - <V>j (B.4.5)
i=1 i=1 i=1

Calculamos la derivada parcial de L con respecto a p, e igualamos el resultado a cero:

(6—Lj =0=—k;(Inp, +1)+ 4 + LE + A4V, (B.4.6)
op.
U pi#ED A,
Despejando en la ecuaciéon anterior, llegamos a la expresion de las probabilidades:
p;, = exp i + ﬂ‘zEZ + —XSI/L -1 (B47)
ky kg ky

Definiendo las siguientes constantes:
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Y = exp(ki - ] p=—— y=—-— (B.4.8)

B

la expresion de las probabilidades queda de la siguiente forma:

L pp v
LR B.4.9
P=y ( )

Sustituyendo la expresion (B.4.9) de las probabilidades en la ligadura (B.4.2) obtenemos el
valor de la funcién de particiéon isotermo-isobarica:

M
Y =) e/t (B.4.10)
i=1

El resultado (B.4.10) nos indica que la funcién estructura del conjunto isotermo-

isobarico Y( By, N ) se puede obtener como una transformada discreta de Laplace

de la funcion estructura en el conjunto canénico 7 ( pV,N ) respecto de la energia:

Y (fr ) = e z(zj = Z(BV.N)

estados de
volumen fijo

Ahora, para calcular cémo es la entropia en el conjunto isotermo-isobarico, vamos a tomar el
logaritmo natural de las probabilidades (B.4.9)

Inp, =-pE —yV,—=InY

y vamos a sustituir la expresion obtenida en la entropia estadistica (B.4.1):

= —kBZpZ. (=BE, —yV,~InY) =k, (InY + B(E) + 7 (V)) (B.4.11)

Por otro lado, del analisis de los potenciales termodinamicos en la representacién entroépica,
sabemos que la funcién de Planck es la transformada de Legendre de la funcién de
Massieu respecto del volumen, o bien, es la transformada de Legendre de la entropia
respecto de la energia interna y del volumen (hacemos dos transformadas de Legendre
a la entropia) es decir:

¢(1/T,P/T,N)=S(U,V,N)- U(jé)w —V{%)m = S—@—@ (B.4.12)

La entropia se puede escribir en términos de la funcién de Planck despejando en la ecuacion
(B.4.12), de forma que:

E) PV
S=¢+u+L (B.4.13)
T T
Comparando los sumandos de (B.4.13) con S =k, InY +k,B(E)+k,y (V) se tiene que:

1
N B.4.14
Jij T ( )
P
- B.4.15
Y= ( )

B

(B.1.10




B.4.2. Ecuaciones de estado

Recordemos las ecuaciones que describen la funcién de Planck, potencial termodinamico
entréopico natural para un conjunto isotermo-isobérico:

o= ¢(l,£7NJ __G__HN Ecuacion de Euler (B.4.17)
7T T T
1 P Y7 .. .
d¢ =-Ud| = |-Vd| = |-=dN Ecuacion de Gibbs (B.4.18)
T T) T
1 P y7i .. .
Ud T Vd T Nd 7" 0 Ecuaciéon de Gibbs-Duhem (B.4.19)

Si diferenciamos la ecuacion (B.4.16) llegamos a la siguiente expresion:

dg = kydinY =k, || 20T d(lj+ Y d(£)+(m) N (B.4.20)
or) )y \T) {o(pT)) AT ON Jir

T

Comparando ahora la ecuacion de Gibbs (B.4.18) de la representacion con (B.4.20), obtenemos
las correspondientes ecuaciones de estado:

Ecuacion energética de estado (EEE) — [(E)=U = _EagnﬂYj (B.4.21)
7,.N

Ecuacion térmica de estado (ETE) — |V =V, =(V)= _(Man (B.4.22)
BN

oy
Ecuacion maésica de estado (EME) — A —up = (mnY) (B.4.23)
k,T ON J,,

B.4.3. Funciones respuesta y fluctuaciones
Veremos brevemente un analisis de las segundas derivadas de la funciéon de Planck:

m Fluctuaciones de la energia: segunda derivada respecto a f=1/k,T':

(aial;flw - _(%?J%N =(a'E) = <(Ez- - <E>)2> _ 120, + k2T _K';TP) | (B.a.24)

No vamos a detallar la derivacién de esta expresion, pues su calculo resulta bastante complejo.

Dicho céalculo es complejo precisamente por las variables que han de ser constantes al derivar
el potencial termodinamico. En este caso, al igual que en el conjunto gran candnico, no es
posible establecer una conexién inmediata con la capacidad calorifica a volumen constante,
como ocurria en el conjunto candénico. Recordemos para ello la definicion de C, :

Ejemplos como este ilustran la importancia que tienen las variables que permanecen constantes
en el proceso de derivacion.
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m Fluctuaciones en el volumen: segunda derivada respecto a y = P / k,T':

[%%YLN - _{%pjw =(av) = <(Vi —<V>)2> =k T(V) & = <V>ﬂKT (B.4.25)

Las fluctuaciones relativas son:

1/2
AV _ (kBTKTJ (B.4.26)

Para un gas perfecto clasico, se tiene que P<V> = Nk,T, y el coeficiente de compresibilidad

isotermo es:

P O G\ ) R (B.4.27)
<V> oP o P
De esta forma, las fluctuaciones relativas son:
1/2
AV k,T ) 1
= = B.4.28
vl - B
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B.5. Resumen de los diferentes conjuntos estadisticos

En este apéndice hemos estudiado los conjuntos microcanénico, canénico, gran candnico, e
isotermo-isobérico. Pero estos no son los tinicos conjuntos estadisticos que existen. Para cada
grupo nuevo de ligaduras que tomemos a la hora de aplicar el Principio de Maxima Entropfa,
obtendremos un nuevo conjunto. En todos los conjuntos estadisticos hemos obtenido un
resultado de la forma:

potencial termodinamico entrépico =k, In (funci(’m estructura)|

Las funciones macroscopicas son los potenciales termodinédmicos entrépicos, y las funciones
microscopicas son las funciones estructura, que dan cuenta del comportamiento microscopico y

se escriben como una suma a los microestados del sistema.

Hemos visto también que a cada conjunto se le asocia una funcién estructura, y un potencial
entrépico macroscopico. En este hecho es donde mejor se puede apreciar el papel de la Fisica
Estadistica como puente entre la Mecanica y la Termodindmica. En la siguiente tabla se

resumen los diferentes conjuntos estudiados, sus funciones estructura, sus potenciales entropicos
y las variables que permanecen constantes en cada conjunto:

Conjunto Variables Funcion estructura Potencial entrépico
Numero de microestados: Entront
ntropia:
Microcanénico UV,N O- Z 1 g kBII)nQ
Funciéon de particion: . .
. 1 Funcién de Massieu:
Canénico ?,V,N 7= Ze_ﬂE% W=k InZ

Gran funcién de particion: .
Funcién de Kramers-Landau:

iy Iy
Gran canénico ?’V’E == Ze‘ﬂEﬁ"‘N’ n=kyIn=

F. estructura isoterma-isobarica: »
Funciéon de Planck:

Isotermo-isobéarico l £ N
T T’ YZZefﬂE‘iyv’ p=k;InY

Ademés, hemos visto también las siguientes relaciones entre los conjuntos:

Funciones Operacion matematica para cambiar de conjunto
Funciones estructura Transformadas discreta de Laplace
Potenciales entropicos Transformadas de Legendre

S, v,N)—ete @ s (YT, V,N)—e e @ (YT, V, 4/ T)
S, v,N)—tete @ s (yT,v,N)—ete B s (1T, /T, N)

v ) 2y ) T S
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Apéndice C: El método del término

maximo

En Fisica Estadistica se emplea frecuentemente la aproximacion de sustituir el logaritmo de
una suma por el logaritmo del mayor término de la suma. Esto puede no parecer razonable,
pero en la practica y en condiciones adecuadas, la “aproximacién” de hecho no es una
aproximacion (Hill, 1970), en relacion con los términos de un orden de magnitud significativo
en Termodindmica. Como ejemplo tipico examinemos con detalle una suma que es sencilla,
pero que tiene la misma forma y propiedades cualitativas que las sumas que se encuentran en
los problemas reales. Consideremos

=Dt (C.1)

donde

M1zN

b = ¥ ] (C.2)

En este caso z = O(l) y M= 0(1020). ¥ puede ser, por ejemplo, una funciéon de particion

gran canonica (apéndice B). N es el nimero (fluctuante) de moléculas del sistema, y M el
mayor nimero de moléculas del sistema.

En primer lugar, advirtamos que la suma de la ecuacion (C.1) se puede realizar exactamente y
el resultado es

T=(1+ z)M obien |InX=MIn(1+z) (C.3)

En Termodinémica es siempre el logaritmo de una suma (logaritmo de una funcién estructura)
la magnitud que esta relacionada con una funcion termodindamica (potencial termodindmico
entropico) (Baixauli y Cobos, 1996), y por tanto, es la funcién que nos interesa.

A continuacién, veamos cuél es el valor de N, N*, que proporciona el término mayor de la
suma. Como el ¢, maximo es también el In¢, maximo, por conveniencia se puede localizar N”

con referencia a Int, , en lugar de a .

Ny M — N" seran del mismo orden de magnitud que M, esto es, seran ntimeros muy grandes
y, por tanto, se puede emplear sin error apreciable la aproximacion de Stirling (3.3):

Inty =MInM—-NInN—(M~-N)In(M-N)+Nlnz (C4)
My o N+ In(M-N)+Ing
oN
L N =M (C.5)
M-N 1+

Para encontrar el logaritmo del término maximo, sustituyamos la expresion de N dada por la
ecuacion (C.5) en lugar de N en la ecuacion (C.4), y se encontraré:

Inty, = MIn(1+z) (C.6)
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Asi, pues, respecto a términos de orden M, y estos son los unicos términos de importancia
termodinamica, el logaritmo de la suma completa ¥ (C.3) tiene el mismo valor que el logaritmo
del término méaximo solamente (C.6).

Para entender mas claramente qué es lo que detras de esta concordancia sorprendente,
avancemos un poco mas en el desarrollo efectuado. Consideremos el desarrollo en serie de Taylor
de Int, alrededor de N = N *:

2
1IltN=11’ltN*+l Lr;t (N—N*)2+...
2\ ON" ), _\

El término lineal en N —N no aparece porque la primera derivada en N =N es nula. De la

ecuacion (C.6), se tiene
&nty, 1 1
ON’® N M-N

Entonces, empleando (C.5),

1+z) (N-N)
Int, =1Inty. —( ?) ( ) + ...
2aM

ty =ty«€xp [—%J (C.7)

donde la desviaciéon estandar es

222

Asi pues, se obtiene una gaussiana muy aguda, centrada en N, con una desviacién estandar
) ) b
que es extremadamente pequefa, relativa al valor més probable,

g =0 )= 010™) (C.9)

siendo M = 0(1020). Dentro de la exactitud de los términos que se han retenido anteriormente

— * L . . ., . . AT *
N =N . Los otros términos introducirfan una discrepancia entre N y N de un orden
completamente despreciable.

., . . . L, . . *
La funcién gaussiana ¢, disminuye rapidamente a cero cuando se aleja de N =N en ambas
direcciones una distancia del orden de algunas desviaciones estandar. Por tanto el ntimero de
términos que contribuyen significativamente a la £ es de varias veces o, o sea, del orden de

M"?; todos los términos restantes se pueden ignorar. El orden de magnitud de cada uno de

, . . M
esos términos es el mismo que el de ., o sea, O(e )
Por tanto

z=0(e")o(M"?)

In2=0(M)+O0(InM) =t +O0(InM) (C.10)

66



Pero, debido al orden de magnitud de M, el término O(ln M ) de esta ecuaciéon es totalmente

despreciable comparado con el otro término. Asi pues, incluso aunque T sea 10' veces mayor
que ¢, , la diferencia entre InX y Int,. es insignificante (comprobado en las ecuaciones C.3 y
C.6).

Como comentario final, subrayemos que todos los términos significativos de la suma tienen
valores de N que difieren despreciablemente de N°. Esto es, N puede diferir de la media en
O(o) o O(M 1”'2), pero respecto al valor de la media, esto es solamente del O(M ’1”"2) como en

la ecuacion (C.9).
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Apéndice D: Las probabilidades a priori.
Los antecedentes historicos del PME.

En este apéndice introducimos, como lectura adicional para los alumnos, ciertos antecedentes
histéricos del Principio de Méaxima Entropia como solucién al problema de asignar
probabilidades a priori en Teoria de la Probabilidad. En su articulo “Where do we stand on
Mazimum Entropy?” (1978), E. T Jaynes intenta dar una vision general del origen del PME
como una extension natural (generalizacion) del Principio de Indiferencia de Bernoulli.

Aunque esta lectura no es necesaria para comprender los fundamentos detras del PME (los
cuales ya se han expuesto con total claridad y precision en el capitulo 3), puede servir como
complemento para aquellos interesados en conocer méas sobre el origen de este método de
razonamiento.

Para profundizar todavia méas en este asunto, se recomienda también la lectura de la primera
seccion (“A. Historical Background”) del articulo de Jaynes mencionado.

D.1. Introduccién. Las probabilidades a priori

Como ya se ha comentado en este trabajo, el primer paso en un problema que requiera de la
Teoria de la Probabilidad es asignar unos valores iniciales a las probabilidades de los diferentes
sucesos. En el caso de no tener informacién sobre el problema a estudiar, se aplica el Principio
de Indiferencia: en ausencia de informacién que indique lo contrario, los sucesos elementales
que conforman el espacio muestral de un experimento aleatorio han de ser equiprobables.

Bernoulli, Laplace y Bayes intentaron evitar esta asignaciéon inicial de probabilidades, en lo que
se conoce como el “problema de la inversion” (Jaynes, 1978). Los dos ultimos lograron resolverlo,
pero las “probabilidades a priori” que se pretendian evitar se volvian a introducir
inevitablemente en las ecuaciones. No disponian de ninguna herramienta o principio para hallar
probabilidades a priori que no fuese el Principio de Indiferencia.

Sin embargo, como se ha visto en el problema del juego de reparto del capitulo 2 de este trabajo,
el Principio de Méxima Entropia si que permite inferir probabilidades utilizando la informacion
disponible. Para entender el origen histérico detréas de este método de razonamiento, se exponen
a continuacién los argumentos que proporcionaron Maxwell y Boltzmann para tratar problemas
que requieren de la aplicaciéon de la Teoria de la Probabilidad.

D.2. El argumento de Maxwell

Maxwell elabor6 el primer trabajo sobre la aplicaciéon del analisis probabilistico a la teoria
cinética de los gases. Se enfrenté de inmediato con el problema de tener que asignar
probabilidades iniciales a las posiciones y velocidades de las moléculas del gas.

Para encontrar la distribucion de probabilidad de la direccién de la velocidad de una molécula
tras el impacto con otra, Maxwell (1860) enunci6 la siguiente proposicion: “Para que se lleve a
cabo una colision, la linea del movimiento de una de las bolas debe pasar por el centro de la
otra a una distancia menor a la suma de sus radios, es decir, debe atravesar un circulo cuyo
centro sea el de la otra bola, y cuyo radio sea la suma de los radios de las bolas. Dentro de
este circulo cada posicion es iqualmente probable (...)”. Aqui también, como primer paso

necesario en un anélisis de probabilidades, Maxwell tuvo que aplicar el Principio de
Indiferencia. La diferencia en este caso es que las cantidades con las que trabaja tienen un
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significado fisico: posicién dentro de una secciéon circular de colisiéon. De esta forma, la
probabilidad de incidir en una regién determinada debe tomarse proporcional al drea de dicha
region, y no al cubo del area, o al logaritmo del area. El simple hecho de conocer el significado

fisico de nuestros pardmetros va constituye una informacién previa muy relevante.

Aunque no se detallard el desarrollo matemético de Maxwell en esta lectura, con su
razonamiento fue capaz de encontrar la ley de distribucion de velocidades, los coeficientes de
difusion, viscosidad y conductividad térmica del gas, entre otros. Ademés, los experimentos
confirmaban las predicciones realizadas por Maxwell.

D.3. El argumento de la distribucién de Boltzmann

El siguiente argumento fue el primer precedente del Principio de Maxima Entropia. Boltzmann
dio el primer paso hacia la biisqueda de una solucién explicita al problema de las “probabilidades
a priori”. Su objetivo era encontrar cémo se distribuyen unas moléculas en un campo de fuerzas
conservativo (que puede ser, por ejemplo, un campo gravitatorio). La fuerza que actia en una
molécula que se encuentra en una cierta posiciéon r viene dada por:

F(7) = -V (7) (D.1)

donde QJ(F) es su energia potencial. Teniendo en cuenta también su energia cinética, cada

molécula de masa m, posicion 7 y velocidad v tiene la siguiente energia total:
1 -
E = Emv2 +@(7) (D.2)

Boltzmann supone que la interaccién entre moléculas es despreciable, y que estédn encerradas
en un recipiente de volumen V . Pero él no ignoraba por completo cémo se distribuyen las
moléculas, porque sabia que, se muevan como se muevan, el ntimero total N de moléculas
presentes no puede cambiar, y la energia total del conjunto debe permanecer constante:

E = Z( mu + @ ( )) (D.3)

Debido a la restriccion (ligadura) en la energia, no todas las posiciones y velocidades seran
igualmente probables.

En este punto del razonamiento, Boltzmann dividi6 el espacio fasico (espacio de posiciones y
momentos) disponible para las moléculas en celdas discretas. Con esta division, la celda k-ésima

serd una cierta region R, tan pequefla que la energia FE, de una molécula no varia
apreciablemente dentro de la celda, pero lo suficientemente grande para que en cada celda haya
un elevado nimero de moléculas, es decir, N, >> 1. El conjunto de celdas {R,, 1<k < s} debe
llenar por completo el espacio fasico accesible (cuyo volumen es finito por la restriccion en la
energia total) sin solaparse unas celdas con otras, y todas deben tener el mismo tamaio.

El problema a resolver es el siguiente: dado un ntimero de moléculas N , una energia total F
y la energia potencial @(F) debida al campo conservativo, jcual es la mejor prediccion
que se puede hacer sobre el ntimero de moléculas N, que hay en la celda R, ?

En este punto del razonamiento de Boltzmann es donde se halla el origen del Principio de
Méxima Entropia. Primero se pregunté: ;De cuantas formas diferentes podria realizarse
un conjunto dado de niimeros de ocupacion {N 1<k< 5} ? La respuesta son las

permutaciones con repeticion:
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N!

PRy =W NN = e (D-4)
La ligadura correspondiente a la energfa total de la distribucion es:
E= N, (D.5)
k=1
Ademés, los N, también estan sujetos a la siguiente ligadura:
N=YN, (D.6)
pan

Cualquier conjunto {N,, 1<k <s} de numeros de ocupacion para el que E y N se ajustan a

la informacion dada (ligaduras), representa una distribucion posible del sistema. De entre todas
las muchas posibles distribuciones que existen, ;jcual es més probable que ocurra?

La respuesta de Boltzmann fue que la distribuciéon més probable es aquella que puede realizarse

de un mayor numero de formas, es decir, aquella que maximiza W(Nl,---NS) sujeta a las

ligaduras E=) NE, y N=Y N

Tomando el logaritmo natural en la expresion (D.4):

N! >
= - | = 1 — |
InW ln[N1 NN !] In(NV) In(N,!) (D.7)

k=1

Como los ntimeros de ocupacién N, son muy grandes (y en consecuencia N también es muy
grande), se puede aplicar la aproximacion de Stirling para los factoriales:

Inn!=nlnn—-n (D.8)

Aplicando dicha aproximacion a la ecuacion (D.7):

W~ NIN-N-3 (N,nN, -N,) = NInN - ¥ N, In N,
k=1 k=1

= (N, +...+NS)1nN—iNk In N, = i(zvk InN - N, InN,) (D.9)
k=1

Son{i) gl

Con esta aproximacion, la expresion (D.4) de W(Nl,---NS) se puede escribir de la siguiente

forma:

InW = —NZ (%} In (%) (D.10)

La expresion (D.10) resulta especialmente familiar si la comparamos con las expresiones de la
entropia estadistica que conocemos:

S(pis-sp,) = kY. p Inp, o (pyesp,) == p Inp,
=l i=1

La soluciéon matematica al problema utilizando los multiplicadores de Lagrange es sencilla. Se
construye en primer lugar la funcién de Lagrange

L(N,, .., N, A, A) —NZ ’~1 —+A(2Nk,—NJ+ﬂ?(2NkE,€—E] (D.11)
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Derivando respecto de 4, y A, se vuelven a obtener las ligaduras (D.5) y (D.6). Si se deriva
respecto a N, , y se definen dos nuevas variables Z y f:

Z" =exp(4 —1) p=-1 (D.12)
oL N N
=0=-|In—t+1|+4+A4LE, — N,=Ne -1+ AE)==¢"% (D.13
oN, ( N j A+ AE, k Xp(ﬂq A k) 7 ( )
se obtiene que el resultado del valor “mas probable” de N, es
~ N N _gn
N, =Eexp(—ﬂEk):Ee BefT (D.14)
donde B =(k,T)" v Z(B,V,N) es
Z(B,V,N) =Y exp(-BE,) =Y e (D.15)
k=1 =1

Las expresiones (D.14) y (D.15) son las que describen la estadistica de Maxwell-Boltzmann. En
Fisica Estadistica, la estadistica de Maxwell-Boltzmann describe la distribucion estadistica de

particulas materiales clasicas en diferentes estados de energia en equilibrio térmico. Se aplica
cuando la temperatura es lo suficientemente alta o la densidad de particulas lo suficientemente
baja como para que los efectos cuanticos sean despreciables.

Para llegar a la solucién al problema, Boltzmann ha utilizado la informaciéon que tenia, y
aprovechando dicha informacién ha conseguido hacer predicciones correctas en unas pocas

lineas de calculo, que serfan imposibles de obtener si intentasemos realizar un célculo detallado
de las trayectorias individuales de 10?® moléculas diferentes. El argumento de Boltzmann tiene

en cuenta la dindmica del sistema que se esta estudiando, pero lo hace de una forma realmente

eficiente. La informaciéon sobre la dindmica entra en sus ecuaciones en dos puntos del
ragonamiento seguido:
i.  La conservacion de la energia total.
ii.  La definicion las celdas en términos del volumen fasico, el cual permanece constante
durante la evolucion temporal del sistema (teorema de Liouville).

El hecho de que esta informacion haya sido suficiente para predecir la distribucion correcta de
energfas de las moléculas muestra que los complejisimos detalles dindmicos que no se tuvieron

en cuenta eran irrelevantes para las predicciones, y se habrian anulado de todos modos si

Boltzmann se hubiera tomado la gran molestia de calcularlos.

Su razonamiento fue realmente eficiente. Introdujo en sus ecuaciones tnicamente la informacion
sobre la dindmica del sistema que resultoé ser relevante para resolver el problema. Si somos
capaces de reconocer y eliminar aquella informacién que resulta irrelevante al inicio de un
problema, nos ahorraremos tener que realizar calculos inmensos, sélo para descubrir al final
que practicamente todo lo que calculamos era irrelevante para la resoluciéon del problema.

En el método de Boltzmann sobre la distribucién mas probable se encuentra la
esencia matematica del Principio de Maxima Entropia. Pero, como se ha observado,
en las ecuaciones de Boltzmann no aparece ninguna probabilidad, pues su objetivo no era
calcular una distribucién de probabilidades, sino intentar estimar los ntimeros de ocupacién por

medio de un criterio (el valor de las diferentes formas W(Nk) en las que se puede realizar un

set de ntimeros de ocupaciéon {N]s } ) que tiene en cuenta el niimero real de posibilidades fisicas,

que es un numero definido que no tiene nada que ver con el estado de conocimiento de nadie.
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La transicion de este argumento de Boltzmann al presente y mas abstracto Principio de Maxima
Entropia, aunque matematicamente es trivial, requirié6 un gran esfuerzo conceptual para los
fisicos de la época.
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