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Abstract

In this work, we study the SU(3) symmetry in the flavor of the elementary particles (baryons
and mesons) via the eightfoldway, and calculate their state using the quark model, as quarks are
a fundamental representation of flavor SU(3). And using this symmetry we calculate different
properties, such as their magnetic moment, their mass and the radiative transitions.

Resumen

En este trabajo, estudiamos la simetria de SU(3) en el espacio de sabor de las particulas
fundamentales (bariones y mesones) mediante el camino éctuple, y calculamos sus estados
utilizando el modelo quark, como los quarks son una representaciéon fundamental de SU(3) de
sabor. Y usando la simetria calculamos diferentes propiedades, como sus momentos magnéticos,
sus masas y sus transiciones radiativas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Importancia de la teoria de grupos

En este trabajo, vamos a calcular resultados experimentales [1, 2] de fisica de particulas utilizan-
do métodos de la teoria de grupos, en especial nos son de interés los momentos magnéticos, masas
y decaimientos de las particulas elementales. EL objetivo entender la importancia de la teoria de
grupos y representaciones en la fisica moderna, a través del caso particular de las particulas ele-
mentales.

A lo largo del siglo XX la teoria de grupos y representaciones ha dado lugar a grandes avances
en la fisica tedrica, y permitido entender en profundidad conceptos fisicos de especial relevancia. El
concepto mas importante en la fisica para el que la teoria de grupos resulta esencial es el de simetria
[5]. Las simetrias de un sistema fisico son el conjunto de caracteristicas observadas o experimentales
del mismo que permanecen inalteradas bajo ciertos cambios. A lo largo del Grado en Fisica aparecen
en diferentes a&mbitos. Es bien conocido que un sistema termodindmico que se encuentra en un punto
de transicion de fase presenta invariancia de escala [4]. En la mecdnica newtoniana la funcién
energia, donde la evolucién temporal puede ser entendida como una transformaciéon del espacio
de las fases, sabemos que la funciéon energia permanece constante bajo la evolucién temporal para
aquellos sistemas que presentan invariancia de inversiéon temporal, i.e. la transformacién ¢t — —t.
De igual forma, cuando un sistema es invariante bajo cambios de sistemas de referencia dados
por rotaciones, sabemos que también permanece inalterado el momento angular total del mismo
bajo dichas transformaciones. La manifestaciéon de todos estos fenémenos y otros muchos resulta
de enorme importancia en la mecanica cudntica [5, 6], ya que mediante la existencia de simetrias
pueden clasificarse las bases de los estados cudnticos del sistema definiendo los niimeros cuanticos
asociados a estas simetrias. En fisica del estado sélido [7] donde los cristales presentan una simetria
al ser estructuras periddicas en el espacio las funciones de onda de las particulas que se propagan
a lo largo del cristal deben heredar esas propiedades de simetria que presenta el cristal. En la fisica
atémica [8, 9], donde la gran mayoria de moléculas tienen distintos tipos de simetria, sin ir mas lejos
la molécula de COs es lineal y por tanto tiene una simetria cilindrica. En particular, la molécula
de COs es invariante bajo la reflexion del plano que pasa por el d&tomo de carbono perpendicular
a la direccion de los atomos de oxigeno. Por tanto tiene una simetria de reflexién respecto a este
plano, por lo que si tomamos como origen del sistema de coordenadas el &tomo de carbono podemos
cambiar z — —z y tenemos la misma molécula. O si la rotamos respecto del eje que forman los
tres 4tomos, la molécula se queda igual, por lo que también decimos que tiene simetria cilindrica.
El hecho de conocer el grupo de simetria que tiene la molécula nos permite conocer, cuales son



CAPITULO 1. INTRODUCCION

sus modos normales y ademas si estos modos son activos en el espectro infrarrojo o en el espectro
Raman.

O $‘ O
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Figura 1.1: Simetrias de una molécula de COq

El concepto de simetria en fisica va mucho més alld de ser algo puramente geométrico’ como es

bien sabido. Sino que es algo asociado a la invariancia de un sistema fisico bajo ciertas transfor-
maciones no necesariamente de caracter geométrico. Independiente del cardcter geométrico o no,
las transformaciones que dejan invariante al sistema muestran ciertas propiedades comunes. Una
transformacion que siempre va a dejar invariante el sistema es la identidad, es decir que no hacer
nada, deja al sistema igual, sea cual sea el sistema; ademds para cualquier transformacién que
apliquemos va a existir otra que se opuesta y nos haga volver al sistema original, por ejemplo si
tenemos un cuadrado y lo rotamos 90 deg en sentido horario se queda invariante, y para volver a
como hemos empezado podemos rotarlo 90 deg en sentido inverso. Estas propiedades de las sime-
trias permiten entender que las mismas son manifestaciones en la realidad de objetos matematicos
abstractos: los grupos. Asi pues el marco matemaético natural que permite entender las simetrias en
el ambito de la fisica, es la teoria de grupos y sus representaciones. La idea seminal de introducir
la teoria de grupos para el estudio formal de las simetrias de forma sistemética proviene de Felix
Klein y su famoso Programa de Erlangen [10]. El desarrollo del programa de Erlangen y las ideas
de Sophus Lie para resolver ecuaciones diferenciales usando transformaciones de simetria llevaron
al que, quiza es el resultado més importante para la fisica, desde el punto de vista de la teoria de
grupos: El teorema de Nother [11, 12, 13, 14]. El teorema de Noether establece una correspondencia
rigurosa entre las transformaciones de simetria de un sistema fisico y las cantidades conservadas
del sistema. Ya lo veremos en méas detalle en el siguiente apartado.

Por lo tanto el principal objetivo de este trabajo es, mediante un ejemplo concreto, entender la
importancia de la teoria de grupos y sus representaciones en la fisica moderna. Concretamente el
caso elegido para este trabajo es la simetria SU(3) de sabor para estudiar las propiedades fisicas de
los hadrones?. Se vera, cémo en este caso el uso de la teoria de grupos y representaciones permite
hacer predicciones tedricas medibles y razonablemente precisas sobre ciertas propiedades de los
hadrones. Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

Una ligera introduccién a la teoria de grupos [15, 16, 17, 18], enfocada principalmente a con ejem-
plos a las distintas ramas de la fisica para ver bien su aplicaciéon en este capitulo de introduccién.
En el capitulo 2, veremos en detalle el grupo SU(2), cémo se relaciona con el grupo de las rotaciones
y como generarlo enteramente en base a la teoria de grupos, ademéas de afiadir nuevos conceptos
de manera general cémo lo son los pesos y las raices [19, 20, 21].

En el capitulo 3, aplicaremos estos nuevos conceptos al grupo SU(3) ya que es un ejemplo no tan
trivial como el de SU(2).

En el capitulo 4, veremos como las particulas elementales tienen una simetria aproximadas ba-
jo el grupo de SU(3) de sabor, basdndonos en lo que ya hemos visto. Ademas de ver el camino
6ctuple[22, 23, 24], y ciertas propiedades de las particulas como lo son el isospin y la hipercarga.
Una vez entendida la simetria podremos calcular los momentos magnéticos y masas de los bariones

LEl cardcter geométrico al que nos referimos aqui concierne a las transformaciones espaciales.
2Los Hadrones son particulas elementales compuestas por tres quarks (bariones), o por un quark y un anti-quark
(mesones)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

y mesones usando el modelo quark [25, 19, 26]. Y finalmente calcularemos en detalle la probabilidad
de que un barion decaiga en otro, aunque hay que tener en cuenta que para entender bien el pro-
ceso y poder obtener ciertos resultados hay que usar la electrodindmica cuantica [27, 28, 29, 30, 31].

De tal manera que nos va a ser muy util repasar los conceptos bésicos de la teoria de grupos[15],
ademas de ver algunos ejemplos muy sencillos de cémo aplicarlo a la fisica.

1.2. Nociones basicas de teoria de grupos

Para empezar, vamos a definir que es un grupo [15] y que caracteristicas tiene.

Definicién 1.2.1 (Grupo). Un grupo G viene dado por un conjunto G, junto con una aplicacién
G x G — G, que manda (g,h) a g - h con las siguientes propiedades:

1. Ley asociativa: f-(g-h) = (f - g) - h para cualquier f,g,h € G,

2. Elemento identidad: dentro del grupo existe un elemento e de GG tal que e- g = g-e = g para
todo g perteneciente a G,

3. Elemento inverso: para cada elemento g de G existe un elemento ¢! tal que g- g~ =g~ '-g =

€.

Esto puede parecer sencillo, y veremos que en multitud de sistemas fisicos los podemos ver como
la accién de un grupo sobre otro espacio.
Un ejemplo claro de esto es que cuando simetrizamos las funciones de onda de particulas idénticas
en mecanica cuantical6, 5]. Donde para ver mejor lo que ocurre, vamos a ver que sucede para un
sistema de dos particulas ¢(£1,&2), y al cambiar la particula 1 por la dos el sistema no se ve afectado
(excepto por un posible cambio de fase), por ende las propiedades que podemos medir como las
probabilidades no son alteradas

Qp(élv 52) = eiad}(g?’ fl)

Si volvemos a intercambiar las particulas, volvemos a anadir el mismo desfase y volvemos al estado
inicial, teniendo asi que e*® =1 — €'® = +1. Y por tanto

w(gla 52) = ilﬂ(&g, 51)

Haciendo que sé6lo haya dos opciones que las funciones de onda sean simétricas (para bosones) o
antisimétricas (para fermiones).

Estamos viendo asi la accién del grupo simétrico sobre el espacio de funciones de onda. Ya que
los elementos del grupo simétrico S, son los encargados de permutar los n distintos productos
tensoriales que forman el espacio de funciones de onda con n particulas.

Sin embargo lo que més nos va a interesar son las representaciones de los grupos [17], que de
manera bésica consiste en un morfismo de los elementos del sistema con los elementos del grupo,
de manera que el grupo puede actuar en ese espacio. De manera mas rigurosa lo podemos definir
como:

Definicién 1.2.2 (Representacién de un grupo). Sea G un grupo y V el espacio en el que se
encuentra nuestra representacion. Una representaciéon es un homomorfismo p del grupo G al grupo
GL(V) (Es el grupo de matrices invertibles de dimensién V). Tal que asociamos los elementos del
grupo g € G con los elementos p(g) € GL(V) los elementos p(g) y p(h) de GL(V) de la siguiente
manera

p(g) - p(h) = p(g-h) ParagheG

3 C. Redondo



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Las representaciones son de gran importancia ya que estan ligadas a las simetrias de un sistema.
Ya que una simetria no es nada méas que el hecho que la acciéon de una representacién de un grupo
sobre nuestro sistema lo deja invariante.

Esto lo podemos ver de manera clara con el teorema de Noether, ya que si por ejemplo tenemos una
simetria bajo traslaciones espaciales. La acciéon del grupo de las traslaciones no afecta a nuestro
Lagrangiano, de manera que decimos que hay una simetria bajo traslaciones espaciales.

Esto es muy importante, ya que el hecho de que en el teorema de Noether exista una cantidad
conservada, no es mas que el hecho de que la acciéon del grupo sobre nuestro conjunto tiene un
estabilizador. Donde un estabilizador es [15]:

Definicién 1.2.3 (Estabilizador). Sea z un elemento de un conjunto X y ¢ un elemento del grupo
G, entonces definimos un estabilizador S, como

Sy ={9€Glg-z=ux}

Que en el caso que hemos mencionado, el estabilizador para cuando tenemos traslaciones espa-
ciales se trata del generador del grupo de las traslaciones que es el momento. Vamos a ver esto en
detalle.[12][15]

Sea un sistema de N particulas en 3D que interaccionan segtin un potencial ’a pares’ de la forma
V(eg—rj)i#ji,j=1,...,N
La transformacién de traslacion es

r; =1’ =ri+a, acRa= (o' a?a®)
N LN

L{r:}, {1}, t] = Z §mi’fi|2—§ Z V(r; —rj)
i1 i

Haciendo la transformacién del Lagrangiano, y viendo si este cambia debido a la transformaciéon

de traslacion or
/ -/ _
Ll i@} {Fi(@)h 1] = 5= =0

Vemos que este no cambia ya que su derivada es cero, y por tanto hay una cantidad conservada
que vamos a ver que son las componentes del momento.

oc art  Xoc S

Gi= 2 5iFaa, ~2:pd ~ 2P =P
i=1,..,N
=1,2,3

Esto no sélo es aplicable a la mecanica clasica, sino también lo podemos aplicar a sistemas cudn-
ticos de la misma manera que hemos hecho antes.

No sélo por esto, las representaciones son importantes, ademés veremos la importancia de la descom-
posicién de una representacion en sus representaciones irreducibles, es decir que descomponemos el
espacio V como la suma de subespacios W tal que para todo x € W, la accién de la representacién
hace que siga estando en W, p(s)x € W para cualquier s. En el capitulo siguiente cuando tratemos
con el momento angular y el spin veremos con detalle su utilidad.

A continuacién vamos a ver de que se trata esto que acabamos de mencionar del generador de
un grupo.

Para ello nos va a ser importante ver lo que es un grupo de Lie [16], que es un tipo de grupo que
tiene unas caracteristicas bastante especiales.

C. Redondo 4



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Definicién 1.2.4 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie es un grupo que a su vez es una variedad
diferenciable n-dimensional, lo que significa que alrededor de un elemento del grupo g, los elementos
del grupo g(s) vienen determinados por n de pardmetros (si,s2,- -, Sp)

Esto es lo que tenemos en el grupo de las rotaciones cuyos parametros pueden ser los dngulos
de Euler. O el grupo de las transformaciones de Lorentz[32, 33], en el que los elementos del grupo
vienen determinados por 4 parametros, uno que determina el subgrupo de los boosts puros y otros
3 para determinar el subgrupo de las rotaciones en el espacio 3D.

De manera que la ley de composicién funciona igual que para las representaciones, salvo que ahora
tenemos n parametros

p()p(t) = p()

Para un grupo unidimensional, podemos escribir la ley de composicién mediante la adiciéon de
manera que

p(s)p(t) = p(s +1) p(0) =1

Si derivamos respecto de s e igualamos s = 0 obtenemos la ecuacién diferencial para nuestra

representacion del grupo.
d

%P

Si la resolvemos e imponemos como condicién inicial el hecho de que la identidad es p(0).

(t) = Ap(t)

p(t) = et

Podemos obtener cémo es cualquier elemento del grupo de Lie en funcién de A, por lo que a este
lo vamos a llamar generador infinitesimal del grupo. Si tenemos los n-parametros s,, tendremos
asociados n-generadores I, infinitesimales y por tanto

p(s) = estlitsalottsnln
Si queremos que nuestro generador infinitesimal sea auto-adjunto basta con multiplicarlo por —¢ y
a la hora de elevarlo lo multiplicamos por .

Lo cual es igual a la ecuacién de Schrodinger [6, 5], ya que si tenemos un Hamiltoniano, la ecuacién
de evolucién del sistema es (en unidades naturales)

P (1) = Hp(t) — (1) = e

Por este motivo decimos que el Hamiltoniano es el generador infinitesimal de las traslaciones tem-
porales (en este caso lo hemos visto para mecénica cuéntica, aunque en mecénica clasica es igual y
lo podriamos ver mediante el teorema de Noether).

Nos falta por ver el dlgebra de Lie de un grupo de Lie [20)].

Definicién 1.2.5 (Algebra de Lie). Un élgebra de Lie de dimensién finita, real o complejo, es un
espacio vectorial de dimensién finita, real o complejo G, junto con una aplicacién [,] que va desde
G x G a G, con las siguientes propiedades:

1. [,] es bilineal.

2. [,] es anitsimétrico, [X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € G.

5 C. Redondo



CAPITULO 1. INTRODUCCION

3. Se cumple la identidad de Jacobi:
(X, V. Z]| + [V, [Z. X]| + [Z,[X, Y]] =0
Para todo XY, Z € G

Las transformaciones infinitesimales definidas por un vector en una direccién arbitraria u =
(u1,ug, -, uy) que estd asociado a la transformacion

J=urlh +usls + - + uply

Forma un algebra perteneciente al grupo G, y el algebra tiene tres operaciones.

La suma, la multiplicacién por nimeros reales y la operacién de conmutacién [A, B] = AB — BA.

Donde la conmutacién entre los generadores de un grupo determinan el algebra de Lie del grupo,

por lo que a las constantes que aparecen en las relaciones de conmutacion las llamamos constantes
k

de estructura cj;

N
[I“I]] = cijIk
Y tenemos que si dos grupos tienen las mismas constantes de estructuras son isomorfos localmente.

Ya veremos ejemplos de dos grupos localmente isomorfos en el siguiente capitulo con los grupos de
las rotaciones SO(3) y del spin SU(2).

C. Redondo 6



Capitulo 2

SU(2)

2.1. Rotaciones, SO(3), Matrices Unitarias y SU(2)

Vamos a empezar viendo como son las matrices de las rotaciones en el espacio tridimensional,
para ello vemos como es una rotacién en cada eje del espacio, las matrices son:

1 0 0 cos@ 0 siné cos@ —sinf 0
R,(0) =10 cosf —sinf|, Ry0)= 0 1 0 |, R.,0)=|sinf cosf 0
0 sinf cos@ —sinf 0 cos@ 0 0 1

Estas matrices tienen la caracteristica de ser objetos pertenecientes a un grupo de Lie, que en este
caso el grupo se trata del grupo de las rotaciones. Por lo que si tenemos dos rotaciones distintas
Ry, Ry su producto serd una rotacién y su inversa también

R1(0)Ra(¢) = Rs(p), R '(a)=R(S)

Esto junto con la propiedad asociativa y el hecho de que existe el elemento identidad, verifica que
es un grupo.

Ademés como es un grupo de Lie, tenemos que cuando hacemos el producto de dos rotaciones
respecto del mismo eje, tenemos

R(0)R(¢) = R(6 + )

Por lo que podemos formar cualquier rotacién en funcién del vector 8 = 67, donde el vector #
indica la direccién del eje de giro y 8 el angulo de giro.

R(§) = &%

Y J son sus generadores infinitesimales, que son de manera general

X, = —i 04 donde z; es una variable
Ox; ;=0
En este caso
0 0 O 0 0 )
OR,(0 . . OR,(0
J=—i (6) 0 0 il,Jo=—i (%) =10 0 0|,
99 oo \o _i o 99 lo—o i 0 0
0 ¢+ O
OR,(0
J3 = — 89( ) — 0 0
=0 0 00
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Los coeficientes de estructura de un grupo, vienen dados por las relaciones de conmutacién de sus

generadores, por tanto para SO(3).
[JZ’, Jj] = —iEiijk

Tenemos que el grupo SU(2), es el grupo de las matrices unitarias de orden 2 (U~! = U*) de

determinante 1 por tanto si tenemos una matriz A € SU(2)

Az(CcL b) tal que ad —bc=1, A'=AT

d

Utilizando el determinante podemos calcular la inversa de A que es

Al d —b

—c a
d -—b a* c* .
(—c a>_<b* d*)—>d—a,6——b

Por lo que de manera general las matrices de SU(2) tienen la forma

Como A=l = At

A= <_C;* ;1) dondea,b € Cy |a?|+[b?|= 1

Si lo expresamos en términos de ntimeros reales

a1 +ias by + iby
A= : .
—b1 +1by a1 — tas

Podemos obtener sus generadores infinitesimales como

0A 0A
Xi=—i— =—il, Xo=—i—
1 7 91 0.0 ol 2 ) Dy

0A
= Xo = —f =
b 03, 3 ? b,

b1=0

Donde I es la matriz identidad y o; son las matrices de Pauli.

La matriz X; la descartamos ya que al generar una matriz de SU(2) como e

1.X1

podemos ver que su

determinante es distinto de 1 (Esto es porque es un generador de U(2) ya que no hemos impuesto

que el determinante sea 1.) y por tanto no es un generador de SU(2).

Para calcular sus constantes de estructura, hay que calcular los conmutadores de X; y lo mejor es

hacerlo con los siguientes generadores del grupo®

1 1 1
X1 = 501 X9 = 392 X3 = 503

[Xi, Xj] = ié‘iijk

Por lo que tenemos que las constantes de estructura de SO(3) y SU(2) son las mismas (salvo un
factor, pero esto no afecta ya que si hubiésemos multiplicado a los generadores infinitesimales de

SO(3) por —1 nos darian exactamente igual).

Al ocurrir esto tenemos que los dos grupos son isomorfos localmente, es decir que mediante un
morfismo podemos asociar las matrices de SU(2) con las de SO(3) con una correspondencia de

'Los generadores son equivalentes ya que simplemente es un factor de escala.

C. Redondo



CAPITULO 2. SU(2)

una a una. Pero no exactamente, ya que esto solo ocurre de manera local. Mientras que de manera
global, tenemos que cada par de matrices (A4, —A) € SU(2) corresponden a una rotaciéon R € SO(3).

Rz (A, —A)

Donde la asignacién a las matrices A la vamos a hacer de la siguiente manera:
Para cada vector de tres componente v vamos a asociarle una matriz 2 x 2 hermitica y sin traza o

=9, Tro=0, detd=—v>

U = Va0,
Si R es una matriz de rotacion y vy es la imagen de v bajo R, su matriz asociada 0p sigue siendo
hermitica y sin traza. Por tanto podemos describir la rotacion en este espacio mediante una matriz
de SU(2) U que es unitaria y de determinante 1.

dbp=UdUT
Donde si R = R(#), hay dos posibles matrices de SU(2) que describen la rotacién
U = +eX?

Por lo que se ve de manera clara la correspondencia bivaluada entre las matrices de rotacién y las
matrices de SU(2).

Este resultado es de especial importancia en mecanica cudntica, ya que si recordamos las matrices
de spin estan asociadas a SU(2), mientras que las de el momento angular estdn asociadas a SO(3).
Y por el hecho de que la correspondencia entre matrices de ambos grupos sea bivaluada, es lo que
hace que el spin sea un niimero semientero. Ya que para un J entero las representaciones de las
matrices A y —A coinciden, mientras que cuando es un nimero semientero no coinciden. Por lo
tanto las matrices de SO(3) de la representacién irreducible tienen una correspondencia univaluada
con las representaciones de SU(2) cuando el spin es un nimero entero.

Finalmente, vamos a hacer un breve comentario sobre los coeficientes de Clebsch-Gordan, ya
que estos los podemos ver como un cambio de base, cuando descomponemos el producto tensorial
de dos representaciones de un grupo en sus representaciones irreducibles. Por ejemplo si los p son
las representaciones irreducibles de SU(2), donde la base de las representaciones irreducibles esta
formado por los estados que tienen el mismo spin |s, ms). Y si hacemos el producto tensorial de dos
de estas representaciones, veremos que esta representacién no es irreducible, si la descomponemos
en sus representaciones irreducibles

pj & pjr = Pjyjr DD pi—j

Los coeficientes de Clebsch-Gordan, nos dirdn como se expresar la base de las distintas representa-
ciones irreducibles pjj, - pj;_j en funcién de la base del producto tensorial p; @ p;r.

Y tenemos varias formas de obtener los coeficientes de SU(n) (aunque en especial nos interesan los
de SU(2) y SU(3)), como utilizar varias veces los operadores escaleras al igual que podemos hacer
en SU(2) (como veremos para SU(3) mas adelante, esto se complica bastante), pero el método mas
sencillo es utilizar los tableros de Young.

Estos son unas cajas que nos indican que etiquetas de un estado tenemos que simetrizar y antisime-
trizar. Y veremos que para hallar un estado primero antisimetrizamos las etiquetas de las columnas
y luego simetrizamos las etiquetas de las columnas.

Vamos a ver como construir un estado con un par de ejemplos.

9 C. Redondo



CAPITULO 2. SU(2)

Si tenemos este tablero completamente horizontal debemos de simetrizar todos las etiquetas y
normalizar el estado final, por tanto el estado es

7|1 12) + 12, 1)]

Si tenemos un tablero con la siguiente forma

\]

Antisimetrizamos primero 1 y 3

11,2,3) — [3,2,1)

Y simetrizamos 1 y 2 el estado que habiamos obtenido de simetrizar, y finalmente normalizamos el
estado.

1
|¢> = §[|1a2a3> + ‘2> 173> - |372a 1> - |2’37 1>]

Y para hallar los coeficientes de Clebsch-Gordan es sencillo, ya que para hacer el producto tensorial
de dos estados.

yxy’:y(1)+y(2)+...

Lo que hay que hacer es:

1. Nombrar todas las cajas del tablero )’ con el mismo indice en cada fila. Es decir el indice a
en la primera, el indice b en la segunda, etc.

2. Juntar todas las cajas que tengan el mismo indice al tablero de ), tal que no aparezca el
mismo Indice dos veces en la misma fila.

3. Repetir este paso para el resto de indices.

4. Una vez que tenemos todos los tableros posibles, los leemos de derecha a izquierda y de arriba
hacia abajo, todos los tableros, esto nos dard una secuencia aabced - - -, si en algiin momento
hay mas letras b que a o ¢ que b o similar, tenemos que rechazar el tablero.

Un ejemplo muy sencillo es el de

D®D=DH@H

Que si estamos en el espacio de spin s = 2, el tablero horizontal tiene j = 1 ya que tiene tres
posibles estados y por tanto tres valores pos1bles de mg y el vertical 7 = 0 ya que sélo hay un estado
posible. Ademés podemos ver que en el horizontal hay tres estados posibles que son completamente
simétricos, mientras que en el vertical s6lo hay un estado posible que es antisimétrico.

\+|+U+|—U—|—\,

Por lo que hemos obtenido los coeficientes de Clebsch-Gordan sin necesidad de utilizar los opera-
dores escalera.
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CAPITULO 2. SU(2)

2.2. Subalgebra de Cartan, Pesos y Raices de SU(2)

Definicién 2.2.1 (Subdlgebra de Cartan). Sea g el dlgebra de Lie de un grupo G. Si X € g es
regular, definimos el subalgebra de Cartan como

Cy(X) = {Y € gl[X.Y] =0}

Como ninguno de los generadores de SU(2) conmuta (salvo consigo mismo), podemos tomar a
cualquiera de ellos como un generador del subalgebra de Cartan por conveniencia tomamos Js = H.
Un diagrama de pesos, viene dado por los autovalores de los generadores del subalgebra de Cartan
en una cierta representacion.

Para obtener el diagrama de raices de SU(2), es mediante los pesos de la representacién adjunta.

Definicién 2.2.2 (Representacién adjunta). Esta representacién se construye mediante las cons-
tantes de estructura del algebra de Lie

[Tfl]bc = _icgc
Teniendo la propiedad de que las matrices de esta representacién cumplen
[To, Ty = icy.Te

Es decir asociamos un endomorfismo entre los generadores y los estados tal que la base de estados
es |X;), y la accién de los generadores de Cartan es

Hj|Xi) = |[Hj, Xi])
Como hemos elegido H = Js3 y viendo las relaciones de conmutacién
H\|J1) =i|J2), H|Je)=—i|J1), H|J3)=0
Tenemos que los autovalores de H son

H\|Jy +iJs) = |J1 +ida) |J1+iJ2) = |Er)
H|J3) =0 [H) = |Js) = |Ep)
H|J1 — ’LJ2> = —‘Jl - ZJQ) |J1 — ’LJ2> = |E,1>

Por lo tanto los pesos de los estados son 1,0, —1 y el diagrama de raices es:

H
-1 0 1

Figura 2.1: Diagrama de raices de SU(2)

Un resultado importante que se puede intuir de mecanica cuantica viendo los operadores E1; es que
para el caso general los operadores F., actiian como operadores escalera (Aunque falta ver como
son los conmutadores para obtener bien el dlgebra como en cuantica) ya que si estamos trabajando
en una representacion de pesos |u, D)

H;E+o|p, D) = [H;, Exol|p, D) + Exo|pt, D) = £a;Exq + pi ExoHilp, D) = (£ )i Exa|p, D)
(2.1)

11 C. Redondo



CAPITULO 2. SU(2)

Por lo que para cada generador del subdlgebra de Cartan H;, hay un subdlgebra de SU(2) cuyos
generadores son
E*=|a|'Fio E3=|a|2a-H

De manera que obtenemos las relaciones de conmutacién
(B3, B*] = |a|a - [H, E+a] = 0| a - (£a)E4, = £E*

[E,E7] = |a|7[Ea, B-d]

Para acabar de calcular este conmutador, podemos ver que es equivalente a la accion de E,, sobre el
ket |E_,) de la representaciéon adjunta, y viendo (2.1) tenemos que su peso tiene que ser a —a =0

Ea|E—a> = ’/8 - H)
Donde sacamos [ al proyectar sobre |H;)
Bi = (Hi| Ea|E_o) = Tr(H[Eo, E_o]) = Tr(E_o[H;, Eo]) = aiTr(E_o Ea) = ai(Ea|Ea) = ai
Finalmente obteniendo que
[ET,E7] =|a|%a-H = F;3
De manera que en cualquier representacion de pesos

Es|u, D) = = |, D)
Tenemos que al estar dentro de un subdlgebra de SU(2), los autovalores de E3 sélo pueden ser
nimeros enteros o semienteros.
Si aplicamos el operador escalera que sube, llega un punto en el que el estado resultante da cero
(Aplicandolo p + 1). Si lo aplicamos el maximo niimero de veces que podamos (p) antes de que de
cero y vemos el autovalor de E3 de este estado obtenemos

o (p+ pa)
a2

De la misma manera para el operador escalera que baja

a- (u—qa)

a? -7

Sumando ambas expresiones obtenemos la férmula maestra

O%M = 1(q —p) (2.2)

o 2

Esta férmula serd importante mas adelante ya que nos proporcionara una forma sencilla de conocer
todos los pesos y raices de un algebra o la representacion de un algebra conociendo sélo las raices
fundamentales del algebra o el mayor peso de la representacién.

Para esto vamos a definir primero las raices positivas, que son aquellas cuyos vectores raices
a = (a1,a9,- -+, q;) tienen que su primera componente no nula es positiva.

Decimos que las raices fundamentales son aquellas raices positivas que forman una base, es de-
cir que no se pueden escribir como funcién de otras raices positivas.
En nuestro caso de SU(2) nuestra raiz fundamental es la asociada al estado |E;) que vale 1.
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Hay una forma de recrear el algebra partiendo de las raices fundamentales, que consiste en ha-
llar cuanto vale p sabiendo que ¢ = 0, utilizando la férmula maestra (2.2) obteniendo asi el nimero
de veces que podemos utilizar el operador E,, sobre |a;) y repitiendo este proceso hasta que todos
los valores que hallemos de p sean cero.

Sin embargo hay un proceso mucho mas sencillo que sirve también para hallar la representacién de
un peso, que es utilizar la matriz de Cartan. Que se basa en que como los vectores de las raices
fundamentales a; son linealmente independientes podemos utilizar los valores de ¢; — p; para eti-
quetar a los pesos ya que como vemos de la férmula maestra (2.2) es el doble del autovalor y por
tanto contiene la misma informacion que el vector peso.

Para ello vemos que podemos escribir cualquier peso como una combinacién lineal de las raices

fundamentales
=2 kj
J

Para este peso, la férmula maestra es

20 - 20 -
G —Pi= "3 Z:ij 252 Z:Zka’Aﬂ
i J i J

Donde A es la matriz de Cartan. Por lo que cuando aplicamos el operador E,; pasamos de k; a
kji+1,ydeq —piaq—pi+Aj.

En nuestro caso de SU(2), tenemos que la matriz de Cartan es A = 2 y por tanto podemos
ver que la raiz fundamental es la mayor raiz que podemos obtener.

Por ltimo vamos a introducir el mayor peso de una representacion y los pesos fundamentales.
El mayor peso p es aquel que viendo la féormula maestra (2.2) tiene el mayor p posible por lo que
la accién de cualquier operador sobre |u) hace que de cero. Haciendo que
205 - p
7 =1

a5

Donde [; son los coeficientes de Dynkin que son ntimeros enteros no negativos.
Podemos expresar cualquier peso maximo en funcién de unos pesos que van a ser los pesos funda-
mentales py v los coeficientes de Dynkin
p=lin
J

Por tanto 9
@5 Pk
=90; 2.3
a? jk ( )

Para nuestro caso de SU(2), podemos ver que el peso fundamental es p = %

Este nimero se comporta como el nimero cudntico mg de un estado, ya que si aplicamos E_; al
vector peso ]%> obtenemos algo proporcional al vector |u — «).

Por lo que en mecanica cuantica las raices se comportan como operadores que conectan a los estados
que son los pesos.

Si nuestro coeficiente de Dynkin fuera | = 2 nuestro peso fundamental es 4 = 1 y podemos aplicar
dos veces el operador E_1.

Por lo que podemos obtener cualquier representacién de un grupo de Lie en funcién de los coefi-
cientes de Dynkin y viendo mediante la matriz de Cartan, como se conectan los diferentes estados
de la representacion.
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Capitulo 3

Pesos y raices de SU(3)

De la misma manera que hemos hecho para SU(2), podemos hallar los generadores de SU(3),
son una generalizacién de las matrices de Pauli, llamados las matrices de Gell-Mann

010 0 — 0 1 0 0 0 01
AM=1]100 =17 0 0 A=10 -1 0 AM=10 0 0

0 00 0 0 0 0 0 O 1 00

0 0 —2 0 00 0 0 O 1 10 0
A=10 0 0 =10 0 1 =10 0 —¢ M=—7=[(0 1 0

¢t 0 O 010 0 0 V3 00 -2

Y al igual que en SU(2) tomamos T; = %)\i para que las relaciones de conmutacion sean iguales y
no haya factores en unas y no en otras, y podemos ver que 73 y Tg conmutan ya que son diagonales
pero no conmutan con el resto al ser una generalizacién de las matrices de Pauli.

Por tanto tomamos como generadores del subalgebra de Cartan a Hi = T3 y Hy = Tg.

En este caso para hallar el diagrama de raices lo vamos a hacer utilizando el diagrama de pesos, ya
que si utilizamos la representacién adjunta tenemos matrices de dimensién 8 x 8.

Y sabiendo que las matrices que actiian sobre estados de la representacién adjunta actian de
manera analoga a los operadores escalera, ya que

HiEyolp, D) = (p £ @)iExalp, D)

1 0 0
Si los vectores de nuestra representacion van a ser 01,111],10 ya que las matrices son
0 0 1

diagonales, tenemos que los pesos son
1 1
Hill) = S[1) H|2)=—-[2) Hi3)=0

{fm H2\2>=“6§r2> mf3) =3

3
Podemos representar su diagrama de pesos, diagrama 3.1.
Un resultado importante es el hecho de que los vectores raices conectan a los distintos pesos por
la eq.(2.1) de manera que si restamos los pesos obtenemos las raices (excepto las dos asociadas con
Hy, Hy que son cero) que son

(—=1/2,V/3/6) — (1/2,V/3/6) = (—1,0) — (—=1/2,v/3/6) + (1/2,v/3/6) = (1,0)
(1/2,v/3/6) — (0,v/3/3) = (1/2,v/3/2)  — (1/2,/3/6) + (0,v/3/3) = (=1/2,—/3/2)
(0, —V/3/3) — (—1/2,v/3/6) = (1/2,—v/3/2)  — (0, —/3/3) + (—1/2,v/3/6) = (—1/2,/3/2)

Hy|1) =

15



CAPITULO 3. PESOS Y RAICES DE SU(3)

Ho
(_%aé) (%7%)
] ([ J
H,
o
(07 _g)

Figura 3.1: Diagrama de pesos de SU(3)

Representando las raices tenemos

ay

a2

Figura 3.2: Diagrama de raices de SU(3)

C. Redondo
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CAPITULO 3. PESOS Y RAICES DE SU(3)

Ademas también hay otra representacién de pesos que es importante ya que es la representacién
conjugada, esta representacién viene dada por los pesos

conj

1; — i

ya que si los restamos obtenemos las mismas raices, y su diagrama es

Hy
& (0,%3)
Hy
[ ] [ ]
(=3 %) (3 —%)

Figura 3.3: Diagrama de pesos conjugado de SU(3)

Viendo el diagrama de raices que hemos obtenido para SU(3), tenemos que las raices fundamentales

son
o= (5. %) 0= (.- 2
27 27 27 2
Como un mejor ejemplo que el de SU(2) vamos a recrear el dlgebra de SU(3) partiendo de sus
raices fundamentales.
Para empezar vamos a calcular la matriz de Cartan utilizando

20[1' . Oéj

2
Q;

=47

Ahora lo que vamos a hacer es un diagrama con sus filas y con k, ya que con j = 1 tenemos el valor
de g; — p; y sabiendo que g; es cero sabemos cual es el valor de p; y por tanto que raices podemos
sumar y cuantas veces las podemos sumar.

Aji =

Y sustituyendo a; y ao tenemos

17 C. Redondo



CAPITULO 3. PESOS Y RAICES DE SU(3)

a1 + oo k=2
Qq, a2 k=1
H; k=0

Figura 3.4: Reconstruccién del algebra de SU(3)

En este caso lo que hemos hecho es escribir en cajas los valores de las filas de la matriz de Cartan
y vemos que la caja que representa a aq es (2,-1), por tanto po = 1 y podemos sumarle una vez la
caja de ag una vez. De la misma manera vemos en la caja de ag que p; = 1 y por tanto le podemos
sumar la caja de a; una vez.
Una vez hecha la suma vemos que la caja de oy + g es (1,1) por lo que tenemos ¢ = qg2 = 1y
p1 = p2 = 0 por lo que no tenemos mas raices mas alla de a1 + a y para hallar el resto de raices
simplemente basta con hacer el simétrico, es decir que tenemos —ay, —ao, —Q1 — Q.

ol

Si hallamos los pesos fundamentales de SU(3) usando (2.8) y oq = (1,%2), o = (3, —@), tenemos

;7?)7 :u2:(1 _ﬁ)

= 276

Ambos son los mayores pesos de los diagramas 3.1y 3.3. Y podemos construir sus representaciones
usando la matriz de Cartan, ya que conocemos las raices fundamentales de SU(3). Para ello el pro-
ceso es igual a lo que hemos hecho antes para construir todas las raices salvo que ahora trabajamos
con g en vez de con p y partimos de los coeficientes de Dynkin. Para (1,0)

M1

M1 — o

M1 — o1 — Q2
Figura 3.5: Reconstruccién de la representacién de (1,0) de SU(3)

Como p1 —aq = (0, —?) yp—oq —az=(—3, %), obtenemos el diagrama 3.1.
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Si lo hacemos para (0,1).

12

H2 — Q2

M2 — Q1 — Q2
Figura 3.6: Reconstruccién de la representacién de (0,1) de SU(3)

V3

Como py —az = (0,%2) y p—oq — ag = (—3, —%), obtenemos el diagrama 3.3. Finalmente otro
diagrama que serd importante es el de (3,0)

3p1

31 — g

3pur — a1 — ao, 31 — 20

3p1 — 201 — a2, 3p1 — 3

3/1,1 - 20[1 - 20[2, 3,[1,1 - 30&1 — Q9

3#1 — 30&1 — 20&2

3/“ — 3041 — 3042

Figura 3.7: Reconstruccién de la representacion de (3,0) de SU(3)
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Si ahora hacemos la representacién en el diagrama de Cartan

Ho

° ° ° @ 311

@
3p1 — a1 Hy

Figura 3.8: Representacién de SU(3) (3,0)

C. Redondo
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Capitulo 4

El Camino Octuple. Isospin e
Hipercarga

4.1. Isospin e Hipercarga

La idea del isospin historicamente surge, de intentar ver cémo es la fuerza entre los nucleones
dentro del niicleo, y pensando viendo la similitud entre las masas del protén y del neutrén, que el
neutrén es un estado ligado de un protén con un neutron y las fuerzas nucleares surgen mediante
el intercambio de electrones, lo cual no es correcto. Sin embargo es innegable que el proton y el
neutrén son equivalentes respecto a la interaccion de la fuerza fuerte. De manera que si escribimos
como es un nucleén en el espacio de estados del neutrén y del protén tenemos

n) = (5) n) = (?) L INGn) = (Z)

Por lo que podemos ver que tanto el protén y el neutrén tienen las mismas propiedades de transfor-
macién que dos particulas de spin % bajo la fuerza fuerte. Asi que generalizando esto, podemos ver
que la fuerza fuerte tiene una simetria de transformacién bajo el grupo SU(2), por lo que podemos
introducir dos niimeros cuanticos I, I3 que se conservan bajo la fuerza fuerte. Al nimero cuéntico
I lo denotamos por ntimero de isospin.

Si observamos las propiedades de los bariones veremos que estas satisfacen la férmula de Gell-

Mann-Nishijima
B+S
Q=1+ — (4.1)

Donde B es el ntimero bariénico que vale 1 para los bariones, —1 para los antibariones y 0 para el
resto de particulas. Y S es el nlimero cudntico extrafieza que se conserva por la fuerza fuerte.

La suma de ambos niimeros es la hipercarga. Que también lo podemos ver como la tercera com-
ponente de una representaciéon de SU(2). Si juntamos todo esto y hacemos un diagrama para los
bariones, los mesones y los hadrones, en el que Hy = I3, Hy = @ Ademads de que viendo las
matrices de Gell-Mann y viendo sus relaciones de conmutacién con T3 que es la matriz que da
lugar a la tercera componente de isospin, vemos que la simetria SU(2) de I viene dada por las
matrices 17,75, T3 ya que cumplen las relaciones de conmutaciéon de este grupo. Si representamos
los diagramas, podremos ver que todos tienen se pueden ver como distintas representaciones de
SU(3), en el que para los bariones y mesones tenemos el diagrama de raices o (1,1) y para los
hadrones tenemos la representacién (3,0).
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Ho Hy
0 +
N. .P K ° CK
20_ ® E: Wc_ ® W:
H H
0 A ! 70 n 1
° ° ° o_
= =0 K- KO

Figura 4.1: Diagrama para los bariones Figura 4.2: Diagrama para los mesones

Ho
Ao AO. ° AT o ATt
Z*_' DIRUNED S H,q
E*_. L E*O
[ ]
0

Figura 4.3: Diagrama para los hadrones

Al igual que como vimos en el capitulo de SU(3) el hecho de que estas particulas se puedan
escribir como representaciones de SU(3), significa que podemos construir estas particulas como

productos tensoriales de las representaciones (1,0) y (0,1). Donde estas representaciones son los
quarks y antiquarks.

HQ H2

Hy Hy

Figura 4.4: Diagrama de quarks Figura 4.5: Diagrama de antiquarks

C. Redondo 22



CAPITULO 4. EL CAMINO OCTUPLE. ISOSPIN E HIPERCARGA

De manera que para obtener los bariones, mesones y hadrones es juntar varios quarks, lo que sig-
nifica que hay que hacer un producto tensorial.

Como para los hadrones tenemos una representacién fundamental (3,0) tenemos que hacer el pro-
ducto tensorial de (1,0) por si mismo tres veces. Y para los bariones y mesones al ser una repre-
sentacion (1, 1) hay que afiadir la posibilidad de que uno de los octetes esté formado por un quark
y un antiquark, haciendo el producto tensorial de (1,0) por (0, 1).

Las reglas para hacer los productos tensoriales estan basadas en los tableros de Young, que se han
visto en los capitulos anteriores, y son:

(n,m)@(n’,m") = (n,n';m,mYo(n—-1,7";m,m'-1)®(n,n'-1;m-1,m")®(n—1,n"-1;m—1,m'-1)®- - -

min(n,n’) min(m,m’)
(n,n'ym,m’) = (n+n',m+m)® > (n+n/=2i,m+m'+i)® > (n+n'+jm+m —2j)
i=1 =1

Por tanto las particulas subatémicas se obtienen como el producto tensorial de tres quarks
(1,0)® (1,0) ® (1,0) = [(2,0) ® (0,1)] ® (1,0) = (3,0) & (1,1) & (1,1) & (0, 0)
(1,0) ® (0,1) = (1,1) ® (0,0)
Un resultado importante de hacer (1,0) ® (1,0) es que los antiquarks (0, 1) se pueden formar como

la parte antisimétrica del producto de dos quarks, al menos en el espacio de sabor.
Usando los tableros de Young para construirlos.

(=0-C0=[]

Y viendo cuales son las posibles combinaciones de dos quarks para dar un antiquark tenemos que
en el espacio de sabor de SU(3)

1

jay =4 = 51ds) = ls)
dy == \g<|us> ~ |su))
== kuuco — |du))

4.2. Construccion de los estados

La forma de extender el espacio de estados de SU(3) es incluyendo en los estados de los quarks,
el spin de estos y el tipo de quark que son:

(lu), 1d), 15)): ([4):1=))

Ya hemos visto como construir los antiquarks en el espacio de sabor, ahora falta ver que al ser las
antiparticulas de los quarks, veremos de los diagramas 4.4 y 4.5 sus distintos valores de isospin
e hipercarga, para hallar su ntimero bariénico nos basta saber que los hadrones son bariones, por
tanto B = 1 y al estar formados por tres quarks el niimero bariénico de estos es % Como conocemos
ya el valor de la hipercarga, podemos ver cuanto vale la extrafieza S de los quarks, y con la férmula
de Gell-Mann-Nishijima 4.1 podemos calcular su carga eléctrica. Ademas los quarks son particulas
de spin %
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Quedando asi:

Quark B Q I3 S Y
1/3 2/3 1/2 0 1/3
/3 -1/3 -1/2 0 1/3
1/3  —1/3 0 -1 -2/3

-1/3 -2/3 -1/2 0 -1/3

-1/3  1/3 1/2 0o -1/3

-1/3  1/3 0 1 2/3

w Q8w &

Cuadro 4.1: Numeros cuédnticos de los quarks conservados por SU(3)

De manera que ya podemos calcular los estados usando los tableros de Young y saber sus propie-
dades por la tabla 4.1.

Empecemos con los hadrones, estos forman un triplete de isospin, por lo que estan formados por
tres quarks de spin % siendo asi que el estado de estas particulas debe de ser antisimétrica.

Eso hace que tengamos unas ciertas dificultades, ya que si calculamos el producto tensorial para el

espacio SU(3) de sabor. Obtenemos los siguientes tableros.

el Jel J=LL LT[ ]

Mientras que en el espacio SU(2) de spin.

el el J=LL ][ ]]

Donde el tltimo tablero de SU(2) se anula al cumplir el principio de exclusién de Pauli ya que no
podemos tener tres estados de spin 1/2 que sean antisimétricos.

Ahora podemos ver claramente que si imponemos que los estados sean antisimétricos, tenemos que
asociar el tablero completamente antisimétrico que sélo tiene un estado en el espacio de sabor con el
tablero completamente simétrico del espacio de spin que tiene cuatro estados posibles. De manera
que no conseguimos ninguno de los diagramas vistos anteriormente.

Para solucionar este problema tenemos que introducir el color.

El color es una propiedad de los quarks que también tiene una simetria de SU(3) al interactuar
con los gluones, que proporcionan la fuerza de ligadura entre los quarks.

Los estados de los quarks tienen un indice que va de 1 a 3

¢, i=1,2,3

La idea es que la interaccién de color junta a tres quarks en un estado bariénico o a un quark y
un antiquark en un estado mesénico. Por lo tanto al contraer las funciones de onda de bariones y
mesones

)

R
€ikd' P9 4G
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Como el tensor de Levi-Civita es antisimétrico, tenemos que para los bariones el estado de color
es antisimétrico y la parte de sabor y spin del estado debe de ser simétrica, mientras que para los
mesones formados por un quark tienen un producto escalar que es simétrico, por lo que al juntar
un quark y un antiquark tenemos que la parte de spin-sabor debe de ser simétrica también ya que
al juntar dos particulas de spin 1/2 tenemos un bosén.

Una vez resuelta esta dificultad, ya podemos empezar a calcular los estados.

Para los hadrones que pertenecen a un multiplete % de isospin, tenemos que usar el tablero de
Young que es completamente simétrico para poder construir los estados en el espacio de sabor, y
por tanto tenemos que usar el tablero de Young completamente simétrico en el espacio de spin.

e LLT]

Por lo que para los hadrones, en el espacio de sabor tenemos viendo el diagrama 77

|ATT) = = |uuu)

|IAT) = = \}gﬂuud) + |udu) + |duu)]
1

[ludd) + |dud) + |ddu)]

2
I
<
=~
=]
I

S

3

g

I
=
=~
=]
I
=
U
=

u

I
*
j
I
=]
]
I

4l

[Juws) + Jusu) + |suw)]

|32*0) = = \}6[’%18) + |usd) + |dus) + |dsu) + |sud) + |sdu)]
1
|27y = = —=|[|dds) + |dsd) + |sdd)]

3

S-S

I

*

=
Il

[1]

*

|

I
-] (=] [=]
o] =] [
-] =] 2]

I

[luss) + |sus) + |ssu)]

L (|dss) + |sds) + |ssd)]

Sl

3

B
|

Il
V2]
»
»

~

Y para el espacio de spin tenemos los siguientes posibles estados simétricos
o )
g,%) :: \}g[|++_>+‘+_+>+‘_++>]
e R Rt
EICI ol ol o

Si hacemos lo mismo para el octete bariénico, si queremos que sea simétrico tenemos que utilizar
los siguientes tableros de Young para construir los estados.
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| ® |

Ya que en ambos hay las componentes horizontales son simétricas entre si, mientras que las verticales
son antisimétricas, por lo que al hacer su producto tensorial no queda completamente antisimétrico,
para conseguir que lo sea, tenemos que definir algo parecido a un tablero de Young

Ant

Que lo que hace es antisimetrizar tanto en filas como en columnas. Y el estado formado por la suma,
de estos es completamente simétrico, mientras que la resta es completamente antisimétrica.

Los estados, los vamos a obtener para el peso maximo del spin, si quisiéramos obtener los estados
de menor peso deberiamos cambiar el signo + por el —.

Viendo el octete bariénico 4.1

LI 1 Hu|ul| | +|+ s |u |+
|E+,§,§)_\/§ - ‘@ — ‘+ - ‘ ® " ‘
— — Ant Ant

=& Sl -

(2funs) — [sus) — Jusu)) 21+ + =) — [~ ++) = [+ = +) + 3 (Ise)  Jusw)) (1= ++) ~ |+~ +))]

3

{luus) 2++ =) = |-+ +) — |+ —+)) + lusw) 2|+ —+) = |-+ +) — |+ + —))+

suw) 2=+ +) = [+ + =) = [+ = +))}

Para el resto de estados, no vamos a escribir los pasos intermedios, s6lo los tableros y el estado
final.

1 ][+ ]+ (] d]w] —T+]
| P, ) = ® + ®
\/ii ; Y Ant il Ant

= ?{’uu@ CH+-)=]—-++)—|+—+) +|udw) 2|+ —+) = |-+ +) = [+ + =)+
duu)(2]— ++) — [+ + =) — [+ — +))}

L1 1 Wald|_|+]|+ d -+
_ﬂu‘®‘+2‘®+‘

— — Ant Ant

V2
6
ludd)(2|= ++) = [+ + =) = |+ =)}

{lddu) 2|+ + =) = |=++) = [+ =) + |dud) 2|+ - +) = |-+ +) - [+ + )+

11 Lfld|d|_|+]|+ s|d — |+

,5,5)—5 - ‘®_ ‘+ y ‘ ® " ‘
— L Ant Ant

V2

T 6

[sdd)(2]=++) = [+ + =) = [+ = +))}

X"

{ldds) 2|+ + =) = |[= 4+ +) = |+ — ) + [dsd) 2|+ — +) — |[= + +) — |+ + =)+
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EOEE:L 33‘ ++‘ us‘ __|_‘
’ 7272> \/i » X — + - ® .
- - Ant Ant
_?{‘SSW CH++-)—|—++) —+—+) +|sus) 2|+ —+) - |—++) — |+ + )+

luss) 2=+ +) — [+ + ) = [+ —+))}

= L1 1 Wsls| |+]|+ dls — |+
=59 =75 : ‘@_ B . ‘At® . ‘At
I L1 n n

= ‘f {lssd) 21+ + =) = |= +4) = [+ =) +[sds) 21+ — +) = |[— ++) — [+ + )+
|dss)(2|— 4+ +) — [+ + =) — [+ — +))}

Para los dos tltimos hay que hallar una combinacién lineal que nos de que sea completamente anti-
simétrico, y en este caso lo méas facil es hallar como es uno de los estados y hallar las permutaciones
ciclicas. El primero lo podemos ver como las permutaciones ciclicas de los tableros Ant y el segundo
como las permutaciones ciclicas de los tableros normales.

|A,%,%>: sl d]ol [+ g(ls ] o (=]t

L] L v Ant * Ant
= af|uds) — |sdu) + |dus) — |sud))(2|+ + =) — |+ —+) — |— + +))
+ B(|sdu) — |dsu) — |uds) + |dus))(|— + +) — |+ — +))

o[

[(luds) — [dus))(l+ = +) = [= + +))

+ (Jsud) — |sdw))(|++ =) — [+ = +))
+ ([dsu) — |usd))(|= + +) = [+ + =))]

uld ++\+Bsd\ o (1= ]+]

S — U +
L L Ant Ant

= a(|uds) — |sdu) + |dus) — |sud))(2|++ =) — |+ —+) = |— + +))
B(|sdu) — |dsu) — |uds) + |dus))(|— + +) — [+ — +))

o

_l’_
w

= ?[(\uds> + |dus)) (2|4 + =) — |+ — +) — |— + +)) + (|sud) + |sdu))(2|— + +) — |+ + =) = [+ — +))
+ (Jdsu) + |usd))(2|+ — +)) — [+ + =) — |— + +)]

Ahora para calcular el octete mesénico volvemos a tener el mismo problema de la simetria, ya
que los antiquarks vienen de acoplar dos quarks. Mientras que la parte de spin es completamente
antisimétrica. Al menos en este caso, ya que vamos a construir el que tiene s = 0, hay otro octete
posible que tiene s = 1 y en este la parte de spin en completamente simétrica.

El tinico estado de spin es
1
N ES I TN
0.0) (=) = =4

Para resolver este problema vamos a antisimetrizar el espacio de sabor calculando
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Ant

Esto se debe a que al tener sélo dos particulas buscamos que el quark sea antisimétrico frente al
antiquark, por tanto al obtener el tablero tenemos que antisimetrizar en las dos direcciones.
Viendo el diagrama 4.2 para saber que quark y que antiquark conforman al estado, vamos a calcular
entonces los estados del espacio de sabor.!

s u *L sSuu) — |(usu = _u
= |2 | = o) = usa) = |
Ant
= d|u *L uu) — |ludu)) = |su
= | | = 5 v ~ fud) = )
Ant
0y = uld —(|w U = |5
0= | | = 5 udd) ~ | dud) = s
Ant
=[] 9 —=(|s sd)) = |u
)= |12 | = 5(sdd) —ldsa) = fua
Ant
) = ‘js\ = 5 ldss) — lsds)) = )
Ant
0y — u N _LU/SS—SUS :_3
SNk | = s~ lsus)) = I8
Ant
on_ [||luld 1 1 _
) = | ) = Sy sud) — s + ) = () — )
Ant

Para el tultimo estado vamos a hacer una combinacién lineal para obtener un estado ortonormal a

el de |70)

=L d|u = L aw) + |dd) — 2/ss
i = | gk | = =) + a0~ 2j)

Ant Ant

Ademas del octete existe un estado singlete que es ortonormal a ambos estados

no) = 7 (|aw) + |dd) + 55))

1A la hora de simplificar los estados de los antiquarks, tomamos todos como positivos, independientemente de
como hayamos definido los estados antes, salvo que tengamos un factor de fase que no sea global.
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4.3. Calculo de los momentos magnéticos

Finalmente queremos comprobar si la teoria funciona bien, para ello vamos a calcular los mo-
mentos magnéticos de las particulas que hemos hallado.
Para ello tenemos que utilizar:

3
2 . .
n= Z Hi Si, M = Qi Para cada quark, i=u,s,d (4.2)
o h

2mi

Y tenemos que hallar el valor medio de la componente z de p cuando estamos en la proyeccién
méxima del spin.

Si hacemos este cdlculo para los mesones, se ve de manera trivial que no tienen momento magnético,
ya que no tienen carga neta y su componente s, = 0.

p(mesones) = 0

Vamos a empezar por el decuplete bariénico en vez de por el octete ya que es mas sencillo, y vamos
a suponer que todos los quarks tienen la misma masa. Entonces

3 3 33 2
ATT) = (AT S Sl )| AT, 5, 0) = 2 3wk uk u o pisailuct, ut, ut) = B
i
Una vez calculado el primero, el resto se calculan de manera andloga, en el caso del decuplete es muy
sencillo, ya que como tenemos todos los spines + y el estado de color es completamente simétrico,
simplemente basta con sumar los momentos magnéticos de los quarks que forman la particula.?

Barién | Prediccién teédrica | Valor tedrico en py | Valor experimental en pn

AT RIT 5.586 4.52
AT 2ty + fig 2.793

A° 204 + iy 0

A~ 34 -2.793

¥xr 2y + s 3.114

»*0 P+ fhd + s 0.321

¥ 2uq + s -2.472

=0 2t + [l 0.642

= 2us + g -2.151

Q- 3s -1.83 -2.02

Cuadro 4.2: Valores tedricos de los momentos magnéticos del decuplete bariénico

Si lo hacemos para el octuplete el cdlculo es exactamente el mismo, pero vamos a mostrar como se
hace para el protén para que quede mas claro.

En este caso como el estado tiene permutaciones ciclicas, basta con calcularlo para una de ellas, ya
que en el resto daran lo mismo. Primero calculamos la accién del operador.

11 1
;stzl‘Pa 57 5) = % ;stzz[2‘u+7u+7d_> - \u—,u—l—,d—i—) - ‘U"—,U—,d‘i‘)]

_Ln
= %3

2E] como hallar los calcular los valores teéricos de los quarks viene hecho més adelante.

[2(2/'Lu - ,LLd)|U+, u+, d_> - Md|u_> U+, d+> - Md‘u+a u—, d+>]
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Multiplicando por 2(P,

ll’
R 272

1

=[4Q2pu — pa) + pa + pdl =

1
5 (44 — pa)

p(P) = 3

Y para calcular los valores de los momentos magnéticos de los quarks, vamos a suponer que tienen
la misma masa m, y como ya conocemos sus cargas

2 e 1l e
Mu_32mq7 :U’d_:us_ 32mq
Por lo tanto tenemos que p, = —2pq = —2p4.

Sabemos que el momento magnético del protén experimentalmente es u(P) = 2,793uy. Por tanto

1 3
§(4Uu - Nd) = iﬂu =2,793un

Obteniendo asi
p = 1,862un,  pra = ps = —0,931un

Si hacemos los célculos de la prediccion tedrica del octete (la mayoria de los cdlculos son muy senci-
llos ya que partiendo del calculo del protén podemos sustituir los diferentes momentos magnéticos
viendo los tableros de Young, ya que dan el mismo estado cambiando los quarks de las etiquetas),
tendremos que p(A) = ps = —0,931 tedricamente, pero experimentalmente falla siendo su valor
—0,61. Esto se debe a que la masa de s es distinta de la masa de u,d y teniendo en cuenta esta
correccion podemos hallar que nfb'zsd = 1,5516. Corrigiendo esto

u=1862un, pa=—-0931un, ps=—0,61pn

. Repitiendo los calculos que hemos hecho para el protén, obtenemos:

Barién | Prediccién tedrica | Valor tedrico en un | Valor experimental en ppy

P L (Apy — pa) 2.793 2.79
N 3(4pa — piu) -1.862 -1.91
A s -0.61 -0.61
»t (g — 115) 2.686 2.41
50| 3120k + pa) — ] 0.824

»- L4pg — ps) -1.038 -1.16
=0 i(4us fs) -1.434 -1.25
=" ;(4/15 q) -0.5033 -0.651

Cuadro 4.3: Valores tedricos de los momentos magnéticos del octete bariénico

Por lo que podemos ver un acuerdo con los valores experimentales.

4.4. Calculo de las masas

Con la correcciéon que hemos hecho antes podemos hallar las diferencias entre las masas de los
quarks.
Para ello partimos de que la fuerza fuerte se puede separar en dos partes, una de interacciones muy
fuertes que conserva la simetria de SU(3) y una medianamente fuerte que rompe esta simetria,
pero conserva el isospin y la hipercarga.

De tal manera que la masa de los quarks y de los bariones se puede separar en dos términos, un
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término debido a la interaccién muy fuerte que es provocado por las interacciones de los quarks y
el término de las interacciones medianamente fuertes contribuye con las masas de los quarks.

Hys = zmz
7

Ademsés de fisica nuclear [34], sabemos que la fuerza nuclear fuerte es muy dependiente del spin,
por lo que la parte de interaccién muy fuerte que conserva SU(3) serd distinta para las particulas
de spin distinto. Y tendra la forma siguiente, debido al acople del spin de los quarks

Hvs = Z i

my;m;
(pares)ij = ©

O'i‘O'j

Faltaria finalmente tener un cuenta la masa electromagnética de las particulas, que viene dada por
la interaccién entre las cargas de los quarks

Hem =0 Z Q’LQJ

(pares)i,j

Por tanto la masa de los multipletes de isospin va a ser la misma excepto por la masa electro-
magnética (Al estar formados por el mismo nimero de quarks ligeros y de quarks strange, las
contribuciones de H,s y Hps son las mismas). Haciendo que las masas de las particulas sean

m(P) = (P, s,ms|Hys + Hps + Hem| P, s,ms)

Si hacemos los calculos para los bariones de spin %, como en el espacio de spin su estado es [+ ++),
a la hora de calcular el valor esperado de 0;0; = h%[(sz +sj)% —s? — s?], que en este caso al tener

este estado, para todos los valores da que s; +s; =1, 5; = 5; = %

ﬁ[(si‘*‘sj) —s; —sjl[+++) :2[2—1—1] =[+++)
Por lo tanto podemos ver que las masas totales de los bariones de spin % haciendo el cédlculo con
los estados de estos, al igual que hemos hecho para los momentos magnéticos. (En este caso para

simplificar un poco m,, s = m; ya que son los quarks ligeros)

Barién Prediccion tedrica Valor tedrico en MeV | Valor experimental en MeV
ATF 3k 3my+ 30 1235.6 1232
l
At i—’% + 3my 1232 1232
A° 3k 4 3my - § 1232.9 1232
)
A~ 3K 4 3my + 5 1230.2 1232
)
* 1 2
yr+ k (m—? + mlms) + 2my + my 1382.80 1382.80
*0 1 2 4
by k2 + s ) F 2t ms — 5 1383.7 1383.7
STk (e s ) F 2 m 4§ 1381.9 1387.2
l .
=0 | k(o ) T 2ms g — § 1542.08 1531.8
B | k(o + ) F2ms i+ § 1540.28 1535.0
- 3k 4 3mg + 3 1708.04 1672.45

Cuadro 4.4: Valores tedricos de las masas del decuplete bariénico
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Para hallar los valores tedricos, necesitamos tres valores experimentales, dos de ellos de las masas
que no tienen un aporte de masa electromagnética para despejar las masas de los quarks y el valor
de k y la tercera para hallar el valor de §. Por ello comparamos los valores de m(A™) con m(X*1).
Para despejar la k y las masas de los quarks recordando que mg = 1,5516m;.

Despejando de ambas obtenemos

MeV M V
My, = mg = 350,693 ——, m, = 544,135 >,k = 7,26343 - 10°
C

MeV?3
6

Para hallar el valor de §, comparamos el valor de m(X*+) y m(3*Y), por tanto
6 = —2,7MeV

Pudiendo asi calcular el resto de valores tedricos.

Finalmente, podemos observar que hay una diferencia de unos 4MeV entre las masas de m(¥*7) —
m(X*0), al igual que sucede para m(Z*~) — m(Z*?) siendo mayor la masa que teéricamente deberia
ser menor debido la contribucién electromagnética. Esta diferencia se debe a que las masas de
los quarks up y down no son exactamente iguales, pero si que son lo suficientemente parecidas
para que la masa debida a la interaccion muy fuerte de ambas sea la misma, pero la interaccién
medianamente fuerte no. De manera que, si restamos las contribuciones de la fuerza fuerte a las
masas

MeV MV MV
Mg — My ~ 4 % 5 my, = 350,693 - my = 354,693 ——
C

Con esto ya podemos calcular las masas de los bariones de spin % v la de los mesones de spin 0.

Barion Predicci(’)n tedrica Valor teérico en MeV /c? | Valor experimental en MeV /¢
P —m— + 3my 872.16 938.272
l

N — 35 +3my — § 873.06 939.565
my

A |4k ( 7 — o ) +2my +mg — S 1151.78 1115.683
l S

=+ Ak ( — msml) + 2my + m 1150.88 1189.37

S0 | Ak e — i ) 2mu+ms — § 1151.78 1192.642
l S

ST | 4k ﬁ — ok )+ 2my g + 4 1149.98 1197.45

B0 | 4k (g — ) T 2ms g — § 1310.16 1314.86

BT | 4k (g2 — ) +2ms 4§ 1308.36 1321.71

Cuadro 4.5: Valores tedricos de las masas del octete baridnico

Finalmente haciendo lo mismo para el octete mesénico, teniendo en cuenta que las masas de los
quarks y los antiquarks son iguales. Ademds que su estado en el espacio de spin es el |0,0). Y
tenemos que volver a calcular el valor de k ya que la fuerza de la interacciéon entre un quark y un
antiquark es distinta. En este caso vamos a utilizar la masa del pién 7 para calcularla.

3k 26 MeV
)= g2+ G = 130,57 —

my

M 3
k= 2,3007 - 107 1O

m(m
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Mesén Prediccion tedrica Valor tedrico en MeV | Valor experimental en MeV
nt — oz t2mi+ 5§ 139.57 139.57
K+ — iy ms + 532.526 493.677
K° — ey m — 533.426 497.614
" — e T2+ R 139.57 139.57
K- — i my +m + % 532.526 493.677
K’ — gk oy my — 533.426 497.614
70 ~ gz T2 = 3 140.92 134.976
ne | —% (n}blg + 732) + 2 (2my +4my) - ¢ 617.276 547.862

Cuadro 4.6: Valores teodricos de las masas del octete mesénico

4.5. Transiciones Radiativas

Finalmente queremos calcular las probabilidades de que los bariones de spin % decaigan en ba-
riones de spin % emitiendo un fotén P(Biy — Bg + 7).
Para ello, tenemos que el decaimiento esté caracterizada por el momento magnético, y el Hamilto-
niano que da cuenta de la interaccién es:

Hr=p-B=DBpu-(kAZ)) Alser el campo magnético B = iAg(k A &y)e’kr=«1)

Donde k es la direccién de avance del campo y &) son las dos direcciones de polarizacién de los
fotones.

Por tanto la probabilidad de que una particula decaiga en otra es

P(Big — Bs +7) = |(Biolu - B|Bs)|?

Hay que tener en cuenta que a la hora de hacer el cdlculo hay que sumar las distintas polarizaciones
de los fotones, ya que no sabemos cual vamos a obtener en el fotén, al igual que con los spines
finales por el mismo motivo. Ademés de que hay que hacer el promedio del spin de los estados
iniciales ya que vamos a suponer que las probabilidades de obtener un cierto estado de spin inicial
son equiprobables. Por tanto.

1 3
P(Bio — Bs+7) = 1 > \(Blo, ;|- B\B& 5 m)[?
m,m/ \
Primero vamos a calcular la suma sobre las polarizaciones de los fotones.
3 . 1 9
Z‘<B107 iam ’Bﬂ' . (k A 6/\)’B87 57 m>‘ -
A

1
m/ |10} + paoh + pso| Bs, 5

N A m 3
ZB2(g)\/\]{j)l(€)\/\k') (Bio, = 2,m)

)
3 2
1 m m m 3 /
<B87 §7m!M101 + p20y" + 303 ‘B107 §vm >
Si hacemos la suma de las componentes vectoriales, utilizando el tensor de Levi-Civita

S B\ nk) (Ex A k)" Zem €™ Xk
A
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Como en el gauge que hemos elegido €y - k = 0. Tenemos un triedro ortogonal formado por los

vectores €1 1L €9 1 k. Por lo que
kPE4
Z ~D Aq — §P9 _
k2

Sustituyendo esto en la ecuacién anterior, obtenemos

kPE®

2/ lia m _ I _m S
ZB (ExNE)(ExNE) = € p4€ o (0P° — 2

A

T gkt

Por las propiedades del tensor de Levi-Civita, el segundo término del paréntesis contribuye a un
(knk)?2
k2

, de manera que se anula. Y usando mas propiedades (eijkequ =467 5jq — 6,96 jp )
Y B\ Nk (Ex A K)T = €5 €M kU = (616, — 6,8,k = 6"k — KT

Obteniendo asi

B2 3 3
P(BIO — BS +’Y) - T Z [k2<B10) 5,7’7/‘[1:‘38, ) ><BS) m|ll‘|B105 2a />
3 1 1 3
- <B107 §a m/‘k . “’BSa 57 m><BS7 57 m|k : “‘B107 57 m/>]

Donde como los estados son simétricos tanto en | By, %, m’), como en |Bs, %,m). De manera que
podemos sustituir g por 3u; en vez de por py + py + ps.

9B? 3 1 1 3
P(Bl() — BS + ’V) - T [k2<310, 57 m/|ll'1|BS, 57 m><387 §7m|ﬂ'1|3107 §7ml>
m,m/’
3 1 1 3
- <B107 iam/’k : “1|B87 §7m><B87 57 m‘k : :u'l‘Bl()y iam/”

Si separamos la parte de sabor y la parte de spin para ver como actua el operador p; = 2u107

3 3
| B1o, 5’ml> = |B1o) ® |§,m/>

B gm) = (1Bl @ [5m)s + B © 5.m) 0
Sustituyendo queda
P(Bio — Bs +7) = —— Z B1o, ,m |M1|Bs7 5 M)S S(Bsé,m|ﬂ1|310,;m'>
3

3 1 1
+ k2<Blov ivmlvl‘l‘BSa 53m>A A <387 57

3 1 1 3
- <Bl()7 §am/|l"‘1 : k|387 §7m>5 S <B87 §7m|l'l’1 : k‘Bloa §>m,>

m|y‘1|B107 57 m,>

3 1 1 3
- <Bl()7 §7m/|)u'1 ' k|B8> §’m>A A <BS7 5) m’l"‘l : k|Bl(]7 §7m/>
3 1 1 3
+ 2k2<3107 57 m,‘ll’l‘Bfga 57 m)S A <B87 57 m’ll’l‘BlOa 57 m,>

3 1 1 3
- 2<Blo, iym/’lh : k’BS, bR m>S A <B& ivm‘lh : k‘Bw’ §,m’>]
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Ya que en los dos dltimos términos, tenemos que al aplicar los operadores p; y pq - k

3 131 1 1 131 3
Bio, o, m! Bs, - Bs, - Bio, 2, m/) =
< 10,2’m‘{/£1‘k}| 8727m>5 A< 872’m‘{/£1‘k}| 10727m>

3 7 1 1 u 3
§7m/| ! |BS)7)m>A S<B8777m| ! |Blou 7 />
By -k 2 2 Ky

Desacoplando los elementos del espacio de sabor y del espacio de spin (Hay que tener cuidado, ya
que g = po, y lo vamos a afiadir ahora que lo separamos)

== <Blo)

31

9B
P(Bio — Bs +7) = 72 Biolp1|Bs)i j (Bs|p1|Bio) F (2 36 J 7)

).]

Donde i,j = A, S Para calcular los productos escalares de la parte de spin, utilizamos el teorema
de Wigner-Eckart [J].

3 1 3 3 1 1 3
F 59 2.7 Z k2 m|01| >Zj<§vm|al|§am/>_<f m']k-0'1|§,m>ij(i,m|k-01|§,m'>

27
m,m/

Teorema 4.5.1 (Wigner-Eckart). Los elementos de matriz de operadores tensoriales con respecto
a los autoestados del momento angular satisfacen

1 (k) ;
1ot (ke . s ST (o, 3| T |ev, )
(o, 7", m| TP |a, j,m) = (G, ksm, ql, ks §',m/) T

Donde el elemento de matriz con una doble barra, indica que es independiente de m,m/’, q.

De tal manera que debemos de expresar el operador en sus componentes esféricas para tener en
cuenta la conservacién del momento angular. (Ya que al estar trabajando en el espacio de estados
con esta representacion, tenemos que los estados son propios del operador momento angular total.
Ya que trabajamos con las representaciones irreducibles del tensor, que en este caso al ser de orden
1, esta representacién son las componentes esféricas.)

Las componentes esféricas de un operador vectorial, son iguales a los armonicos esféricos de un
vector

AY =4, A*! (A +iAy)

Haciendo que el producto escalar en coordenadas esféricas sea

A B= Z 1)mA™BT"

Por lo que haciendo el producto escalar, con las componentes esféricas

31 2 1 03
F(§»§,Z,] Zn;n, Zk |0! m); <2,m]alq|§,m’>
- =3 1 = 3

- ST o 1) (ol )
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Donde el segundo en el segundo sumatorio dentro del corchete sélo contribuyen los términos g = g,
ya que este término es un producto escalar. Haciendo

31 1 —g3
(21— 2(_1)4 q2
iyt = 3[R0l mbe s Golai ")
—q,3 1 3
~ KU o 5 m) (o] )|

Si aplicamos ahora el teorema de Wigner-Eckart, y utilizamos los simbolos 3-j de Wigner [35] para
representar a los coeficientes de Clebsch-Gordan por conveniencia

(j1, jo;s m1, maljs, mg) = (—1) 71273 /25 + 1 (‘h J2. J3 )

mp m2 —mMm3

Obteniendo asi (Cuidado con la notacién que el x simplemente indica una multiplicacion.)

31 3 1 1 3
S50 = Gllallz)e s Glloall5)

s (11 1Y (11
_1)49(_— —-m(__ —m
X Z [k( D(=1) (=1) (—m’ g m (—m —q m/>

/
m,m’,q

—(=1)3/Fm (=)L /2 3 L3 3 13
-m' —q m]\-m q m

Usando las propiedades de los coeficientes
3 1 1 3 3 1 1 3
2 Loy _ (2 1 3 2 b og\_ (2 1 3
-m' q m -m —q m']’ -m' —q m -m q m
31

. 3 1 1 3
S griod) = Glloall3 s Gllonlly) 3

’
m,m’,q

F(

F(

SN}\»—A
Q=
N——

Y usando la propiedad

3 gvog2 g3\ (Jn d2 o g3\ _ 003, 43)0(ms, my)
mip Mg Mms3 mi Mo mg 273+ 1

mi,m2

Obtenemos

31

o131 1.3 2 dran—a\ 2,23, 1, 1. 3
F(2,2,m>—3<2||al||2>z]<2||olr|2>;(k + ()HE) = = 2Rl 5 5 (G llonl5)

Solo nos falta hallar los elementos de matriz reducidos, donde vamos a tener que
1 3 3 1
s Gllonll5) =~ llonl )

Ya que si analizamos el término de 0¥, como las componentes de la matriz son niimeros reales, al
hacer el conjugado hermitico el resultado es el mismo

(2wl mie = ¢ (g mlof] 3, m)
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Y usando el teorema de Wigner-Eckart
3 3 1 [ 2 11
(3 \01\* m); = <§H01H§>z‘(—1)3/2 " <_fn/ 0 %)

1 03 1 3. o-m | 3 1 3
z<5,m|01|§,m>—<§H01H§>z( 1) m 0 m

Usando las propiedades de los simbolos 3j, tenemos que

3 1 1 L1 3 ,
w0 om) = \em o ) FOETMEM

Haciendo que para que se cumpla la igualdad, requerimos que m = m/, e igualando
—m,O 1 _ 1 3 1 3 3 1
(¥ ol = (DY Cllonll5) — s llanll) = —{llanll5):

Obteniendo finalmente que

PG i) =2 Cllonllg)idaliolly);

Haciendo que la probabilidad sea

S [(Buolt Bs)s 5 (Bslir Buo) Clloul )i o151

1,

3B2k?

P(Bio = Bs+ ) =

Donde podemos calcular los elementos de matriz reducida utilizando el teorema de Wigner-Eckart.

<2 ;\ 1|; ;> —\}g[<++—+<+—+\+< —i——l—\]alz\[[H— |- ++>]_56
31104 (11
:*QLQW;QQHSMA=jaﬂmM> = Clloliz)a =2

Bl o1
3L ol ly 1
221911979/ = 1

1.1 31 E&elld)s 1 3 1
—(Z.1:Z2.0/2. = # = e —
(515,005 57 \f< lloll5 > = (Gllowll5)s

1 2
[H+fHH7+HF++Wuﬁ#H+f%+~%HfH7+H=55

_ 2
V3
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos visto en detalle distintas aplicaciones de la teoria de grupos en fisica, ya
que este es un tema que, en particular, no se estudia mas que de refilon en ciertas asignaturas.

Teniendo en cuenta lo que hemos visto en los capitulos anteriores, podemos ver a primera vis-
ta, la utilidad de la teoria de grupos en la fisica, como hemos visto a lo largo de la introduccion,
siendo el mas relevante el teorema de Noether en mecédnica y en las teorias de campos. En el resto
del trabajo hemos hecho una construccién de las representaciones de pesos y raices de manera
general, utilizando un ejemplo sencillo como es SU(2). Posteriormente hemos realizado la misma
construccién para SU(3), poniendo un énfasis especial en los casos que posteriormente serian rele-
vantes.

Ya que mediante la existencia del isospin y de la hipercarga, podemos darnos cuenta de manera
natural de que el espacio de sabor de las particulas fundamentales, ya que los diagramas de Cartan
las particulas son los mismos que los diagramas de SU(3), llevdndonos esto a la existencia de los
quarks como entidades que forman a las distintas particulas, ademéas de la existencia del color,
una propiedad que deducimos gracias a la simetria de los estados y es la responsable de que las
particulas elementales se agrupen de la manera en la que lo hacen.

Conociendo el modelo quark, podemos construir los estados de las diferentes particulas elementales,
en base a las representaciones fundamentales de SU(3) en el espacio de sabor, que son los quarks.
El conocer los distintos estados nos lleva a poder conocer las distintas particulas elementales, asi
como sus propiedades.

Déndonos predicciones que se ajustan bien a las medidas experimentales [1, 2], tanto para los
momentos magnéticos y para las masas. Asi como también hemos calculado la probabilidad de
transicion de un barién del decuplete a un barién del octete emitiendo un fotén mediante el teore-
ma de Wigner-Eckart [5].

Sin embargo no todo es perfecto, ya que los tultimos desarrollos de la fisica de particulas nos
llevan a la existencia de nuevos tipos de quarks [36, 1].

No sélo eso, ademds para ver la dindamica de particulas debida a la interaccién fuerte, no podemos
utilizar la electrodindmica cuantica, ya que los nuevos desarrollos tedricos indican que la fuerza
fuerte no estd mediada por el intercambio de mesones entre particulas como se crefa antes [14],
sino que estd mediada por los gluones al intercambiarse entre quarks, donde estos son las particulas
responsables de mantener a los quarks unidos [37].

Por lo que se ha llegado a una nueva teoria para dar cuenta de esta dindmica, esta teoria es la
cromodindmica cuédntica [38].

Y a dia de hoy sigue siendo un tema de investigacion abierto.
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