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Introduccion

Esta memoria se enmarca en la realizacion de un trabajo de fin de méster
y tiene como objetivo estudiar ciertos aspectos de las resoluciones de ideales
monomiales, centrandonos en una técnica que ha surgido recientemente, y
que es la de estudiar dichas resoluciones desde un punto de vista topoldgico
combinatorio, que da lugar a las resoluciones celulares que aparecen en el
titulo.

Dentro de la teoria de las sicigias graduadas, juegan un papel muy im-
portante las resoluciones libres minimales graduadas de ideales monomiales
en el anillo de polinomios. La importancia de su estudio fue remarcada por
Kaplansky a principios de los anos sesenta, y ha recibido un fuerte impulso
tras ciertas obras que han conectado dichas resoluciones con aspectos combi-
natorios, como son los libros de Stanley y de Bruns y Herzog ([BH]), aparte
de los muchos articulos recientes que han surgido en las iltimas dos décadas,
y de los cuales trataremos algunos.

Este trabajo constituye una continuacion natural del trabajo de fin de
grado [Mar|. Tener dicho punto de partida nos permitird llegar en breve
a resultados de actualidad, y que desarrollaremos en los tres capitulos. En
el primer capitulo, tras introducir algunos conceptos que no aparecian
en [Mar], veremos la relacién que hay entre los invariantes de un ideal ho-
mogéneo y su ideal inicial, y que dan otra motivacién para estudiar los ideales
monomiales. Finalmente, daremos dos ejemplos de familias de ideales mono-
miales que son bien conocidos en la actualidad, pero que siguen en el punto
de mira de la investigacién en este campo (como demuestran los articulos
[HT]|, [Mer|, [DM] y [Goo]), y que son los ideales estables y estables
libres de cuadrados, y de los que los ideales Borel-fixed son un caso par-
ticular en caracteristica cero. En el segundo capitulo, introduciremos los
conceptos combinatorios clave en relacion a las resoluciones celulares. In-
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troduciremos los complejos simpliciales y los celulares, y veremos otras de sus
aplicaciones, como la correspondencia de Stanley-Reisner. Finalmente, en
el tercer capitulo, presentamos una técnica que ha sido usada en topologia
algebraica practicamente desde sus comienzos, que es la de mapping cones,
y que ha tenido un impulso en la teoria de resoluciones monomiales en la ac-
tualidad gracias a varios articulos recientes. En particular, presentamos dos
articulos, [HT] y [DM], en los que se da una resolucién que generaliza la de
Eliahou-Kervaire, y que resulta ser celular.



Capitulo 1

Ideales monomiales y
multigraduaciones

Los ideales monomiales del anillo de polinomios S = k[z1, ..., z,] jue-
gan un papel muy importante en Algebra Conmutativa. Esto es debido a
varios hechos. Por un lado, a la estrecha relaciéon que hay entre un ideal [
y su ideal inicial in([/), pues conocida la resolucién libre minimal graduada
o algunos invariantes de uno de ellos, se pueden obtener ciertas propiedades
para el otro (por ejemplo, cotas para los invariantes). Y por otro lado, recien-
temente se ha establecido una estrecha relacién entre los ideales monomiales
y la combinatoria. Esta relaciéon comenzé con el estudio de la correspon-
dencia que hay entre ideales monomiales libres de cuadrados y complejos
simpliciales, debido a Richard Stanley y Gerald Reisner en los anos setenta.
Sin embargo, a finales de los anos noventa se dio una vuelta de tuerca mas,
y se inici6 el estudio de ideales monomiales a través de complejos celulares,
como veremos en el segundo capitulo.

Por otro lado, muchos conceptos, como el de graduacién, se especializan
para el caso de ideales monomiales. En este capitulo estudiaremos varios
resultados relativos a ideales monomiales y veremos algunas relaciones entre
un ideal y su ideal inicial. Finalmente, veremos cémo para cierta familia de
ideales monomiales, los llamados ideales Borel-fixed (y méas generalmente,
los ideales estables), se conoce explicitamente su resolucion libre minimal
graduada y, por tanto, todos sus invariantes. No daremos ain la prueba de
que el complejo que introducimos es de hecho una resolucién (lo veremos en
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el capitulo tercero), pero veremos cudles son sus consecuencias inmediatas.

El punto de partida de este primer capitulo serda [Mar]|, donde aparecen
la mayoria de requisitos previos que necesitaremos para esta memoria. Por
tanto, citaremos si es necesario, pero sin repetirlos, algunos de los resultados
que ahi aparecen y que necesitemos. Por otro lado, varias referencias que
incluyen los requisitos y muchos de los resultados de este capitulo son [Eis],
[Pee| y [MS].

Notacion. La notacién que usaremos a lo largo de toda la memoria sera la
siguiente:

N=1{0,1,2,3,...},
k serd un cuerpo,
char(k) su caracteristica, en principio arbitraria,

S el anillo de polinomios k[zy,...,x,] (el contexto nos dira cual es n, el
nimero de indeterminadas),

a=(ay,...,a,) los elementos de N,

la| = a1 + ... + an,

x* =7 - 2% los monomios de S,

f =>" Xax® serd un polinomio genérico de S,

m serd el ideal maximal homogéneo de S, es decir, m = (z1,...,2,), ¥
rank(M) serd el rango de un R-mdédulo libre M, sobre el anillo R.

Ademas, normalmente los elementos de S™ se escribiran en negrita.

1.1. Multigraduaciones

Como se ve al comienzo de [Mar]|, una propiedad importante del anillo de
polinomios es que admite una graduaciéon natural, denominada graduaciéon
estandar. Dicha graduacion es la que surge al trabajar con polinomios ho-
mogéneos, entre los cuales estan los monomios. Sin embargo, para tratar
ideales monomiales, es conveniente introducir una graduaciéon mas refinada.
Pero antes, veamos la definicién general de graduacion sobre un anillo, que
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1no es mas que una generalizacién de [Mar, definicién 1.1] (ver también [Eis,
Section 1.5]).

Definicién 1.1. Sean R un anillo y N un monoide conmutativo (es decir, un
semigrupo conmutativo con elemento neutro). Diremos que R es graduado
sobre N si existen subgrupos { R, }men de R tales que

1. R=@p,,.nx Rm (como grupos), y
2. Ry Ry C Ryypmr, Y, m' € N.

Analogamente, si M es un R-mddulo, se dice que es graduado sobre N si
existen subgrupos suyos {M,, }men tales que

1. M =@,,.n My (como grupos), y
2. RpyM,, C My, Ym,m’' € N.

R,, vy M,, se denominan componentes homogéneas m-ésimas de Ry M,
respectivamente, y a sus elementos, f, elementos homogéneos o formas
de grado m de R y M, respectivamente.

Si f € R, se escribe de forma tnica como f = ) f, con f, € R,
v fm = 0 salvo para una cantidad finita. Decimos entonces que f,, es la
componente homogénea m-ésima de f. Andlogamente para moédulos.

Si denotamos por 0 al elemento neutro de N, vemos que de RyRg C Ry
se deduce que Ry en realidad es un subanillo de R, y de RyR,, C R,, se
deduce que cada R,, es un Ry-moddulo, y la suma directa es suma directa de
Ro-médulos. Analogamente para médulos.

Tomando R =S y N =N, vemos que S es graduado sobre N utilizando
la graduacién estandar. Ahora consideremos N = N". Entonces, obtenemos
una graduacién de S sobre N" dada por:

Sa = {ax*/a € k} = (x*)y,

o equivalentemente, dada por la asignacién de multigrados mdeg(z;) =
e;, donde e; es el vector i-ésimo estandar de N". Esta graduacion de S se
denomina multigraduacion o N"-graduacion estandar.
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Observemos que los elementos homogéneos de S para esta graduacion son
precisamente los monomios, y mdeg(x®) = a. Dado un S-médulo multigra-
duado M y a € N", podemos definir igualmente la graduacién desplaza-
da o trasladada (shifted) con desfase (shift) a, como M(—a) tal que
M(—a)p = Myp_a, donde se define M, = 0 si ¢ € Z" tiene alguna compo-
nente negativa. Es decir, los grados de M (—a) son los mismos que los de M,
pero comenzando en grado a.

Aunque no sea costumbre, por comodidad utilizaremos a veces una no-
tacién monomial para denotar los multigrados. Es decir, en lugar de usar el
monoide N, pasamos a usar el monoide formado por los monomios de S,
{x*/a € N"}  junto con la operacién de multiplicacién. Con dicha notacién,
escribiremos la graduacién trasladada como M (x®) = M(—a). Por ejem-
plo, S(x*) & S(xP) = S(—a) ® S(—b), y dirfamos que e; tiene multigrado
mdeg(er) = x*

Por otro lado, se suele decir que esta N™"-graduacién es una graduacién
refinada de la estandar, lo cual es debido a que

Si=@ 5% y M= M.

|a|=i lal=i

Pasemos ahora a ver cémo muchos de los conceptos y resultados relativos
a la graduacién de S sobre N se traducen a la multigraduacion. Por brevedad,
tratamos conjuntamente el caso de ideales y médulos sobre S, y no damos las
demostraciones debido a que son las mismas que aparecen en [Mar, Capitulo
1] para la graduacién sobre N.

Proposicion 1.2. Sea N un submddulo de un S-mddulo multigraduado M =
DB.cnn Ma. Son equivalentes:

1. St m € N, entonces toda componente homogénea de m estd en N.
2. N =@, cnn Na (como grupos), donde Ny = N N M,.

3. N estd generado por sus elementos homogéneos.

A todo submddulo que cumpla estas propiedades se le denomina submaodulo
multigraduado de M, y es un maodulo multigraduado con la graduacion
heredada de M, N = @, n Na-
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Vemos, por tanto, que los ideales multigraduados de S son exactamente
los ideales monomiales, y los submédulos monomiales de S™ (ver [Mar,
definicién 3.8]) son multigraduados, con la graduacion dada por mdeg(x®e;) =
a, pero hay submoédulos multigraduados que no son monomiales. También
observamos que todo cociente M /N, donde M y N son ambos multigra-
duados, vuelve a heredar de forma natural una multigraduacién (ver [Mar,
proposicién 1.14]).

Se definen igualmente los homomorfismos multigraduados, los com-
plejos multigraduados y las resoluciones multigraduadas (ver [Mar,
1.15, 1.25 y 1.32]). Observamos igualmente que nicleos, imagenes y conticleos
de homomorfismos multigraduados son de nuevo moédulos multigraduados
(ver [Mar, proposicién 1.16]). Se obtiene de nuevo que todo médulo multi-
graduado admite una resolucién libre minimal multigraduada, es decir,
una resolucién libre multigraduada que verifica que d;11(F;11) C mF;, para
1 > 0, donde F; son los médulos libres de la resolucion y d;, las diferenciales.
La construccion funciona igual debido a que tenemos un lema de Nakayama
multigraduado, donde observamos de nuevo que el ideal m = (z4,...,x,)
es multigraduado y todo ideal propio multigraduado esta contenido en él.

Lema 1.3 (de Nakayama multigraduado). Sean J un ideal propio multi-
graduado de S y M un S-mddulo multigraduado. Se cumple que:

1. Si M = JM, entonces M = 0.

2. 5% M = JM + N, donde N es un submodulo multigraduado de M,
entonces M = N.

Demostracion. Igual que en el caso graduado, basta ver 1, pues para 2
tomamos M/N. La prueba es esencialmente la misma que para el caso gra-
duado, pero ahora necesitamos considerar un orden monomial < en S, que
es un orden en el conjunto de multigrados. Si M # 0, tomamos m un gene-
rador homogéneo de multigrado minimo (para <) de M, entonces m € JM,
y como los elementos homogéneos de J tienen grados no nulos, llegamos a la
contradiccién mdeg(m) > mdeg(m), para el orden monomial elegido. O

Y como consecuencia, obtenemos los resultados que habiamos anticipado:

Teorema 1.4. Sea M un S-mdédulo multigraduado finitamente generado.
Entonces:
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1. Si{my,...,m,} es una base del k-espacio vectorial M = M/mM, con
m; un elemento homogéneo de M, entonces {mi, ..., m,} es un sistema
minimal de generadores homogéneos de M. Ademds, todo sistema mi-
nimal de generadores homogéneos de M se obtiene de esta forma.

2. Todo sistema minimal de generadores homogéneos de M tiene p ele-

mentos, y de los cuales, dimy(M,) tienen multigrado a.

3. Si M es libre y {m1,...,m,} es un sistema minimal de generadores ho-
mogéneos, entonces forma una base y, por tanto, existe un isomorfismo
multigraduado S(—a;) & ... H S(—a,) = M.

4. La resolucion libre minimal graduada de M coincide con su resolucion
libre minimal multigraduada y, por tanto, toda resolucion libre multi-
graduada de M es suma directa de la minimal y un complejo multigra-
duado trivial corto (ver [Mar, 1.37 y 1.38]).

Demostracion. Los apartados 1, 2 y 3 se demuestran de la misma forma que
en el caso graduado (ver [Mar, 1.18 y 1.19]). En cuanto al cuarto apartado,
la resolucién libre minimal graduada de M se construye tomando en cada
paso (en M o en los nucleos sucesivos) un sistema minimal de generadores
homogéneos para la graduacién sobre N (ver [Mar, 1.33 y 1.36]). En el caso
multigraduado, se pueden tomar dichos generadores multigraduados, de tal
manera que la resolucién que se obtiene es multigraduada. Dicha resoluciéon
cumple igualmente (por [Mar, 1.36]) la condicién d;;i(F;+1) C mF;, para
i>0. O

Observamos que, como caso particular del segundo apartado de este teo-
rema, obtenemos que todo ideal monomial de S (o todo submédulo monomial
de S™) admite un tnico sistema minimal de generadores monomiales. Este
hecho se puede probar también de forma elemental (ver [Mar, corolario 3.11])
o viendo que un sistema minimal de generadores monomiales no es méas que
una base de Groebner reducida (para cualquier orden monomial, ver [Mar,
teorema 3.26]).

Por otra parte, los invariantes numéricos definidos para ideales y modu-
los graduados sobre N (ver [Mar, 1.42 y 4.1]) pueden refinarse para el caso
multigraduado:
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Definicién 1.5. Sean M un S-mdédulo multigraduado finitamente generado
y (F,d) su resolucién libre minimal multigraduada. Se definen los siguientes
invariantes:

1. Los nimeros de Betti multigraduados de M (sobre S) son los
ntimeros 37,(M) = ¢; ., donde F; = @@ S(—a)%a (87, (M) < oo,

acN"» i,a
pues F; es ﬁmtamente generado).

2. La funcién de Hilbert multigraduada de M es la funcién Hilb,, :
N" — Z definida por Hilby,(a) = dimg(Ma,).

3. La serie de Hilbert multigraduada de M es la serie

Hy(zr,.own) = Y dimy(Ma)x® € Z[[ay, ..., 2],

Observemos que, si M = I es un ideal monomial, las funciones de Hilbert
de Iy S/I tienen llegada en {0,1} y lo tnico que indican es qué monomios
estan en [ y S/I. Por tanto, observamos que:

a
Hi(zy, ..., 2, E x* 'y Hgi(zr,...,2,) = E x2.
xael xa¢]
En particular, se obtiene facilmente por induccién en n que

1
Hs(.xl,..., ZX = 1_1:1) (1_$n>.

acNn

Por otra parte, el hecho de que la graduacién sobre N” refine a la graduacion
sobre N se traduce en términos de ntimeros de Betti y serie de Hilbert en lo
siguiente:

= BL(M) vy BI(M Z (M) =>"

la|=p aeNn

y, por otra parte,
Hy(t) = Hy(t, ... 0 1),

que, aplicado a M = S, proporciona la serie de Hilbert graduada de S (ver
[Mar, proposicién 4.4], donde aparece una demostraciéon diferente):
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Por 1ultimo, finalizamos esta seccién observando que se obtiene igualmente
una descripcion de los nimeros de Betti multigraduados en términos del
funtor derivado Tor (ver [Mar, proposicién 2.14]):

Proposicion 1.6. Sean M y N dos S-modulos multigraduados. Entonces:

1. Tory (M, N) es un S-médulo multigraduado de forma natural.

2. Si M es finitamente generado, entonces (7, = dimy,(Tor? (M, k)a).

Demostracion. 1. Dada una resolucién libre multigraduada (F,d) de M,
tenemos que (F® N,d ® Idy) es un complejo multigraduado dado por
la graduacion:

<E®N)a: @ (Fi,b®Nc>'

b+c=a
Ahora, como Tory(M,N) = H;(F ® N) es un cociente de médulos

multigraduados, hereda una multigraduacion de forma natural.

2. Sea (F,d) la resolucién libre minimal multigraduada de M. Si escribi-
mos Fj 5 = SPialM) tenemos que

(F; @s k)a = Fia ®s k = 8% @ = =00,

Como F es minimal, se tiene que d;y1(F;;1) C mE;, por lo que la
diferencial del complejo (F ® k,d ® Id;) es nula y Tor? (M, N), =g
kPiaM) - de donde se deduce el resultado.

]

Observacion 1.7. Debido a que el complejo de Koszul es la resolucion
libre minimal multigraduada de & = S/m (ver [Mar, teorema 2.32]), vemos
que:

B2 (M) = dimy(Tor? (M, k)a) = dimy(H;(K(x1, ..., 2,) @ M)a).

i,a

1.2. Diagramas de Betti

Los nimeros de Betti de un S-médulo nos proporcionan gran parte de
la informacién almacenada en su resolucién libre minimal graduada, pues a
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partir de ellos obtenemos los mddulos libres de la resolucion (faltarfa deter-
minar las diferenciales). En el caso multigraduado, los nimeros de Betti
multigraduados proporcionan mas informacién, pues las diferenciales ven-
dran dadas por matrices cuyos coeficientes serdn monomios, y estos, si son
no nulos, vendran dados por los multigrados de los elementos de la base de
los moédulos libres de la resolucion.

En todo caso, para muchos S-mddulos no se conocen explicitamente todos
sus numeros de Betti, pero si que se pueden obtener cotas. Si M es un
S-médulo graduado finitamente generado, sabemos (por el teorema de las
sicigias de Hilbert, ver [Mar, 1.47, 1.48, 2.33 6 3.40]) que su resolucion libre
minimal graduada tiene longitud finita (la dimensién proyectiva de M)y, por
tanto, sus nimeros de Betti no graduados 57 (M) quedan acotados por:

B (M) < max{B7(M)/i < dpg(M)} 'y B (M) =0 <= i>dps(M).

En cuanto a los nameros de Betti graduados, sabemos que fJ(M ) =20
si j < i+ ¢, donde c es el minimo grado de un elemento en un sistema
minimal de generadores homogéneos de M (ver [Mar, proposicién 1.45]). Es
decir, fijado un grado homolégico 7, tenemos una cota inferior de 6fj(M ).
Para estudiar cudles pueden ser cotas superiores, se introduce la nocion de

regularidad:

Definicién 1.8. Sea M un S-moédulo graduado finitamente generado. Se
define su regularidad de Castelnuovo-Mumford o, simplemente regu-
laridad, como:

regs(M) = max{j /B>, (M) # 0 para algin i}.

1yi4]

La razén por la que se estudia 32, (M) en lugar de 37, (M) tiene que ver

con la cota inferior que citdbamos antes, y con la forma tradicional de escribir
los niimeros de Betti graduados en una tabla. Si denotamos, por simplicidad,
Bi'y Bi; alos nimeros de Betti de M, llamamos diagrama de Betti de M
sobre S a la siguiente tabla:

ﬁO ﬁl 62 s Bd
ﬁ0,0 51,1 ﬁ2,2 s ﬁd,d
BO,I 51,2 ﬁ2,3 ce /Bd,d+1
B0,2 61,3 B2,4 s 6d,d+2
60,3 51,4 62,5 s 6d,d+3

W N = O

r /80,7“ 51,1—&—7‘ 6272+r Bd,d—&—r-
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Entonces, vemos que podemos introducir todos los niimeros de Betti gra-
duados no nulos en una tabla finita como esta, donde, si exigimos que la
ultima columna, d, y la ultima fila, 7, no tengan todos sus coeficientes nulos,
entonces por definicién vemos que d = dpg(M) y r = regg(M). Es decir,
la dimension proyectiva y la regularidad nos acotan el diagrama de Betti lo
maximo posible.

Suele ser costumbre utilizar la siguiente nomenclatura a la hora de estu-
diar casos extremos de diagramas de Betti:

Definicién 1.9. Sean M un S-médulo graduado finitamente generado y
(F,d) una resolucién libre graduada suya. Se dice que dicha resolucién es
pura si F; = S(—p;)%, y se dice que es g-lineal si F; = S(—q — i), para
1 > 0, donde g € N. Se dice simplemente que es lineal si es 0-lineal.

Por otra parte, si ¢ es el minimo grado de un generador minimal ho-
mogéneo de M y (F,d) es la resolucién libre minimal graduada de M, se
define la banda lineal (linear strand en inglés) de M como el subcomple-
jor

L(F) = ... — S(—q—i)%ta 2y §(—q—(i—1))Pititbs —s 5 §(—q)P0u.

Es decir, la resolucion libre minimal graduada de M es pura si en el
diagrama de Betti sélo hay un coeficiente no nulo por columna, y es ¢g-lineal
si los coeficientes no nulos estan concentrados en la fila ¢g. Por otro lado, la
banda lineal de M refleja los nimeros de Betti de la primera fila no nula
del diagrama.

Un ejemplo clasico de resolucion lineal es el complejo de Koszul:

Ejemplo 1.10. Consideremos el S-mdédulo graduado k& = S/m. Sabemos
(por [Mar, teorema 2.32]) que el complejo de Koszul K(z1,...,x,) es la
resolucion libre minimal graduada de %, donde los elementos e;; A ... A ey,
con j; < js < ... < Jj;, forman una base de K;, cuya graduacion estd dada
por deg(e;, A...Aej,) = i. Por tanto, dicha resolucién adquiere la forma

0— S(-n) — S(-n+1)" — ... — S(-1)" — § =k — 0.
Es decir, Bfl(k) = (Zb), la resolucién es lineal y el diagrama queda:

| B B B2 Bn-1 B
0 ‘ B(LO =1 51,1 =n 52,2 = n(n2—1) cee 571—1771,—1 =n ﬂn,n = 17
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por lo que dpg(k) =n y regg(k) = 0.

Ejemplo 1.11. En general, podriamos proceder como en el ejemplo anterior
para cualquier sucesién S-regular de monomios mq,...m, € S. De la
misma forma que se demuestra en [Mar, teorema 2.32], se verifica que el
complejo de Koszul K(my, ..., m,) es la resolucién libre minimal graduada
de S/(my,...,m,). Ahora, la graduacion estaria dada por

deg(ej, A... Aej,) =deg(my) + ...+ deg(m,).

Sin embargo, esta resolucién no tiene por qué ser necesariamente lineal, pero
es facil verificar que es lineal si, y sélo si, los m; son variables, y si deg(m;) = ¢
para ¢ = 1,...,r, entonces la resoluciéon es pura, aunque no es g-lineal, y el
diagrama de Betti seria:

Bo B .. Bro By
0 Boo = 1
q;1 Prg=r
(T—lﬂq—l) N Brotrerg =T
r(g—1) - Brra = 1,

de donde dpg(S/(m1,...,m;)) = r y regg(S/{(my,...,m;)) =r(¢g—1), y
vemos ademéds que en este caso la banda lineal es un complejo no exacto.

Un caso particular es el de las potencias de variables z9,... 2. En ge-
neral, todas las sucesiones de la forma x7*, ... z% son S-regulares (ver [Eis,
corollary 17.8, exercise 17.5]).

Finalizamos la seccién con una observacion sobre resoluciones g-lineales.
Sabemos de [Mar, teorema 4.5] que podemos calcular la serie (y la funcién)
de Hilbert de un S-mdédulo finitamente generado a partir de sus nimeros de
Betti. Ahora bien, en el caso de que la resolucién libre minimal graduada de
dicho modulo sea g¢-lineal, entonces podemos obtener los niimeros de Betti a
partir de la serie de Hilbert:

Proposicién 1.12. Sea M un S-mddulo graduado finitamente generado. Si
su resolucion libre minimal graduada es q-lineal para algin q € N, entonces
se pueden obtener los numeros de Betti de M a partir de su serie de Hilbert.
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Demostracion. Por [Mar, teorema 4.5], obtenemos que

d

(1= )" Har(t) = Y (=1 Bt

1=0

de donde se obtienen los nimeros de Betti. O

1.3. Invariantes del ideal inicial

En esta seccion veremos cémo se relacionan los invariantes de un ideal de
S'y su ideal inicial para un cierto orden monomial dado. Primero veremos que
ambos tienen la misma funcién de Hilbert, y después veremos que en general
no ocurre lo mismo para los numeros de Betti: los del ideal inicial suelen
ser mayores. Para ver esto ultimo, necesitaremos usar varios resultados sobre
deformaciones en el anillo de polinomios, de los cuales no demostraremos
todos por brevedad (la principal referencia sera [Eis, Chapter 15]). Dado
un orden monomial <, denotaremos siempre por in(/) al ideal inicial de I
respecto de <.

Teorema 1.13 (de Macaulay). Sean I un ideal de S y < un orden mono-
mial. Entonces, los monomios que no estan en in(I) forman una base como
k-espacio vectorial de S/1.

Demostracion. Primero, si f = aymq+...asms € I, donde los a; son escalares
y los m;, monomios, entonces in(f) = a;m;, para cierto j, de donde se
deduce la independencia lineal. Para ver que son generadores, sean f € Sy
{g1,.-.,9s} una base de Groebner de I. Del algoritmo de divisién (ver [Mar,
teorema 3.7]), obtenemos la expresion f = aygy + ...+ asgs + r, por lo que
f —r € I, y ningin monomio de r estd en in(/), de donde se deduce que el
conjunto de monomios fuera de in(/) generan S/I. O

Y como corolario inmediato obtenemos la relacion entre las funciones
de Hilbert de ambos ideales:

Corolario 1.14. Sean I un ideal homogéneo de S y < un orden mono-
mial. Entonces S/1 y S/in(I) tienen la misma funcion de Hilbert. Ademds,
si J C S es un ideal monomial con la misma funcion de Hilbert que I, y
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J Cin(l) 6 in(I) C J, entonces J = in(I).

El estudio de los nameros de Betti del ideal inicial es bastante mas
complicado, y requiere dos conceptos clave: los érdenes en el conjunto de
monomios dados por pesos, y las deformaciones entre ideales.

Definicién 1.15. Se denomina funcién peso a toda aplicacién Z-lineal A :
7" — Z. Se define su vector de pesos como w) € Z" tal que w; = A(e;),
parai=1,...,n,y su orden asociado como el orden parcial en el conjunto
de monomios de S dado por:
x*<,x” <= a=bdAa)<\b).

Dado un orden monomial < en S, se dice que A es compatible con < 6 que
este refina al orden <, si m <, n implica que m < n, para todos los
monomios m,n € S.

Por ltimo, dado f € S, se define su polinomio inicial, in,(f), como
la suma de todos los términos de f maximales respecto del orden <. Y si
I C S es un ideal, se define su ideal inicial respecto de A, iny(7), como el
ideal generado por los polinomios iniciales de los polinomios de I.

Antes de continuar, hay que destacar un par de aspectos de este tipo de
6rdenes. Por un lado, no son érdenes monomiales, pues no son totales. Sin
embargo, si los pesos son no negativos, entonces definen una graduacién en
S dada por deg, (z;) = w; = A(e;). El orden <, no es mas que el orden dado
por el grado. Por tanto, podemos extenderlo a un orden monomial utilizando,
por ejemplo, el orden lexicografico para comparar dos monomios distintos con
el mismo grado.

Por otro lado, este tipo de 6rdenes, a pesar de ser parciales, cumplen todos
los resultados basicos de la teoria de bases de Groebner, siempre que los pesos
sean no negativos y los polinomios iniciales de los polinomios involucrados
sean monomios.

Ejemplo 1.16. Consideremos los polinomios f = zyy g = y+zy en k[z, y,
y sean A\ y u las funciones dadas por los pesos (1,1) y (=1, —1).

Vemos que para A, iny(g) = zy, es un monomio, y podemos dividir f
por g mediante el algoritmo clésico ([Mar, teorema 3.7]). Obtenemos que
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f=q9+r, conq=1yr=—y,y el monomio inicial de r no puede ser
dividido por iny(g) = xy.

Por otro lado, para p, in,(g) = vy, también es un monomio, pero si in-
tentamos dividir f por ¢ mediante el algoritmo clasico, vemos que dicho
algoritmo no termina nunca. Esto es debido a que para <, existen sucesiones
decrecientes que no se estabilizan, ya que tiene pesos negativos. Vemos tam-
bién que <, no podria ser extendido a un orden monomial, ya que estos son
buenos érdenes.

Nosotros nos centraremos en funciones con pesos no negativos, es decir,
funciones del tipo A : N® — N. Los dos siguientes lemas técnicos se pueden
encontrar en [Eis, exercise 15.12 y proposition 15.16]:

Lema 1.17 (de Bayer). Sean < un orden monomial en S ymy > ny,...,m, >
n, pares de monomios. Entonces existe una funcion peso \ : Z" — 7. com-
patible con < tal que my >y nq, ..., My >y N,

Lema 1.18. Sean < un orden monomial en S, I C S un ideal y {g1,...,9s}
una base de Groebner suya. Entonces existen pares de monomios my >
ni,...,m, > n, tales que, si \ : Z" — 7 verifica que my >y Ny, ..., My >y
n,., entonces inx(I) = in(I) y {g1,...,9s} es una base de Groebner de I

respecto de <.

Observemos que el segundo lema no trata casos “vacios”, pues el primer
lema garantiza que siempre existe al menos una funcién A\ que verifica las
hipétesis. Anadiendo los monomios y relaciones z; > 1,...,x, > 1, vemos
que siempre podemos tomar pesos positivos.

Por otro lado, dada una funcién peso A : Z" — Z, podemos considerar
el anillo de polinomios con una variable extra S = S[t] = k[x1,...,2,,t], ¥y
extender A a una funcién peso en S, A, dada por los pesos w = (w, 1).

Sea ahora f € S, definimos su homogeneizacién en S como

fxr, .. ay, t) = 8 f (=A@ g =M g )

Es decir, f realmente es la homogeneizacién en S para la graduacion dada
por los pesos w, si son no negativos.
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Dado un ideal I C S, se define su homogeneizacién en S como I =

({f/fen).

Tenemos entonces morfismos naturales de k-algebras:

1. ¢o :~§ — S tal que wo(z;) = x; y po(t) = 0. Verifica obviamente que
wo(f) = inx(f) ¥y wo(l) = inx(I).

2. ¢ :~§ — S tal que ¢1(x;) = x; y p1(t) = 1. Verifica entonces que
o1(f)=fyeI) =1

La principal propiedad que nos interesa de este proceso de homogeneizacion
en S es la siguiente:

Teorema 1.19. Sean I C S un ideal y A\ : Z" — Z una funcion peso, con
pesos no negativos. La k[t]-dlgebra S/I es libre. En particular, es plana y
t —a € k[t] es un elemento S/I-regular, para todo o € k.

Demostracion. La primera parte del teorema se encuentra en [Eis, theorem
15.17]. Ahora, si t — « € k[t], entonces la aplicacién k[t] — k[t] que consiste
en multiplicar por ¢ — «, es inyectiva. Tensorizando con S /7 , Vemos que
t —a € k[t] es S/I-regular. O

En esta situacién, se dice que los ideales I e iny (/) estdn conectados
por una deformacién en A}, y que son las fibras de la familia plana S/
sobre 1 y 0, respectivamente.

Antes de ver el principal resultado sobre los ntimeros de Betti del ideal
inicial, necesitamos un par de lemas:

Lema 1.20. Consideremos en S una graduacion dada por pesos no negativos
en las variables, y sean I C S un ideal homogéneo contenido en m y R =
S/I. Sean M un R-mddulo finitamente generado, y (F,d) una resolucion
libre suya. Si f € R es un elemento R-reqular y M -regular, entonces (F ®
R/(f),d®1d) es una resolucion libre de M/{f)M sobre R/{f).

Si ademds, M y F son graduados y [ homogéneo, entonces F @ R/(f) es
graduada, y si F es minimal y f € m, entonces F @ R/(f) es minimal.
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Demostracion. Para ver la exactitud de F @ R/(f), basta tomar la sucesién
exacta larga en homologia (ver [Mar, teorema 2.3|) en el siguiente diagrama:

! \ \

0 — R -5 F — FR®R/|f) — 0
1 4 \

0 — F -5 F — FEoR/f) — 0
l \ \

0 — M L M — M/HM — 0.
1 ! 1
0 0 0

Por otro lado, si f € m (es decir, si I+ (f) C m), entonces podemos hablar de
minimalidad de una resolucién sobre el anillo R/(f), es decir, de la condicién
diy1(Fip1) C mF;, parad > 0. Ahora, si los pesos de las variables son positivos
y f no es una unidad, obtenemos automaticamente que f € m, la condicion
I C m es superflua y la minimalidad de la resolucién coincide con [Mar,
definicién 1.34], por la caracterizacion [Mar, lema 1.36]. O

Lema 1.21. Sean a,b € N", con las componentes de b positivas. Consi-
deramos en S las graduaciones dadas por los pesos a y b en las variables.
Sean I C J C S ideales homogéneos respecto de a y b. Entonces, existe una
resolucion libre, ¥, de S/J sobre el anillo S/I, que es graduada respecto de
a y b, y minimal, es decir, d;11(Fiy1) C mE;, para i > 0.

Demostracion. Sea R = S/I. Basta observar que si tomamos un R-médu-
lo libre graduado por a y b tal que exista una base de elementos que son
homogéneos tanto para a como para b, entonces todo submédulo suyo ho-
mogéneo para a y b, admite un sistema minimal de generadores que son
homogéneos tanto para a como para b. Por tanto, podemos realizar la cons-
truccion descrita en [Mar, teorema 1.33], tomando sistemas minimales de
generadores homogéneos para a y b. Como los pesos de b son positivos, la
minimalidad equivale a la condicién d; 1 (F;11) C mF;, para ¢ > 0, por [Mar,
lema 1.36]. O

Y, por tultimo, vemos la relacion entre los nimeros de Betti del ideal
inicial y el original:
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Teorema 1.22. Sean [ C J C S ideales homogéneos para la graduacion
estandar, y < un orden monomial en S. Entonces:

S/[(S/J) < ﬁ-s/in(I)(S/in(J)), para todo i, 7.
25(S/J) < B2,(S/in(J)), para todo i, j.

Ademds, los nimeros de Betti de la izquierda se obtienen de los de la derecha
por cancelaciones sucesivas.

Demostracién. Sean a = (1,...,1,0) € N**1 X una funcién peso con pesos
positivos tal que iny(I) = in.(I) y iny(J) = in(J) (existe por 1.17 y 1.18),
w su vector de pesos y b = (w, 1) € N*+1,

Entonces, I y J son homogéneos respecto de a y b. Por el lema anterior,
existe una resolucion libre F de S / J sobre S / I, graduada respecto de a y b

y minimal. Ahora, t,t—1 € k[t] son S/I-regulares y S/J-regulares, por 1.19.
Por tanto, por 1.20,

1. F® S/(t) es una resolucién libre graduada de S/in(J) sobre S/in([),
que ademds es minimal porque t € (z1,...,x,,1).

2. F® S/(t — 1) es una resolucién libre graduada de S/.J sobre S/I, que
no tiene por qué ser minimal, ya que t — 1 & (1, ..., x,,1).

Por tanto, 87/7(S/J) < rank(F ) = 6S/m D(S/in(J)). Tomando I = 0,

Bij
obtenemos 2, y la ultima afirmacion se deduce de [Mar, teorema 1.38]. [

Esta desigualdad entre los nimeros de Betti se verifica en contextos mas
generales, y se demuestra con el mismo procedimiento (ver [MS, section
8.3]). Debido a que lo utilizaremos en una seccién posterior, enunciamos el
teorema para modulos y multigraduaciones, que es un caso particular de
[MS, theorem 8.29]:

Teorema 1.23. Sea M un submddulo graduado (resp. multigraduado) de un
modulo libre sobre S, S™ = S(—p1)®... B S(—p,) (resp. " = S(—a;)d...d
S(—a,)), y sea < un orden monomial en S”. Entonces:

1 (ST/M) < B75(ST/in(M)) - (resp. B, (S"/M) < B, (S"/in(M))),
para todos i,j € N (resp. para todo i € N y todo a € N").
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1.4. Ideales Borel-fixed

Aunque existan métodos constructivos para hallar la resolucién libre mi-
nimal graduada de un ideal homogéneo cualquiera (ver [Mar, capitulo 3]), y
por tanto obtener también sus invariantes, en general no se conocen muchas
familias de ideales para los cuales exista una descripcion explicita de dicha
resolucion ni sus invariantes. Quiza una de las familias mas importantes de
ideales, de hecho monomiales, para la cudl se conocen todos los invariantes de
forma explicita, son los llamados ideales Borel-fixed, que estudiaremos en
esta seccion. Su resolucion libre minimal graduada aparecié por primera vez
en [EK], y por eso se suele denominar resolucién de Eliahou-Kervaire.

Los ideales Borel-fixed aparecen de forma natural en geometria algebraica
en el estudio de acciones de grupos sobre el anillo de polinomios S =
k[xy,...,z,], cuando el cuerpo k es de caracteristica cero. En esta seccion,
daremos los principales resultados relacionados con estos ideales. Algunos los
demostraremos en capitulos posteriores, y otros no los demostraremos por

brevedad.

Definicién 1.24. Sea n € N, n > 0. Definimos el n-ésimo grupo line-
al general sobre k como el grupo GL,(k), formado por todas las matrices
invertibles de tamano n X n con coeficientes en k. Definimos el grupo de
Borel, denotado por B, (k), y el grupo térico, denotado por T, (k), co-
mo los subgrupos de GL,, (k) formados por matrices triangulares inferiores y
diagonales, respectivamente.

Observemos que cualquier subgrupo G de GL, (k) actia sobre el anillo
de polinomios, S, de la siguiente manera:

A f(zy,...,zn)=f(A-x)=f (Zal,jxj,...72an7jxj> .
j=1 =1

Ahora, si I C S es un ideal, podemos definir A-1 = {A-f/f € I} (obviamente
es un ideal). Diremos que un ideal I es fijo por la acciéon de G si A- [ =1,
para toda matriz A € G. Observemos que

T,(k) C Bo(k) C GLy (k).

Los ideales fijos por estos tres grupos admiten caracterizaciones sencillas
cuando la caracteristica de k es cero. Veamoslo en las tres siguientes
proposiciones:
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Proposicién 1.25. Si char(k) = 0, un ideal I C S es fijo por la accion del
grupo torico, T, (k), si, y sdlo si, es monomial.

Demostracion. Es inmediato ver que los ideales monomiales son fijos por esta
accién. Veamos la implicacion reciproca. Sea I un ideal fijo por la accién de
T, (k), tomemos un orden monomial < y la base de Groebner reducida de I
respecto de <, {g1,...,9s}, y veamos que los g; son monomios, es decir, que
su Unico término es su término inicial.

Consideremos n nimeros primos 0 < p; < ps < ... < p,, Y Sea la matriz
diagonal P = diag(p1,pa,- .., Pn), formada con dichos primos. Es obvio que
si x® # xP, entonces por ser char(k) = 0, al evaluar dichos monomios en
(p1,--.,Pn), obtenemos elementos distintos de k.

Por tanto, si 1 < j < sy A € k es la evaluacién del monomio in(g;)
en (p1,...,pn), obtenemos que A\g; — P - g; € I, pero sus términos son los
de g; — in(g;) multiplicados por escalares no nulos, y ninguno de ellos es
divisible por ningin in(g;), por ser la base de Groebner reducida. Por tanto,
debe ser g; = in(g;), y hemos terminado. ]

Ejemplo 1.26. La condicién char(k) = 0 no se puede omitir. Para verlo,
consideremos el cuerpo de dos elementos k = Fy = Z/(2), por lo que T,,(k)
se reduce a la matriz identidad, y todo ideal de S es fijo por su accién. Sin
embargo, en S siempre hay ideales no monomiales, como por ejemplo el ideal
principal I = (zq +x9 + ...+ z,,) (paran > 1).

Proposicién 1.27. Si char(k) = 0, un ideal I C S es fijo por la accion
del grupo de Borel, B, (k), si, y sélo si, es monomial y satisface la siguiente
condicion: Sim € I es un monomio tal que x; divide a m e i < j, entonces
x; - (m/x;) € 1.

Demostracion. Supongamos que I es fijo por la acciéon de B, (k). Como
T.(k) C B,(k), por la proposicién anterior, I es monomial. Sea entonces
m =x*¢& I, cona; >0ei < j,y consideremos la matriz A formada por
unos en la diagonal y en la posicién (j,7), y ceros en el resto. Entonces:

aj
a, —
J ai a; r a;—r a
A-m—g (r>x1---xil~--(:vi-xj JERRF =

r=0

Por tanto, como (aTJ) # 0, todos los términos pertenecen a I, en particular

x; - (m/x;) pertenece a I.
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Supongamos ahora que I es monomial y verifica la condicién de la proposi-
cion. Basta ver que para cualquier monomio m € [ y cualquier matriz
A € B,(k), se verifica que A -m € I. Utilizando una expresién similar a
la anterior, vemos que todos los términos de A -m son escalares que multipli-
can a monomios obtenidos a partir de m mediante transformaciones sucesivas
de la forma z; - (m/x;) € I, con i < j. O

Corolario 1.28. Si char(k) = 0, entonces un ideal no nulo I C S es fijo por
la accion del grupo lineal general, GL,(k), si, y solo si, es una potencia del

ideal homogéneo mazimal, es decir, si existe d > 0 tal que I = m?.

Demostracién. Si I = m? para algtin d > 0, es ovbio que A-I C I, para toda
A € GL,(k), pues A -m es un polinomio homogéneo de grado d si m es un

monomio de grado d. Utilizando que A~! - I C I, vemos que I es fijo por la
accién de GL, (k).

Reciprocamente, Si I es fijo por la accién de GL,(k), debe ser monomial
por 1.25, y si m € [ es un monomio de grado d > 0, con d minimo posible,
vemos entonces que m¢ C I aplicando transformaciones del tipo anterior,
usando la caracterizacién de 1.27 para matrices triangulares inferiores, y la
respectiva para superiores. Ahora bien, m? contiene a todos los monomios de
grado mayor o igual que d, por lo que I = m¢. O

Ejemplo 1.29. Al igual que en 1.25, en las dos caracterizaciones anteriores,
la condicién char(k) = 0 es necesaria. Consideremos de nuevo k = s, por lo
que G Ly(Fs) es:

o) (Vo) Lon) (o) o) (V)

Entonces es obvio que I = (z%,y%) C Fylz,y| es fijo por su accién, pues
(x +y)? = 22 + y?, pero I no es una potencia del maximal, ni verifica la
condicion de la proposicion 1.27, ya que deberia verificar zy € I.

Aunque estas caracterizaciones no se verifiquen cuando char(k) > 0, si que

podemos definir en caracteristica arbitraria una nociéon similar a la de ideal
Borel-fixed:

Definicién 1.30. Decimos que un ideal monomial I C S es fuertemente
estable (strongly stable en inglés) si verifica la condicién de Borel: Si
m € I es un monomio tal que x; divide a m e ¢ < j, entonces ;- (m/z;) € 1.
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Ejemplo 1.31. Algunos primeros ejemplos sencillos de ideales fuertemente
estables pueden ser (x2, zy, x23), (22, zy, y>, v2%) 6 el ideal con siete genera-
dores (22,95, xy?, wyz?, 12°, xyzt?, xyt*), donde el orden de las variables es el
usual.

Obviamente, aunque char(k) > 0, se verifica que los ideales del tipo m?,
con d > 0, son fuertemente estables. También observamos que un ideal mono-
mial [ C S verifica la condicién de Borel si, y sélo si, verifica dicha condicién
para un sistema de generadores monomiales dado. En particular, podemos
tomar el sistema minimal.

Aparte de la caracterizacion en términos de cierta accién de grupo, los
ideales Borel-fixed también aparecen en geometria algebraica en lo que se
denomina el ideal inicial genérico. No daremos las demostraciones de los
dos siguientes teoremas, las cuales se encuentran en [Eis, theorem 15.18 y
theorem 15.20].

Teorema 1.32 (de Galligo, Bayer y Stillman). Sea I C S un ideal
homogéneo. Dado un orden monomial < que verifica x1 > ... > x,, existe
un abierto de Zariski U de GLy(k), no vacio, tal que in(A - I) no depende
de A€ U. Ademds, UN B,(k) # @.

Dicho ideal se denomina ideal inicial genérico de I respecto de <, y
se denota por gin_ (/). Su nombre se debe a que dicho ideal es el inicial de
I respecto de < en “coordenadas genéricas”, ya que es el mismo para casi
todo A- I, A € U, y dicha accién se puede entender como un cambio de
coordenadas en k™.

Teorema 1.33 (de Galligo). En las condiciones anteriores, si char(k) = 0,
entonces gin_(I) es Borel-fized.

Y el siguiente teorema, demostrado en [BSti, theorem 2.4, también
senala la importancia de conocer la resoluciéon libre minimal graduada de
los ideales fuertemente estables:

Teorema 1.34. Sean I C S un ideal homogéneo y < el orden lexicogrdfico
inverso. Si in(I) es fuertemente estable, entonces

reg(l) = reg(in([/)).
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Por 1ltimo, veamos la descripcion explicita de la resolucion de Eliahou-
Kervaire. Primero, dado un monomio x* € S, definimos min(x*) = min{i/a; #
0} vy méx(x?) = max{i/a; # 0}. En lo que sigue, I C S serd un ideal
monomial, y {my,...,m,} su sistema minimal de generadores monomiales.
Supondremos que [ verifica una condicién un poco mas débil que la de fuerte-
mente estable: para cada j = 1,2,...,r y cada ¢ < max(m;), se tiene que
T - (M /Tmax(my)) € I. A estos ideales se les denomina estables, a secas.

Lema 1.35. Para todo monomio m € I, existe una unica descomposicion
en monomios m = m;n, tal que méx(m;) < min(n). Se denota b(m) = m; y
e(m) =n (“principio” y “final” de m respecto de I).

Demostracion. Primero, existe un j tal que m = m;n’. Si no se verifica
que méx(m;) < min(n'), entonces Tmm(n)(M;/Tmax(m;)) = men”. Tomando
m' = 1" Tmsx(m;) (1 /Tmmny), obtenemos la descomposicion m = mym’, que
verifica méx(my) < max(m;) y min(m’) > min(n'). Debemos llegar en un
nimero finito de pasos a la descomposicién que buscamos, pues cada vez
obtenemos un monomio distinto de entre {my,...,m,}. Por dltimo, dicha
descomposicion es unica por ser el sistema de generadores minimal. O

Con estas notaciones, llamamos resolucion de Eliahou-Kervaire de
S/I al complejo (EK’, ), tal que EKgg—&-l es el S-mdédulo libre cuya base
denotamos por:

{(mi; g1, dp)/1 < j1 < jo < ...<jp, <méx(my;),1<i<r},

sip > 1, de base {(m1;9),...,(m,; )} si p = 0, y definimos EK! =
Damos la multigraduacién mdeg(mg; ji,...,Jp) = T, - - x;,m;, y defini-
mos la diferencial como 9 = d; — ds, donde:

p
dy(mi; i) = 3 (=), (s jus - g dp)s ¥
q=1
p ~
d2(mi;j17 s 7jp) = Z(_:l)qe(miqu)(b(miqu);jla s 7jq7 s 7jp)7
q=1

para p > 1, d(m;; @) = m; parap =0,y 0 : S — S/I, el homomorfismo
canénico. También, adoptamos el convenio (m;; ji, ..., jp) = 0 si max(m;) <
Jq para algin 1 < ¢ <p, 6 si p > max(m;).
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Veremos en capitulos posteriores que (EK] ,0) es la resolucién libre mi-
nimal multigraduada de S/I. Lo tnico que no es sencillo es comprobar su
exactitud, pero el hecho de ser un complejo (es decir, 9> = 0) es una com-
probacién rutinaria (la omitimos por brevedad), y la minimalidad es obvia,
pues d(EK], ) C mEK].

Una vez que hayamos visto que realmente es una resolucién, podemos
hallar explicitamente los invariantes de los ideales estables, ya que estos se
“leen” en la resolucién:

Proposicién 1.36. Dado un ideal estable I C S, y {mq,...,m,} su sistema
minimal de generadores monomiales, se verifica que:

, N1
1. ﬁierq(f) = Z (max(zb ) ), sumando para los m; con deg(m;) = q,

2 g = (M),

i=1 p
3. dpg(I) = max{max(m;) —1/1 <i<r}, y

4. regg(I) = max{deg(m;)/1 <i <r}.

Por otro lado, la serie de Hilbert de un ideal estable se puede describir de
forma sencilla, gracias también al lema 1.35:

Proposicion 1.37. Sea, como antes, I C S un ideal estable generado por
los monomios my,...,m, € S, de forma minimal. Entonces,

> i (mz 15 (- xj))

donde u; = max(m;).

Demostracion. Basta usar 1.35 y tener en cuenta del capitulo primero que

1
(1—z1) - (1—x,)

Hi(x) =) x* y Hs(x)=

xael
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1.5. Otras condiciones de tipo Borel

En esta secciéon veremos brevemente dos familias de ideales monomiales
similares a la de ideales fuertemente estables. La primera, menos conocida
en la actualidad, intenta imitar el comportamiento de los ideales Borel-fixed
cuando la caracteristica del cuerpo k es positiva, mientras que la segunda,
conocida en la actualidad de forma explicita, hace compatible la propiedad
de Borel con los ideales monomiales libres de cuadrados.

Primero introducimos el siguiente orden parcial en N. Sea p un niimero
primo. Para cada a,b € N, definimos el orden a <, b si, y s6lo si, a < by p
no divide a (Z) En [Eis, proposition 15.21] se da una caracterizacion de este
orden debida a Gauss.

Definicién 1.38. Si char(k) = p > 0, decimos que un ideal monomial I C S
es p-Borel-fixed si verifica la condicion p-Borel: Si m € I es un monomio tal
que z; divide a m, con r maximo posible, e i < j, entonces (xifz;)*-mel,
para todo s <, r.

De nuevo, basta comprobar esta propiedad para un sistema generadores
monomiales de I cualquiera, en particular, el minimal.

Ejemplo 1.39. Quiza el ejemplo mas sencillo de ideal p-Borel-fixed sea I =
(¥, ..., 2P), pues el unico s de la definicién posible para cada generador es

s =p, yaquesi 0 < s < p, entonces p divide a (1;’) y por tanto, s £, p.

La importancia de estos ideales viene dada por un resultado analogo a
1.33, demostrado en [Eis, theorem 15.23], junto con el teorema 1.34:

Teorema 1.40. Si [ C S es un ideal homogéneo y char(k) = p > 0, entonces
gin_(I) es p-Borel-fized.

Sin embargo, esta clase de ideales atin presentan muchos problemas abier-
tos en la actualidad, como queda expuesto en [Pee, problems 28.16]. No se
conoce de forma explicita su resolucién libre minimal graduada, ni siquiera al-
gunos de sus invariantes mas importantes, como su regularidad o sus niimeros
de Betti. Otro problema abierto es ver si su resolucién e invariantes dependen
de la caracteristica, p, al contrario de lo que ocurre para los ideales fuerte-
mente estables.
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Veamos ahora los ideales conocidos como fuertemente estables libres de
cuadrados. Dado un monomio cualquiera m € S, decimos que es libre de
cuadrados si 27 no lo divide, para todo i = 1,...,n. Es decir, si es un
producto de variables no repetidas. Y decimos que un ideal I C S es libre
de cuadrados si estda generado por monomios libres de cuadrados.

Definicién 1.41. Decimos que un ideal libre de cuadrados I C S es fuerte-
mente estable libre de cuadrados si verifica la condicién de Borel libre de
cuadrados: Sim € I es un monomio tal que x; divide am, i < j y z;- (m/x;)
es libre de cuadrados, entonces z; - (m/z;) € I.

Como antes, decimos que I es estable libre de cuadrados si verifica
que z; - (M/Tmax(m)) € I, para todo generador monomial minimal m de I, tal
que i < max(m) y @; - (M/Tmax(m)) s libre de cuadrados.

Los ideales libres de cuadrados son, por definicion, monomiales, y como
en los otros casos, basta que la condicién Borel libre de cuadrados se verifique
para el sistema minimal de generadores monomiales.

Ejemplo 1.42. Ejemplos sencillos de ideales fuertemente estables libres de
cuadrados son (xy, yz, zx), (z,yz) 6 (x,yz, yt), donde el orden de las variables
es el usual.

Puede surgir confusion entre los ideales fuertemente estables libres de
cuadrados y los ideales libres de cuadrados que son fuertemente estables. Sin
embargo, es sencillo comprobar que de hecho los ideales libres de cuadrados
que son estables son los de la forma (x,zs,...,z,), para 1 <r < n.

En este caso, el resultado analogo a 1.33 en relacion con estos ideales tiene
que ver con las algebras exteriores. No entraremos en detalles, simplemente
enunciaremos el teorema por completitud (ver [Pee, theorem 56.6)):

Teorema 1.43 (de Aramova, Herzog y Hibi). El ideal genérico inical de
un ideal homogéneo en una dlgebra exterior es fuertemente estable libre de
cuadrados.

A diferencia de los ideales p-Borel-fixed, para estos ideales se conoce su
resolucién libre minimal graduada, denominada en la literatura resoluciéon
de Eliahou-Kervaire libre de cuadrados, por analogia a la de los ideales
estables. Su descripcion es similar. Tomemos un ideal estable libre de cuadra-
dos I C S, de generadores monomiales minimales my,...,m,. Primero, se
verifica un lema similar a 1.35, con la misma demostracion:
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Lema 1.44. Para todo monomio libre de cuadrados m € I, existe una unica
descomposicion en monomios m = my;n, tal que méx(m;) < min(n). Se
denota b(m) = m; y e(m) =n (“principio” y “final” de m respecto de I).

I — T

Definimos ahora el complejo (EK , 9), tal que FK ,,; es el S-médulo libre
cuya base denotamos por:

{(mi; g1, 0p) /1 < g1 < ja < ...<jp <max(m,;),1 <i<r,
y m;x;, - - - x;, es libre de cuadrados},
— T

si p > 1, de base {(my;9),...,(m,;@)} si p = 0, y definimos EK, = S.
Damos la multigraduacién mdeg(mg; ji,...,Jp) = @, ... x;,m;, y defini-
mos la diferencial como 9 = d; — ds, donde:

dl(mi;jlu---7jp qu ml7]17"'7jq7"'7jp>7 y

M@

<
Il
_

dQ(mi;jla"'ajp Z mlx]q (b(miqu);jlw"7jq7"'7.jp)a

para p > 1, d(m;; @) = m; parap =0,y 0 : S — S/I, el homomorfismo
canénico. También, adoptamos el convenio (m;; ji, ..., jp) = 0 si max(m;) <
Jq para algin 1 < g < p, 6 si p > méx(m;), 6 si j, ...x;,m; no es libre de
cuadrados.

De nuevo, la tnica parte complicada es ver que dicho complejo es exacto,
y podemos extraer de él los invariantes de I:

Proposicion 1.45. Dado un ideal estable libre de cuadrados I C S, y
{ma,...,m,} su sistema minimal de generadores monomiales, se verifica que:

ix(m;) —d i
1. 65, ,(I) = Z (max(m )p eg(m >>, sumando para los m; tales que

deg(m;) = q,
2 a5y = (i) = s

3. dpg(l) = max{méx(m;) — deg(m;)/1 <i<r}, y
4. regg(I) = max{deg(m;)/1 < i <r}.



Capitulo 2

Complejos simpliciales y
celulares

Las resoluciones monomiales se han estudiado recientemente desde mu-
chos puntos de vista, gracias a la rica informacién combinatoria que guardan.
Sin embargo, ha dado especialmente frutos su relacién con complejos que sur-
gen en Topologia Algebraica, debido principalmente a dos trabajos, [BPS]
primero y [BStu] después, que a su vez se basan en ideas recogidas en [BH].

La idea principal es construir un objeto topoldgico, como los complejos
simpliciales, polihedrales o celulares, y obtener a partir de ellos un complejo
de mddulos que acabe proporcionando una resolucion de cierto ideal mono-
mial.

Quiza el ejemplo mas sencillo de todos sea la resolucién de Taylor, que
aparecio por primera vez en la tesis de D. Taylor en 1960. Dicha resolucién
constituye una resolucion libre multigraduada de un ideal monomial dado,
construida simplemente a partir de unos generadores dados. Obviamente, no
siempre dicha resolucién serda minimal. Sin embargo, a partir de los trabajos
anteriores sobre resoluciones simpliciales, se observé que dicha resolucién
esta codificada de forma natural en la estructura combinatoria de un simplice.

En este capitulo veremos los conceptos y resultados basicos relativos a
las resoluciones celulares, comenzando por las mas sencillas, es decir, las
simpliciales, y terminaremos hallando los niimeros de Betti multigraduados
de los ideales fuertemente estables. No entraremos en detalles topolégicos
para no extendernos ni desviarnos de nuestro objetivo. Referencias generales
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para ello son [Rot] y [Mas], aunque ciertas secciones de [MS] o [BH| también
seran de gran utilidad.

2.1. Complejos simpliciales

En esta primera seccién veremos el tipo mas sencillo de complejo celu-
lar, que son los complejos simpliciales. Antes de utilizar estos objetos para
obtener resoluciones monomiales, se utilizaron para explorar la estructura
combinatoria de los ideales libres de cuadrados, mediante lo que se denomina
la correspondencia de Stanley-Reisner.

Comenzamos con las definiciones bésicas, haciendo la distincién, conve-
niente para la generalizacion a complejos celulares, entre complejos simpli-
ciales abstractos y geométricos. Recordemos que la clausura convexa de un
subconjunto de R?, para cierto d, es la interseccién de todos los subconjuntos
convexos que lo contienen, y es por tanto, el menor conjunto convexo de R?
que lo contiene (ver [Rot, chapter 2]).

Definicién 2.1. Sean r,d € N, r,d > 0. Un simplice geométrico en R? es
la clausura convexa de 7 puntos v1, v, . . ., v, € R? afinmente independientes,
denominados vértices del simplice. Llamamos caras de dicho simplice a
los simplices cuyos vértices son algunos de los v;. Un complejo simplicial
geométrico en R? es una colecciéon A de simplices (llamados caras de A),
en R?, tales que:

1. Sio € Ay 7 esuna cara de o, entonces 7 € A.

2. Sio, T € A, entonces 0 N7 es, o bien vacia, o bien una cara comun a o
y T.

Denotamos por V(A) C R? al conjunto de vértices de todas las caras de A,
y denotamos por |A| C R? a la unién conjuntista de todas las caras de A.

Por otro lado, un complejo simplicial abstracto en los r vértices A =
{ai,as,...,a,} es una coleccién A de subconjuntos (llamados caras de A)
de A tal que {a;} C A, paratodoi=1,2,...,7,ysioc € Ay 7 C o, entonces
7 € A. También denotaremos V(A) = A.
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En ambos casos, se define la dimensiéon de una cara ¢ € A como
dim(o) = s — 1, donde s es el nimero de vértices que lo forman, y se define
dim(A) = méx{dim(o)/o € A}.

Observacién 2.2. Es bien conocido que ambos conceptos de complejo sim-
plicial son equivalentes ([Rot, theorem 7.8]). Dado un complejo simplicial
geométrico A, obtenemos uno abstracto E, de vértices V(A) y cuyos simplices
son los conjuntos V (o), donde o € A.

Reciprocamente, dado un complejo simplicial abstracto A de vértices

V(A) = {a,...,a,}, consideramos en R" el complejo simplicial geométri-
co dado por los simplices o, donde o es la clausura convexa de los vectores
canénicos e€;,,...,€;, si 0 = {a;,...,a;,} € A. Por ejemplo, el complejo

abstracto A formado por los subconjuntos de {a, b}, {b,c} y {c, a} se corres-
ponde con el complejo geométrico de la figura:

c R3

S|

Figura 2.1: Realizacién geométrica de A.

A partir de ahora, llamaremos simplemente complejo simplicial a todo
complejo simplicial abstracto.

Observacién 2.3. Normalmente y para abreviar, diremos que A es un com-
plejo simplicial en r vértices, si es un complejo simplicial abstracto en los
vértices {1,2,...,7}. Se suele considerar también como complejo simplicial
al complejo vacio, A = &, cuya dimension se define como dim (&) = —oo,
que no debe confundirse con el complejo irrelevante {@}, cuya dimensién
es —1 (Asumimos por definicién que el vacio es una cara de todo complejo
simplicial).

En la seccion 1.5 vimos qué eran los ideales libres de cuadrados. A con-
tinuacion veremos que estos estan estrechamente relacionados con los com-
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plejos simpliciales, hasta el punto de que hay una correspondencia biunivoca
entre unos y otros:

Definicién 2.4. Dado un subconjunto o C {1,2,...,n}, definimos:
x*=[J= v m"={m/ico}),
1€0
en S = k[zy,...,x,]. Por otro lado, dado un complejo simplicial A en n

vértices, definimos su ideal y anillo de Stanley-Reisner como
In={x"/0 ¢ A}) v Sa=5/Ia,

respectivamente. Llamaremos correspondencia de Stanley-Reisner a la
dada por A ~ Ia.

Asi definidos, observamos que los monomios libres de cuadrados que no
se anulan en S/l son exactamente los de la forma x?, donde o € A. Por
esta razon, la correspondencia de Stanley-Reisner es inyectiva. Como todo
ideal libre de cuadrados se puede expresar en la forma I, vemos que dicha
correspondencia es una biyeccién entre el conjunto de todos los complejos
simpliciales en n vértices, y el conjunto de ideales libres de cuadrados en S.

Ejemplo 2.5. El complejo simplicial A formado por todos los subconjun-
tos de {1,2,...,n} salvo el total (un “simplice hueco”) se corresponde con
el ideal principal In = (xjxs9---x,), mientras que el ideal maximal m =
(1,29, ...,x,) se corresponde con el complejo irrelevante {@}.

1 T T4
T3

xs3 0 T4

i) i) xIs

(a) A~ Ia. (b) T ~ Ir.

Figura 2.2: (a) A ~» Ia, (b) I' ~ Ir.

Un par de ejemplos sencillos no triviales pueden ser los siguientes: un
tridngulo y un punto, A, en n = 4 vértices, formado por los subconjuntos de
{1,2,3} y {4}. Se corresponde con el ideal In = (z1x4, oxy, x324). El otro
ejemplo serfa T', formado por los subconjuntos de {1,2,3}, {3,4}, {3,5} v
{4,5}. Se corresponde con el ideal It = (x4, X125, Toky, Toks, T3T4X5). Ver
la figura 2.2.
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Por otro lado, esta correspondencia también nos permite expresar me-
diante complejos simpliciales algunas caracteristicas de los ideales libres de
cuadrados, como se puede observar en los tres resultados siguientes:

Proposicion 2.6. Todo ideal libre de cuadrados admite una unica descom-
posicion irredundante como interseccion de ideales primos de S. Ademds,
para Ia, dicha descomposicion se obtiene a partir de:

[A: ﬂ m?)

donde & indica el complementario de o.

Demostracion. Primero, es sencillo comprobar que los ideales monomiales
radicales y los ideales monomiales primos son justo los libres de cuadrados
y los generados por variables, respectivamente. Ahora bien, los ideales radi-
cales admiten una tnica descomposiciéon irredundante como interseccién de
ideales primos, pues estos deben coincidir con sus primos asociados (ver [AM,
capitulo 4] 6 [Eis, chapter 3]).

Por otra parte, x™ € Ia si, y sélo si, 7 ¢ A, lo que equivale a 7 € o, para
todo o € A, es decir, x™ € m?, para todo o € A. O

Teorema 2.7. Dado un complejo simplicial en n vértices, A, se verifica que:
Ha/p, (x) = Z H _ i)
o c€A \i€o (1 o xz)

Demostracion. Si para cada a € N™, definimos supp(a) = {i/a; # 0}, en-
tonces

Hon= > *=> | > = v > f‘:Hlfixi,

x2¢Ia c€A \supp(a)=c supp(a)=oc €0

de donde se deduce el resultado. O]

Corolario 2.8. Dado un complejo simplicial en n vértices, A, denotamos
por f; al numero de caras de dimension i de A, yd = dim(A)+ 1. Entonces:

d
Hyra () = ﬁ D fiat (1=t

=0
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Ejemplo 2.9. Volviendo al tridngulo y un punto, es decir, al complejo A
formado por los subconjuntos de {1,2,3} y {4}, tenemos la descomposicién

In = (2124, Toxy, x314) = (X1, T2, x3) N (T4), V:

X1 T2 X3 Xyq

H =
S/IA(xl’x2’x37m4) (1—$1)+1—ZE2+1—$3+1—1’4+
122 T3 T3T,
I—a)(A—w) " (=w)(l—w)  (I—w)l—m)
+ T1X2XT3

(1 —21)(1 —29)(1 — x3)

El vector f = (f_1, fo, f1,- -+, fa—1) se suele denominar en la literatura f-
vector. Dicho vector, junto al h-polinomio, que es el que surge al escribir
Hg/1(t) = h(t)/(1 —t)¢, con h(1) # 0, juegan un papel combinatorio muy
importante, y que ha sido extensamente estudiado por Stanley.

Pasemos ahora a construir complejos de modulos a partir de complejos
simpliciales. En principio, la construccion sera la estandar en topologia alge-
braica, que se encuentra con todo detalle en [Rot, Chapter 7]. Sin embargo,
nosotros seguiremos dos construcciones, la clasica para coeficientes en el cuer-
po k, y otra adaptada a nuestros propdsitos, en la que los coeficientes estaran
en el anillo S, como se hace en [MS, Chapter 1], y que consiste en multi-
graduar u “homogeneizar” el complejo sobre k, como se indica con detalle en
[Pee, Section 55]. Esta construccién se introdujo en el articulo [BPS].

Para definir los siguientes complejos de médulos, es necesario ordenar
los vértices de un complejo simplicial (es decir, orientar el complejo). Por
ello, supondremos siempre que A serd un complejo simplicial abstracto de
dimension d en los r vértices {1,2,...,r}, y consideraremos su orden natural.

Definicién 2.10. Denotamos por I';(A) (6 simplemente I'; si no hay con-
fusion) al conjunto de caras de A de dimensién i, i > —1, y denotamos por
k' al k-espacio vectorial de base I';, donde denotamos simplemente por o
al vector de la base asociado a o € I';. Se define entonces el complejo de
cadenas (aumentado) de A sobre k& como el complejo:

C(A k) = 0 — ka0 glass g0y O gm0 @ gra g
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donde la diferencial es:

i

9i(0) =Y (=1)P(o\ jp),
p=0
si o = {jo,J1,---,7i}, y donde 9p(c) =1 = &. Y definimos su homologia
reducida i-ésima como H;(A, k) = ker(9;)/Im(0;41).
Por otro lado, dados monomios my,...,m, € S, definimos el complejo

de cadenas etiquetado asociado a Ay mq,...,m,, como el complejo:

FAEO—)Fd+1((M—+;Fd—>...—>F2i>F1i>F0—)O,
donde F; es el S-médulo libre de base I';_1, cuyos elementos denotamos igual-
mente por o, multigraduado por mdeg(c) = mem{m;/j € o}, y cuya dife-
rencial es:

st o = {jo,j1,-.-,7i}, y donde 0y ({p}) = m, = m, .

La comprobacién de que 0;_10; = 0 en ambos casos es rutinaria, se
procede como en el complejo de Koszul ([Mar, proposicién 2.25]). Si o =
{jo,jl, R ,jz} € Fi> entonces:

0i—10;(0) = Z Jos(@\ {Jp, Js});

p#s

y en ambos casos, al quitar primero j, y después js obtenemos el mismo
coeficiente que al quitar primero j; y después j,, pero con signo contrario.
Es decir, f,s = —fsp, de donde la suma anterior es cero.

Observacién 2.11. Hemos utilizado un convenio de indices bastante ex-
tendido en la literatura (ver [MS] o [Pee|), donde el complejo de cadenas
é(A, k) tiene base I'; en grado homoldgico i, mientras que F 5 tiene base I';_;
en grado homoldgico i. Esto es debido a que en el primer caso nos interesa
representar por ¢ la dimensién de las caras correspondientes, mientras que
en el segundo caso, nos interesa representar por ¢ el niimero de vértices

de los simplices.
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Bésicamente, lo que hemos hecho es considerar el complejo de cadenas
clasico sobre k, y etiquetar al complejo simplicial con multigrados, prove-
nientes de ciertos monomios, para formar un complejo multigraduado sobre
S. El primero encierra informacién puramente topologica de A, mientras que
el segundo proporciona un complejo sobre el ideal I = (my,...,m,). Lo que
haremos en un contexto mas general en la siguiente seccion sera relacionar
ambos para saber cuando son exactos y obtener asi resoluciones de ideales
monomiales. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.12. Sean I C S un ideal monomial generado por los monomios
my,...,m, € Sy A un complejo simplicial en r vértices. Si Fa es exacto
salvo en grado homoldgico ¢ = 0, se dice que es una resolucién simplicial

de S/I.

Ejemplo 2.13. Tomemos de nuevo el complejo simplicial A del ejemplo
2.9, que tiene cuatro vértices. Consideremos en S = k[z,y, 2] el ideal I =
(22, 2y, y? xz). Con dicho orden, A quedaria etiquetado como en la figura:

Figura 2.3:

Si ordenamos los simplices de dimensién 1 de A de la siguiente forma:
{2,3},{3,1},{1,2} y el resto en la forma obvia, y escribimos las diferenciales
en forma matricial, obtenemos que F es el complejo:

0 ¥ y
x Y 0 —x
-1 —x —z2 0
2 92 Y 2 2 2 2 0 0 0
0— S(z7y*) " —" S(zy®) @ S(z*y) & S(z7y) —

5 S(a?) ® S(ay) B S(4?) @ S(xz) (28 2y ¢ w2) g
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Vemos que dicho complejo no es exacto, debido a que el elemento (z, 0,0, —x),
en grado homoldgico 1, tiene imagen nula, y no esta en la imagen de la dife-
rencial anterior. Por otro lado, vemos que aparece una constante en una de
las matrices. Por tanto, incluso si los generadores del ideal son minimales,
vemos que un complejo de moédulos dado por un complejo simplicial no tiene
por qué ser exacto, ni cumplir la condicién de minimalidad 0;(F;) C mF;_;.

2.2. Complejos celulares

El punto de partida de las resoluciones celulares, que generalizan el pro-
ceso descrito en 2.10, se encuentra en [BStu]. En esta seccién daremos las
definiciones y resultados basicos que relacionan los complejos celulares y las
resoluciones monomiales.

Tradicionalmente en Topologia Algebraica, se ha intentado buscar un
tipo de objeto que generalice a los bien conocidos complejos simpliciales.
Un primer paso fueron los politopos y los complejos polihedrales que sur-
gen a partir de ellos. Sin embargo, ciertos problemas requerian un grado de
generalizaciéon mayor, para lo cual J.H.C. Whitehead definié el concepto de
complejo celular o CW. Sin embargo, nosotros nos quedaremos a medio
camino entre los complejos polihedrales y los CW, que son los complejos
celulares regulares, los cuales denominaremos celulares a secas.

Definicién 2.14. Llamaremos politopo en R? a la clausura convexa de una,
cantidad finita de puntos. Diremos que vy, ...,v, € R? son los vértices del
politopo P si este es la clausura convexa de todos ellos, y ninguno esta en la
clausura convexa del resto. Escribiremos V(P) = {v1,...,v.}, y definiremos
su dimensién, dim(P), como la dimensién del subespacio afin generado por
sus vértices. Llamaremos caras de P a las clausuras convexas de subconjun-
tos de V(P) que sean de la forma H NP, donde H es un hiperplano de R?
y P esta contenido en uno de los semiespacios que determina. Convenimos
que el vacio es una cara de todo politopo.

Un complejo celular polihedral (o simplemente polihedral), X, es una
coleccién de politopos (llamados caras de X) en cierto R, que verifican:

1. Si P € X, entonces todas sus caras estan en X.
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2. SiP,Q € X, entonces P N Q es una cara de ambos.

Es decir, los conceptos de politopo y complejo polihedral generalizan en su
forma geométrica los de simplice y complejo simplicial. El término polihedro
se utiliza en la literatura para denotar a los subconjuntos de R¢ que son
interseccién de una cantidad finita de semiespacios, y se puede probar que
entonces los politopos son justo los polihedros acotados (ver [BH, section
5.2]).

Por otro lado, en la definicién de cara de un politopo, es superfluo que
sean la clausura convexa de un subconjunto de vértices: se puede ver que
todo subconjunto de un politopo P de la forma H NP, donde P estd en un
semiespacio determinado por H, es la clausura convexa de un subconjunto

de V(P). Véase la figura 2.4.

Hl H2

Figura 2.4: Caras de un politopo.

Una generalizacion, no tan abstracta como la de complejo CW, es la
siguiente:

Definicién 2.15. Un complejo celular (regular) es un par X = (|.X/|,T),
donde | X| es un espacio topolégico de Hausdorff y T" una coleccién finita de
subconjuntos suyos, llamados caras o células abiertas, tales que:

1. | X]=UT.
2. Sie, ¢ €T son distintos, entonces eNe' = &.

3. Para todo e € I' no vacio, existe un homeomorfismo f. : B; — €, que
se restringe a un homeomorfismo f. : B; — e, donde B; es la bola
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euclidea unidad (en R?) de dimensién i > 0, y E indica la adherencia
de E.

4. g el.

Se dice que e € I' tiene dimensidén i, y se escribe dim(e) = ¢, si e es
homeomorfo a B;. Denotamos por I'; al conjunto de caras de X de dimensién
1 y llamamos vértices de X a las caras de dimensién cero, donde escribimos
V(X) = I'y. Convenimos que I'_; = {@}. Definimos la dimensién de X
como dim(X) = max{i/I'; # o}.

Por otro lado, dados e, e’ € T, se dice que e es una cara (resp. propia)
de € si e C € (resp. si ademés, e # €'). Se dice que Y = (|Y],A) es un
subcomplejo de X si |Y| C |X| es cerrado y tiene la topologia inducida, y
AcCT.

Tras estas definiciones, haremos varios comentarios. Primero, la dimen-
sién de una cara de X estd bien definida, pues B; = B, sélo si i = j (gracias
al teorema de invarianza del dominio [Rot, theorem 6.36] o quitando un
punto a ambos y hallando la homologia singular [Rot, theorem 6.8]). Por
otro lado, si e es una cara propia de €', debe ser dim(e) < dim(e’) (de nuevo
por invarianza del dominio, ver [Rot, exercise 6.20]). Ademds, por conve-
nio definimos R® = {0} y By = {0}, por lo que los vértices son conjuntos
unipuntuales.

Por otra parte, dar un subcomplejo de un complejo X es equivalente a
dar una subcoleccion A C I' tal que, si e € I" es una cara de ¢’ € A, entonces
e € A (en tal caso, se definirfa |Y] = [JA).

Por tultimo, los complejos polihedrales realmente generalizan a los sim-
pliciales, y a su vez, los celulares a los polihedrales. Dejamos recogidos estos
hechos en la siguiente proposicion, cuya demostracion omitimos por sencillez:

Proposicién 2.16. Todo simplice en R? es un politopo vy, por tanto, todo
complejo simplicial geométrico es un complejo polihedral. Por otro lado, todo
complejo polihedral X es un complejo celular, donde | X| =|J X, y sus célu-
las abiertas son los politopos de X, sustrayendo de ellos sus caras propias.
Ademds, los conceptos de vértice, cara y dimension, coinciden salvo que una
cara de un complejo simplicial o polihedral es la adherencia de una cara del
complejo celular correspondiente.
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Antes de continuar, conviene tener en cuenta las siguientes propiedades,
triviales para complejos simpliciales, sencillas para polihedrales, y cuya de-
mostracion para complejos celulares requiere de nuevo el uso del teorema de
invarianza del dominio (ver [Mas, section IV.6, (1) y (3)]):

Lema 2.17. Dado un complejo celular X = (|X|,T'), e,e € T', se verifica:

1. Sidim(e) < dim(e’) y eN(e/\ €') # @, entonces e es una cara de €.

2. Sie es una cara de € y dim(e') — dim(e) = 2, entonces existen ezxac-
tamente dos caras e1,es € I', tales que e es una cara propia de ambas
y ambas son caras propias de €. En particular, dim(e;) = dim(ey) =
dim(e) + 1 = dim(e’) — 1.

En particular, toda cara e € T', de dimensién dim(e) > 0, tiene al menos dos
vértices como caras suyas.

Este lema nos permite considerar funciones de incidencia, necesarias para
definir la homologia celular:

Definicién 2.18. Dado un complejo celular X = (| X|,T’), una funcién de
incidencia sobre X es una aplicacién

e:{(e,¢) € I'?/dim(¢') — dim(e) = 1} — {0,1, 1}

tal que:

1. €(e,€') # 0 si, y s6lo si, e es una cara de €.
2. €(,e) = 1, para todo vértice e € Iy.

3. Sie, e €I son tales que e es una cara de ¢ y dim(e’) — dim(e) = 2,
entonces
6(67 61)6(617 6,) + 6(67 62)6(627 6/) - Oa

para las dos caras propias e, es de €' que contienen a e.

El concepto de funcion de incidencia formaliza el de orientacion relati-
va. Es decir, indica cuando una cara lo es de otra (por la propiedad 1), y en
caso afirmativo, indica si la orientaciéon de la cara mayor induce la de la cara
menor (mediante un signo positivo o negativo). El siguiente lema, que no
demostraremos (ver [Mas, section IV.5 y lemma IV.7.1]), es necesario para
que la definiciéon de homologia celular sea consistente.
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Lema 2.19. Para cualquier complejo celular existe al menos una funcion de
incidencia.

Definicién 2.20. Sea X = (|X[,I") un complejo celular de dimensién d.
Denotamos por k' al k-espacio vectorial de base I';. Se define entonces el
complejo de cadenas (aumentado) de X sobre k como el complejo:

C(X, k)= 0 —s kPa 24 pTas gl 20 gl S yr
donde la diferencial es:

d;(e) = Z (e, e)e,

e'el;_1

y definimos su homologia reducida i-ésima como H;(X, k) = ker(8;)/Im(di11),
para —1 <1 < d.

Por otro lado, dados monomios my,...,m, € S, definimos el complejo
de cadenas etiquetado asociado a X y my,...,m,, como el complejo:

Fx=0—F."8Fr —... 521 2%F —0
donde F; es el S-médulo libre de base I';_1, V(X)) = {vy,...,v,.}, multigra-
duado por mdeg(e) = m, = mem{m;/v; € €} (tiene sentido por 2.17), y
cuya diferencial es:

Ori(e) = Y e(e e)(me/me)e’.

e'el’;_1

De nuevo, se verifica que 9;_10; = 0, donde la demostracion es la mis-
ma que para el caso de complejos simpliciales, donde ahora se utilizan las
propiedades de la funcién de incidencia.

Se observara que hemos definido el complejo de cadenas de X utilizando
una funcion de incidencia, sin especificar cual. Se puede demostrar que para
dos de estas funciones cualesquiera, obtenemos un isomorfismo canénico en-
tre ambos complejos de cadenas (ver [BH, theorem 6.2.2] y [Mas, theorem
IV.7.2]).

De nuevo, lo que hemos hecho es considerar dos complejos de modulos
construidos a partir de X. Uno, no etiquetado, y que guarda la informacion
topologica de X, y otro, etiquetado, que proporciona un complejo sobre el
ideal I = (my,...,m,). Esto generaliza la construccién 2.10:
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Proposicion 2.21. Dado un complejo simplicial abstracto A en los vértices

{1,2,...,7}, A su realizacion geométrica en R" (ver 2.2), y cuyos vértices
{v1,v9,...,0,.} se corresponden en orden con los de A, se tiene que la asig-
nacion

€(0,0\ jp) = (=1)7,

donde 0 = {jo,J1,---,7Ji} € A, define una funcion de incidencia para el
complejo celular A, y los complejos de cadenas definidos en 2.10 para A
coinciden con los definidos en 2.20 para A y €.

Definicién 2.22. Sean I C S un ideal monomial generado por los monomios
mi,...,m, € Sy X = (|]X|,I') un complejo celular de r vértices. Si Fx es
exacto salvo en grado homoldgico ¢ = 0, se dice que es una resoluciéon
celular de S/I.

Observacién 2.23. Dada esta definicion, surgen varias preguntas. Por un
lado, nos preguntamos si todo ideal monomial admite una resolucién celular.
La respuesta es afirmativa, y de hecho, la resolucién de Taylor, que veremos
en la siguiente seccioén, proporciona una resolucion simplicial para todo ideal
monomial.

Por otro lado, nos preguntamos si hay ideales monomiales cuya resolucion
minimal sea simplicial, celular pero no simplicial, o ninguna de las dos cosas.
Los tres casos pueden ocurrir. La resoluciéon minimal del ideal m es el complejo
de Koszul K(z1, ..., x,), que, como veremos en el siguiente capitulo, coincide
con la resolucién de Taylor y, por tanto, es simplicial. Al final de la seccién
3.4 veremos un ejemplo de ideal fuertemente estable cuya resolucién minimal
es polihedral pero no simplicial. Y por tltimo, en [Vel| se dan ejemplos de
ideales monomiales cuya resoluciéon minimal no es celular.

Dado un complejo celular X = (|X|,I") etiquetado por los monomios
mi,...,m, €5,y aecN"tal que x* € I, denotaremos por X_., y X<, a los
subcomplejos celulares dados por las caras con multigrados b < ay b < a,
respectivamente, donde a < b si, y sdlo si, a; < b;, para cada i. Obviamente,
ninguna cara de X tiene multigrado < a si x* ¢ I. Un criterio sencillo de
exactitud es el siguiente:

Lema 2.24. Dado un complejo celular X y unos monomios my, ..., m, € S,
Fx es una resolucion celular de S/I (para I = (mq,...,m,)) si, y solo si,
X<a es aciclico (su homologia reducida es nula), para cada a € N" tal que
x* e [.
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Demostracion. Como Fx es multigraduado, su homologia verifica H;(Fx) =
D, Hi(Fx)a, y Hi(Fx)a = Hi(Fxa), donde Fx 5 es el subcomplejo de k-
espacios vectoriales de Fx formado por los elementos de multigrado a. Por
tanto, vemos que Fy es exacto en grado homolégico ¢ si, y sélo si, Fxa
también lo es, para cada a € N".

Ahora bien, se ve facilmente que Fx, es un complejo canénicamente
isomorfo a C(X<za, k), cuando x* € I, que siempre tiene homologia nula
en ¢ = 0. Observemos que la homologia que aparece en Fx, para el grado

homolégico ¢« = 0, proviene precisamente de los multigrados a que verifican
que x* ¢ 1. O

Por otro lado, la informacién topoldgica de los complejos celulares, junto
con su etiquetado, proporcionan también algunos invariantes de los ideales
monomiales que resuelven:

Teorema 2.25. Sea Fx una resolucion celular de S/I, para un ideal mono-
mial I C S. Entonces:

Bia(l) = dimg(Hi—1(X<a, k),
six* €1, yBia(l) =0 en otro caso.

Demostracion. Si x* ¢ I, es claro que f3;.(I) = 0. Si x* € I, utilizaremos
la caracterizacién en términos de Tor (proposicién 1.6). Se ve facilmente que
(Fx ®g k)ia es el cociente de 6(Xja, k); por (NJ(X<a, k);, es decir, tenemos
la sucesion exacta corta:

0 — C(Xza k) — C(Xza, k) — (Fx @g k)a —> 0.

Por el lema anterior, X<, es aciclico, por lo que el resultado se deduce toman-
do la sucesién exacta larga en homologia (ver [Mar, teorema 2.3]). O

Y en cuanto a la serie de Hilbert, esta queda determinada por la version
multigraduada de la bien conocida caracteristica de Euler de un complejo
simplicial o celular:

Definicién 2.26. Dado un complejo celular X = (|X|],T") etiquetado por los
monomios my,...,m, € S, se define su caracteristica de Euler multi-
graduada como el polinomio:

X(X; T1,y... ,;z;n) = Z(_l)hrdim(e)me7

eel’
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donde m, = mem{m;/v; es un vértice de e}.

Si tomamos la definicién usual de caracteristica de Euler (ver [Rot, pagi-
nas 145 y 221]), x(X) = >_,(=1)"f:(X), donde f;(X) es el nimero de caras
de X de dimensién i, obtenemos que:

X(X) = —x(X;1,...,1).

Teorema 2.27. Sea X un complejo celular etiquetado por los monomios
mi,...,m, €S, yseal = {(my,....m.). Si Fx es una resolucion celular de
S/1, entonces:

X(X5xy, ... xy)
1—a) (1 —z,)

Hs/[<$1, Ce ,J}n) = (

Demostracion. Tenemos que

Xixy,..., 1, Lt dim(e a
Ty ~ e (Zmez )

ecl’ acN”®

Ahora bien, para cada multigrado b, si hallamos dimy((S/I),) mediante una
suma alternada para Fx p,, obtenemos que:

dimy ((S/1)p) = »_(—1)Fme),

para los e € I tales que m, divide a xP, de donde se deduce el resultado. [J

2.3. La resolucion de Taylor

En esta seccién construiremos la resolucién de Taylor, que consiste en
el ejemplo méas sencillo de resolucion celular. De hecho, es una resolucién
simplicial construida a partir de un simplice, y puede aplicarse a cualquier
ideal monomial. Su principal desventaja es que no sélo no serd minimal en
la mayoria de los casos, sino que su longitud coincide con el nimero de
generadores monomiales elegido para el ideal que resuelve, y por tanto puede
ser muy grande, alejandose de la cota que proporciona el teorema de las
sicigias de Hilbert y que es el nimero de variables, n (ver [Mar, teorema
1.48)).
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Por otro lado, el complejo de Koszul ([Mar, seccién 2.4]) construido
a partir de una sucesion S-regular de monomios serd un caso particular de
resolucion de Taylor. Esta nueva interpretacion del complejo de Koszul sugie-
re definir un complejo simplicial de Koszul asociado al ideal monomial
de partida para hallar sus nimeros de Betti de forma similar a 1.7.

Definicién 2.28. Sea I C S un ideal monomial generado por los monomios
mi,...,m, € S. Definimos la resolucién de Taylor de S/I asociada a los
generadores myq, ..., m, como T, el complejo de cadenas etiquetado asociado
a Ay my,...,m, donde A es el complejo simplicial (r — 1)-dimensional
formado por todos los subconjuntos de {1,2,...,7} (es decir, un “simplice
lleno”).

En principio, T; depende del sistema de generadores elegido, pero no
haremos referencia a estos a no ser que sea necesario. Podemos describir
explicitamente dicho complejo de forma andloga al complejo de Koszul, uti-
lizando productos exteriores, debido a la simple estructura de A: Definimos
Tr: = N\'(S7), y podemos tomar como base multigraduada

ej, \...Nej, donde mdeg(ej;, A...Aej;)=mem{m;,...,mj},

siempre que 1 < j; < jo < ... < j; <r, et < r. La diferencial de T; en esta
base tiene la siguiente expresion:

i
ai(ejl/\' : '/\eji) = Z(_1>p+1

p=1

mem(mg,, ..., mj,)

mem(my;,, ..., my ..., mj)

Antes de comprobar su exactitud, veamos que el complejo de Koszul es
un caso particular (recordemos de [Mar, seccién 2.4] la definicién de sucesion
regular y complejo de Koszul asociado):

Teorema 2.29. Sea m = (my, ..., m,) una sucesion S-reqular de monomios
de S. Entonces (K(m),d) = (T;,0), donde (K(m),d) es el complejo de
Koszul asociado a m, e I = (mq,...,m,). Ademdas, es su resolucion libre

manimal multigraduada.

Demostracion. Se deduce de la descripcién anterior en términos de productos
exteriores. Observemos que m es S-regular si, y sélo si, los monomios m; no
comparten variables, lo que equivale a mem{m;,,...,m;} = mj, ---mj,, si
1< <ga<...<j; <r,er <r.El hecho de que sea minimal es obvio,
pues se cumple la condicién 0,11 (17 4+1) C mTy ;. O]
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Observacion 2.30. Podemos decir mas. Sabemos también que m es S-
regular si, y sélo si, K(m) es exacto (por [Mar, teorema 2.30]), y como
veremos a continuacién, T; siempre lo es. Por tanto, vemos que de hecho,
K(m) = Ty si, y sélo si, m es S-regular. En cuanto a lo que comentabamos
antes sobre la longitud de T, sabemos que es justo el nimero de generadores
escogidos, y la resolucién minimal de I tiene longitud a lo sumo n. Ahora
bien, si m es S-regular, al no compartir variables, debe ser r < n, por lo que
no entramos en ninguna contradiccién (ver también el ejemplo 1.11).

Ahora, para ver su exactitud, utilizamos el criterio 2.24 y observamos
que, para cada a € N” tal que x* € I, A<, es el complejo simplicial formado
por todos los subconjuntos de {j/m; divide a x*}, por lo que vuelve a ser un
“stmplice lleno”. Procedemos ahora de dos formas.

Un argumento topoldgico seria el siguiente: podemos aplicar directa-
mente [Rot, corollary 7.18], que dice simplemente que estos complejos son
aciclicos, o ver que su homologia reducida coincide con la homologia singular
de |A| (por [Rot, theorem 7.22], para una realizacién geométrica cualquiera
de A), que es un subconjunto convexo de cierto R? y por tanto tiene ho-
mologia singular nula (por [Rot, theorem 4.19]).

Pero también podemos dar un argumento algebraico: podemos apro-

vechar lo que conocemos del complejo de Koszul K(zy, . .., x,). Sabemos que
es multigraduado y exacto (ver 1.7). Ahora bien, K(z1,...,z,) = T, para
los generadores x4, ...,z, de m, y para cada r < n, A<, ..., es el complejo
simplicial formado por todos los subconjuntos de {1,2,...,7}, y es aciclico
por 2.24.

Es decir, aunque el complejo K(z1,...,z,) sea un caso muy particular

de resolucién de Taylor, conocer su exactitud equivale a conocer la exactitud
de todas las resoluciones de Taylor posibles. En el capitulo 3 veremos otra
demostracion.

Aunque la resolucién de Taylor no sea minimal, permite obtener algunas
cotas (poco ajustadas en general) para los nimeros de Betti. Recogemos estos
hechos en la siguiente proposicion, que se deducen directamente de la propia
resolucion:

Proposicion 2.31. Sea I C S un ideal monomial generado por los monomios
my,...,m, €S. Entonces,
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1. fa(S/I) =0, si x* no diwvide a mem{my, ..., m,}.

2. 81 1 es libre de cuadrados, entonces 551(5/[) = 0 51 x* no es libre de
cuadrados.

3. reg(S/I) < deg(mem{my,...,m,}).

En los apartados 1y 3, se pueden ajustar las cotas tomando como mq, ..., m,
el sistema minimal de generadores monomiales de I.

Observacién 2.32. El apartado 2 asegura que los niimeros de Betti multi-
graduados no nulos de un ideal libre de cuadrados caen en multigrados que
son libres de cuadrados. Observamos que, de la descripcién de la resolucion de
Eliahou-Kervaire libre de cuadrados de la secciéon 1.5, los ideales estables
libres de cuadrados son un ejemplo no trivial de este hecho.

Por tultimo, introduciremos el complejo simplicial de Koszul asociado
a un ideal monomial. Dicho complejo simplicial permite calcular los niimeros
de Betti de dicho ideal, en analogia a como lo permite el complejo de Koszul
K(z1,...,z,) tensorizado con dicho ideal (ver 1.7).

Definicién 2.33. Sea I C S un ideal monomial, y sea a € N un multigrado.
Se define el complejo simplicial de Koszul asociado a I en multigrado a
como:

K*I)={oc c{1,2,...,n}/x* 7 €I},
donde x*~7 = [[,4,, 2", como en 2.4.

Teorema 2.34. Dado un ideal monomial I C S y a € N”, se tiene:

S (I) = dimy, (H;_ (K2(1), k)).

Demostracion. Primero, por 1.7, tenemos que
5 (1) = dimg(Hy(K(21, ..., 7,) @ [)a).

i,
Ahora veamos que los complejos de k-espacios vectoriales (K(z1, ..., 2,)®1)a

y C(K2(I),k) son canénicamente isomorfos, salvo por el correspondiente
desfase en grado homoldgico (segin 2.11):

Primero, una base de (K(z1,...,2,) ®)a, la forman los elementos (e;, A
... Nej) ®xP, donde, si 7 = {j1,...,7:}, entonces x» = x* 7 € I. Estos
se corresponden con los simplices que aparecen en K?(I). Por otro lado, es
claro de sus definiciones, que ambas diferenciales coinciden en dichas bases.
Por lo tanto, ambos complejos son isomorfos. O
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2.4. La resolucion de Eliahou-Kervaire

En esta seccion no demostraremos que la resolucion de Eliahou-Kervaire
realmente es un complejo exacto, pero hallaremos los nimeros de Betti multi-
graduados (y por tanto el resto de invariantes que aparecen en 1.36) de un
ideal fuertemente estable viendo que coinciden con los del médulo inicial del
modulo de sus primeras sicigias, para ciertos 6rdenes monomiales. Esto da
una informacion complementaria, ya que indica que el médulo de primeras
sicigias de un ideal fuertemente estable verifica la igualdad en 1.23.

Para llegar a este objetivo, veremos qué propiedades verifican los comple-
jos simpliciales de Koszul de un ideal fuertemente estable. Para este estudio
necesitamos algunas nociones técnicas sobre complejos simpliciales, que de-
sarrollaremos segin sea necesario para nuestros propésitos.

Definicién 2.35. Sean A’ € A dos complejos simpliciales. Definimos el
complejo de cadenas relativo al par (A’; A) como el complejo:

C(A, A k) = ... — KON 0 gLy @\La ()

es decir, el complejo formado por los cocientes k(&) / kT2 con las diferen-
ciales inducidas. Se define entonces la homologia relativa i-ésima del par
(A/, A) CcOomo Hi<A/, A) = ker(az)/Im(azH)

Es sencillo ver que dicho complejo de k-espacios vectoriales esta bien
definido, y de hecho tenemos la sucesién exacta corta natural:

0 — C(A k) — C(A, k) — C(A, A k) —> 0,

que induce la sucesién exacta larga en homologia (por [Mar, teorema 2.3)):

o Hip (AN A) — Hy(A') — Hi(A) — Hy(A',A) — H;_1(A) —> ...

Otro par de conceptos técnicos que necesitaremos son los siguientes:

Definicién 2.36. Sea A un complejo simplicial en los vértices {1,2,...,7}.
Decimos que es desfasado o shifted si verifica la siguiente condiciéon: Para
todos 1 < i < j < r, y para toda cara ¢ € A con i € o, se verifica
(e \i)Uj € A. Por otro lado, considerando un vértice més, r + 1, definimos
el cono de A desde el vértice r + 1 como el complejo simplicial:

r+1)«A={ocU{r+1}/oc € A}.



2.4. LA RESOLUCION DE ELIAHOU-KERVAIRE 23

La formacién del cono sobre un complejo simplicial es la usual en topologia.
Véase la figura 2.5.

Figura 2.5: Cono sobre A.

Los complejos simpliciales de Koszul de un ideal fuertemente estable seran
desfasados, y es por lo que introducimos esta nocién. Necesitaremos la si-
guiente propiedad que cumplen este tipo de complejos:

Lema 2.37. Sea A un complejo simplicial desfasado en los vértices {1,2,...,1},
y sea A" C A el subcomplejo formado por las caras de A que no tienen a r

como vértice. Entonces, dimy(H;(A,k)) es el nimero de caras mazimales, o,
de dimension i de A tales que o Ur no es una cara de . Es decir:

dimg (H;(A, k) = #(ipa (r + A) \ Tia (A)).

Demostracion. Obviamente A C r x A, por lo que podemos considerar la
homologia relativa de dicho par. Por la sucesion exacta larga correspondiente,
tenemos para cada ¢ la sucesion exacta

Hipr(rs AN') — Hip(r« A, A) — Hi(A) — Hi(r + A').

Ahora bien, si tomamos la realizacién geométrica estandar, vemos que |r*A’|
es un espacio contractil, de hecho, es el cono sobre |A’| segin la definicién
usual en topologia, que sabemos que es contrdctil ([Rot, theorem 1.11]),
y como ya habiamos comentado, su homologia reducida coincide con su ho-
mologia singular ([Rot, theorem 7.22]) y esta es nula por ser contractil ([Rot,
corollary 4.25]). En resumen, juntando esto con la sucesién exacta anterior,
obtenemos que ?[,(A) = [:Tiﬂ(r x AJA).
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Por otro lado, como A es desfasado, se comprueba facilmente que, en
el complejo relativo C(A’; A, k), la diferencial es nula, ya que, si 0 € A/,
entonces todas las caras de o Ur estan en A. Por lo tanto,

dimk(f[Hl (r = A, A)) = dimk(kri+l(r*A/)/kFi+l(A))’

de donde se deduce el resultado. O

Ya disponemos de las herramientas combinatorias necesarias para con-
tinuar con nuestro estudio. En el resto de la seccion, fijaremos I C S un
ideal fuertemente estable, {my,...,m,} su sistema minimal de generadores
monomiales y M C S el primer médulo de sicigias de I, es decir, segin la
notacién de [Mar, secciones 1.3 y 1.5], M = Sic(my, ..., m,) = Sic;(I).

Por comodidad, denotaremos u; = max(m;), y ordenaremos los monomios
m; de forma que, si i > j, entonces u; < u; y deg, (m;) < deg, (m;), donde
deg, indica el grado de un monomio respecto de la variable x,,.

En los siguientes resultados utilizamos la notacién de [Mar, capitulo 3]
sobre érdenes monomiales y bases de Groebner, y la notacién de la seccion
1.4 sobre ideales fuertemente estables.

Teorema 2.38. El conjunto G = {z,e;—e(z,m;)e;/u < uj y m; = b(z,m;)}
es la base de Groebner reducida de M, para cualquier orden POT, <, en S”
con el orden de los vectores e; > ey > ... > e,. En particular:

1. 111(M) = @;:1<SC1,$2, Ce ,xuj,1>ej.

2. B5.(in(M)) es el nimero de indices i € {1,2,...,r} tales que x* =
x7m;, para cierto o C {1,2,...,u; — 1} con #0 =p+ 1.

Demostracion. Lo primero que debemos tener en cuenta es que M C S” es
un submédulo multigraduado para la multigraduacion S(my) @ ... & S(m,),
pero no tiene por qué ser monomial, segiin lo visto en la seccién 1.1.

Ahora, sean 1 < j < r y u < u;. Por el lema 1.35, podemos escribir
z,m; = m'm;, con m; = b(x,m;) y m" = e(x,m;), y u; < min(m’). En
particular vemos que i # j, y veamos que de hecho ¢ > j. Claramente,
min(m’) < u;, y si tenemos que min(m') < u;, entonces no puede ser j > i
por cémo hemos ordenado los m;, ya que tendriamos u; > min(m') > u; y
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uj < w;. Y si min(m') = u;, entonces debe ser deg, (m;) < deg, (m;), por
ser x,m; = m'm;, por lo que tampoco puede ser j > i.

En definitiva, z,e; — e(x,m;)e; € M y es una sicigia no nula, por lo que
G C M. Veamos que es una base de Groebner de M para <. Primero, por
ser el orden POT, tenemos que in(z,e; — e(x,m;)e;) = w,€;, ya que i > j.
Si G no fuera base de Groebner, por ser I monomial, existiria una sicigia no
nula de la forma m”e; — m'e;, con m’,m” € S monomios, tales que x,€; no
divide a m'e; ni a m”e; para ningin ! y ningin v < w;. Esto implica que
min(m’) > u; y min(m”) > wu;, pero entonces el monomio m = m'm; = m”"m;
admitiria dos descomposiciones distintas como la indicada en el lema 1.35,
lo cual es absurdo.

Finalmente, para ver que GG es reducida, basta observar que si ¢ > j y
u < uj, y v < u;, entonces z,e; no divide a e(z,m;)e;, por ser v < u; <
min(e(x,m;)).

Ahora, el apartado 1 se deduce de que in(x,e;—e(x,m;)e;) = x,e;, sii >
J, u < uj. Por tanto, la resolucién libre minimal multigraduada de in(M) es la
suma directa de los correspondientes complejos de Koszul, utilizando en cada
uno la multigraduacién dada por mdeg(e; A... A€ )=z ---x5m;, si 1 <

J1 < ...ji <uj — 1, para la correspondiente base canénica {e},... e, _;}.
Esto es debido a que estamos dando la multigraduacién mdeg(e;) = m; en
S”. ]

Por la expresion que hemos obtenido de los niimeros de Betti multigra-
duados de in(M), vemos que si realmente se verifica 35, (in(M)) = 85, (M),
y no solo la desigualdad en el teorema 1.23, entonces los nimeros de Betti
que surgirian de la resolucion de Eliahou-Kervaire, si fuera realmente una

resolucién, son los correctos. Veamos entonces que se cumple dicha igualdad:

Teorema 2.39. En la situacion anterior, para cada a € N™ y cada p > 0,
S 2(in(M)) < 5. (M) y por tanto, son iguales.

Demostracidn. Sea a = (a1, as,...,a,) € N” tal que §5,(in(M)) # 0, y sea

k = max{i/a; # 0}. Por el apartado 2 del teorema anterior, 35, (in(M)) es el

nimero de indices j € {1,2,...,7} que proporcionan un o C {1,2,...,u; —
1} tal que x* = x“m; y #0 = p + 1. Para cada uno de estos, es claro

que deg, (m;) = ag, por lo que los simplices anteriores verifican que o €
{1,2,... k—1}.
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Por otro lado, por 2.34, tenemos 35, (M) = 85, ,(I) = dimy,(H,(K?3(I))).
Ahora, por ser I fuertemente estable, tenemos que K?(I) es desfasado, y es
sencillo ver que es un complejo simplicial en los vértices {1,2,...,k}. Por el
lema 2.37, tenemos que:

S (M) = #(Tpyr (b AN\ Tpia(K2(1))) > B85, (in(M)),

donde A’ es como en 2.37, y la ultima desigualdad se deduce de lo descrito
en el parrafo anterior. O



Capitulo 3

Mapping Cones

La técnica de considerar “conos” sobre un cierto espacio topologico es
tradicional en Topologia Algebraica, pues sirve para reflejar cuando una apli-
cacién continua puede ser homdétopa a una aplicacion constante. De forma
mas general, se puede considerar lo que se denomina “mapping cone” de
dos espacios topolégicos, y que también refleja propiedades de homotopia
(ver [Mas, section X.3]).

Pasando a los complejos de modulos que surgen en las teorias de ho-
mologfa singular, simplicial, celular, etc. se definié su versién en Algebra Ho-
moldgica, también denominada “mapping cone”; y que es la que trataremos
en este capitulo (ver [Wei, pages 19, 20] para un breve comentario).

La idea de utilizar esta técnica para obtener resoluciones de ideales mono-
miales ha ido surgiendo poco después de que apareciera la resolucion de
Eliahou-Kervaire y, hasta la fecha, este es quiza el ejemplo mas claro donde
ha tenido éxito. Cinco anos después de la aparicién del articulo original [EK],
en 1995 el articulo [EC] dio un primer paso en este sentido, definiendo de
forma precisa la técnica que se utilizaria mas adelante, que es la de mapping
cones iterados.

Mas adelante, en [HT] (y en una versién simplificada, en [PS]), se aplicé es-
ta técnica para ideales monomiales que admiten cocientes lineales y fun-
ciones de descomposicion regulares, que son precisamente las herramien-
tas que permiten que el proceso de mapping cones iterados funcione. Sin
embargo, no existen muchas familias de ideales con propiedades tan fuertes,
y es precisamente la de ideales estables (y estables libres de cuadrados)

57
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la que mejor se adapta a estas herramientas. Es por ello que veremos dicho
proceso para la resolucién de Eliahou-Kervaire, en la forma en que aparece en
[HT], que ha sido apodada en otros articulos como resolucién de Eliahou-
Kervaire generalizada, y que se ha demostrado que es celular de forma
simultdnea en los articulos en [DM] y [Goo]. Veremos también cémo la
exactitud de la resolucion de Taylor se puede obtener con esta técnica.

3.1. Planteamiento general

En esta primera seccion daremos la construccion general, y que actual-
mente sigue abierta a nuevas aplicaciones, mas alla de situaciones tan es-
pecificas como la de ideales monomiales con cocientes lineales y funciones de
descomposicion. Recordemos las definiciones bésicas de complejos y morfis-
mos de complejos ([Mar, definiciones 1.25 y 1.27] 6 [Wei, definition 1.1.1]).

Definicién 3.1. Sean R un anillo cualquiera, (F,d) y (G, d) dos complejos
de R-médulos y ¢ : F — G un morfismo entre ellos. Llamamos mapping
cone de ¢ al complejo de R-médulos MC(p) dado por MC; = F;_1 & Gy, y
cuya diferencial es:

8;(m,n) = (—=d;i_1(m), ;i_1(m) + 9;i(n)), V(m,n) € Fi_1 & G,.

Cuando no sea necesario especificar el morfismo ¢, escribiremos simplemente

MC.

Conviene recordar como se define la diferencial del mapping cone segin
el siguiente diagrama, o mediante una matriz de morfismos:

—di_1

Efl E*Q —d 1 0
6= © Npi1 D 6 5i:< " 8)'
) Pi—1 i
G - Gi

Expresar morfismos de R-mddulos entre dos sumas directas como matrices
cuyos coeficientes son a su vez morfismos de R-mddulos puede aligerar la
notacion, y por tanto la utilizaremos en algunas ocasiones. Las reglas de
composicion de morfismos se traducen en esta notacién en el producto de
matrices, tal y como se define en su version usual.
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En los dos siguientes lemas recogemos las principales propiedades de exac-
titud del mapping cone que utilizaremos mas adelante:

Lema 3.2. Dado un morfismo ¢ : (F,d) — (G,0), su mapping cone
(MC(p),d) es un complejo de R-mddulos, y la siguiente sucesion es exacta:

0 — G -% MC(yp) -5 F(~1) — 0,

donde «; es el morfismo de inclusion, B; el de proyeccion y en F consideramos
la diferencial —d, para cada @ € Z. Dicha sucesion induce la sucesion exacta
larga en homologia:

el —> HZ(G) HZ—OQ HZ(MC) M) Hz_l(F)

Hizile) Hz_l(G) — ...
En particular, ¢ induce un isomorfismo H;(p) en homologia si, y sélo si, el
complejo MC(p) es ezacto.

Demostracion. Para ver que realmente MC(y) es un complejo, la notacién
matricial simplificara los cédlculos:

58t = _di—l 0 —dz 0 . di—ldi 0 —0
R NG ©i 01 )\ —pisidi+0ip; 0011 )

Y, por otro lado, o y 8 definen morfismos de complejos:

_f —di—x O Oy [0\ [0 Y
(57,057,—(@11 a,L)(Id)_(al)—(ld)az_az_la“y

(—=di-1)B; = —d;1(1d,0) = (=d;1,0) = (Id, 0) ( _C,l"‘l g ) = Bi_10:.
Yi—1 ()

Ahora, los complejos (F,d) y (F,—d) son canénicamente isomorfos y sus
modulos de homologia son de hecho el mismo. Por tanto, la sucesion exacta
larga en homologia se deduce de [Mar, teorema 2.3]. Falta comprobar que el
homomorfismo conector, 7, es de hecho H;(). Siguiendo la prueba de dicho
teorema, tomamos T € H;(F) y (z,0) € MC;;1, una contraimagen de .
Entonces, (0, p;(x)) = i41(z,0), por lo que 7(Z) = ¢;(z), como querfamos
demostrar. [

Ahora utilizaremos este lema para construir resoluciones libres a partir
de otras dadas:
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Lema 3.3. Dada una sucesion exacta corta de R-modulos:
0— M S M — M" — 0,

y resoluciones libres (F',d') y (F,d) de M’ y M, respectivamente, si llamamos
también ¢ : ¥ — F a la dnica (salvo homotopia) elevacion de ¢ : M’ —
M, entonces MC(p) es una resolucion libre de M".

Demostracion. La definicién, existencia y unicidad (salvo homotopia) de la
elevacién ¢ : ¥ — F se encuentra en [Mar, lema 2.5]. Ahora, claramente
los médulos que aparecen en MC(p) son libres por ser sumas directas de
modulos libres. Por otro lado, la sucesion exacta larga en homologia del lema
anterior implica que H;(MC(y)) = 0, para ¢ > 1. El final de dicha sucesién
exacta larga es:

.= 0 — H(MC) — M' 5 M — Hy(MC) — 0,

pues Ho(F') = M’y Hy(F) = M (y por ser p : F/ — F elevacién de
¢ : M' — M). Como ¢ es inyectiva, concluimos que H;(MC) = 0y
Ho(MC) = M”, por lo que MC es una resolucién libre de M”. ]

Ahora concretamos poco a poco el contexto en el que nos movemos para
llegar a las aplicaciones que buscamos. Primero, vemos que si R es un anillo
graduado, y (F,d) y (G, 9) son complejos graduados de R-mddulos, entonces
su mapping cone es de nuevo un complejo graduado. Y en el segundo lema,
si M', M, M" y ¢ son graduados, y (F',d’) y (F,d) son resoluciones libres
graduadas, entonces MC es una resolucién libre graduada de M”.

En el caso graduado estdndar (o multigraduado) sobre R = S, puede
ser que las resoluciones (F',d’) y (F, d) sean minimales, pero MC no serlo.

Ejemplo 3.4. Dados ideales I,J C S, siempre tenemos la sucesién exacta
corta natural:

0—InJ-STae] 5T+ —0,

donde o(f) = (f,—f) v ¥(f,9) = f + g. Podemos aplicar esto a los ideales
monomiales I = (2% y) y J = () en el anillo S = k[x,y]. Tenemos entonces

la sucesidn:
1
-1

0— (xy,x2>
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Ahora, es sencillo comprobar (mediante el algoritmo de Schreyer [Mar, lema
3.29 6 teorema 3.31], por ejemplo), que las resoluciones libres minimales
graduadas de I N J e I & J son, respectivamente:

()

2
— Ty T
0—S " — 52< y—> )<xy,x2)—>0,y
)
—? 22y 0
0 0 0 =z
0—S " — 7~ s — (%, y) ® (z) — 0.

Por otro lado, la elevacién del morfismo ¢ viene dado por las matrices si-
guientes (indicadas a la derecha de su flecha correspondiente):

0 — S — 52 — (zy, 2% — 0
0 1 1
TS B P } (_1)
Yy —x
0O — S — S — (2 y)®{x) — 0.

Por tanto, el mapping cone de ¢ nos proporciona la siguiente resolucién libre
del ideal (z,y):

—T 0 1 Y
Y r 0 -2
-1 —y —x 0 2y -
0— S —’ s — 53( — ><x,y>—>0.

Vemos que efectivamente es graduada (de hecho multigraduada), pero no es
minimal, ya que aparecen términos constantes no nulos (haciendo fallar la
condicién de minimalidad d;1(F;41) C mF;). También sabemos que no es
minimal porque la dimensién proyectiva de S/(x,y) es 2 y sus nimeros de
Betti son 1y 2 (ver [Mar, pdgina 52]).

Por otro lado, la descripciéon de la diferencial del mapping cone como una
matriz de morfismos nos permite construir sus matrices por cajas, adjuntando
las matrices correspondientes. En este ejemplo, en grado homolégico ¢ = 1:

0 1 Y
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Finalmente, pasamos a aplicar el lema anterior al caso de ideales mono-
miales, para obtener la técnica que llamaremos de mapping cones iterados.

Sea I C S un ideal monomial, cuyo sistema minimal de generadores

monomiales es {my, ..., m,}. Consideremos I; = (my,mo,...,m;), para j =
1,2,...,r, ideales encajados. Entonces, para cada j > 1, la siguiente sucesion
es exacta:

0— S/(Ij : ij) m]—+>1 S/I] — S/IjJrl — O,

donde el morfismo de la izquierda es multiplicar por m;; y el morfismo de la
derecha es el morfismo natural de paso al cociente. Este tltimo es multigra-
duado (de grado 0), mientras que el de la izquierda es multigraduado, pero
de grado m;41, por lo que consideraremos la multigraduacién desplazada

S/ = mjua) (M)
Observemos que la condiciéon de minimalidad sobre el sistema de gene-
radores {my, mo, ..., m,} implica que la sucesién de ideales encajados I} &

Iy & ... & I, = I es estrictamente creciente y por tanto en la sucesién exacta
anterior, S/(I; : m;+1) # 0.

La técnica de mapping cones iterados consiste entonces en conocer
resoluciones libres multigraduadas de S/I; (que es obvia por ser I} = (m;)
principal) y de los cocientes S/(f; : m;41), para j = 1,2,...r — 1, y obtener
asi una resolucién libre multigraduada de S/I, = S/I, aplicando el lema
anterior de forma iterada.

Observacion 3.5. En el lema 3.3, no hemos especificado cudl es el morfis-
mo sobreyectivo € : MCy — M"” que hace que ... — MC, — MCy —
M"” — 0 sea una sucesién exacta. Es decir, segtin la definicién [Mar, defini-
cién 1.25], no hemos dado de forma explicita el morfismo de aumento de
la resolucién que proporciona el mapping cone. De hecho, podemos elegir
varios (podemos multiplicar uno dado por un escalar de k para obtener otro,
por ejemplo).

Sin embargo, cuando hacemos mapping cones iterados para ideales mono-
miales, en el paso j > 1, es natural considerar el morfismo de paso al cociente
S — S/I;11, ya que la diferencial obtenida a partir de los sucesivos mapping
cones en grado homoldgico ¢ = 1 tiene la siguiente expresion:

(ij mj N 1051 )
o

SItl S — 0,
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lo cual es obviamente debido a que el morfismo ¢ que escogemos en el paso
J es multiplicar por m; .

Ejemplo 3.6. Consideremos el anillo S = k[z,y] y el ideal I = (x%y, y3, zy?).
Dichos generadores son minimales, en dicho orden los ideales encajados son
I, = (2%y), I = (2?y,y>) e I3 = I, y los cocientes anteriores son:

(@%y:y°) = (2 v ((2%y.9°) : 2y®) = (z,y).

Conocemos las resoluciones de dichos cocientes y por tanto podemos aplicar
el procedimiento anterior. En el siguiente diagrama aparecen dichas resolu-
ciones junto con el morfismo de elevacion, para la primera iteracién del pro-
cedimiento:

0 — § S 5 S/ — 0
Ly? Ly’ Ly’
$2
0o — S 285 — S/a%y) — O
Por tanto, obtenemos la siguiente resolucién de S/Iy:
()
2 3 42
0—s 2 S2<y—>y)5—>S/<m2y,y3>—>O.

Ahora, para la segunda iteracién, tenemos el morfismo de elevacion entre las
siguientes resoluciones:

()

(z y)

0 — S — 52 — S —  S/(z,y)
0 =z 9 9
1 i(y 0) Ly Ly
()
2 3 2
0 — s L7 e (¥ =) ¢ S/(a?y, v°).

Y finalmente, hallando el mapping cone de este morfismo, obtenemos una
resolucion de S/I:

-y - -y 0
T 0 z -2
1 0 2 ry? P 2P
05 —/ g Y 53( AN y>S—>S/[—>O,
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que observamos que no es minimal, ya que tiene longitud 3 y la dimensién

proyectiva de un S-modulo graduado es como mucho 2, el nimero de varia-

bles. Ademas, aparece un coeficiente constante no nulo en la primera matriz.
Y

Este ejemplo nos sirve para ver que el orden en el que tomamos los ge-
neradores del ideal monomial es esencial, ya que si los ordendramos como
I = (z%y, xy?,4?), entonces los cocientes serfan:

(2Py:ay?) =(z) v (2Py,2y®) ) = (2).

Y en este caso ambas iteraciones son mas sencillas y obtenemos la resolucion
siguiente:

—z 0
Yy —XT
0 y Y oxy? 2ty
0— S° — 53( s )S—>S/I—>O,

que si es minimal, ya que los coeficientes no nulos tienen grado positivo.
De hecho, el ideal I no es fuertmente estable para el orden usual de las
variables, pero si lo es si ponemos 1 =y y 9 = x. En este ejemplo hemos
adelantado la prueba de céomo construir la resolucion de Eliahou-Kervaire
mediante mapping cones, que veremos en la siguiente seccion.

3.2. Laresolucion de Taylor via mapping cones

En esta breve seccién aplicaremos el método anterior para demostrar
directamente que la resoluciones de Taylor (seccién 2.3) realmente es un
complejo exacto. De hecho, lo que haremos sera volver a construir dicha
resolucion.

Teorema 3.7. Dado un ideal monomial I C S y generadores monomiales
suyos my,...,m, € S, la resolucion de Taylor de S/I asociada a dichos
generadores, Ty, es un complejo exacto.

Demostracion. Utilizaremos las notaciones de la secciéon 2.3, y denotamos

I; = (my,mq,...,m;),paral < j <r yQ; = (I; : mj1),paral < j <r—1.
Procedemos entonces por induccion en j. Para j = 1, tenemos

1 0
T,=0— A\S=5"% ANS=5— 8/, —0,
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que obviamente es exacto. Supongamos que hemos demostrado que T, es
exacto, para cierto j > 1. Primero, observemos que @Q; = (ny,ng,...,n;),
donde n; = mem(m;, m;41)/m 1. Por tanto, por hipdtesis de induccidn,
podemos utilizar las resoluciones T, y Tq;, y obtenemos el diagrama si-
guiente:
a, o ¢
— T2 — Tg,n — Tg0 — S/Q; — 0
I 2 L 4o Ly
— T]j72 ﬂ) TIj,l i> T[j70 —6> S/Ij — 0,

donde (1) = m;17, {pi}i>0 es su elevacién, y € y € son los morfismos de
paso al cociente. Podemos escoger la elevacién de la siguiente forma:
mem(mg,, ..., mj,, Mji1)

Qpi(ejl A /\eji) = mcm(m' m) (ejl A /\eji)a
gis e o

pues se verifica que 0;; = p;_10; para i > 1,y epy = e, para lo cual basta
utilizar que

mjpimem(ng,, ..., ng) = mem(m;,, ..., mj,, Mji1).

Por tanto, al hallar el mapping cone de ¢, obtenemos:

%

i—1 %
MCZ(QO) = TQj,i—l @T]jﬂ‘ = (/\ SJ) fan (/\ SJ> =~ /\(Sj-f—l) s T1j+1,i7

donde los isomorfismos son los naturales, y vemos que la diferencial de dicho

mapping cone,
—d;_; 0
61‘ = ' )
( i1 0 >

resulta ser la diferencial T Iisii — Tr;.,:-1. Para ver esto, basta utilizar
las expresiones anteriores entre las m; y las n;. Y hemos concluido la de-
mostracion. ]

3.3. La resolucién de Eliahou-Kervaire gene-

ralizada

A continuacién, utilizaremos la técnica de mapping cones iterados para
obtener la resolucion de Eliahou-Kervaire. Aunque la version que aparece en
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[PS] supone una pequena simplificacién de la prueba de [HT], seguiremos
esta ultima, ya que proporciona una version generalizada, donde se ve que los
cocientes lineales y las funciones de descomposicién son justo las herramientas
que necesitamos para obtener la resolucién que buscamos.

Ademas, esta versién generalizada incluye a la resolucién de Eliahou-
Kervaire libre de cuadrados y las resoluciones minimales de otros ideales
monomiales, como los llamados “idelaes matroidales”, que son los ideales de
Stanley-Reisner de complejos simpliciales que verifican cierta propiedad y
que se denominan “matroides” (ver [HT, section 1]).

En esta seccion necesitaremos introducir bastante notacion, aunque parte
de ella no serda més que una extensién de la utilizada en las secciones 1.4 y
1.5. En lo que sigue, fijaremos un ideal monomial I C S, cuyo conjunto de
monomios y sistema minimal de generadores monomiales denotamos por
M(I) y G(I), respectivamente.

Definicién 3.8. Decimos que I tiene cocientes lineales si podemos ordenar
los elementos de G(I) = {my,ma,...,m,} de forma que los cocientes @); =
((m1,...,m;) : mj41) estan generados por variables, para todo j > 1. En tal
caso, definimos

set(m;) ={i € {1,2,...,n}/z;, € Q;_1}.

También definimos set(m,;) = @.

Cuando pongamos G(I) = {my, mg,...,m,}, supondremos siempre que
este es el orden para el cual I tiene cocientes lineales, y escribiremos [; =
(mq,...,m;). Cuando apliquemos la técnica de mapping cones iterados a
estos ideales, supondremos siempre que tomamos como resolucién de S/Q);
el complejo de Koszul K(set(m;41)), que es su resolucién libre minimal
multigraduada.

Veamos ahora que los ideales estables y estables libres de cuadrados
tienen cocientes lineales. Daremos dos érdenes en G(I), donde <,eyer €s el
orden lexicografico inverso (es decir, en N" o < (3 si la componente no nula
mas a la derecha de  — « es negativa):

1. Sii < j, entonces deg(m;) < deg(m;) 6 deg(m;) = deg(m;) y en tal
Caso, M; >reylex M-
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2. Sii < j, entonces m; >yepiex M.

Ambos érdenes serviran para nuestros propositos, pero con el primero obte-
nemos la ventaja de que deg(m;) < deg(ms) < ... < deg(m,). Denotamos
también, al igual que en la seccién 2.4, u; = max(m;).

Lema 3.9. Si [ es estable (resp. fuertemente), entonces para todo j, con di-
chos drdenes, el ideal I; = (mq,ma, ..., m;) también es estable (resp. fuerte-
mente) y

(Ij : mj+1) = <l’1,$2, . ,l’uj+1_1>.

Lema 3.10. Si [ es estable libre de cuadrados (resp. fuertemente), entonces
para todo j, con dichos drdenes, el ideal I; = (my,mg, ..., m;) también es
estable libre de cuadrados (resp. fuertemente) y

(L; : mjp1) = ({xi/z; no divide a mjq e i < ujiq}).

Demostracion. Haremos simultdneamente ambas pruebas. Primero, I; es es-
table (resp. fuertemente, 6 libre de cuadrados), pues si z; divide a m, e
i < k,q<j, (resp. k = max(m,), 6 ademds x;(m,/xy) es libre de cuadra-
dos), entonces existe un mg tal que Tymg = TpMmgm, para cierto monomio
m € S. Si fuera s > ¢, como no puede ser deg(m,) < deg(ms), tendriamos
que Mg >replex Ms, POT 10 quUe T;Mg >repier TiMsm, 1o que es absurdo.

Veamos ahora la igualdad indicada. Primero, si ¢ < ;41 (resp. y z; no
divide a mj;;), entonces existe un my tal que z;m;y = Ty, MM, para
cierto monomio m € S. Se concluye igual que antes que debe ser s < j + 1,
por lo que x; € (I; : mjtq).

Reciprocamente, si la contencién fuera estricta, existiria un monomio m €
S tal que m;yym € I; y x; no divide a m, para ¢ < w4y (resp. y tal que x; no
divide a m;41). En particular, vemos que max(m;;;) < min(m). Como I; es
estable (resp. fuertemente, libre de cuadrados), existe un ms con s < j y tal
que mji1m = mym/, para cierto monomio m’ € S con max(ms) < min(m’).
Entonces hemos encontrado dos expresiones distintas como la del lema 1.35
(resp. 1.44), lo que es absurdo. ]

Antes de hallar la resolucién de forma completa, veamos cémo obtener
sus bases multigraduadas de forma sencilla, lo que ya nos daria los niimeros
de Betti y todos los invariantes que aparecen en 1.36 y 1.45:
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Teorema 3.11. Si I admite cocientes lineales con el orden mq, mo, ..., m, y
deg(my) < deg(msy) < ... < deg(m,), entonces la resolucion de S/I obteni-
da por mapping cones iterados es minimal y la base homogénea en grado
homologico p + 1, para p > 1 esta dada por los siguientes simbolos:

{(mysgn, o dp)/d, J2, - G} Cset(my), 1 < j <},

en grado homolégico i = 1 por (my; D), ..., (m.; D), y con la multigraduacion
dada por mdeg(my;;ji,...,Jp) = X, T4y - Tj, M.

Demostracion. Haremos mapping cones iterados, por lo que procedemos por
induccién en j > 1, donde denotamos por FU) a la resolucién de S/1I; que
obtendremos en cada paso. Para j = 1, tenemos I; = (m;), es principal y el
teorema es obvio en este caso.

Si suponemos que es cierto para j > 1, entonces para construir la resolu-
cién de S/1;41, tenemos que hacer el mapping cone de FU) con la resolucién
minimal de S/Q;, que es el complejo de Koszul KW = K(set(m;1)). Ahora,

Flgfll) = Flgi)l &) K,gj), para p > 0, por lo que obtenemos la base deseada,
definiendo (mj415J1,...,p) =€, A... Aej,, en KI(,j).

Por 1ltimo, si ¢ : KY¥) — FU) es el morfismo de elevacién, como por
hipétesis KU ). y FO) son minimales, para ver que FU+Y también lo es, basta
ver que p(K G) ) C mFISi)l. Pero esto se deduce de la multigraduacion dada a

p+1
las correspondientes bases, ya que el elemento (m;1; j1, ..., jp+1) de la base

de K]SQI tiene‘ multigrado z;, zj, - - - 7;,,,m;41, y el elemento (my; ji, . .., j,) de
la base de ng)l tiene multigrado x;,x;, - - - ©;, My, pero deg(my,) < deg(myjt1),
para k < j, por lo que hay que multiplicar por cierto monomio no constante
para que ¢ sea multigraduada. O]

Ahora, si queremos hallar completamente la resolucién, es decir, calcu-
lar también sus diferenciales, necesitamos una herramienta mas, que son las
funciones de descomposicion:

Definicién 3.12. Si el ideal [ tiene cocientes lineales para el orden G(I) =
{my,ma,...,m,}, definimos la correspondiente funcién de descomposi-
cién como b: M(I) — G(I) tal que:

b(m) =m;, donde j=min{k e {1,2,...,7}/m € I;;}.
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Y decimos que dicha funcién de descomposicion es regular si verifica que
set(b(z;m;)) C set(m;), para todo i € set(m;), y 1 <j <r.

De los lemas 3.9 y 3.10 es inmediato que las funciones de descomposicion
de los ideales estables y estables libres de cuadrados son regulares. Por otra
parte, necesitaremos las siguientes propiedades basicas de las funciones de
descomposicion:

Lema 3.13. Sea I un ideal con cocientes lineales para el orden G(I) =
{my,ma,...,m;}, y sean m,n € M(I). Entonces:

1. m = b(m)e(m), para cierto monomio e(m) que verifica set(b(m)) N
supp(e(m)) = 2.

2. Sim =mj,n, yset(m;) Nsupp(n) = &, entonces b(m) = m,.

3. b(mn) = b(m) si, y solo si, set(b(m)) N supp(n) = .

4. Sib: M(I) — G(I) es regular, entonces b( z;b(x;m )) = b(x;x;my)) =
b(z;b(x;my)), para todos i,j € set(my), y 1 <k <r
Demostracion. 1. Por definicidn, si b(m) = m;, entonces m € I;, pero

m ¢ I;_q, por lo que debe ser m = m; n, para cierto monomio n.
Ahora, si existe un i € set(m;) Nsupp(n), entonces poniendo n = x;n’/,
tenemos que x;m; € I;_; y entonces m = (x;m;)n’ € I;_4, lo que seria
absurdo.

2. Primero, es obvio que m € I;. Si m € I;_;, entonces n € @;_1, por lo
que existiria un i € set(m;) tal que z; divide a n, lo que seria absurdo.

3. Si b(mn) = b(m) = m;, entonces mn = mje(mn) y m = mje(m),
por lo que e(mn) = ne(m) y supp(n) C supp(e(mn)), y por tanto
supp(n) Nset(b(m)) = @. Reciprocamente, si supp(n) Nset(b(m)) = &,
y m; = b(m), entonces mn = m;ne(m), y supp(ne(m)) Nset(m;) = &,
por lo que b(mn) =

4. Primero, sii € set(b(x;my)), entonces set(b(x;b(x;my))) C set(b(z;my)),
por ser b regular, y si ¢ ¢ set(b(x;my)), entonces b(z;b(x;my)) =
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b(xjmy). Por tanto, siempre set(b(x;b(x;my))) C set(b(x;my)). Es decir,
tenemos que

zxymy, = x;b(z;my)e(zmy) v set(b(z;b(xymy))) Nsupp(e(x;my)) = @,

y por el apartado 3, tenemos que b(x;z;my) = b(z;b(z;my)).
O]

Observemos que las propiedades 1 y 2 caracterizan a la funcién de des-
composicion y dan lugar a su nombre. Ademas, observamos que, junto con
los lemas 3.9 y 3.10, las asignaciones dadas por b y e en dichos apartados
coinciden con las dadas en los lemas 1.35 y 1.44. Utilizando estas propiedades,
obtenemos la serie de Hilbert (argumentando como en 1.37) y la descripcién
completa de la resolucién que buscamos:

Proposicién 3.14. Sea I un ideal con cocientes lineales para el orden G(I) =
{mq,...,m,}. Entonces,

T

1
HI(K)ZZ my H m

1=1 Jéset(m;)

Teorema 3.15. Sea I C S un ideal monomial con cocientes lineales para el
orden G(I) = {my,ma,...,m,}, y con funcion de descomposicion regular b :
M(I) — G(I). Entonces, la resolucion (F,0) de S/I obtenida por mapping
cones iterados es minimal, tiene la misma base multigraduada que en 3.11,
y la diferencial O estd dada por la siguiente expresion:

p p

Opsr(my; o) =Y (=) %5, (myza\ §y) — Y _(=1)%e(aj,my) (blaj,my); a \ ),
q=1 g=1

donde o = {j1,72,...,Jp} C set(m;), con j1 < ja < ... < Jp, y donde

adoptamos el convenio (m;; ) =0 st a € set(m;).

Demostracion. Primero, si las diferenciales realmente son asi, claramente la
resolucion es minimal. Volvemos a proceder por induccién en 7 > 1, donde
volvemos a denotar por F) y KU) a las resoluciones minimales de S/I iy
S/Q;, respectivamente (de nuevo, KW = K(set(m;.))). El caso j = 1 vuelve
a ser trivial.
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‘Supongamos entonces que se verifica para j > 1. De nuevo, la base de
Fi(J) vuelve a ser como en 3.11. Como FU) es un subcomplejo de FU+D),
basta comprobar la expresién de 0 en los elementos de la base (m;41; ), con
a C set(mjyq). Sea ¢ : KU — FU el morfismo de elevacién. Entonces,
por definicién de mapping cone, tenemos que O(mj1; ) = —d(mjp1; o) +
©(mjq1; a), donde d es la diferencial del complejo de Koszul. Por tanto, vemos
que si la siguiente expresion

p
p(mji;a) = (=1 e(aj,mio) (b(xs,mie);a\ Jy),
q=1
cuando a # &, y ¢(m;i1;) = mjyq, define una elevacién del morfismo

S/Q; s S/I;, entonces ya hemos obtenido la expresién que buscamos.
Para ello, tenemos que verificar (por induccién en grado homolégico) que
@od = Oy, donde d es la diferencial de K9 y 9 la de FU). Para simplificar la
notacion, escribiremos m = mjq. Primero, p(d(m; @)) = m = 9(¢(m; ©)),
y si @ € set(m), entonces

p(d(m;i)) = p(zi(m; D)) = xim = d(e(zim)(b(xim); D)) = d(p(m;i)).

Supongamos entonces que @ = {j1,J2,...,Jp} Cset(m), 1 <Jo <...<Jpy
p > 2. Por un lado, tenemos que

p

pld(m;a)) = D (=1 e o(mia j,)
= ZZ D)7, e(xy,m) (b(x5,m); e\ {g, js})
- ZZ 1)z, e(xy,m) (b(zj,m); o\ {g, Js})-
Y por otra parte,
dp(m;a)) = > (=)™ e(a;,m)d(b(x;,m);a\ j), ¥
Ob(azm);a\j)) = Y ey (blzg,m)a\ L. ji})
s7#q

— Y eselw b, m)) (0w, b(x;,m)); a\ {g. i),

574
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donde €, = (—1)%, si s < q, y €, = (—=1)*T, si s > ¢. Ahora bien, puede
ocurrir que a \ jg € set(b(x;,m)), y entonces (b(z;,m);a\ j,) = 0. En ese
caso, si &\ {Jjg, js} € set(b(x;,m)), entonces v\ {Jq, js} € set(b(z;,b(z;,m))),
y por tanto, los términos de la derecha son todos nulos. Por otra parte,
si o\ {jg, Js} C set(b(x;,m)), entonces j, ¢ set(b(x;,m)), y por tanto,
b(x;,b(x;,m)) = b(xz;,m) y los términos de la derecha se cancelan unos con
otros. Por tanto, dicha igualdad es valida, y aplicindola a la anterior obte-
nemos:

d(p(m; ) = ZZ DTy e(aj,m) (b(x;,m); o\ {jg, js})

g=1 s<q

- ZZ Y+, ey, m) (b(as,m); o\ L, Js})

qg=1 s>q

S S ) e b)) (B b )50\ L o)

q=1 s<gq

3T e b ) (s b)) 0 L))

q=1 s>q

Pero los dos tltimos sumandos se cancelan, ya que podemos intercambiar el
papel de q y s por el apartado 4 del lema 3.13, y los dos primeros sumandos
se corresponden justo con p(d(m;«)), de nuevo intercambiando los papeles
de q y s, lo que concluye la demostracion. O

Para finalizar la seccién, veamos con unos ejemplos que las condiciones
que hemos ido imponiendo en cada paso no siempre se verifican:

Ejemplo 3.16. Primero, puede ser que I admita cocientes lineales para
el orden G(I) = {my,ma,...,m,}, y que no se verifique que deg(m;) <
deg(ms) < ... < deg(m,). Dos ejemplos son [ = (x93, Tox3ry, T123) ¥
J = (m23, x5, 23x5), para cualquier s > 3. Por lo que en estos ejemplos
no podemos aplicar 3.11. Sin embargo, sus funciones de descomposicién son
regulares y podemos aplicar 3.15.

Por otro lado, no toda funcién de descomposicion es regular. Dos ejemplos
son I = (x1x9, Tox3, £324), pues set(xszy) = {2} v set(b(za(z324))) = {1}, v
J = (x123, 2313, xo23), pues set(zox3) = {2} y set(b(zo(z223))) = {1}. Sin
embargo, en estos ejemplos podemos aplicar 3.11.
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Un ejemplo de ideal con cocientes lineales que no verifica las hipétesis de
3.11 ni de 3.15 es [ = (w23, x5, v3x3, 1223), para cualquier s > 3.

Por tltimo, la propiedad de intercambio del apartado 4 de 3.13 no es
equivalente a la regularidad de la funcién de descomposicién. Los ejemplos
anteriores [ = (2129, Tow3, T324) v J = (w123, 2323, 1222) son claros. Otro
ejemplo menos sencillo serfa K = (x1x9, ok, 124, Toks, T4Ts5).

3.4. Laresolucion de Eliahou-Kervaire es celu-
lar

En esta tultima seccion, veremos cémo la resulocion de Eliahou-Kervaire
es celular en el sentido de la definicion 2.22, es decir, existe un complejo
celular X = (|X|,T") junto con una funcién de incidencia ¢ tales que la
resolucion de Eliahou-Kervaire coincide con Fx.

Actualmente existen varias construcciones de estos complejos celulares. El
primero en dar una fue J. Mermin en el articulo [Mer], y que funciona para
la resolucion clasica de Eliahou-Kervaire. Sin embargo, muy recientemente,
dos articulos casi simultdneos dieron una construccién para la resolucion de
Eliahou-Kervaire generalizada de [HT] que hemos presentado en la seccién
anterior. Dichas construcciones se deben, por un lado, a A. Goodarzi en el
articulo [Goo], y por otro, a A. Dochtermann y F. Mohammadi en el articulo
[DM]. En esta seccién, presentaremos esta ultima construccion, ya que la
descripcion es mas elemental y facil de visualizar. De hecho, por primera vez
en esta memoria, podremos obtener ejemplos de resoluciones celulares que
no son simpliciales, como la de Taylor.

Aunque la descripcién celular se puede hacer a partir de simplices abstrac-
tos, comenzamos identificando cada monomio x* = 27" - - - x%" con el vector
a=(ay,...,a,) € R" Por otra parte, en toda la seccién, I C S serd un ideal
monomial con cocientes lineales para el orden G(I) = {my,ma,...,m,}
y cuya funcién de descomposicién, b : M(I) — G(I), es regular.
Utilizaremos también las notaciones de la seccién anterior, es decir, I; =
(mi,ma,...,m;)y Q; = (I; : mj41), y ademads, para prescindir de subindices,
escribiremos m; < mo < ... < m, para indicar el orden de los generadores.

Comenzamos definiendo los simplices que constituiran los “ladrillos” de
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la construccién celular que obtendremos.

Definicién 3.17. Para cada m € G(I), cada a C set(m), con #a = p, y
cada permutacion o = (01, 09, ...,0,) de «, definimos inductivamente

b(x0i+17$0w s 7x01am> = b<$0i+1b(x0m s >$U1>m))'

Por otro lado, definimos como s(m, a, o) al simplice abstracto formado por
los elementos m,b(xs,m),...,b(2s,,...,Ts,,m). Diremos que s(m,a, o) es
no degenerado si estos monomios no se repiten, y en caso contrario, diremos
que es degenerado.

A posteriori veremos que la clausura convexa en R"™ de los puntos de
s(m,a,0) es siempre un simplice, y constiturd una realizacién geométrica
natural, pero de momento seguiremos considerandolos como simplices abs-
tractos, y para abreviar utilizaremos la notacién de upla ordenada, lo que ya
da una orientacion de dichos simplices:

s(m,a,0) = (m,b(xe,m), ..., 025, ..., 05, m)).

Para manejar estos conjuntos, necesitaremos algunas propiedades bésicas que
cumplen:

Lema 3.18. Sean m € G(I), a C set(m), con #a = p, y ¢ una per-
mutacion de «, como antes. Denotemos s(m,a,0) = (wy = m,wy, ..., wp).
Observemos que w; = b(x,,w;_1), para todo i > 1. Se verifican las siguientes
propiedades:

1. Siempre wy > wy > we > ... > W, Y s(m, o, 0) es no generado si, y
solo si, las desiqualdades son estrictas, que a su vez es equivalente a
o; € set(w;_1), para todo i > 1.

2. Siempre se verifica que set(w;) C set(w;—1), y si s(m,o,0) es no de-

generado, entonces 0;,0;41,...,0, € set(w;_1), para todo i > 1.
3. Para cualquier s(m, a, o), tenemos que b(zq,, ..., o, m) = b(xy, -+ Ty
m), y por tanto, si o’ = (0,04, ...,0.) es otra permutacion de los ele-

mentos 01,09, ...,0;, entonces

W(To,, s Toy,m) = b(Tor, .o, Tgr, M),
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4. Sis(m,a,0) ys(m,a,d) = (w, =m,w|,...,w) son no degenerados
0 1 p

y w; = wj, para todo j = 1,2,...,1, entonces o; = o;, para todo j =
1,2,...,i. En particular, si s(m,a,0) = s(m,«,d’), entonces o = o.

5. No pueden ezistir dos simplices no degenerados de la forma s(m,«a, o)

/ _ ! / / ! - -
yls(m,a,a) = (wy = m,wy,...,w,) con wi = w; para todo j < i, y
Wiy = Wi
Demostracion. 1. Primero, w;—; > w; = b(z,,w;_1) es obvio por la defini-

cién de b. Por otra parte, de nuevo por la definiciéon de b y set, w;_; >
b(xy,w;—1) si, y solo si, o; € set(w;_1).

2. Por ser b regular, tenemos que set(w;) C set(w;—1), y lo segundo es
consecuencia de esto y del apartado 1.

3. Procedemos por induccion en 2, donde el caso ¢ = 1 es trivial. Supon-
gamos que b(Zy,_,,...,To,m) = b(T,,_, -+ Ty - m), entonces, por el
lema 3.13 y por hipdtesis de induccién, tenemos que

!
To;Wi—1 = Wiy Tg;_y " Ty M= W;—1M,

para ciertos monomios n,n’ € S, con supp(n) N set(w;) = supp(n’) N
set(w;_1) = @. Como set(w;) C set(w;_1), entonces supp(nn')Nset(w;) =
@, por lo que de la igualdad x,, - - - x5, m = w;nn’, y el lema 3.13, ob-
tenemos el resultado.

4. Supongamos que o} = 0; para todo j < k < iy que g, # 0. Tenemos
que wy, = b(x,,w_1) = b(xaéwk_l), por lo tanto, por el lema 3.13,

/
Lo Wg—1 = Wy Loy Wg—1 = WET,

para ciertos monomios n,n’ € S, con supp(nn’) N set(wy) = &. Por
tanto, como o} # oy, tenemos que z,, y ¥, dividen a n y n’, respec-
tivamente (pues z,n = x,,n'). Pero entonces o}, ¢ set(wy), y o}, = oy
para cierto [ > k, lo cual contradice el apartado 2.

5. Por el apartado anterior, o = o para todo j < 4. Por otro lado, por
el apartado 3 y el lema 3.13,

/
Lo, Wi—1 = WM Y iL’Ug_H.’Eal{wi,l = w;n ,
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para ciertos monomios n,n’ € S con supp(nn’) Nset(w;) = @. Si fuera
o; # 0y, se llega a un absurdo como en el apartado anterior. Y si o} = oy,
entonces w, = w; y s(m, «, o’) serfa degenerado.

]

Estas propiedades nos dan una ligera idea de la combinatoria de los
simplices s(m, a, @), y el cuarto apartado nos garantiza que fijados m y «, no
hay dos de ellos iguales no degenerados. Deduciremos tres corolarios sencillos
que nos permitiran conocer mejor la estructura de estos simplices y definir
el complejo celular que buscamos:

Corolario 3.19. Sean m € G(I), a C set(m), con #a = p, y o una per-
mutacion de . Si s(m, o, 0) = (wg = m,wy,...,w,) es no degenerado, en-
tonces la clausura convexa en R"™ de wy, w1, ..., w, es un simplice geométrico
de dimension p.

emostracion. Denotemos por a; = (a;1,a;2,...,a;,) al vector exponente
D t D t a; 3,15 W1,2, y Li,n 1 t t
de w; = b(x,, -+ - x;ym), para 0 < i < p, y veamos que son afinmente inde-
pendientes. Para ello, demostraremos primero que, si 1 < 7 < p,

. = Aj—1,05 s11 <)
1,05 ) 1 e
aj-1,0; +1, s11=7.

Si ¢ < j, entonces tenemos que z,,w;—; = w;n, para cierto monomio n € S
con supp(n) N set(w;) = @. Ahora, por el apartado 2 del lema anterior,
o; € set(w;), por lo que el exponente en x,; es igual para w;_; y w;, y por
tanto, a;,; = aj_1,,. Por otro lado, z,w;_1 = w;n’, para cierto monomio
n' € S con supp(n’) Nset(w;) = @. Pero x,, no puede dividir a n/, porque si
no, dividiendo y utilizando el apartado 3 de 3.13, tendriamos que w;_; = w;.
Por tanto, vemos que a;,, = aj 1,4, + 1.

Ahora, supongamos que Apag+Aja;+...+ a, =0y A+ +... 4+, =0.
Entonces,
(ap,o'p - 1)()\0 + )\]_ _'_ e _|_ )\p,]_) + app-p)\p — 07
de donde obtenemos que A\, = 0, y por induccién en orden decreciente, vemos

que A\p_1 =0, A\p_o =0, ete. n

Corolario 3.20. Sean m € G(I), o C set(m), con #a = p, y o una per-
mutacion de a. Si s(m,a,0) es degenerado, entonces existe una permutacion
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o' de a tal que s(m,a,0) es una cara de s(m,«,c’) y este es no degenerado.
En particular, la clausura conveza de los elementos de s(m, o, o) también
forman un simplice.

Demostracion. Procedemos por induccién decreciente en el niimero de monomios
distintos que aparacen en s(m, o, o). Pongamos s(m, o, 0) = (wg = m,wy, ..., w,)
y tomemos ¢ el primer indice tal que w;1; = w; (i > 1). Sea

/
o' =(01,...,0i-1,0i41, 0, Oita, - .. 70p)'

Si b(4,,, wi—1) # w;—1, entonces s(m, v, 0’) tiene un elemento distinto méds
y concluimos por induccién. Si b(x,,, ,w;—1) = w;—1, entonces tomamos la
permutacion

1!
o = (01, e 3 04-2,0441,04-1,04, 0542, - - . 7Up)a

etc. En el peor de los casos, llegamos a la permutacion
T = (O’i+1, 01,02,...,044+15.-- ,O'p),

y como m # b(x,,,,m), tenemos que s(m,a, 7) tiene un elemento distinto
mas. ]

En particular, vemos que para cada a C set(m), existe una permutacién
o de « tal que s(m, «, o) es no degenerado. Para el siguiente corolario, nece-
sitamos una definicion:

Definicién 3.21. Sean m € G(I), a C set(m), y o una permutacién de « tal
que s(m,a, o) es no degenerado. En esta seccién, llamamos caras propias
de s(m, a, o) a sus caras F' de dimensién dim(s(m, «, o)) — 1. Decimos que F'
es exterior si no es una cara propia de otro simplice de la forma s(m, «, 0’),
para otra permutacién ¢’ de «, y en caso contrario, decimos que es interior.

La clave de la construccién celular posterior serda cémo se disponen las
caras propias de unos simplices respecto a otros:

Corolario 3.22. Sean m € G(I), a C set(m), con #a = p, y o una per-
mutacion de . Pongamos s(m, o, 0) = (wg = m,wy, ..., w,) Y Supongamos
que es no degenerado. Sea F' = {wg, w1, ..., W;, ..., w,} una cara propia suya.
Entonces:
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1. F es interior si, y solo si, 1 < i < p yo; € set(b(xs, ,wi—1)). En tal
caso, F' es cara propia de eractamente dos simplices no degenerados:
s(m,a,0) y s(m,a,d’), donde o' = (o1,...,0,-1,041, 04, ..., 0p).

2. Supongamos que F es exterior. Entonces, sii =0, F = s(b(xy,m),a\

01,T), con T = (02,03,...,0,). Y sil <i<p, entonces F' = s(m,a\
0i,T), con T = (01,...,04,...,0,). En ambos casos, F' es no degene-
rado.

Demostracion. Si ¢ = 0, entonces es claro que F' = s(b(z,,m),a \ 01,7),

con 7 = (09,03,...,0,), y no puede ser cara propia de otro simplice no
degenerado s(m, a,¢’) por el apartado 4 de 3.18. Y si ¢ = p, entonces F' =
s(m,a\ oy, T), con T = (01,...,0,-1) y es exterior, de nuevo por el apartado
4 de 3.18.

Supongamos ahora que 1 < i < p y que F' es cara propia de un simplice
no degenerado s(m,a,0”) = (wg = m,wy,...,w,), por los apartados 4 y 5

de 3.18, debe ser w} = wy, para todo j # i, y 0 = 0;, para todo j < i. Como
wy' | = wit1, tenemos que

/
Loy LoyWi—1 = Wity Lol ToyWi—1 = Wit1N,

para ciertos monomios n,n’ € S tales que supp(nn’) N set(w;11) = &. Por
tanto, o, ,,To,n = T,y Trm, y debe ser {0;,0::1} = {07,071}, pues si no
llegariamos a que o; ¢ set(w;y1) para cierto § > ¢ + 1, lo que contradiria el

J 1+ )
apartado 2 de 3.18. Por tanto, 0" =0 60" =0’ = (01,...,0i-1,0i41, 04y - . ., Op),

y tenemos dos casos:

1. Sio; € set(b(zs,,,wi—1)), entonces por el apartado 3 de 3.13, s(m, o, o)
es no degenerado y F' es cara propia suya, por lo que F es interior y
pertenece solamente a los simplices s(m, «, o) y s(m, «a, d’).

2. Si 0; ¢ set(b(x,,,,wi—1)), entonces s(m,«,o’) es degenerado, y F es
exterior, porque s(m,a, o) es el inico simplice no degenerado al que
pertenece.
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Con estos preliminares, ya podemos definir el complejo celular que bus-
camos. Dado m € G(I) y a C set(m), definimos la célula C(m, ) como

C<m7 Oé) = U(S(mv Q, U))?
ag

donde podemos tomar la unién conjuntista en R™ 6 la unién disjunta de dichos
simplices geométricos e identificar las caras propias comunes. Como cada uno
de esos simplices es una cara de otro no degenerado, podemos limitarnos a
considerar so6lo estos ultimos. En el siguiente teorema recogemos el hecho de
que estas células realmente proporcionan un complejo celular tal y como los
definimos en la seccién 2.2, aunque nos referiremos al articulo original [DM]
para la demostracion rigurosa, ya que se necesitan resultados topolégicos que
omitiremos:

Teorema 3.23. Considerando una realizacion geométrica en R”, identifican-
do m; € G(I) con el i-ésimo vector de la base candnica, o la realizacion an-
terior en R™, tenemos que X = (|X|,I'), conT' = {C(m,a)/m € G(I) y o C
set(m)} y | X| = T, constituye un complejo celular en el que los vértices
SOn My, My, ...,m., y las caras de C(m, ), si @ = {j1,72,-..,Jp}, son de
dos tipos: C(m, o\ j;) y C(b(z;;m), a0\ j;), para 1 <i <p.

Demostracion. Primero, para cada par de simplices S = s(m,«,0) y G' =
s(m,a, 0’), es obvio que existe una cadena de simplices G; = s(m, a, 7;), con
Gy =Gy G, = G (basta considerar transposiciones de indices consecutivos
para pasar de una permutacioén a otra). Segun [DM, theorem 3.10], esto im-
plica que el complejo simplicial obtenido al unir los simplices no degenerados
de la forma s(m, «, o), variando o, es lo que se suele denominar “shellable”.

Un complejo simplicial A se dice que es “shellable” si sus caras maximales
se pueden ordenar Fi,[5,...,F,, de forma que (ug;llF,) N F; es puro de
dimensién dim(Fj) — 1, para j = 2,3,...,¢, donde “puro” quiere decir que
todas sus caras maximales tienen la misma dimension. Por esta propiedad,
junto con la forma en que las caras propias de los simplices no degenerados
s(m, a, o) se disponen y [DK, proposition 1.2], obtenemos que C(m, «) son
homeomorfos a bolas cerradas de la dimensién correspondiente, y X es un
complejo celular (para que se corresponda exactamente con la definicién 2.15,
deberfamos considerar el interior de las células C'(m, «)).

Ahora, las caras de C(m, «) estardn formadas por caras exteriores F' de
ciertos s(m, a, o) no degenerados, pues las interiores “desaparecen” al pegar
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los correspondientes simplices. Dichas caras exteriores, por 3.22, deben ser

de la forma F' = s(m,a\o;,7), con 7 = (01,...,04,...,0,),paral <i<p, o0
de la forma F' = s(b(z,,m),a \ 01,7), con 7 = (09,03, ...,0,). Los primeros
proporcionan células de la forma C'(m,a \ j;), vy los segundos, células de la
forma C'(b(xz;,m), a \ ji). O

Ejemplo 3.24. Veamos con un ejemplo cémo la propiedad de ser “shellable”,
junto con el corolario 3.22, nos permiten concluir que la construcciéon reali-
zada da un complejo celular.

Tomemos el ideal I = (z129, 1123, T1T5, Lo, ToXs, T3Ts, T4T5), y denote-
mos por m;, para 1 < ¢ < 7, a dichos generadores, con este orden. En-
tonces el ideal I admite cocientes lineales y funciéon de descomposicién re-
gular, y si tomamos m = my; y a = set(my;) = {1,2, 3}, se comprueba fécil-
mente que los simplices no degenerados que obtenemos son F; = {1,2,3,7},
F,={1,2,6,7}, F5={1,4,6,7} y Fy = {1,4,5, 7}, donde hemos identificado

1= m;:

Figura 3.1:

Los simplices tridimensionales F}, Fy, F3, F; forman las caras maximales
de este complejo simplicial, y con dicho orden vemos que se cumple la pro-
piedad de ser “shellable”. Pegando entonces dichos simplices por las caras
interiores obtenemos la célula tridimensional C'(mz, set(my)), y se puede com-
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probar que, a su vez, las caras exteriores también se pegan formando las caras
de dicha célula.

Finalmente, sélo nos queda definir una funcién de incidencia para
obtener el complejo de cadenas etiquetado Fx, donde la forma de etique-
tar X es la obvia. Para ello, tenemos dos estrategias. Por un lado, podemos
proceder como en [DM, lemmas 3.8 y 3.9] y definir orientaciones en los
simplices s(m, «, o) de forma coherente y definir la diferencial del comple-
jo X de forma intrinseca, o podemos directamente dar una férmula para la
funcién de incidencia y comprobar que verifica las propiedades de la defini-
ciéon 2.18. Procederemos de esta tultima forma, que es mas directa, aunque
perdemos informacién topolégica intrinseca a las células C'(m, a):

Definicién 3.25. Definimos la funcién de incidencia e en X de la siguiente
forma: para cada m € G(I) y cada o = {j1,J2,...,Jp} C set(m), con j; <
Jo < ... < Jp, sean

6<C(m7 a\ji)v O(mv @) = (_1)“-1 y E(O(b(xﬁm)a O‘\ﬁ)? C<m’ Oé)) - (_1)i7
y 0 en el resto de casos. Definimos también e(@,m;) = 1.

La condicién 1 de la definicion 2.18 se deduce del teorema anterior, y
la condicién 3 es un célculo sencillo que omitimos por brevedad. Ahora,
al construir el complejo de cadenas etiquetado Fx asociado a X y
mi, Mo, ..., m,, tenemos que comprobar que la multigraduacion dada por
la definicion 2.20 es mdeg(C'(m, {j1,...,Jp})) = j -~ x;,m. Por un lado,
los vértices de C'(m, «) son, por construccién, los de la forma b(x’m), con
B C a. Ahora, x’m = m'n, con set(m’) Nsupp(n) = @, por lo que x* no
divide a n, ya que set(m) C set(m'), y por tanto, es claro que el minimo
comtin miltiplo de todos los b(x”m) es x¥m.

Debido a todo lo anterior, obtenemos el teorema que habiamos anunciado:

Teorema 3.26. Sea I C S un ideal monomial con cocientes lineales para el
orden G(I) = {my,ma,...,m.}, y cuya funcion de descomposicion es requ-
lar. Entonces, para dicho orden, la resolucion de S/I obtenida por mapping
cones iterados es minimal y celular, coincidiendo con el complejo de cade-
nas etiquetado ¥ x asociado al complejo celular anterior X y los monomios
My, Moy .oy My
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Veamos, para concluir, un par de ejemplos:

Ejemplo 3.27. Consideremos, en S = k[z,y, z|, losideales I = (2% zy, y3, x2?)
v J = (2%, xy,y* 1z,9z), con el orden usual de las variables. Dichos ideales
son fuertemente estables y el orden de los generadores dado es el que aparece
en 3.9. En el caso de I, su resolucién minimal es de hecho simplicial, mien-
tras que en el caso de J, es polihedral pero no simplicial. Los complejos que
soportan dichas resoluciones son los siguientes:

zy xrz

3 y? Y2z yz

(a) Resolucién de 1. (b) Resolucién de J.

Figura 3.2: Complejos que soportan las resoluciones de I y J.

Ejemplo 3.28. Es interesante estudiar la resoluciéon minimal de los ideales
de la forma I = m?, para cierto d > 0, que como vimos en la seccién 1.4, son
fuertemente estables. En [Mer] y [DM] se afirma que, en dicho caso, la reso-
lucion de Eliahou-Kervaire se obtiene como un subcomplejo de un complejo
simplicial dilatado y subdividido. El caso atin méas particular de dos variables,
I = (z,y)? = (a% 24 Ly, 29722 ... 2y? 1 y?), es particularmente sencillo.
En este caso, la resolucion esté soportada por un segmento subdividido en d
segmentos:

Figura 3.3:
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