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INTRODUCCION

PLANTEAMIENTO

La diversidad de las aulas en el periodo educativo de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria (ESO), reconocida por las propias leyes educativas, influye intrinse-
camente en los estudios posteriores de Bachillerato, ya que la heterogeneidad
de las mismas influye a la baja en los rendimientos académicos. En un analisis
sociologico se puede considerar que las deficiencias estructurales del sistema
general (formativas, curriculares, institucionales, sociales,...) provocan situa-
ciones que tienen gran implicacion en el disefio y desarrollo del curriculo de
Bachillerato de las que forma una parte importantisima la evaluacién y, en con-
secuencia, las Pruebas de Acceso a Estudios Universitarios (PAEUS).

La experiencia docente acumulada como profesora durante mas de tres déca-
das, instruyendo a alumnos que van a acceder a la Universidad, ha hecho que
adquiera la creencia compartida de que los contenidos que se desarrollan en
las aulas de bachillerato se restringen cada vez mas y, especialmente, en el
segundo curso de esta etapa educativa, donde la docencia de la asignatura de
matematicas se desarrolla en funcién de las limitaciones que proceden de la
formacion matematica de los cursos anteriores, por una parte, y de los proble-
mas y cuestiones que habitualmente se proponen en las Pruebas de Acceso a
la Universidad (PAEUS), por otra.

Esa experiencia se ha incrementado formando parte de los tribunales de las
PAEU y con la recopilacion de las pruebas que se han propuesto en la Univer-
sidad de Valladolid, que han influido en mi percepcién sobre el curriculo real de
matematicas de Segundo de Bachillerato, ya que los ejercicios y las cuestiones
propuestas en dichas pruebas, a priori, son muy repetitivas y, presumiblemen-
te, solo cubren una parte del curriculo oficial de matematicas.

De ser ciertas las aseveraciones anteriores, y si la docencia que se practica en
las aulas tiene como objetivo fundamental que los alumnos superen o saquen
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una buena puntuacién en las PAEU, es evidente que el desarrollo curricular va
a depender en gran medida de este objetivo y, en consecuencia, la formacién
matematica que alcanzan nuestros alumnos cuando terminan el bachillerato es
escasa y muy deficiente en algunos de los contenidos de este nivel educativo,
presentando lagunas curriculares formativas, e incluso, pudiera ser que ni si-
quiera se desarrollaran en las aulas todos los contenidos del curriculo.

Estos planteamientos ajenos a la legalidad pueden producir un sesgo en la
formacion de los alumnos respecto al curriculo oficial de Matematicas y el obje-
tivo fundamental de esta investigacion, consiste en determinar hasta qué punto
las PAEU influyen en este curriculo legal de segundo de bachillerato. Otro as-
pecto interesante y que merece la pena ser investigado es la consideracion o
no de las competencias PISA y de los niveles de evaluacion presentes en los
problemas y en las cuestiones. Estas consideraciones nos permiten enunciar
las siguientes preguntas de investigacion:

¢, Favorecen las PAEU el estudio de los contenidos curriculares?
¢ Estan bien formulados los enunciados de las pruebas?

¢ Estan implicitos de forma uniforme los niveles PISA de las competen-
cias curriculares en las PAEU?

En nuestra investigacion se hace un estudio sobre el curriculo y el proceso de
evaluacion, que se describe en la presente memoria, asi como las competen-
cias matematicas implicitas en los enunciados propuestos en las distintas
pruebas PAEU desde 1995 a 2009, siguiendo un marco tedrico-metodoldgico
integrado por el marco de investigacion histérica de Fox (1981) y por los mar-
cos conceptuales de PISA 2003.

A partir del afio 2010, la estructura de los exdmenes de Acceso a la Universi-
dad se modifica y la asignatura de Matematicas Il no es obligatoria. Por consi-
guiente, se desglosa en dos tipos de opcion: una como materia de modalidad vy,
otra, como materia especifica -para subir nota-. El tipo de examen cambia de
estructura, pasando a tener cuatro cuestiones—problemas, manteniendo las dos
opciones de prueba, A o B; aunque no ha variado el nivel de contenidos ni el
modelo de ejercicios, incidiendo nuevamente en ese sesgo curricular al que
hacemos mencién, tanto en la opcion especifica como en la prueba general de
modalidad. En el curso 2009-2010 se realizaron dos examenes distintos segun
fuese la opcidén: como materia especifica 0 de modalidad, pero en los cursos
sucesivos se ha propuesto el mismo examen para las dos opciones.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid
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Para esta investigacion se han disefiado y aplicado instrumentos de analisis co-
rrespondientes para estudiar, por un lado, la relacion de competencias ma-
tematicas y, por otro, la estructura gramatical presente en los enunciados.

El estudio en competencias pormenorizado de cada uno de los enunciados
unido a la resolucion de los mismos configura un documento que puede ser
una ayuda, tanto para alumnos (por la resolucién de los problemas y cuestio-
nes) como para profesores y responsables del planteamiento de los distintos
examenes de las PAEUs (por su implicacion en el desarrollo curricular y por el
analisis de competencias matematicas asociadas a cada prueba).

ESTRUCTURA DE LA TESIS

El trabajo se estructura en ocho capitulos, amén de esta Introduccién que trata
de presentar, de manera abarcadora las ideas que perfilan el trabajo concebido
como un todo, de los seis Anexos que se presentan en soporte informatico y
de la Bibliografia. La sintesis de esta memoria se describe a continuacion.

En el capitulo | se presenta una aproximacion al concepto de curriculo y un
apunte sobre los primeros pasos que se dieron en investigacion curricular, in-
vestigaciones que datan del afio 1975. Asimismo, se expone un resumen histo-
rico del curriculo de Matematicas para Bachillerato en Espafia, desde el Real
Decreto 160/1975 (Curso de Orientacién Universitaria (COU)) hasta el Decreto
70/2002 de 23 de mayo, en el marco de la LOGSE vy el Decreto 42/2008, de 5
de junio en el marco de la LOE (2° de Bachillerato). Estos dos ultimos decretos
son autonomicos y determinan el curriculo de Matematicas Il en Castilla y
Ledn. Por otra parte, también aparece una seleccién de la base legal que ha
determinado la estructura y contenido curricular de las Pruebas de Acceso a la
Universidad en los ultimos afos, desde las que establece el Curso de Orienta-
cion Universitaria (COU) hasta el aflo 2009 (Bachillerato LOGSE). En suma,
nuestro analisis abarca desde 1995 hasta 2009; desde 1995 a 2002 coexisten
las pruebas del COU y las de bachillerato LOGSE y desde 2003 hasta 2009,
son pruebas exclusivamente de bachillerato LOGSE.

En el capitulo segundo se exponen los marcos teéricos y metodoldgicos, el
proceso seguido para la recopilacion de los enunciados, la clasificacién de los
documentos utilizados para la investigacion y el analisis de los mismos., se
muestra una revision de trabajos de investigacion y publicaciones de distintos
autores, incidiendo en sus objetivos basicos y en las aportaciones realizadas a

Rosario Fatima Zamora Pérez
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partir de su elaboracion. Se realiza un acercamiento al mundo de la investiga-
cién sobre evaluacion en Educacién Matematica. Para el estudio de los conte-
nidos curriculares desde el contexto de competencias un apartado de este
capitulo estéa dedicado a la construccion de tablas de categorias competencia-
les en sus niveles de reproduccion, conexion y reflexién y en cada una de
las competencias (Pensar y razonar, Argumentar, Comunicar, Modelizar, Re-
solver problemas, Representar y Utilizar el lenguaje simbdlico,formal y técnico y
las operaciones) que determinan el criterio que se utiliza, posteriormente, para
el estudio de las cuestiones y problemas propuestos.

En el tercer capitulo se contrastan los contenidos especificos del curriculo, por
una parte, y los contenidos propios de los problemas y de las cuestiones de las
PAEU por otra. Se elaboran una serie de quince tablas: Tres tablas descriptivas
y cuantitativas de contenidos curriculares y otras tres tablas de categorias de
contenidos procedimentales, una para cada nivel conceptual (Analisis Matema-
tico, Algebra y Geometria) que se completan con seis figuras en las que se evi-
dencia la presencia/ausencia de contenidos conceptuales propuestos, y otras
nueve tablas, estas de frecuencias de aparicion de contenidos en proble-
mas,cuestiones y problemas y cuestiones juntos, por cada contenido concep-
tual, que permiten visualizar de una forma mas cercana la presencia/ausencia
de dichos contenidos.

Los capitulos siguientes, IV, V y VI presentan la resolucion y el analisis en
competencias de una seleccion de los enunciados de Analisis Matematico,
Algebra y Geometria, respectivamente. Todos ellos tienen una estructura simi-
lar en lo que respecta al desarrollo de los contenidos, que se concretan en los
siguientes apartados:

e Estudio detallado de las competencias implicitas asociadas a cada cuestion
o problema de los propuestos en las PAEUs LOGSE de Castilla y Ledn,
desde Junio de 1995 hasta Septiembre de 2009. En este estudio se presen-
ta el enunciado del problema o cuestion en dos tablas, en la primera se
consigna la convocatoria en la que fue propuesto, (afio, junio o septiembre y
opcién A o B) y un estudio gramatical del enunciado con el tiempo verbal
utilizado. Se sefialan las incorrecciones de tipo gramatical que contienen los
enunciados propuestos y, en cada caso, se escribe un enunciado alternativo
salvando las deficiencias observadas. Este estudio se consigna en la misma
tabla.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid
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e Al final de la resolucion de cada problema o cuestiéon se presenta una se-
gunda tabla en la que se analizan, explicitamente, las competencias ma-
tematicas presentes en cada tarea y el nivel de las mismas.

Termina cada capitulo con dos tablas, una de los problemas y otra de las cues-
tiones, que resumen cuantitativamente la clasificacion de los ejercicios y com-
petencias presentes en su resolucion y un analisis de las mismas.

El estudio completo de todos los enunciados propuestos en las pruebas co-
rrespondientes a los doce afios de estudio se encuentra en los Anexos | a VI,
gue acompafian a este trabajo.

En el séptimo capitulo se muestra un analisis morfosintactico de algunas de los
inexactitudes detectadas en el estudio gramatical de los enunciados.

Se concluye esta memoria con el capitulo VIII. En él se manifiestan las conclu-
siones del estudio, se presentan las aportaciones, puntos fuertes y débiles y
una serie de problemas que abre la investigacion.

La figura siguiente representa los contenidos de la presente memoria de tesis.
Con ella se pretende facilitar la comprension de su estructura.

Rosario Fatima Zamora Pérez
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CAPITULO |

CURRICULO Y EVALUACION

I.1. INTRODUCCION

Es indudable que el profesorado es el estamento encargado de la aplicacion
del curriculo, motivo por el cual éste debe estar convencido de que es un buen
curriculo, que le va a facilitar su labor de ensefianza y que con él los alumnos
aprenderan los fines programados. Si esto no es asi, como afirma Howson
(1991), invocando a R. Thom, “el curriculo estara condenado al fracaso y sera
como una felicitacion de Navidad”. Por otra parte; las pruebas de evaluacion,
gue deben guardar una relacion muy estrecha con las actividades que se llevan
a cabo en las aulas, juegan un papel muy importante, ya que si éstas no cam-
bian y se adaptan al nuevo curriculo, éste no cambiara. Asi pues, desarrollo cu-
rricular y evaluacion estan intimamente relacionados y no se pueden considerar
de forma aislada. Por esta razén, en este capitulo se hace un breve estudio
histérico sobre la evolucion del curriculo analizando documentos que reflejan
investigaciones sobre la evaluacion desde una perspectiva curricular, evocando
a los trabajos de algunos investigadores que analizan y enuncian las carac-
teristicas generales de una “buena evaluacion” (Landsheere, Giménez, etc.) de
las que nos hacemos eco. Curriculo y evaluacion estan intimamente relaciona-
dos y, en el estudio que se realiza, marcan el final de una etapa educativa y el
comienzo de otra, en la Universidad.

1.2. NOCION DE CURRICULO

Al unisono de investigaciones de autores como Gvirtz y Plamidessi (1998), Ri-
co (1998), Coll (2007), etcétera, se puede establecer que el concepto de curri-
culo es de caracter sistémico o que, en el campo de la educacién, es un térmi-
no polisémico, dado que adquiere una pluralidad de significados. Pero, cual-
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quiera que sea la perspectiva o enfoque de éste, el curriculo esta directamente
vinculado con los procesos de seleccion, organizacion, distribucion, transmision
y evaluacion del contenido y de sus objetivos dentro de los sistemas educati-
VOS.

Dado que la nocién de curriculo ha sido objeto de extensos y profundos traba-
jos de reflexién; aqui se presenta una limitada seleccién de la labor realizada
por especialistas en educacion matematica.

Para Hirst (1973), citado en Grvitz y Plamidessi (1998, 8), es un programa de
actividades, disefiado de forma que los alumnos alcancen, tanto como sea po-
sible, determinados fines y objetivos educacionales. Para Stenhouse (1984), ci-
tado en Coll, (2007, 32) es un empefio para comunicar los principios y rasgos
esenciales de un propdsito educativo, de forma tal que permanezca abierto a
discusion critica y pueda ser trasladado efectivamente a la practica.

Como referencia inicial fijamos el Decreto 160/1975, de 23 de enero, que
aprueba el Plan de Estudios del Bachillerato; dado que en esta Orden, ademas
del indice teméatico de los contenidos cientificos, aparecen reflejados los objeti-
vos Y las orientaciones metodolégicas que deben presidir ensefianzas y activi-
dades. A raiz de este Decreto y de la implantacion de los programas de Bachi-
llerato, surge un proyecto de investigacion curricular para este nivel educativo,
llevado a cabo por los Grupos Cero de Valencia y Zero de Barcelona. La prime-
ra finalidad del trabajo de estos grupos era el ofrecer propuestas alternativas al
curriculo convencional que hasta ese momento se habia desarrollado en la
asignatura de Matemdticas, su influencia mediatica se lleva a cabo mediante
cursos y actividades de formacion del profesorado, y su actuacion combina un
esquema de innovacion con la adaptacion, tras su lectura y asimilacion, de las
investigaciones que ya se estaban realizando en el extranjero, principalmente
en Holanda y el Reino Unido.

En 1976 se celebra en Karlsruhe el tercer Congreso Internacional sobre Edu-
cacion Matematica (ICME), en el que se reunen unos dos mil educadores ma-
tematicos de todo el mundo, con un tema central: el curriculo de matematicas.
A raiz de este encuentro, utilizando como base los trabajos preparatorios del
mismo y sus Actas, en 1979 la UNESCO publica un documento: Nuevas Ten-
dencias en la Ensefianza de la Matematica, Volumen |V, extenso trabajo orga-
nizado en 13 capitulos, en el gue se revisa mediante una perspectiva compara-
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tiva y de forma minuciosa los diferentes planes de formacion en matematicas,
gue se daban en el sistema educativo.

“Los Capitulos 7, 8 y 9 estan dedicados a profundizar sobre tres nociones basi-
cas para el curriculo de mateméticas: el desarrollo curricular, la evaluacion y
las metas y objetivos generales de la educacién matemética” (Rico, 1997a, 50)

Posteriormente, en el afilo 1980 se celebré en Osnabriick (Alemania) una con-
ferencia internacional en la que se trata ampliamente la nocién de curriculo,
reunion que tiene como objetivo la puesta a punto del proyecto del segundo es-
tudio International Assessment of Mathematical Achievement de la IEA (Agen-
cia de investigacion International Educational Assessment), que se habia pre-
sentado en la reunion de Karlsruhe y recoge en sus actas las pautas que defi-
nen el mismo y de las que Rico destaca las dimensiones que alli se establecen:

“Las cuatro dimensiones del concepto de curriculo son los objetivos, conteni-
dos, metodologia y evaluacion” (Rico, 1997a, 52)

En 1981 se celebran en Barcelona las Primeras Jornadas sobre Aprendizaje y
Ensefianza de las Matematicas (JAEM), que son un foro de debate para mejo-
rar las competencias didactica y metodoldgica y los recursos de los profesores
de matematicas y, en ellas, se ve la necesidad de una profunda reforma de los
programas de Matematicas del curriculo espafiol que hasta el momento se es-
taban impartiendo. Entre 1981 y 1984 tuvieron periodicidad anual, dejaron de
celebrarse entre 1985 y 1990, y desde 1991 se han venido celebrando cada
dos afios.

Entre 1981 y 1982 se efectud el segundo estudio internacional del rendimiento
en matematicas, en el que participaron veinte paises, entre los que no se en-
cuentra Espana.

Hasta la década de los ochenta, la formacion matematica en Espafia, y en
otros paises, se fundamento en el desarrollo de capacidades de razonamiento
l6gico, en el reconocimiento de la matematica como elemento fundamental en
el desarrollo de la ciencia, en una abstraccion, rigor y precision ligados a un
conjunto estatico de conocimientos, lo que llevé a que su estudio se centrase
en el manejo de definiciones, propiedades, teoremas y procedimientos algorit-
mMicos; pero, en ningun momento se cuestionaban factores sobre la ensefianza
de contenidos curriculares tan importantes como: ¢como entendia el alumno
€s0S conocimientos?, ¢como ensefiar a aprender?, ¢coémo interpretar lo que
habia aprendido?, ¢,como evaluar la adquisicion de estos conocimientos?

Rosario Fatima Zamora Pérez
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La programacion de cada asignatura quedaba reducida a la introduccion de
nuevos conocimientos, pero, con el concepto de curriculo, si nos referimos al
curriculo de matematicas, surgen preguntas para profundizar en el mismo co-
mo, ¢en queé consiste el conocimiento en matematicas? O bien, podemos cues-
tionarnos, ¢como podemos caracterizar el aprendizaje y la comprension de los
conceptos matematicos? Asi, nace la necesidad de considerar que una pro-
gramacion va unida a unas orientaciones metodoldgicas y, por tanto, hay que
encontrar métodos que ayuden al alumno a obtener una formacién matematica
constructivista.

La Ley Orgéanica 1/1990 del 3 de octubre, de la Ordenacién General del Siste-
ma Educativo (BOE. N° 238, 28930, de 4 de octubre), en su Articulo cuarto es-
tablece lo siguiente:

“A los efectos de lo dispuesto en esta ley, se entiende por curriculo el conjunto
de objetivos, contenidos, métodos pedagogicos y criterios de evaluacion de ca-
da uno de los niveles, etapas, ciclos, grados y modalidades del sistema educa-
tivo que regulan la practica docente.

A partir de la publicacion de este texto la ley ampara una concepcion curricular
mas amplia que la de programa de la asignatura, pasando a formar parte de él
toda actividad que tenga algo que ver con la educacién de los alumnos. En este
sentido, es clarificadora la siguiente interpretaciéon de Stenhouse (1984), que
nos transcribe Rico al establecer las bases tedricas del Curriculo de matemati-
cas en educacion secundaria:

“En su acepcion educativa, el concepto de curriculo se ha convertido en un
término genérico con el que se denomina toda actividad que planifique una
formacion”. (Rico, 1997a, 28)

Este concepto del curriculo considerado exclusivamente como plan de forma-
cion ha sido desbancado por esta reciente definicion de curriculo:

“Un plan operativo que detalla qué matematicas necesitan conocer los alum-
nos, como deben alcanzar los alumnos estos objetivos curriculares, qué deben
hacer los profesores para conseguir que los alumnos desarrollen su conoci-
miento matematico y el contexto en que se desarrolla el proceso de ensefian-
za-aprendizaje” (Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics,
p.1) (Rico, 1997a, 245)

Con las ideas y matices aportados, la idea de curriculo se incrementa e incluye
la practica desarrollada por alumnos y profesores en el aula; trasladando el fo-
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co del curriculo del propio contenido mateméatico al entorno del aprendizaje
desarrollado en un contexto social subyacente. Es pues, fundamental revisar la
consideracion sobre el curriculo, tratando de evitar la identificacion de curriculo
con contenidos y se tiene que diferenciar entre curriculo pretendido y curriculo
alcanzado.

Segun Coll (2007, 31), el curriculo se asume como el proyecto que preside las
actividades educativas escolares, precisa sus intenciones y proporciona guias
de accion adecuadas y utiles para los profesores que tienen la responsabilidad
directa de su ejecucion. Para ellos, el curriculo proporciona informaciones con-
cretas sobre qué, cuando y como ensefar y, por ende, qué, cuando y como
evaluar.

Se pueden aportar muchas definiciones, no todas son iguales, por el contrario
tienen diferencias significativas y unas definiciones son mas completas que
otras en el sentido de que aportan indicaciones mas precisas sobre la respon-
sabilidad de los sectores que integran la docencia (Administracion, Institucio-
nes, alumnado, profesorado, padres)

Una definicidn clasica y, sin duda, la mas simple es esta: “Curriculo es un plan
de estudios.”

1.3. CURRICULO Y EVALUACION

Uno de los elementos destacados del curriculo, ya sefialado en Osnabrlck, es
la evaluacion, cuya orientacion fundamental consiste en determinar el aprendi-
zaje que adquieren los alumnos.

La pluralidad de planteamientos y formas de abordar la evaluacién en matema-
ticas se puso de manifiesto en el IMCI Study (1991) de Calonge, dedicado mo-
nograficamente a este tema.

El concepto de evaluacion atiende a la ordenacion tanto de la organizacion de
la docencia como de su proceso, constituyéndose, asi, en pieza clave del pro-
ceso educativo; establece la base de lo que Giménez (1997) denomina la “re-
gulacion” del proceso educativo. Este mismo autor (p. 111), considera que la
evaluacion sumativa posee la mision de promover al estudiante para nuevos
estadios, tratandose, por tanto, de una evaluacién que se realiza al término de
un proceso: nivel, ciclo o etapa.
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Para Howson (1993), la primera reflexion que se puede hacer sobre la evalua-
cion es qué tipo de evaluacion demanda la sociedad, si una evaluacion formati-
va, que es la esencial para el educador, o una evaluacién sumativa, que es la
aplicada generalmente al alumno; resumiendo, la evaluacion formativa es parte
del sistema de control de la educacion y la evaluacion sumativa tiene una am-
plia componente social y determina la promocion o no del alumno.

Para entender la interrelacion entre los examenes, considerados como la parte
mas importante de la evaluacioén, y la sociedad, se presenta una breve resefia
historica.

Segun Howson (1993), el primer sistema de examen escrito, del que se tiene
conocimiento, parece que tuvo lugar en China, alrededor del afio 200 A.C., sir-
vi0 para controlar la entrada en puestos oficiales, actué como iniciativa e ima-
gen de una apertura del poder jerarquico y como valedor de la tradicion de es-
colarizacion.

De hecho, en Oriente se usaban procesos de evaluacion formal muchos afios
antes que en Occidente, pues aunque a finales del siglo XlIl se habian estable-
cido algunos tipos de prueba en universidades de Europa, sus modelos de
examen eran simples exposiciones orales o discusiones publicas. Por ejemplo,
Cambrigde no introdujo examenes de matemaéticas escritos hasta 1750 y los
estudiantes del King’'s Collage estuvieron exentos de su realizacion durante un
siglo mas; pues bastaba con residir en la universidad de Cambrigde para ser
considerado suficientemente cualificado en sus estudios.

Durante el siglo XIX comienzan a utilizarse masivamente los exdmenes escri-
tos. Desde su implantacion, la evaluacion ha variado, dependiendo del sujeto
que recibia la instruccion, del tipo de instruccién que se recibia y de los instru-
mentos utilizados para la misma. Aun cuando las diferentes teorias de aprendi-
zaje establecen criterios referentes a la instruccién y a la forma de medir las
habilidades alcanzadas, no asignan un modelo especifico de evaluacion para
cada una de ellas, dado que algunas de estas teorias son coetaneas y la eva-
luacion esta influenciada por mas de una corriente.

En Francia, se vio en los examenes competitivos una forma de crear una esca-
la educacional que recompensaba el mérito del alumno, de hecho tener acaba-
do el bachillerato francés (baccalauréat) o el prusiano (abitur) era cualificacion
suficiente para entrar al servicio del estado o para acceder a la Universidad. Sin
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embargo, Lacroix (1805) cuestionod las ventajas de los examenes escritos, pese
a que permiten que los alumnos sean evaluados de una forma igualitaria.

Los expertos consideran la evaluacion como parte integral de la instruccion. En
Tortosa y otros (1992) se desarrolla con detalle que la conceptualizacion de la
evaluacion viene condicionada por los objetivos de la Educacion Matematica;
es decir, el fin de la evaluacion determina qué y como ensefiar; y el tipo de eva-
luacion que se lleve a cabo incidird directamente en el proceso de ensefianza-
aprendizaje, en los contenidos y en los métodos. La evaluacion se centra en la
consideracion de las habilidades cognitivas segun el grado de excelencia, aso-
ciada a la idea de que las matematicas estan organizadas de forma jerarquicay
sirven para regular la educacion.

Los examenes objetivos han sido los que mas han predominado desde inicios
del siglo XX pero, bajo la presion de mejorar los resultados, los profesores re-
organizan la instruccidon en clase ante la creencia de que la evaluacién debe
estar dirigida a metas especificas de la instruccidon. Los profesores y examina-
dores especialistas estaban convencidos de que este tipo de instruccion, que
consistia en “ensefiar para el examen”, mejoraba el aprendizaje. Estos, segun
Shepard (2001), usan dos formas de evaluacién distintas para metas diferen-
tes:

a) Un sistema de notacion conocido como registro continuo para valorar
el dominio de las destrezas; y

b) Resumenes escritos para valorar la comprension.

Para desarrollar un modelo de evaluacion en el aula que se ajuste a la forma
de ensefianza y aprendizaje acorde a una perspectiva constructivista, se debe
considerar un nuevo concepto de la evaluacién unida a los cambios de las teor-
ias de aprendizaje y la epistemologia (Shepard, 2001). Asi, el foco de la ins-
truccidon de las Matematicas debe ser la destreza del pensamiento y los proce-
dimientos de evaluacion aplicados deben establecer el pensamiento que con-
tienen estas respuestas (Romberg, 1993). La evaluacion debe reconocer la ne-
cesidad de considerarse parte del proceso de ensefianza-aprendizaje y no
puede evadirse de las interacciones sociales que acontecen en el aula. Debe
considerarse el papel del profesor y el del estudiante como protagonistas del
proceso de ensefianza y aprendizaje.
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La evaluacion auténtica, basada en ideas constructivistas, comienza con tareas
complejas en las que se valoran los argumentos que describen conjeturas, es-
trategias y justificaciones. La evaluacion auténtica se debe desarrollar determi-
nando el grado en que, cada alumno, ha aumentado su habilidad para resolver
problemas no rutinarios, comunicar, razonar y ver la aplicabilidad de las ideas
matematicas a una variedad de situaciones que estan relacionadas (Romberg,
1993).

El estudio de Rico (1993) sobre la evaluacidon en matematicas es muy intere-
sante y aunque se centra en los estudios de Educacion General Basica las
conclusiones son extensivas para el curriculo de bachillerato.

La reflexion sobre evaluacion en el campo de la Educacion Matematica en-
cuentra su marco conceptual de referencia dentro de los estudios sobre el
Curriculo de Matematicas. Rico, Castro, Castro, Fernandez y Segovia (1997)
sefialan momentos importantes en la elaboracién de un marco teérico sobre el
curriculo desde la Educaciéon Matematica.

La inquietud del profesorado, en general, con respecto a la evaluacién es un
indicador del conocimiento que se tiene de que la misma ha de ser orientada
hacia una direccion que contribuya al aprendizaje efectivo y al desarrollo de la
auto-estima en el alumno. Es un campo de trabajo de mucha importancia, para
la comunidad de educacion matematica de Espafia, en la actualidad, se consi-
dera fundamental y, entre otras debe tener las siguientes consideraciones:

La evaluacion no puede ser tratada como un elemento aislado del curriculo,
ya que es interdependiente de los demas elementos del mismo, es decir, de
los contenidos, los objetivos y la metodologia.

La evaluacién debe tener un papel formativo, tiene como fin orientar al
alumno y promover en €l un mayor control del conocimiento que posee, ob-
servar qué errores comete y qué defectos tiene su trabajo intelectual.

Sin embargo, los procesos de evaluacion no son siempre adecuados Yy tienen
que estar fundamentados en los objetivos curriculares (generales y especificos)
y detectar los avances de los alumnos. En palabras de Rico, un programa de
evaluacion debe cumplir ciertos requisitos, entre los que, en relacién con las
PAEU, destacamos estos dos:

1) Debe ser amplio y compatible con los objetivos del curriculo.
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2) Debe tener suficiente fuerza de diagnéstico como para distinguir los diversos
niveles del rendimiento .(Rico, 1997a, 96)

Para Landsheere (1992, 100), un examen tiene que ser valido y equitativo v,
para ello, en su propuesta debe presentar un elevado niumero de preguntas, al-
go que parece evidente si el campo a cubrir es muy extenso, -todo un curso
lectivo, ademas del bagaje matematico adquirido antes de ese curso-. De no
ser asi; si, en exclusiva, se pregunta fundamentalmente sobre una parte, -a ve-
ces minima-, de la materia, se puede potenciar la reduccion de la calidad en el
aprendizaje, pues se supone gque todos los alumnos poseen un aprendizaje
homogéneo.

En otra linea, la capacidad mas necesaria para potenciar un examen, es saber
proponer las cuestiones de una prueba, dado que es un arte dificil pues hay
gue tener presentes varios factores, por un lado, la materia sobre la que se
quiere evaluar, y por otra parte, es fundamental tener celo en la eleccion del
lenguaje que se utiliza en la propuesta, para evitar, con la redaccion, errores de
interpretacion del contenido a evaluar. Si no se presta mucha atencion a estas
consideraciones se desemboca en un incremento del nivel de ineficacia de una
prueba, en la que se combinan dos dificultades: La dificultad intrinseca del pro-
blema matematico y la dificultad del lenguaje abstracto.

Thorndike es considerado como el padre de la “medida cientifica” en educacién
(Giménez, 1997) y segun Lansdheere, fue el racionalista Thorndike quien pro-
puso una serie de caracteristicas que deben estar implicitas en las pruebas de
evaluacion escritas y para €l se deben observar las siguientes:

-Antes de comenzar a redactar el enunciado de una cuestion se debe
considerar el proceso mental que se desea que el alumno utilice para
dar respuesta a la misma.

-Las preguntas han de estar redactadas de forma que sean claras y con-
cisas y que estén adaptadas en su complejidad al nivel de madurez del
alumno; de hecho, en bastantes ocasiones, las respuestas equivocadas
no se deben a la ignorancia de la materia, sino a la incomprension del
enunciado.

-El tiempo asignado para las pruebas debe ser lo suficientemente amplio
para que los alumnos respondan sin agobio.
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Tan nefasto es el resultado si una prueba se basa Unicamente sobre las partes
“mas raras” del curriculo, que el alumno, generalmente, no llega a estudiar co-
mo si las cuestiones son tan elementales que, una simple distracciéon en la lec-
tura del enunciado propuesto conduzca a una respuesta equivocada en un te-
ma, sin embargo, sobradamente conocido.

La evaluacion ha de ser eficaz pero, también, ha de tener poder discriminatorio.
La excesiva facilidad de una prueba puede Unicamente inducir a error en la
apreciacion de los aprendizajes alcanzados y no valorar, en justicia, los cono-
cimientos matematicos que ha adquirido el alumno. Es, pues, razonable acom-
pafar la misma de un indice de eficacia que revele en qué medida determina-
das preguntas discriminan a aquellos alumnos de distinto nivel académico.

Las pruebas que se presentan en los exdmenes de la PAEU son pruebas ex-
ternas (las propone una institucion diferente de la que ha instruido a los alum-
nos) que se basan en conocimientos procedimentales, se construyen de forma
artesanal por un grupo de “expertos” y, en teoria, tienen en cuenta los resulta-
dos de afos anteriores.

También responden a fines formativos (sumativos) y criteriales, ya que tratan
de medir si los alumnos alcanzan un cierto nivel de formacién y, por tanto, son
indicadoras de los niveles de rendimiento de los alumnos en el aprendizaje de
las matematicas, pero no constituyen un test adaptativo, pues no presentan
cuestiones que permitan “individualizar” el examen, y, aunque tienen como me-
tas la imparcialidad, establecer de manera justa el rendimiento del alumno y es-
tar exentas de todo favoritismo (garantizado por el anonimato), no determinan
si los alumnos han sido ensefiados fielmente, pues para ello se tendria que
analizar los errores de los alumnos y ver si aparecen errores didacticos, (eso
no se hace).

Permiten apreciar la facilidad o dificultad de la prueba, aunque después no son
integradoras en la docencia.

Sin embargo, no hacen justicia a la diferencia de nivel alcanzada por los alum-
nos, por lo cual no son imparciales ni adaptativas, la repeticion de enunciados y
contenidos no determina la fidelidad en el cumplimiento de un curriculo oficial
gue queda seriamente sesgado.

Es usual considerar que la evaluacion se emplea para decidir sobre los méritos
para seleccionar a los alumnos, para valorar la calidad del sistema escolar y el
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rendimiento académico, quedando de esta manera probada su utilidad en el
curriculo, siendo necesaria una revision para determinar hasta qué punto el
curriculo y la ensefianza satisfacen los objetivos de la educaciéon. En cualquier
caso es necesario elaborar un instrumento de evaluacion que permita verificar
los objetivos propuestos en la programacion, de tal forma que responda a crite-
rios de objetividad, fiabilidad y validez.

La evaluacion también puede tener como finalidad detectar las dificultades de
ensefianza-aprendizaje (evaluacion diagndstica), con ello es posible mejorar la
actuacion del profesor en el aula; es por eso por lo que debe jugar, entre otros
roles, el de contraste; es decir, comprobar el nivel de conocimientos alcanzado,
determinar el progreso educativo y situar al alumno respecto del grupo y el de
diagndstico, necesario para detectar cuales son las mayores dificultades en el
aprendizaje y en funcion de esta informacion programar y desarrollar la instruc-
cion.

Dado que la evaluacion es una parte fundamental de los procesos de ensefian-
za y aprendizaje, y puesto que los nuevos enfoques competenciales la han ve-
nido descentrando de la postura diagndstica de tipo clasificatorio, al considerar-
la como un factor que incide en las practicas, es preciso que los cambios en la
evaluacion conlleven una reorientacion en los procesos, esto es, que el tipo de
tareas, los materiales, la organizacion y la planificacion de la docencia, nuestra
intencidn en este trabajo es manifestar que la evaluacién, ademas de emitir jui-
cios sobre los estudiantes a partir de medidas de logros, debe interesarse en
proporcionar informacion del nivel competencial que estos han adquirido para
implementarlo en necesidades sociales concretas, cuyas actividades y cuya
practica se relacionan estrechamente con el contexto.

En particular, lo que interesa es que los estudiantes desarrollen una forma de
pensar y razonar, una disposicion hacia el estudio de las matematicas donde
exhiban distintas formas de representar fenomenos, identifiquen relaciones y
patrones, formulen conjeturas, justifiguen y comuniquen resultados y que inte-
gren los medios tecnoldgicos.

Para Santos Trigo (2007), la idea es la necesidad de ir mas alla de la propuesta
de examenes estandarizados y promover una forma de evaluacion en la que
los estudiantes tengan oportunidad de mostrar distintos procesos de razona-
miento, extender o buscar conexiones y eventualmente formular sus propios
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problemas o preguntas. Esta consideracion se corresponde con el nivel de re-
flexion de PISA’2003.

Evaluar la competencia matematica de los estudiantes incluye evaluar hasta
qué punto cuentan con habilidades que puedan aplicar con éxito en situaciones
problematicas y, aunque forma parte del marco tedrico (capitulo II), aqui se
describen las caracteristicas del marco tedrico relacionadas con los contenidos
curriculares y la evaluacion. Asimismo, consideramos las orientaciones del
NCTM sobre pruebas de evaluacion.

l.4. EL CURRICULO DE MATEMATICAS DE ENSENANZA SE-
CUNDARIA DEL NCTM.

En 1980, la sociedad norteamericana de profesores de matematicas National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM) publicé el documento An Agenda
for Action: Recommendations for School Mathematics of the 1980s, en el que
enunciaba 8 recomendaciones encaminadas a reestructurar el curriculo de ma-
tematicas, en las ensefianzas de la sociedad americana, de la educacion obli-
gatoria. Con estas recomendaciones se pretendia mejorar la atencion que se
presta a las necesidades de una poblacién de estudiantes muy diversa, en la
sociedad actual, sociedad que estd dominada por la tecnologia.

Entre las recomendaciones nos parece oportuno entresacar las siguientes,
porque son las que tienen mayor relacion con las PAEU:

1) Laresolucién de problemas debe ser el foco de las matematicas escolares.

2) El concepto de destreza basica debe abarcar algo mas que la facilidad para los
calculos.

3) Los programas de matematicas deben obtener ventajas de la potencia de las
calculadoras y ordenadores.

4) El éxito de los programas de matematicas y el aprendizaje de los alumnos de-
ben evaluarse mediante una variedad de instrumentos mayor que las pruebas
convencionales. (Rico, 1997a, 241-242)

Para Rico (1997a), el problema de designar las finalidades o metas de la Edu-
cacion Matematica, es una cuestion de especial relevancia para el disefio y el
desarrollo de cualquier curriculo de matematicas.
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En N.C.T.M. (1989) se aprecian elementos cuyos planteamientos apuntan a las
actuales competencias recogidas en nuestro curriculo LOE, que no son otras
gue las formuladas en Pisa’2003:

1) Aprender a valorar las mateméticas. Comprender su evolucion y el papel que
desempefian en la sociedad y en las ciencias.

2) Adquirir confianza en la aptitud propia. Llegar a confiar en el pensamiento ma-
tematico propio y poseer la capacidad de dar sentido a situaciones y resolver
problemas.

3) Adquirir la capacidad de resolver problemas matematicos. Esto es esencial pa-
ra llegar a ser un ciudadano productivo y exige experiencia para resolver diver-
sos problemas generalizados y no rutinarios.

4) Aprender a comunicarse mateméaticamente. Aprender los signos, los simbolos y
los términos matematicos.

5) Aprender a razonar matematicamente. Realizar conjeturas, reunir pruebas vy
construir argumentos matematicos.

Las tareas relativas a la resolucién y al planteamiento de problemas son ins-
trumentos que posibilitan indagar sobre aprendizajes especificos de los estu-
diantes preuniversitarios. La resolucion de problemas tiene su complemento
ideal en el planteamiento de problemas ya que el trabajo de los estudiantes
cuando resuelven y plantean problemas de matematicas se considera como in-
dicador de la construccién de conocimiento en el proceso de aprendizaje. El
planteamiento de problemas tiene potencial para ser altamente significativo a la
hora de investigar en pensamiento matematico avanzado.

Los procesos de resolucién de problemas activan el razonamiento y la com-
prension de los conceptos, mientras que los procesos de planteamiento de
problemas afiaden a lo anterior un mayor nivel de abstraccion y la necesidad
de utilizar adecuadamente el lenguaje natural y formal.

Mayoritariamente, en las pruebas que se han propuesto en la pruebas PAEU
se concede total importancia a los problemas de solucion Gnica e inmediata,
enfatizan en la mecanizacion de algoritmos y procedimientos y dan escasa im-
portancia al pensamiento y al razonamiento matematico.

En lo referente a las pruebas de evaluacion de contenidos, una de las reco-
mendaciones del NCTM, es que estas pruebas deben centrarse en la evalua-
cion de las estructuras conceptuales matematicas considera 14 estandares cu-
rriculares, de los cuales, los relativos a la evaluacién de las estructuras concep-
tuales son: Potencia matematica, Resolucion de problemas, Comunicacion,
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Conceptos matematicos, Razonamiento, Procedimientos matematicos y Actitud
matematica. Para el NCTM, el objetivo fundamental de estas pruebas es eva-
luar aprendizajes y el vehiculo que conduce a esa evaluacion esta formado por
los contenidos contenidos y dan las siguientes orientaciones sobre la finalidad
de las pruebas:

e Comprobar qué saben los alumnos y cOmo piensan en cuanto a
las matematicas

e Considerar la evaluacion parte integrante de la docencia.

e Centrarse en una gama amplia de tareas mateméticas y adoptar
una vision global de las mismas.

e Plantear situaciones problema que requieran la aplicacion de di-
versas ideas matematicas.

e Utilizar técnicas multiples de evaluacion, incluyendo formatos es-
critos, orales y demostraciones.

e Utilizar en la evaluacion calculadoras, ordenadores, y materiales
de manipulacion.

e Valorar el programa recogiendo sistematicamente: informacion
sobre resultados, curriculo y docencia.

e Usar pruebas normalizadas de consecucion de objetivos sdlo co-
mo uno de muchos indicadores del resultado de un programa.

Las pruebas de evaluacion deben ser consideradas como parte integrante de la
docencia, pero, por el momento, parece que las PAEU no se consideran desde
este punto de vista, sino que son utilizadas como un simple recuento de res-
puestas acertadas en un examen, con un unico fin: poner una puntuacién para
distribuir a los alumnos en los estudios universitarios. Ademas, deben centrarse
en una amplia gama de tareas matematicas, planteando situaciones-problema
qgue requieran la aplicacion de varias ideas y contenidos matematicos; adop-
tando una visién global de las mismas y no como parece que sucede en los
examenes de la PAEU, que se centran en unas destrezas especificas y aisla-
das, organizadas en el binomio contenido/actuacién, utilizando ejercicios que
sé6lo requieren una o dos destrezas.

Segun las directrices del NCTM, las pruebas de acceso a la Universidad de Va-
lladolid, que se realizan en este momento adolecen de excluir en el proceso el
uso de ordenadores o calculadoras gréaficas y en ellas se valora el desarrollo
del programa basdndose exclusivamente en la puntuacién de los examenes
cuando se debe valorar, a partir de los resultados, el curriculo y la docencia.
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|.5. CONTENIDOS CURRICULARES Y PRUEBAS DE ACCESO
DE MATEMATICAS

En este apartado ser hace un breve estudio del marco legal desde el afio 1975,
en el que se implantan las Pruebas de Acceso a la Universidad hasta el Decre-
to 70/2002 de 23 de mayo, pasando por las modificaciones derivadas de las
distintas leyes que ha ido dictando el Ministerio de Educacién y Cultura des-
arrollando la Ley Organica 1/1990 (LOGSE): Real Decreto de Minimos 1178/
1992, Real Decreto del Curriculo de Bachillerato 1179/1992 y Real Decreto
3474/2000 que modifica los anteriores y con ello la estructura de Bachillerato.
Por otra parte, también aparece una relacion de los distintos Decretos y Leyes
gue han determinado la estructura y contenido curricular de las Pruebas de Ac-
ceso a la Universidad en los dltimos afos, desde las que establece el Curso de
Orientacion Universitaria (COU), -Decreto 160/1975- hasta las pruebas de Ac-
ceso a la Universidad del curso 2008-09, del bachillerato LOGSE.

Aunque la Ley General de Educacién ha cambiado (LOU, 2006), este cambio
no afectd a las pruebas hasta el afio 2010. Es mas, el tipo de problemas que se
proponen en la Universidad de Valladolid son idénticos a los enunciados en el
periodo LOGSE, incluso algunas cuestiones LOGSE se proponen como pro-
blemas LOU. Por tanto, no haremos ningin comentario especifico sobre esta

ley.
[.5.1. LOS CONTENIDOS CURRICULARES LOGSE

Histéricamente, durante la década de los setenta, en Espafia hay un cambio
politico que conlleva un cambio social y por tanto un cambio en muchos aspec-
tos de la vida; las mejoras conseguidas traen consigo un mejor desarrollo de
los sistemas educativos en nuestro pais y en muchos paises de Europa occi-
dental, potenciando una serie de trabajos hacia la conceptualizacion de curricu-
lo, desechando la tendencia, en educacion matematica, a la simplificacion que
asocia la formacion exclusivamente con el conocimiento de conceptos, con el
curriculo nos referimos a un desarrollo mas amplio, el curriculo incorpora me-
canismos de control cuya mision es valorar el grado de eficiencia de la forma-
cion tanto en su fin como en su desarrollo.

En el afio 1975 el Decreto 160/1975, de 23 de enero, (BOE 13/02/1975) aprue-
ba el Plan de Estudios del Bachillerato, y la Ley General de Educacién de 4 de
agosto de 1970, en su articulo 34, determina que corresponde al Ministerio de
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Educacion y Ciencia dictar las normas que regulan el Curso de Orientacion
Universitaria (COU). Dada la fuerte interrelacién entre este curso y el Bachille-
rato, regula en la misma orden la programacién de las materias constituyentes
del Plan de Estudios del Bachillerato. En la citada ley podemos leer: seccion 32
de Bachillerato:

2. Este nivel serd unificado, en cuanto que conduce a un titulo y polivalente,
comprendiendo, junto con las materias comunes y las liboremente elegidas, una
actividad técnico-profesional.

3. Se desarrollara en tres cursos, que se cumpliran normalmente entre los ca-
torce y dieciséis afos. (BOE 06/08/1970)

En el alumno, estos estudios abarcan el periodo de edad entre los 14 y 18
afos, y se divide en dos etapas: Bachillerato Unificado y Polivalente (BUP) (14-
17) y Curso de Orientacién Universitaria (COU.) (17-18). Como via usual para
el ingreso en la universidad, la Ley General de Educacién establecié el Curso
de Orientacion Universitaria (COU.), curso que para muchos efectos funciona
como un curso mas del bachillerato, pero que presenta unas caracteristicas
especiales, pues se trata de un curso cuyos contenidos y control final corres-
ponden a la universidad, si bien el curso es impartido, y evaluado por los profe-
sores de Educacion Secundaria, en los centros de bachillerato.

Para aquellas materias que son objeto de las Pruebas de Acceso, la Universi-
dad nombra a un profesor universitario coordinador de la materia correspon-
diente, es el responsable del programa que se desarrolla para cada asignatura
ademas de la elaboracion de las Pruebas de Acceso y mantiene reuniones de
coordinacion con los profesores de educacion secundaria.

En el programa de COU de Matematicas publicaron los siguientes bloques de
contenidos, que no detallamos porque nuestro estudio se fundamenta en las
pruebas que establece la Ley Organical/1990 de Ordenacion General del Sis-
tema Educativo (LOGSE):

1) Sistemas de ecuaciones lineales.

2) Espacios afin y euclideo tridimensional.

3) Ampliacion del calculo diferencial e integral.

4) Ampliacion del célculo de probabilidades.
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Los programas de matematicas para el Bachillerato y para el Curso de Orienta-
cion Universitaria tienen una continuidad conceptual y se desarrollan con una
coherencia metodolégica. Esta continuidad se basa en la consideracion del
aprendizaje de las matematicas entendido como memorizacion individualizada
de hechos, propiedades y rutinas operatorias y por el predominio de que la fina-
lidad formativa de las matematicas es el desarrollo intelectual de los escolares,
por encima de cualquier tipo de consideracion préactica.

En relacion con las Pruebas de Acceso a la Universidad, parece que lo unico
que tiene importancia es el éxito o fracaso del Centro, considerando como tal el
porcentaje de alumnos que superan dichas pruebas, pero no se cuestiona la
validez objetiva de las pruebas. (El grado de dificultad, la validez, fiabilidad, es-
calonamiento,...)

Como sefala Rico (1997a):

Las especiales caracteristicas de esta prueba han hecho que aumente en los
centros el nivel de exigencia de los examenes finales de la asignatura, de ma-
nera que los alumnos que cada centro presente tengan garantizado al maximo
la superacion de la prueba de acceso. Los claustros de profesores viven la
prueba de acceso como una evaluacion propia y del centro, convirtiéndose de
esta manera en una confirmacion para los profesores de lo acertado de sus cri-
terios de seleccion. (Rico, 1997a,. 39)

Este curriculo de matematicas derivado de la Ley General de Educacion del
afio 1970 comenzo a ser operativo para los escolares nacidos en el afio 1960 y
estuvo vigente durante 22 promociones escolares, hasta los escolares que na-
cieron en 1982. Este sistema educativo fue derogado y sustituido progresiva-
mente por el de la LOGSE de 1990.

En el curso 1985-1986 se comienza la fase de experimentacion de la reforma
del segundo ciclo de las Ensefianzas Medias. Mediante esta reforma se busca
unificar el Bachillerato con una Formacién Técnica, estableciéndose cinco tipos
de Bachillerato, cada uno de ellos con dos cursos de duracion. Este tipo de es-
tudios se configura como enseflanzas post obligatorias; especializadas y se-
guidas de una Prueba de Acceso a la Universidad que deben realizar aquellos
alumnos que deseen seguir estudios superiores.

La Ley Orgéanica 1/1990, de 3 de octubre, de Ordenacion General del Sistema
Educativo en su articulo 4.2, atribuye al Gobierno fijar los aspectos basicos del
curriculo que constituiran las ensefianzas minimas para todo el Estado, con el
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fin de garantizar una formacion comun de todos los alumnos y la validez de los
titulos correspondientes. En su Seccion segunda: Del bachillerato, aparece:

Articulo 25.1. El Bachillerato comprendera dos cursos académicos.

Articulo 27.3 Las modalidades de bachillerato seran como minimo las siguien-
tes modalidades: a) Artes, b) Ciencias de la Naturaleza y de la Salud; c)
Humanidades y Ciencias Sociales; d) Tecnologia.

Articulo 29.2. El titulo de Bachiller facultar4 para acceder a los estudios uni-
versitarios. En este caso sera necesaria la superacion de una prueba de acce-
so. (BOE n° 238 de 4 de octubre, 28932-28933)

Aprobada la LOGSE, el Ministerio de Educacion y Ciencia, a principios de
1991, presenta un disefio concreto de estructura del Bachillerato acorde con la
Ley. Esta propuesta es debatida tanto por las Comunidades Autbnomas como
por colectivos educativos, sirviendo para redactar los Reales Decretos
1700/1991, de Estructura del Bachillerato, de 29 de noviembre, (BOE
02/12/1991), en el que siguiendo el espiritu de la LOGSE los articulos 1 y 3 in-
dican la duracion y las modalidades. En ese decreto se encuentra lo siguiente:

La Ley Organica 1/1990, de 3 de octubre, de Ordenacién General del Sistema
Educativo, ha fijado las caracteristicas basicas del Bachillerato, como etapa
educativa de dos afios de duracion, que forma parte de la Educacién Secunda-
ria, y que da acceso a estudios superiores. Ha establecido también los objeti-
vos generales del Bachillerato, expresados en términos de capacidades. De
acuerdo con la Ley, el Bachillerato se organizara en diferentes modalidades,
con materias especificas, las cuales, junto con las materias comunes y con ma-
terias optativas, vendran a constituir el curriculo completo de los alumnos que
cursen estas ensefianzas.

Articulo 1°.1. El Bachillerato forma parte de la Educacién Secundaria y se ex-
tendera a lo largo de dos cursos académicos.

Articulo 3°.1. El Bachillerato se desarrollara en las siguientes modalidades: a)
Artes, b) Ciencias de la Naturaleza y de la Salud; c) Humanidades y Ciencias
Sociales; d) Tecnologia.

Articulo 15°.2. El titulo de Bachiller facultara para acceder a los estudios uni-
versitarios. En este caso sera necesaria la superacion de una prueba de acce-
so. (BOE 02/12/1991, 39061-39062)

y los Reales Decretos de Ensefianzas Minimas de Bachillerato (1178/1992), y
de Curriculo de Bachillerato (1179/1992), este ultimo sélo para el territorio di-
rectamente administrado por el Ministerio de Educacion y Ciencia.
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Este Bachillerato derivado de la nueva ordenacion del sistema educativo consti-
tuye una etapa de la Educacion Secundaria de caracter no obligatoria y se es-
tructura en dos cursos para que, salvo excepciones, los alumnos realicen estos
estudios entre los 16 y los 18 afios; y tiene las finalidades de proporcionar a los
alumnos una formacién general que favorezca una mayor madurez intelectual y
humana, asi como una mayor capacidad para adquirir una amplia gama de co-
nocimientos y habilidades.

El establecimiento de una diversidad de modalidades, Artes, Ciencias de la Na-
turaleza y de la Salud, Humanidades y Ciencias Sociales, Tecnologia, caracte-
riza la nueva regulacién del bachillerato, (16 a 18 afios) al que se accede tras
cuatro afios de educacion secundaria obligatoria (12 a 16 afios) y que prepa-
rara al alumnado para la vida activa o para continuar estudios posteriores, bien
una formacion profesional de grado superior o estudios universitarios.

En el documento: Bachillerato, Estructura y Contenidos (1991), correspondiente
al bachillerato se diferencian dos partes: la primera esta dedicada a presentar
este nivel educativo dentro del nuevo marco legal y, en la segunda, aparecen
como Anexos las materias del Bachillerato.

El 2 de octubre de 1992 el MEC promulga el Real Decreto 1178/1992 por el
que se establecen las ensefianzas minimas de Bachillerato y el Real Decreto
1179/1992 por el que se establece el curriculo de Bachillerato. (Suplemento del
BOE n° 253). Los contenidos conceptuales de Matematicas Il son los siguien-
tes:

Algebra lineal

Estudio de las matrices como herramienta para manejar datos estructu-
rados en tablas y grafos. Operaciones con matrices: suma, producto,
célculo de la inversa. Interpretacion de las operaciones y de sus propie-
dades en problemas extraidos de contextos reales.

Aplicacion del estudio de las matrices a la resolucion de sistemas de

ecuaciones lineales.

Determinante de una matriz: concepto, calculo y propiedades, aplicados
a la resolucién de sistemas y al calculo de productos vectoriales y mixtos
para determinar areas y voliumenes.
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Analisis

Introduccidn a los conceptos de limite y derivada de una funcién en un
punto.

Célculo de limites y derivadas de las familias de funciones conocidas.
Derivada de la suma, el producto y el cociente de funciones y de la fun-
cion compuesta. Aplicacion al estudio de propiedades locales de las fun-
ciones.

Aplicaciéon de los conceptos de limite v derivada a la representacion de
funciones v al estudio de situaciones susceptibles de ser tratadas me-
diante las funciones.

Introduccién al concepto de integral definida a partir del calculo de areas
definidas bajo una curva. Técnicas elementales para el calculo de primi-
tivas. Aplicacién al célculo de areas.

Geometria

Vectores: introduccion al concepto y operaciones a partir del estudio de
problemas fisicos concretos.

Aplicaciones del calculo vectorial a la resolucion de problemas fisicos y
geométricos en el plano y en el espacio. Interpretacion geométrica de las
operaciones con vectores. Productos escalar, vectorial y mixto.

Estudio de algunas formas geométricas (rectas, curvas, planos y superfi-
cies), relacionando las ecuaciones con sus caracteristicas geometricas.

Introduccién al conocimiento de algunas curvas y superficies comunes.

Idea de lugar geométrico. Iniciacion al estudio de las conicas, combinan-
do los enfoques analiticos y sintéticos.*

Por el Real Decreto 1340/1999, de 31 de julio, se traspasaron las funciones y
servicios de la Administracion del Estado a la Comunidad de Castilla 'y Ledn en
materia de enseflanza no universitaria. Corresponde a la Consejeria de Educa-
cion y Cultura establecer el Curriculo propio para Castillay Ledn.

El Real Decreto 3474/2000 de 29 de diciembre, (BOE del 16/01/2001) modifica
el Real Decreto 1700/1991 de 29 de noviembre, por el que se establece la es-

! La relacion que se determina corresponde al Real Decreto 1179/1992, de 2 de octubre, por el que se es-
tablece el curriculo de bachillerato. Los contenidos que no aparecen subrayados son los correspondientes
al Real Decreto 1178/1992, de contenidos minimos.
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tructura del Bachillerato y el Real Decreto 1178/1992, de 2 de octubre, por el
gue se establecen las ensefianzas minimas de Bachillerato; introduciendo nue-
vos planteamientos de algunos contenidos en la materias comunes y en las de
modalidad, asi como la propia formulacién de los curriculos, actualizandoles
desde el punto de vista cientifico y didactico, para obtener una adecuada co-
nexion entre los curriculos de la educacion secundaria y el bachillerato. Los
contenidos de Matematicas Il de ensefianzas minimas son:
Analisis
Limite de una sucesion. Limite de una funcion. Calculo de limites.

Continuidad y derivabilidad de una funcion. Propiedades elementales.

Céalculo de derivadas. Aplicacién al estudio de las propiedades locales y
la representacion grafica de las funciones elementales. Optimizacion.

Primitiva de una funcion. Calculo de integrales indefinidas inmediatas,
por cambio de variable o por otros métodos sencillos.

Integrales definidas. Regla de Barrow. Calculo de areas de regiones
planas.

Algebra lineal

Matrices de nimeros reales. Operaciones con matrices.
Rango de una matriz: obtencién por el método de Gauss

Sistemas de ecuaciones lineales. Representacion matricial de un siste-
ma.

Discusion y resolucion de un sistema por el método de Gauss.

Determinantes. Célculo de determinantes de érdenes 2 y 3 mediante la
regla de Sarrus. Propiedades elementales de los determinantes.

Utilizacion de los determinantes en la discusion y resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales.

Geometria
Vectores en el espacio tridimensional. Productos escalar, vectorial y mix-
to.

Obtencion e interpretacion de las ecuaciones de rectas y planos a partir
de sistemas de referencia ortonormales.
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Resolucién de problemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad
entre rectas y planos.

Resolucion de problemas métricos relacionados con el célculo de angu-
los, distancias, areas y volumenes. (BOE n° 14, 16 enero 2001, 1896)

La Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn en su Decreto
70/2002 de 23 de mayo (BOC y L. n°® 102 de 29 de mayo de 2002) establece el
Curriculo de Bachillerato de la Comunidad de Castilla y Le6n. En este Decreto
el curriculo de Matematicas en los Bachilleratos de Ciencias de la Naturaleza y
de la Salud y de Tecnologia se encuentra dentro del Curriculo General de Ba-
chillerato, y esta vigente en la actualidad. Los objetivos del curriculo de Ma-
tematicas Il son genéricos, vinculados a uno o varios bloques de contenidos. La
organizacion de los contenidos del curriculo se efectia siguiendo dos criterios
muy amplios: el criterio disciplinar, puramente matematico, y el criterio cogniti-
VO.

Andlisis
Limite de una sucesion. Calculo de limites. El nUmero e.

Limite de una funcién en un punto. Propiedades. Técnicas del calculo de
limites (cancelacion, racionalizacién). Limites laterales. Limites en el infi-
nito. Comportamiento asintotico de una funcion.

Funciones continuas. Propiedades. Continuidad y funcidbn compuesta.
Determinacion de discontinuidades. Continuidad en intervalos cerrados.

Derivada de una funcion en un punto. Funciones derivables. Propieda-
des. Célculo de derivadas. Teorema de Rolle. Teorema del valor medio.
Regla de L’'Hopital.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion. Maximos y
minimos en un intervalo. Representacion grafica de funciones. Optimiza-
cion.

Primitiva de una funcion. Reglas basicas de integracioén. Calculo de inte-
grales indefinidas sencillas: inmediatas, por cambio de variable, de fun-
ciones racionales y por partes.

Sumas de Riemann e integral definida. Propiedades. Regla de Barrow.
Teorema del valor medio para integrales. Areas de regiones planas.
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Algebra

Sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones elementales y reduccion
Gaussiana. Discusion y resolucién de un sistema de ecuaciones lineales
por el método de Gauss.

Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales. Matrices
de numeros reales. Operaciones con matrices. Matrices invertibles.

Combinacién lineal de filas de una matriz. Obtencién por el método de
Gauss del rango de una matriz y de la matriz inversa.

Determinantes. Calculo de determinantes de 6rdenes dos y tres median-
te la regla de Sarrus. Desarrollo por una fila o columna. Propiedades de
los determinantes. Calculo de determinantes mediante operaciones ele-
mentales.

Utilizacion de los determinantes en la discusion y resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales.

Geometria

Vectores en el espacio tridimensional. Operaciones y bases. Producto
escalar. Ortogonalidad y bases ortonormales. Producto vectorial. Pro-
ducto mixto.

Sistemas de referencia. Coordenadas de puntos. Obtencion e interpreta-
cion de las ecuaciones de rectas y planos a partir de sistemas de refe-
rencia ortonormales. Resolucion de problemas de incidencia, paralelismo
y perpendicularidad entre rectas y planos.

Resolucion de problemas métricos relacionados con el célculo de angu-
los, distancias, areas y volumenes.

Esfera y elipsoide. Utilizacion de programas informaticos como apoyo
para introducir superficies comunes.

Desde un punto de vista cognitivo, para ser matematicamente competentes,
debemos considerar el conocimiento matematico organizado en dos amplios
campos: el conceptual y el procedimental. EI conocimiento conceptual se ca-
racteriza por ser un conocimiento teérico que es fruto de una actividad cogniti-
va, rico en las relaciones entre sus componentes y que se asocia con el saber
qué y porqué. En él se tienen que considerar las unidades de informacion: los
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hechos; la relacion entre esos hechos, que se pueden identificar con los con-
ceptos y las estructuras conceptuales para unir los conceptos.

El conocimiento procedimental se relaciona con técnicas y estrategias para re-
presentar conceptos y con las destrezas adecuadas para utilizar algoritmos,
mediante el mismo se capacita al alumno para la construccion del conocimiento
conceptual y permite el uso fluido, apropiado y acertado al contexto de los con-
ceptos, definiciones y teoremas; estando de esta manera ligado al saber cdmo
hacer matematicas, es decir, nos encontramos con las formas de actuacion y
realizacion de las tareas matematicas, en conclusion, con el procedimiento de y
para hacer matematicas.

Dentro de los procedimientos se encuentran distintos niveles o estratos de de-
sarrollo. Por un lado estan las destrezas, esto es, la secuencia que se sigue pa-
ra procesar hechos, por otro lado estan los razonamientos que surgen al pro-
cesar relaciones entre los conceptos, y que permiten deducir secuencias entre
los conceptos y por ultimo las estrategias que utilizamos, estas se desenvuel-
ven en la estructura conceptual y representan cualquier tipo de procedimiento
que pueda utilizarse teniendo presentes los conceptos implicados y las relacio-
nes entre ellos.

El planteamiento anterior permite aproximarse a una interpretacion mas enri-
quecedora del curriculo real de Matematicas Il que determinan las PAU, desa-
rrollo y organizacion curricular centrada en procedimientos; como se hace ma-
tematicas; pero en menoscabo de la rigueza del saber qué y por qué es la ma-
tematica, es decir, valorar y considerar el conocimiento matematico como una
herramienta fundamental para el desarrollo de habilidades de pensamiento; es
decir, pasar de un logro de objetivos especificamente procedimentales a poten-
ciar el razonamiento matematico.

Posteriormente, se promulga la Ley 10/2002 de 23 de diciembre de Calidad de
la Educacion (LOCE) y el Real Decreto 832/2003 de 27 de junio (BOE del 4 de
julio) que establece la ordenacion general y las enseflanzas comunes del Ba-
chillerato.

En este Real Decreto se establece:

La fijacién de estas ensefianzas es, en todo caso y por su propia naturaleza,
competencia exclusiva del Estado, de acuerdo con lo previsto por la Ley Orga-
nica 8/1985, de 3 de julio, reguladora del Derecho a la Educacion. (BOE n° 159
de 4 de julio, 26039)
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En la pagina 26099 del mismo BOE se publican los contenidos de Matematicas
II. El estudio detallado de estos contenidos y de los Decretos que les promul-
gan, excede a nuestro actual estudio, pues no corresponde a los estudios deri-
vados del bachillerato LOGSE

Esta PI tiene la creencia de que en la actualidad las PAEU estan excesivamen-
te estandarizadas y, aunque pueden medir con cierta precision varios aspectos
curriculares, tienen deficiencias notorias y hacemos nuestras las reflexiones
gue hace Rico en sus Consideraciones sobre el Curriculo de Matematicas para
Educacion Secundaria.

Las pruebas estandarizadas se pueden considerar instrumentos insuficientes
para emitir un juicio util sobre la competencia matemética de los alumnos.

Con estos instrumentos se puede poner de manifiesto facilmente el conoci-
miento de hechos y el dominio en la ejecucion de destrezas, también es posible
comprobar el conocimiento de enunciados, definiciones y propiedades, junto
con algunas secuencias de razonamiento, pero no es posible comprobar la
comprension real de los conceptos, el dominio de las estructuras conceptuales,
la capacidad personal de razonamiento y la habilidad en la eleccion y desarrollo
de estrategias. (Rico, 1997h, 36)

1.5.2. LAS PRUEBAS DE ACCESO LOGSE

En la Ley Orgéanica 1/1990 de 3 de octubre de Ordenacion General del Sistema
Educativo (LOGSE) se legisla en su articulo 29.2 que para acceder a la Univer-
sidad sera necesario superar una Prueba de Acceso que valorara, con caracter
objetivo, la madurez académica del alumno y los conocimientos adquiridos en
el bachillerato.

Articulo 29.2. El titulo de Bachiller facultara para acceder a los estudios uni-
versitarios. En este caso sera necesaria la superacion de una prueba de acce-
so. (BOE n° 238 de 4 de octubre, 28933)

La estructura de la prueba de Matematicas | de COU se vio modificada por
las distintas leyes que derogaban las anteriores, asi a lo largo de la década
de los noventa, nos encontramos que hasta el afio 1996 no se unifica el mo-
delo de examen para toda la comunidad de Castilla y Lebn, proponiendo
pruebas diferentes en Ledn, Salamanca y Valladolid. En los afios anteriores
a 1994 el examen de la Universidad de Valladolid constaba de dos proble-
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mas y dos temas de los cuales el alumno debia elegir un problema y un te-
ma, siendo diferente a la estructura de prueba de Ledn y Salamanca .y, en
1995, ademés de las Universidades citadas anteriormente, la Universidad de
Burgos también hace otra prueba de Acceso.

En el afio 1994, se propone al alumno un examen con mayor numero de
preguntas, se presenta mas completo, con los cinco bloques de contenidos:
Geometria, Algebra, Continuidad y Calculo Diferencial, Calculo integral y
Probabilidad, dos cuestiones por cada bloque, el alumno elige una de las
dos cuestiones, con unas condiciones restrictivas de puntuacion, soélo puede
elegir una cuestiéon de las valoradas con cuatro puntos y el resto de las cues-
tiones (las otras cuatro), con puntuacién de 1,5 puntos.

Este modelo de prueba solo dura dos cursos, puesto que en 1996 se unifi-
can los criterios y se presenta para toda la comunidad de Castilla y Leon un
anico modelo de examen; se actualiza, asimismo, la estructura de la prueba
de selectividad, a partir de este momento la propuesta del examen esta for-
mada por 10 preguntas, dos por cada bloque de contenidos, (Algebra, Geo-
metria, Continuidad y Analisis Diferencial, Calculo Integral y Probabilidad),
con distinta puntuacion: cuatro de ellas con una puntuacion méaxima de 2,25
puntos y la relativa a Probabilidad valorada en 1 punto. Este modelo de
prueba coexiste con la prueba de selectividad del Bachillerato LOGSE y
permanece vigente hasta el afio 2002, en que desaparece, quedando, a par-
tir del afio 2003, Unicamente la prueba de acceso a estudios universitarios
correspondiente al curriculo de la LOGSE.

En la estructura de las Pruebas de Acceso del COU se proponian, ademas
de ejercicios de resolucion procedimental, cuestiones tedricas, con enuncia-
dos y demostracién de algunos teoremas.

El Real Decreto 1640/1999 de 22 de octubre (BOE n° 257 de 27 de octubre)
regula la prueba de acceso a los estudios universitarios, en €l hace mencién
a las pruebas de acceso a la Universidad para los alumnos que obtuvieron el
titulo de Bachillerato de acuerdo con la implantacién anticipada, a partir del
curso 1992-1993, de los estudios de Bachillerato establecidos en la LOGSE.
(Pruebas del afio 1995 que son las primeras que recoge este estudio). La
regulacion de esas pruebas fue establecida mediante Orden de 10 de di-
ciembre de 1992 (BOE de 12/01/1993) y como expresamente se indica en su
preambulo, reviste caracter transitorio y experimental.
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Este Real Decreto 1640/1999, en su articulo 8, (Segunda parte de la prue-
ba), establece que la prueba de acceso tendra como objetivos apreciar los
conocimientos especificos de las materias propias de la modalidad, y evaluar
los conocimientos adquiridos en el Bachillerato y destrezas basicas de la es-
pecialidad. Esta parte constara de tres ejercicios, en cada uno de los cuales
se entregarla alumno dos propuestas diferenciadas, entre las cuales elegira
una. Como interpretacion de esa ley, el ejercicio de Matematicas Il, de la
Universidad de Valladolid, consta de dos opciones Ay B.

El Real Decreto 990/2000 de 2 de junio modifica y completa el Real Decreto
1640/1999, de 22 de octubre, por el que se regulan las pruebas de acceso a
estudios universitarios, no afecta a la materia de Matematicas Il.

El Real Decreto 1025/ 2002 de 4 de octubre, (BOE n°® 253 de 22 de octubre)
modifica el Real Decreto 1640/1999, de 22 de octubre, modificado y comple-
tado por el Real Decreto 990/2000 de 2 de junio (BOE n° 133 de 3 de junio)
por el que se regula la Prueba de Acceso a Estudios Universitarios; aunque
no se renueva el espiritu de lo legislado si no que, fundamentalmente, es
una sustitucion del texto en que estaban redactados algunos articulos.

Por ser elemento de nuestro estudio las pruebas de Matematicas de la PA-
EU, nos fijamos en el bachillerato de Ciencias y Tecnologia, en el que hay
dos asignaturas obligatorias: Matematicas | en el Primer curso y Matemati-
cas Il en el Segundo curso; para aquellos alumnos que vayan a presentarse
a la prueba de Acceso a la Universidad,

Durante los cursos 1994-95 y 1995-96 la prueba de acceso para los estudios
del Bachillerato LOGSE constaba de cuatro problemas distribuidos en dos
bloques de dos problemas cada uno, un blogue con un problema de Algebra
y otro de Geometria y el otro bloque con dos problemas de Analisis Matema-
tico, y de seis cuestiones, una por cada bloque de contenidos. El alumno
elegia un problema de cada uno de los blogues, con puntuacion maxima de
3 puntos cada uno y cuatro de las seis cuestiones, de puntuacion maxima 1
punto.

En el curso 1996-1997 se proponen dos blogues de problemas Ay B y cua-
tro bloques de cuestiones C, D, E y F. Cada bloque consta de dos problemas
o dos cuestiones, El alumno debia realizar un problema o una cuestion de
cada uno de los bloques. La puntuacion maxima del problema es de tres
puntos y la de la cuestion de un punto.

Rosario Fatima Zamora Pérez
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Desde 1998 y hasta el momento actual, la estructura de la prueba de acceso
LOGSE consta de dos modelos de examen, A y B, con la siguiente distribu-
cion: Un problema de Analisis matematico, un problema de Algebra y/o
Geometria y cuatro cuestiones en las que al menos una es de algebra, otra
de analisis y otra de geometria. El alumno tiene que optar por uno de los dos
modelos pudiendo contestar dentro del modelo elegido en el orden que des-
ee. (Real Decreto 1640/1999, de 22 de octubre, -BOE n° 257 de 27 de octu-
bre-, articulo 8). En cuanto a su calificacion, cada problema se puntia sobre
un maximo de tres puntos y cada cuestion sobre un maximo de un punto.

En la Prueba de Acceso del Bachillerato LOGSE las definiciones teoricas,
enunciados de teoremas o propiedades dejan de plantearse como pregunta
en el aflo 2002 y en ningln momento se planteé como pregunta la demos-
tracion de ningun teorema.

Esta orientacion curricular es contraria a los procedimientos que se siguen
en la actualidad para proponer las PAU, asi en el Decreto 70/2002, de 23 de
mayo, por el que se establece el Curriculo de Bachillerato de la Comunidad
de Castilla y Leon, en la introduccion a los contenidos del curriculo de Ma-
tematicas | y Il, se publica:

Es idea corriente suponer que esta practica operacional es lo que se pretende
en la ensefianza de la asignatura, sin embargo, para obtener el mayor prove-
cho posible de esta préactica, es necesario establecer un fundamento teorico...

En la Educacion Secundaria Obligatoria ya han sido iniciados en varios campos
del conocimiento matemético, primando el aspecto operacional sobre el tedrico.
Estos conocimientos son los que han de constituir el punto de partida para las
ensefianzas matematicas de esta etapa. Es en ella cuando se comienza a dar
respaldo tedrico a los conocimientos matematicos. Se deben introducir las defi-
niciones, los teoremas, las demostraciones y la realizacion de los encadena-
mientos logicos... Empezar en primer curso con razonamientos faciles, para
llegar en segundo a demostraciones con alguna complejidad. (BOC y L n® 102
de 29 de mayo de 2002, 7081)

Las propuestas de examen correspondientes a las PAU se fundamentan en
una serie de ejercicios basados en destrezas especificas aisladas, en lugar de
presentar propuestas con situaciones que requieran la aplicacion de diversas
ideas matematicas.
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Al referirse a las Pruebas de Acceso a la Universidad correspondientes a los
estudios de COU, Rico (1997a), en su libro “Bases Teoricas del Curriculo de
Matematicas en Educacion Secundaria”, puntualiza la siguiente reflexion:

En cuanto a lo relativo a de la Prueba de Acceso a la Universidad, las especia-
les caracteristicas de esta prueba han hecho que aumente en los centros el ni-
vel de exigencia de los examenes finales de la asignatura, de manera que los
alumnos que cada centro presente tengan garantizado al maximo la superacién
de la prueba de acceso. Los claustros de profesores viven la prueba de acceso
como una evaluacién propia y del centro, convirtiéndose de esta manera en
una confirmacién para los profesores de lo acertado de sus criterios de selec-
cion. (Rico 1997a,.39)

Esta reflexion que tenia perfecto significado afios atras ha ido perdiendo valor
de afio en afo por varias razones: una, que los contenidos de examen, como
se vera en esta memoria, han bajado en extension y, otra, que también se veri-
ficard, la dificultad de las pruebas estd en una linea regresiva, no aumenta el
nivel de exigencia de los centros educativos, sino que, en cierto modo, se bus-
ca el éxito en las pruebas independientemente de la formacion.

Rosario Fatima Zamora Pérez
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CAPITULO I

MARCOS TEORICO Y METODOLOGICO

11.1. INTRODUCCION

El propodsito de la Didactica radica en el conocimiento de los fendmenos y pro-
cesos relativos a la ensefianza de una materia, en este caso de las Mateméti-
cas, con el fin de perfeccionar el aprendizaje de los alumnos, sin excluir el su-
puesto de que cualquier idealizacion humana esta inmersa en un contexto so-
ciocultural y que las situaciones didacticas obedecen a determinadas carac-
teristicas en funciéon de los fundamentos epistemoldgicos que identifican su
realizacion.

Se han realizado una extensa serie de trabajos de investigacion en Didactica
de la Matematica con el objetivo de mejorar la calidad de la ensefanza, de
identificar qué conduce al docente a tomar unas decisiones metodoldgicas con-
cretas que, en cierta medida, implican una mejora en los procesos de ensefan-
za aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, en la mayoria de las veces
no se reflejan cambios en la practica del aula. Las clases tradicionales se man-
tienen, presentando las Matematicas como un conjunto de hechos, procedi-
mientos y soluciones tal y como se muestran en los libros de texto (Chamoso,
2000). (SUMA n° 43, 2003)

Un marco tedrico permite normalizar los conocimientos de una materia, lo que
constituye un primer avance para alcanzar una perspectiva nitida de la unidad
que pueda existir en nuestras impresiones. Para que un area de conocimiento
obtenga la categoria de cientifica y pueda desempefiar su papel explicativo, es
un requisito la teorizacion; la investigacion cientifica significativa esta siempre
guiada por una teoria, aunque a veces esta orientacién se haga de modo impli-
cito.
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Como afirma Mosterin (1987, 146), “gracias a las teorias introducimos orden
conceptual en el caos de un mundo confuso e informe, reducimos el cambio a
férmula, suministramos a la historia instrumentos de extrapolacion y explicaciéon
y, en definitiva, entendemos y dominamos el mundo aunque sea con un enten-
dimiento y un dominio siempre inseguros y problematicos”

Un marco tedrico guia las actividades de investigacién por su dependencia de
una teoria formal; esto es, una teoria que ha sido desarrollada usando una ex-
plicacion coherente y establecida de ciertos tipos de fendmenos y relaciones.

En este capitulo, hacemos alusion a los marcos teorico y metodologico que
orientan el desarrollo de nuestra investigacion.

La contextualizacion del problema de investigacion tiene un gran significado pa-
ra definir el camino adecuado en la obtencion de resultados y conclusiones del
tema seleccionado para el estudio. Asi, Freudenthal (1982) considera que una
investigacion es pertinente si puede influir sobre la ensefianza, y, en este senti-
do, consideramos que esta investigacion cumple ese cometido, ya que, por una
parte, el estudio de las competencias matematicas inherentes a los ejercicios
que nuestros pupilos efectdan influira en la mejora de propuestas metodoldgi-
cas y evaluadoras, y, por otra, el analisis de las pruebas desde la perspectiva
curricular redundara en beneficio del desarrollo del curriculo y en la propia ela-
boracién de las pruebas.

Segun Eisenhart (1998, 100) los problemas que se plantean en investigacion
en educacién matematica derivan de la pregunta general: ¢como puede mejo-
rarse la enseflanza/aprendizaje de las mateméticas?

El escepticismo de Freudenthal respecto a la investigacion educativa esta
quizas justificado, pero esto no significa que carezca de utilidad. Todo trabajo
de investigacion debe responder a las preguntas ¢ para qué sirve?, ¢ para quién
es til? La importancia del trabajo de investigacion se hace patente para el sec-
tor del profesorado porque se presentan un conjunto de trabajos para lograr
aplicaciones practicas en la docencia.

Citando un trabajo de Sierpinska y Kilpatrick (1993), Rico (1999) documenta
que estos autores establecen distintas caracteristicas de una investigacion:

e La pertinencia de en base a ¢ para qué o para quién es importante le inves-
tigacion? ¢Qué va a mejorar? ¢Qué utilidad va a tener? La investigacion
sera pertinente para los profesores si les permite formular hipotesis sobre
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sus métodos de ensefianza, verificar esas hipotesis y examinar sus conse-
cuencias, lo que manifiesta que una investigacion resulta pertinente en la
medida en que esta permite la adaptacion y uso de algunos de sus aspec-
tos. (Puig y Calderdn 1996)

La originalidad en ¢ hasta qué punto la investigacion muestra ideas conoci-
das en una nueva perspectiva? Originalidad no significa desconexion con
investigaciones precedentes. Si el modo de contar los resultados o el des-
enlace de la investigacién aporta algo nuevo, aun cuando la situacion estu-
diada sea conocida, o quiza, justamente por serlo, ese estudio es original.

La validez en ¢ qué consecuencias se derivan? Cuando indagamos acerca
de la claridad en los resultados de la investigacion, estamos cuestionando
si nuestro meétodo de investigacion nos ha permitido investigar lo que efecti-
vamente pretendiamos, en este sentido, la validez se refiere al modo en que
justificamos las interpretaciones que hacemos de la investigacion. Tal como
Kvale (1989) ha afirmado, “validar es cuestionar”. El valor de un estudio de
investigacion no es intrinseco sino que la validez se explica en funcion de
las conclusiones extraidas del estudio, a partir de lo que se ha estudiado se
desprende aquello a lo que se pretende extrapolar los resultados.

El rigor y la precision en ¢ qué precision tienen las observaciones realiza-
das? ¢Con qué exigencia se han llevado a cabo? ¢Qué precision tienen los
criterios para interpretar las informaciones obtenidas? En su aspecto nega-
tivo, rigor significa rigidez, excesiva y escrupulosa severidad inflexibilidad y
un estricto acatamiento de normas y procedimientos. Desde un punto de
vista positivo, rigor implica propiedad y precision. El rigor y la precision
emanan del espiritu con el que se realiza la investigacion, el cuidado con
que se desarrolla la observacion, la atencién al detalle, la disposicién a
comprobar alternativas mas que de la fidelidad a un procedimiento normali-
zado. En la aplicacién al aula no se pueden predecir, con exactitud, unos
comportamientos especificos como se puede hacer en una practica de labo-
ratorio, pero se pueden buscar estructuras causales encaminadas a produ-
cir determinados efectos.

La predictibilidad con ¢qué explicacion se deriva del estudio? Un método
de aplicar el criterio de predictibilidad es cuestionando hasta qué punto las
deducciones extraidas de la investigacion permiten vaticinar lo que ocurrira
en una situacion de ensefianza/aprendizaje.

Rosario Fatima Zamora Pérez
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e Laconexién con ¢de qué modo esta relacionado el estudio con la matema-
tica y con la educacion? Respondiendo a las preguntas, consideramos que
este trabajo satisface dichos interrogantes. Para el alumno es un trabajo en
el que aparecen resueltos 342 ejercicios, con su nivel de dificultad y las
competencias matematicas que ejercitan en el proceso de resolucién y pue-
de servir, para el docente, como guia para el planteamiento de ejercicios,
segun el nivel competencial que desee alcanzar, por tanto; es importante
tanto para alumnos como para docentes.

Esta investigacion centra el interés en cuestiones basicas relacionadas con la
Educacion Secundaria no obligatoria actual, y mas concretamente, el curriculo
de Matematicas Il de Segundo de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. Es
original, ya que se han hecho muchas presentaciones, analisis y planteamien-
tos respecto a las competencias, pero ninguno de esos trabajos ha seguido es-
ta linea ni ha alcanzado tanta profundidad como éste. Asimismo, previamente
se ha realizado un andlisis de los antecedentes de investigacién concernientes
con la temética a investigar, para conocer el estado actual de la cuestion, se ha
delimitado el marco tedrico, se ha definido una metodologia de trabajo y se han
enunciado los objetivos correspondientes.

El resto de los interrogantes tiene respuesta extensa y detallada en cada uno
de los capitulos de la presente memoria, pero, sucintamente, el estudio de-
muestra el sesgo curricular que los contenidos de Bachillerato estan sufriendo
tanto conceptual como procedimentalmente, excluyendo en el mismo, entre
otros, la resolucion de problemas, que corresponderia a un nivel competencial
de reflexion.

11.2. MARCO TEORICO

En este apartado se describe el marco que se ha utilizado para efectuar el ana-
lisis de los documentos recopilados y de la resolucion de los problemas y cues-
tiones propuestas en las PAEU. Se trata de un marco de concentracion forma-
do por el curriculo espafiol LOGSE (ya descrito en el capitulo precedente), los
marcos tedricos de PISA y la teoria morfolégica sintactica. Con esta ultima se
ha analizado la redaccion de los enunciados y con la perspectiva de PISA, fun-
damentalmente PISA’2003, se han analizado las competencias implicitas en los
enunciados y en la resolucion de los problemas y cuestiones propuestas como
las podria resolver un alumno de principio a fin.
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Podemos fijar el comienzo del marco general de PISA en el afio 2000 y en el
proyecto danés de educacién de Niss (1999). El proyecto OCDE/PISA evalta
los curriculos nacionales a través de las habilidades de los estudiantes para
analizar, razonar y comunicar ideas matematicas al interpretar y resolver pro-
blemas matematicos en diferentes situaciones, y tanto el marco de analisis co-
mo los resultados aportados por este proyecto estan siendo de gran interés pa-
ra los investigadores en educacién matematica.

El énfasis en una educacioén centrada en el aprendizaje en contraposicion a
una educacion centrada en la ensefianza ha instado a los gobiernos europeos
a mejorar y redefinir sus sistemas educativos para crear un sistema europeo
que permita comparar, difundir y evaluar las competencias basicas y las mejo-
res metodologias para su adquisicion, es decir, en una enseflanza que pro-
mueva la adquisicion de capacidades, habilidades, competencias y valores que
permitan al individuo una actualizacién permanente de los conocimientos para
desenvolverse con soltura en un mundo cambiante y complejo.

Para el proyecto OCDE/PISA (2000) se elige el término de “formacion matema-
tica” enfatizando que el conocimiento matematico se lleva a la practica en multi-
tud de contextos que necesitan reflexion y razonamiento, para lo que son nece-
sarios gran cantidad de conocimientos fundamentales y utilizacion de destrezas
matematicas.

Para organizar el area de matematicas, el proyecto utiliza dos aspectos princi-
pales, con el propdésito de puntualizar el alcance de la evaluacién y el rendi-
miento. Las competencias matematicas y las grandes ideas matematicas. Para
PISA’2000, “Las competencias matematicas son destrezas y competencias ge-
nerales como la resolucidon de problemas, el uso del lenguaje matemaético y el
disefio matematico” (INCE, 2000, 73).

Para asegurar que haya una adecuada cobertura del area de conocimiento y
un equilibrio en la variedad de las tareas seleccionadas, se consideran los as-
pectos secundarios que son: Los temas matematicos del curriculo y las situa-
ciones y contextos.

De esos aspectos mencionados, “los temas mateméticos del curriculo” y “las
grandes ideas matematicas” son ideas alternativas para la descripcion del con-
tenido matematico. El primero representa el contenido de las matematicas es-
colares, tal como se aplica en el plan de estudios del centro, mientras que el
segundo aspecto representa un conjunto de conceptos matematicos fundamen-
tales y conectados que aparecen en situaciones y contextos reales.

Rosario Fatima Zamora Pérez
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En el proyecto PISA"2000 se enuncian 8 destrezas (de pensamiento matemati-
co, de argumentacion matematica, de disefio, para planteasr y resolver proble-
mas, de representacion, simbdlica formal y técnica, de comunicacion, de utili-
zacion de ayudas y herramientas), que las organiza en tres clases de compe-
tencias: reproduccion, definiciones y calculos; Conexiones e integracion para
resolucién de problemas; pensamiento matematico, generalizacion y compren-
sion subita.

Niss fue y sigue siendo uno de los miembros destacados del Proyecto PISA, de
hecho su Project Kom de 1999 esta escrito en términos de competencias y en
él aparecen las mismas que en PISA’2003. Niss (2004), considera que el pro-
ceso de formacion de los estudiantes debe contribuir a la adquisicién de dos
grupos de competencias: uno, relacionado con la destreza para preguntar y
responder cuestiones matematicas por medio de las matematicas, y el segundo
concerniente a la practica en el uso de las herramientas y el lenguaje matema-
tico. A continuacién se describen las competencias de Niss y su equivalencia
con PISA (OECD, 2004, 40).

Dentro de las competencias del primer grupo hemos de considerar:

1. Pensar mateméticamente (Pensar y razonar en PISA’2003). Es la primera
de las ocho competencias matematicas que establecen Niss y PISA. Esta
competencia se evalla en base a cuestiones del tipo: ¢Hay...? En este ca-
S0, ¢cuantos? ¢Como podemos encontrar?, y de los diferentes tipos de
respuestas matematicas que podemos dar a estas preguntas. En conse-
cuencia, una actividad de préctica, o de evaluacion, propuesta para trabajar
esta subcompetencia demanda el uso de una pregunta; y si, por ejemplo, la
actividad solo consiste en explicar, escribir o describir, con ella no se traba-
jard esta subcompetencia. Si la respuesta que se pide es una respuesta
Unica e inmediata, que se obtiene sin necesidad de relacionar datos o de
establecer una cadena de pensamientos, estaremos ante una actividad
considerada en el nivel mas superficial de la competencia: El grupo de re-
produccion. También se considera que la actividad esté incluida en este
grupo si las preguntas dan una ayuda directa para la resolucion de la activi-
dad ya que generalmente el proceso de resolucion de la actividad implicara
un solo paso.

2. Formular y resolver problemas matematicos (Pantear y resolver problemas
en PISA). Esta competencia se refiere a proponer y resolver diferentes cla-
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ses de problemas de matematicas: Tedrico o aplicado, con solucién Gnica o
multiple, problemas propuestos de diferentes modos, etc.).

3. Ser capaz de analizar y construir modelos matematicos en relacion a otras
areas (Modelar —modelizar- en PISA). Llevar a término modelizaciones en
contextos dados, matematizar situaciones. La competencia de modelizacion
se vincula a analizar fundamentos y propiedades de modelos existentes o
bien aplicar un modelo a un contexto dado, lo que requiere, entre otras habi-
lidades, las de analizar, validar o criticar el modelo, observando y controlan-
do el proceso de modelizacion, comunicando ese modelo y sus resultados.

4. Ser capaz de razonar matematicamente (Argumentar). Seguir y evaluar los
razonamientos matematicos ajenos, comprender el qué es y qué no es una
demostracion, ser capaz de realizar razonamientos informales y formales.
La competencia esta vinculada a seguir y valorar cadenas de argumentos,
como, por ejemplo, diferenciar una demostracibn matemética de otras cla-
ses de razonamiento matematico, como puede ser el razonamiento heuristi-
co.

Y, del grupo relacionado con la practica en el uso de las herramientas y el len-
guaje matematico, tenemos:

1. Utilizar diversas representaciones (Representar en PISA). Ser capaz de pa-
sar de una a la otra. Consiste en comprender, utilizar e interpretar diferentes
clases de representaciones de situaciones matematicas y distinguir entre
ellas; en utilizar las relaciones entre diferentes representaciones de la mis-
ma entidad u objeto y en elegir entre diferentes representaciones y pasar de
unas a otras

2. Utilizar el lenguaje de los simbolos y de sistemas formales matematicos
(Utilizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico y las operaciones en PISA).
Es decir, codificar simbolos y lenguaje formal; traducir de un lenguaje a otro;
tratar formulas y expresiones simbdlicas, etc. La competencia se entronca
con interpretar el lenguaje matematico simbolico y formal y comprender sus
relaciones con el lenguaje natural; utilizar expresiones que contienen
simbolos y formulas, comprendiendo la naturaleza y las reglas de los pro-
cedimientos matematicos formales desde distintos puntos de vista: sintacti-
co y semantico, asi como traducir el lenguaje natural al lenguaje simboli-
co/formal y viceversa.
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3. Ser capaz de comunicarse en, con y sobre las matematicas, (Comunicar) es
decir, interpretar textos escritos en los diversos lenguajes; escribir textos
con diferentes niveles de precision, etc.

Niss ubica la competencia comunicacion en el bloque que hace referencia a
"La habilidad de manejarse con las herramientas y el lenguaje matematico" y
dentro de este bloque la coloca en tercer lugar, lo que indica que la considera
como una competencia situada en un nivel superior al puramente matematico.

Se refiere a comprender los textos escritos, los enunciados orales o las expre-
siones visuales sobre temas de contenido matematico, en expresarse uno
mismo sobre tales cuestiones, materias o temas, con diferentes niveles de pre-
cision tedrica y técnica, de forma oral, visual o escrita. Estamos, pues ante dos
aspectos importantes, el de expresarse correctamente para hacernos entender
y el de comprender los mensajes que recibimos.

Para fomentar y profundizar en esta subcompetencia, se debera trabajar a di-
versos niveles, por un lado un trabajo individual de comprensién de textos y de
mensajes orales, un trabajo en grupo, que irreparablemente debera incluir el
trabajo de comunicar los resultados de los trabajos al resto de compafieros,
bien en grupos pequefios o en gran grupo.

Para discriminar el nivel alcanzado en la competencia habra que prestar aten-
cion a los resultados que nos solicite la actividad. Si la actividad s6lo nos pide
que expresemos el resultado de unas operaciones matematicas sin tener que
justificar lo que hemos hecho, estaremos en el grado mas elemental de la com-
petencia. Si la actividad pide explicar propiedades y justificar procesos, esta-
remos en el grado medio de la competencia. El grado mas alto de la competen-
cia se sitla cuando se pida a los estudiantes explicar relaciones mas comple-
jas, por ejemplo, del tipo de relacién logica.

Tanto en las orientaciones curriculares del MEC como en numerosas investiga-
ciones de didactica de la Matematica (Niss 1999, Nesher 2000, Godino 2001,
etc.), se muestra, en el aprendizaje de las Matematicas, el papel del lenguaje y
la capacidad de comunicarse matematicamente. Asi, Nesher (2000) distingue
entre dos acciones: “hablar de matematicas”’o “hablar mateméticamente”. Con
la expresion “hablar de matematicas” hace referencia al hecho de utilizar el
lenguaje natural como metalenguaje para expresar ideas matematicas, mien-
tras que con el término “hablar matematicamente” se refiere a usar el lenguaje
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matematico, aplicandolo a variados contextos, pero teniendo en cuenta su pro-
pia sintaxis.

Coincidimos con las ideas de Nesher, asi cuando los alumnos explican, justifi-
can oly describen el procedimiento que han empleado para la resolucion de un
problema, es decir, cuando comunican sus estrategias estan desarrollando un
aprendizaje en el que se adapata la expresion “hablar de matematicas” el len-
guaje natural como metalenguaje.

En el BOE 158 (2003), se refleja la importancia de la competencia “comunicar”
matematicamente:
“Es importante habituar a los alumnos a expresarse oral, escrita y graficamente en si-
tuaciones susceptibles de ser tratadas matematicamente, mediante la adquisicién y el

manejo de un vocabulario especifico de notaciones y términos matematicos.” (BOE
158, 2003, 256839),

Asimismo, en el Proyecto OCDE/PISA, se define el dominio “alfabetizacién ma-
tematica” para referirse a “las capacidades de los estudiantes para analizar, ra-
zonar y comunicar eficazmente cuando identifican, formulan y resuelven pro-
blemas matematicos en una variedad de dominios y situaciones” (Rico, 2003).

4. Manejar las ayudas y herramientas matematicas, tener conocimiento, saber
sus limitaciones y usarlas reflexivamente (usar herramientas y recursos,
segun PISA).

Es necesario distinguir, por tanto, entre tareas de diagndstico, tareas de apren-
dizaje y tareas de aplicacion o utilizacién practica de dichas competencias, si
bien todas pueden cumplir todas las funciones con las orientaciones adecua-
das.

Requisitos basicos y necesarios, pero no suficientes, para tener competencia
matematica son poseer conocimiento factual y poseer destrezas técnicas

El curriculo espafiol LOE incorpora la formacién en competencias descritas en
PISA 2003 y en consecuencia, la formacion en competencias adquiere una di-
mension importantisima en la formacion de nuestros alumnos. Todo esto signi-
fica que es preciso prestar atencion a un aprendizaje orientado al desarrollo de
competencias y a la consecucion de lo que se conoce como “alfabetizacién ma-
tematica”. No basta con restringirse a la enseflanza y aprendizaje de conteni-
dos, a los aspectos funcionales y formativos de las matematicas, a los aspectos
instrumentales y técnicos, sino que los conceptos de competencia, matemati-
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zacion y alfabetizacion matematica, ponen el acento en aquello que el alumno
es capaz de hacer al término del proceso educativo y en los procedimientos
que le permitiran continuar aprendiendo de forma adquiere una dimensién
autonoma a lo largo de su vida.

El proceso inherente que los estudiantes tienen que emplear para resolver pro-
blemas de la vida real se denomina, en el proyecto OCDE/PISA, matematiza-
cion. Este tipo de resolucion de problemas obliga a los estudiantes a valerse de
las destrezas y competencias que han adquirido a lo largo de su periodo de es-
colarizacion.

Se ha elegido el vocablo alfabetizacion (Mathematical Literacy) para acentuar
gue el conocimiento y las destrezas matematicas, tal como estan definidos en
el curriculo tradicional de matematicas, no constituyen el foco de atencion pre-
ferente; antes bien, el acento esta en el conocimiento matematico utilizado en
una multitud de contextos diferentes, basado en la intuicion personal y utilizado
de una manera reflexiva, mediante métodos variados.

Indudablemente, para que este uso sea factible, es preciso poseer una buena
cantidad de conocimientos matematicos basicos y de destrezas; los cuales
forman, también, parte de esta definicion de alfabetizacion.

El dominio sobre matematicas que se estudia en el proyecto PISA 2003 se co-
noce como alfabetizacion matematica —Mathematical Literacy— (OECD,
2003), y también se denomina competencia matematica (OCDE, 2004, 2005).
Alude a las capacidades de los estudiantes para analizar, razonar y comunicar
convenientemente cuando resuelven o enuncian problemas matematicos en
variadas situaciones.

Se conoce como alfabetizacion matematica o “mathematical literacy” a:

“La capacidad individual para identificar y entender el papel que las matemati-
cas tienen en el mundo, hacer juicios bien fundados y usar e implicarse con las
matematicas en aquéllos momentos en que se presenten necesidades en la vi-
da de cada individuo como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo”
(INECSE, 2005, 15).

Rico hace una interpretacién de este concepto de alfabetizacién matematica en
los siguientes términos:
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La alfabetizaciébn matematica “...Se refiere a las capacidades de los estudiantes para
analizar, razonar y comunicar eficazmente, cuando enuncian, formulan y resuelven
problemas matematicos en una variedad de dominios y situaciones".y es incuestionable
como elemento basico a tener en cuenta para el desarrollo individual, social y cientifico
de cualquier pais. (Rico, 2005, 8)
Se centraliza en el uso, por los estudiantes, de las herramientas matematicas
adecuadas para resolver problemas y necesidades, poniendo en funcionamien-
to unas determinadas competencias. En este sentido, la consideracion de las
matematicas como “modo de hacer” y la nocién de alfabetizacion responden a
un modelo funcional sobre aprendizaje de las matematicas, asi, cuando el es-
tudiante trata de abordar las tareas mediante las herramientas disponibles, po-
ne de manifiesto su competencia en la ejecucion de los procesos correspon-
dientes.

Cimentada en la base tedrica del marco conceptual de Matematicas del proyec-
to OCDE/PISA, se disefia una descripcion de la matematizacion, mediante el
siguiente esquema, siguiendo el modelo de PISA 2003 (INECSE, 2004, 40):

Problema del Organizacion
mundo real Matematica

Formulacion generalizacion
y formalizacién

ﬂ ﬂ

Solucion del P Solucion Problema
problema real matematica matematico

Figura 1. Esquema de matematizacion

El proceso que caracteriza cdmo los matematicos hacen matematicas y cémo
los individuos utilizan esas matematicas, de una manera competente, en una
variedad de profesiones y trabajos, es esta accion secuenciada. Mediante este
proceso, en un sentido amplio, se caracteriza como al afrontar la respuesta a
cuestiones y problemas reales se produce una abstraccién y, por consiguiente,
una matematizacion sobre los datos de su contexto de trabajo.

El estudio PISA considera que los logros de los estudiantes en matematicas se
pueden expresar mediante el conjunto de competencias descrito anteriormente,
y en cada una de ellas se explicitan los procesos que se requieren para un do-
mino matematico general aplicado a tareas matematicas. Cada una de estas
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tareas enunciadas en las pruebas de evaluacion admite diferentes niveles de
complejidad, lo cual afecta al modo en que se deben ejecutar los correspon-
dientes procesos. Estos niveles son: Reproduccién, conexion y reflexion.

Cada uno de estos items, quedan definidos por indicadores, -tres para repro-
duccidn y conexion y dos para reflexion- que caracterizan la diferente pericia
“proficiency” que el estudiante necesita para resolver el problema. Hemos con-
siderado estos indicadores partiendo de la tabla correspondiente de Rico y Lu-
piafiez (2008), teniendo en cuenta las acciones verbales de los tres niveles de
evaluacion de INECSE (2004).

Los niveles son acumulativos, esto es, a medida que se aumenta el nivel de
competencia, se entiende que se domina las capacidades propias de los nive-
les anteriores. Asi por ejemplo, el estudiante que esté en el nivel de conexion
habra superado el nivel de reproducciéon, aunque en el estudio de algunos ejer-
cicios se consideren ambos niveles de competencia, dado que un apartado
puede referirse al nivel de reproduccion y otro al de conexion.

Segun Rico y Lupiafiez (2008, 176) hay cuatro modos de entender el conoci-
miento matematico escolar que de algin modo se puede considerar que es otra
variante mas de los niveles de evaluacion de PISA, pero estos hacen referencia
a la adquisicién del conocimiento y, por tanto, pueden incluso marcar una me-
todologia:
1. Enfoque instrumental o tecnoldgico, centrado en el dominio y uso de hechos, destrezas
y conceptos basicos, que se toman como herramientas.
2. Enfoque estructural o técnico, donde el conocimiento consiste en un sistema estructu-
rado de reglas y conceptos, formalizado y basado en la deduccion.
3. Enfoque funcional, donde el conocimiento permite modelizar situaciones reales y esta
orientado a la resolucion de cuestiones y problemas en diferentes contextos.

4. Enfoque integrado, donde el conocimiento es un objeto de actividad intelectual auté-
noma, creacion e interaccion en diversidad de situaciones y contextos.

Utilizando como referencia general las publicaciones relacionadas con el anali-
sis de competencias, y, en particular, la publicacion de Rico y Lupiafiez (2008)
y la de Moreno, M.; Mesa, G. y Azcarate, C. (2007, 78-79). Aqui aparece una
tabla de evaluacion de competencias que ha sido utilizada como modelo para
construir nuestra tabla de evaluacién adaptandola a las caracteristicas de las
PAU, pero siguiendo la estructura de INCE 2000, 76-77; donde ya aparecen los
tres niveles de evaluacién de competencias y que en esa publicacién se regis-
tran como clase 1, clase 2 y clase 3. La desglosamos en tres por razones de
espacio.
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Tabla I1.1. Categorias de analisis de competencias I.

REPRODUCCION

Competencias/

_ Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Niveles
Reconoce  repre- Asocia con formu-
) Plantea los algo- .
Pensar y razo- sentaciones de los | . las establecidas y
ritmos  correspon-

nar

datos del ejercicio.
(RPRnN1)

dientes. (RPRN2)

realiza los calculos.
(RPRnN3)

Justifica las fér-
Argqumentar Identifica el pro- | Expone el proceso | mulas utilizadas y
9 blema. (RANn1) de célculo. (RAn2) | los resultados.
(RAN3)
Comprende la ex- | Realiza explicacio- | Describe los re-
Comunicar presion escrita. | nes sencillas. | sultados obteni-
(RCn1) (RCn2) dos. (RCn3)
Identifica que un | Pasa sucesiva- .
o Comunica de ma-
modelo es similar a | mente de los mo-
: . nera elemental los
Modelizar otros modelos vis- | delos concretos a la

tos con anteriori-

realidad (férmulas)

resultados del mo-
delo. (RMn3)

dad. (RMn1) y viceversa. (RMn2)
Reproduce pro- | Resuelve  proble-
Reconoce proble- . S
Resolver pro- : blemas ya practi- | mas rutinarios es-
mas ya practicados. .
blemas (RRPN1) cados de manera | tandarizados.
cerrada. (RRPn2) (RRPN3)
Usa un unico tipo Interprgta "eP'e" | paso  establecido
.~ | sentaciones es-
de representacion | ., . de una represen-
Representar . .. | thndar de objetos .
estandar ya utili- Mmatematicos tacion a otra.
zada. (RRn1) (RRN2) (RRN3)

Utilizar el len- . . Maneja procedi-
S Realiza operacio- | Interpreta el len- . .
guaje simbdlico, . mientos y férmu-
. nes elementales en | guaje formal vy .
formal y técnico . imboli S las, resolviendo y
y las operacio- gontextos conoci- | simbdlico rutinario. calculando.
nes 0s.(RLSON1) (RLSON2) (RLSON3)

Reproduccion del conocimiento estudiado: Conocimiento de, hechos, representa-
ciones de problemas comunes, reconocimiento de equivalentes, ejecuciéon de pro-

blemas rutinarios, aplicacion de destreza técnicas y de algoritmos habituales, mane-

jo de expresiones y férmulas establecidas y realizacion de calculos.
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Tabla I1.2. Categorias de analisis de competencias II.

CONEXION
Competencias/ _ . .
. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Niveles
Piensa en el tra- (_Iomprende ﬁue i
Pensar y tamiento mate- tiene que emplear | Aplica ] _conceptos
Mmatico  necesario conceptos  mate- | matematicos apro-
razonar (CPRN1) " | maticos  interme- | piados. (CPRn3)
dios. (CPRn2)
... | Sigue el encade- | Evalia el encade-
Razona matemati- . .
namiento de ar- | namiento de ar-
camente de ma-
Argumentar nera simole gumentos mate- | gumentos mate-
(CAN1) P | maticos particula- | maticos  particula-
res. (CAn2) res. (CAn3)
Sabe expresarse . .
) Explica los calcu- | Interpreta las rela-
: sobre  cuestiones . . o
Comunicar matematicas los y sus propie- | ciones implicadas.
(CCn1) dades. (CCn2) (CCn3)
Traduce en la pra- | Sabe interpretar y
Estructura la si- | ctica el modelo a | alternar diferentes
Modelizar tuacién que debe | seguir que es algo | modelos y comu-
modelizar. (CMnl) | diferente de los es- | nicar los resulta-
tudiados. (CMn2) dos. (CMn3)

Elige estrategias
Desarrolla  proce- . Y :
o L apropiadas mas in- | Aplica las estrate-
dimientos intuitivos ) ; .
Resolver pro- . dependientes que | gias apropiadas
ya practicados, pe- . . . . .
blemas S conexionen areas | mas independien-
ro no rutinarios. »
(CRPN1) matematicas. tes. (CRPn3)
(CRPN2)
Selecciona y cam- | 1y, y diferen-
Interpreta  formas | bia entre las dife- | _. o
L cia entre distintas
Representar de representacion. | rentes formas de
- formas de repre-
(CRn1) representacion. sentacion. (CRPn3)
(CRPN2) '
Utilizar el len- Interpreta el len- | Maneja afirmacio- | Utiliza variables, y
uaie simbélico guaje formal vy | nes sencillas y ex- | realiza ecuaciones
fgorrrj1al técnico’ simbolico  basico, | presiones con |y calculos median-
las 3(’) eracio- | €N situaciones me- | simbolos y férmu- | te procedimientos
ﬁes P nos conocidas. | las no rutinarias. | familiares.
(CLSON1) (CLSOnN2) (CLSOnN3)

Conexion: Problemas que reproducen situaciones similares, pero que ya no son de

mera rutina
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Tabla I1.3. Categorias de analisis de competencias IlI.

REFLEXION

Competencias/
Niveles

Nivel 1

Nivel 2

Pensar y razo-
nar

Elabora estrategias no rutina-
rias conexionadas con pro-
blemas reales. (RfPRn1)

Aplica estrategias no rutina-
rias. (RfPRN2)

Razona de forma sencilla, dis-
tinguiendo formas mas am-

Elabora encadenamientos de

Argumentar plias de argumentacion argumentos de diferentes ti-
(RFAN1) " | pos. (RfAn2)
Sabe explicar cuestiones ma- Explica asuntos que imolican
Comunicar tematicas, calculos y resulta- PII¢ q P
dos. (RfCn1) relaciones complejas. (RfCn2)
Estructura la situacion de la | Reflexiona llevando a cabo
Modelizar gue hay que realizar un mode- | una comunicacion sobre la
lo, traduciendo la realidad. | construccién del modelo.
(RfMn1) (RfMn1)
Resuelve problemas es-

Resolver pro-

Expone problemas mas alla de
la reproduccion de los ya prac-

tableciendo conexiones entre

blemas . las distintas &areas matemati-
ticados. (RfRPn1) cas. (RFRPN2)
Interpreta y cambia entre dife- . ,
Combina representaciones de
rentes formas de representa- ; .
Representar S . . forma creativa e inventa nue-
cion de las situaciones ma- vas. (RfRn2)
tematicas. (RfRn1) '
Utilizar el len-

guaje simbdlico,
formal y técnico
y las opera-
ciones

Interpreta el lenguaje formal y
simbdlico en situaciones vy
contextos desconaocidos.
(RfLSON1)

Sabe tratar con expresiones
complejas y con lenguaje
simbdlico o formal inusual.
(RfLSON2)

Reflexién por parte del estudiante para planificar estrategias y aplicarlas en la reso-

lucién de un problema que contenga elementos inusuales.

Los items de reproduccién incluyen tareas que requieren, esencialmente, co-
nocimientos usuales tales como conocimiento de representaciones, el uso de
objetos y propiedades matematicas familiares, procesos rutinarios, aplicacion
de algoritmos estandarizados y de habilidades practicas, manejo de expresio-
nes con simbolos familiares y realizacién de operaciones sencillas.
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Las competencias del nivel 1, (Tabla 11.1. REPRODUCCION) implican esen-
cialmente a la reproduccién del conocimiento estudiado. Incluyen aquellas que
se emplean mas frecuentemente en las pruebas estandarizadas y en los libros
de texto: conocimiento de hechos, representaciones de problemas comunes,
reconocimiento de equivalentes, recopilacion de propiedades y objetos ma-
tematicos familiares, ejecucion de procedimientos rutinarios, aplicacién de des-
trezas técnicas y de algoritmos habituales, el manejo de expresiones con
simbolos y férmulas establecidas y realizacion de calculos.

Las competencias del nivel 2 (Tabla 11.2. CONEXION) se apoyan sobre las del
grupo de reproduccién, conduciendo a situaciones de solucién de problemas
gue se sitian en contextos familiares pero que no son meramente rutinarios;
por tanto, plantean mayores exigencias en su interpretacion y requieren esta-
blecer relaciones entre distintas representaciones de una situacion o enlazar di-
ferentes aspectos de la situacion con el fin de desarrollar una solucion.

Los items del nivel 3 (Tabla 11.3 REFLEXION) requieren competencias que ne-
cesitan perspicacia y discernimiento por parte del alumno, creatividad para
identificar conceptos matematicos relevantes o establecer vinculos con los co-
nocimientos adecuados para encontrar la solucion. Estas competencias se re-
quieren para problemas que exigen procesos mas complejos, creativos o es-
tructurados.

Las competencias de este grupo incluyen un elemento de reflexion por parte
del estudiante sobre los procesos necesarios 0 empleados para resolver un
problema. Relacionan las capacidades de los alumnos para planificar estrate-
gias de resolucion y aplicarlas en escenarios de problema que contienen mas
elementos y pueden ser mas «originales» (o inusuales) que los del grupo de
conexion.

En el nivel de reproduccién, en la competencia de pensar y razonar, el alumno
al reconocer la representacion de los datos, suscita que pase a plantear los al-
goritmos correspondientes, asociandoles a férmulas establecidas y realiza los
calculos, mientras que en el nivel de conexion tiene que pensar en el tratamien-
to_matematico necesario, y a partir de esa reflexion comprende que tiene que
emplear conceptos matematicos intermedios para pasar a aplicar los conceptos
matematicos apropiados. El nivel de reflexion en dicha competencia, exhorta al

alumno para que elabore y apligue estrategias no rutinarias que _conexionen el
saber matematico con problemas reales.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

54



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castilla y Ledn (Matemaéticas Il)

En la competencia de argumentar el alumno identifica el problema, expone el
proceso de calculo y justifica las férmulas utilizadas y los resultados, en el nivel
de reproduccién, mientras que en el nivel de conexion, ademas de identificar,
razona matematicamente de manera simple y despliega y evalta el encadena-
miento de argumentos matematicos particulares (situacion que se presenta en
el estudio de ejercicios cuya resolucion depende de la existencia de parame-
tros). En el nivel de reflexion se insta al alumno a razonar de forma sencilla, pe-

ro distinguiendo formas mas amplias de argumentacion, encadenando razona-
mientos de diferentes tipos.

La competencia comunicar, en el nivel de reproduccion, sugiere que el alumno
comprende la expresion escrita, mientras que en el nivel de conexion sabe ex-
presarse sobre cuestiones matematicas. La accion de expresarse comprende
una connotacion de nivel superior, pues, para ello, el alumno debe haber com-
prendido anteriormente y ademas explicar célculos y propiedades que inducen
esa resolucion. En el nivel de reflexion el alumno sabe explicar cuestiones ma-
tematicas, calculos y resultados en contenidos que implican relaciones comple-

jas.

El alumno identifica que un modelo es similar a otros modelos vistos con ante-
rioridad, otros modelos practicados durante la instruccion, en el nivel de repro-
duccidn de la competencia modelizar; mientras que en el nivel de conexion es-
tructura la situacion que debe modelizar, dispone de un bagaje de conocimien-
tos adecuado para saber alternar e interpretar diferentes modelos y posterior-
mente comunicar los resultados. En reflexion es cuando el alumno realmente
modeliza, es decir, construye un modelo traduciendo la realidad y reflexiona
comunicando sobre la construccion del modelo. En los demas niveles, lo que el
alumno hace realmente es modelar.

El nivel de reproduccion de la competencia resolver problemas se reduce a
reconocer problemas ya practicados, reproducir esos problemas de una mane-
ra cerrada y resolver problemas rutinarios estandarizados, resolucion automati-
ca de modelos normalizados, mientras en el nivel de conexion esos problemas,
aun siendo intuitivos no son mecanicos, lo que obliga al alumno a elegir las es-
trategias apropiadas que conexionen areas matematicas y aplicarlas, se pasa
de una resolucion de automata a una resolucion deducida, cavilada. En el nivel
de reflexién de esta competencia, el alumno expone y resuelve problemas mas
alla de los practicados anteriormente, estableciendo conexiones entre las dis-
tintas areas matematicas. No se trata de reconocer y reproducir problemas ya
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practicados repetidamente, aun cuando se generalicen mediante parametros;
sino en resolver efectivamente problemas y no ejercicios.

Salvo en el subnivel 1 del nivel de reproduccion, en la competencia de repre-
sentar, en la que el alumno usa un Unico tipo de representacion estandar, la
competencia representar en los niveles de reproduccion y conexion tienen ma-
tices parecidos, es el nivel de las deméas competencias inherentes al ejercicio el
gue hace decantarse por un nivel u otro de representacion. En el nivel de re-
produccion el alumno interpreta reproducciones estandar de objetos matemati-
cos y pasa de una representacion a otra; en el nivel de conexion interpreta for-
mas de representacion, pero suelen ser representaciones habituales: gréfica,
aritmética, algebraica, geométrica; selecciona y cambia entre diferentes formas
de representacion, es decir, pasa de una representacion a otra segun va solu-
cionando el ejercicio.

En el nivel de reflexién, el subnivel 1 de representar considerado superficial-
mente se puede suponer equivalente al correspondiente a los niveles de repro-
duccidon y conexion, es decir, el alumno interpreta y cambia entre diferentes
formas de representacion de las situaciones matematicas, pero, como es obvio,
se refiere a situaciones matematicas extraidas de contextos reales en proble-
mas no triviales, se trata de combinar representaciones de forma creativa, ge-
nerando y aplicando representaciones nuevas, 0 sea, se trata de representar
ejercicios que en otras competencias estan encuadrados en un nivel de re-
flexion.

El alumno utiliza el lenguaje simbdélico, formal y técnico y realiza opera-
ciones en un nivel de reproduccién en practicamente todos los ejercicios de
matematicas, para entender la expresion escrita, o identificar el problema, tiene
gue realizar operaciones elementales (sumas, productos), interpretar el lengua-
je formal simbdlico y rutinario, como son las operaciones aritméticas. Sin em-
bargo el nivel de conexion exige interpretar ese lenguaje en situaciones menos
conocidas, utilizar expresiones con simbolos y formulas no rutinarias, como son
las derivadas o las integrales

¢, Qué diferencia el nivel de reproduccion del nivel de conexion en el subnivel 3
de esta competencia?

En reproduccion el alumno maneja procedimientos y formulas resolviendo vy

calculando, es decir, resuelve ecuaciones algebraicas, calcula raices, y en co-
nexioén utiliza variables, realiza ecuaciones y calculos mediante procedimientos
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familiares, en este caso ecuaciones matriciales, calculo de operaciones con
matrices, con determinantes, derivadas, integrales,...En el nivel de reflexién el

alumno debe saber interpretar y tratar con expresiones complejas con lenguaje

1.3. MARCO METODOLOGIGO

Hay muchos autores que proponen metodologias de investigacion y entre ellos
consideramos gque la metodologia descrita por Fox (1981) tiene unas carac-
teristicas muy adecuadas para el desarrollo de nuestra investigacion. Se trata
de una metodologia de corte cualitativo y, en su descripcion, el autor establece
diecisiete etapas que son clasificadas en tres apartados: 13 para el disefio del
Plan de Investigacion, 3 para la ejecucion del Plan y la etapa 17 que versa so-
bre la aplicaciéon de los resultados.

Etapas del Plan de Investigacion (Fox, 1981, p. 56)

PRIMERA PARTE: DISENO DEL PLAN DE INVESTIGACION

Idea 0 necesidad impulsora y area problematica

Examen inicial de la Bibliografia

Definicion del problema concreto de la investigacion
Estimacion del éxito potencial de la investigacion planteada
Segundo examen de la bibliografia

Seleccion del enfoque de la investigacion

Formulacion de las hipétesis de la investigacion

Seleccién de métodos y técnicas de recogida de datos

© © N o 00 ~ 0 D PRF

Seleccion y elaboracion de los instrumentos de recogida de datos
10.Disefio del plan de analisis de datos

11.Disefio del plan de recogida de datos

12.1dentificacion de la poblacion y muestra a utilizar

13.Estudios pilotos del enfoque de recogida de datos, métodos e instrumen-
tos y del plan de analisis de datos
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SEGUNDA PARTE: EJECUCION DEL PLAN DE INVESTIGACION

14.Ejecucion del plan de recogida de datos
15.Ejecucion del plan de andlisis de datos

16.Preparacion de los informes de la investigacion

TERCERA PARTE: APLICACION DE LOS RESULTADOS

17.Diseminacion de los resultados y propuestas de medidas de Actuacion

De las 17 etapas que considera Fox, s6lo comentamos algunas, ya que otras
(Estimacion del éxito potencial de la investigacion planteada, Segundo examen
de la bibliografia, Seleccion del enfoque de la investigacion, Identificacion de la
poblacion y muestra a utilizar, Estudios pilotos del enfoque de recogida de da-
tos, métodos e instrumentos y del plan de analisis de datos) corresponden a un
analisis previo e implicito en el estudio

Etapa 1. Idea 0 necesidad impulsora

Las evaluaciones externas inciden notablemente en el desarrollo de la docen-
cia ya que los profesores estan influenciados por sus percepciones del conteni-
do de estas pruebas, sobre todo cuando los resultados pueden tener conse-
cuencias importantes para ellos o sus alumnos (Shepard, 2001; Van den Heu-
vel-Panhuizen y Becker, 2003). Esta situacion es claramente observable en las
respuestas que se obtienen en pruebas como la prueba de diagnéstico que
realiza la Junta de Castilla y Leon con los alumnos de Educacion Primaria y
Secundaria Obligatoria o con los informes de las Pruebas PISA que se realizan
peribdicamente y que inciden directamente en las programaciones de los cen-
tros educativos. Si queremos que los alumnos investiguen, exploren y descu-
bran, la evaluacion no debe medir s6lo matematica de imitacion.

Los estandares del NCTM exponen claramente los contenidos que hay que
aprender y cdmo se deberian aprender y aconsejan desarrollar las capacidades
de los estudiantes para investigar y representar relaciones, utilizando procedi-
mientos que intensifiquen la resolucién de problemas, la comunicacion, el razo-
namiento y las conexiones matematicas; por eso, los Estandares del NCTM
(1991, 2000) presentan una visidbn de unos estudiantes como personas que
piensan y razonan.
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Es apremiante hacer cambios sustanciosos en los métodos pedagdgicos y en
la practica educativa con el fin de poder afrontar los cambios que exige la so-
ciedad actual; aunque esto no es una labor sencilla, ya que la actividad ma-
tematica en el aula se entiende como un componente cultural e histérico, fun-
damentada en unas necesidades sociales concretas y cuyas tareas tienen que
ver con el contexto. Este interés por la evaluacion se origina debido a la impor-
tancia que, en las evaluaciones internacionales, se da a las competencias y a
la aplicacion de las matematicas a las situaciones de la vida real, y se caracte-
riza en el uso de un enfoque contextualizado (informe PISA’2003).

Es patente que, en el aprendizaje de las matematicas, los procesos de abstrac-
cibn son complejos y dificiles de identificar, como apuntan Ron, Dreyfus y
Hershkowitz (2006). Entre los usos tradicionales de la palabra conocimiento,
encontramos denominaciones diferentes como exposicion, competencias,
herramientas y practicas. Es decir, estamos familiarizados con un tema cuando
somos capaces de estructurarlo mediante sus relaciones en un contexto preci-
so. El fundamento de estas afirmaciones se basa en diversos estudios que de-
terminan las caracteristicas de la actividad matematica que desarrollan los es-
tudiantes cuando resuelven o plantean problemas de matematicas, tareas rele-
vantes en sus respectivos procesos de aprendizaje asi, para Hudson (2008), el
conocimiento se considera como una relacion contextualizada.

Para Serradd, Cardefioso y Azcarate (2004), la funcion del docente se debe ca-
racterizar por ser un intermediario en el proceso de construccion del conoci-
miento, impulsando en los alumnos un aprendizaje significativo. Los criterios e
instrumentos que éste despliegue en el aula deben fundamentarse en las fun-
ciones y finalidades de la evaluacion, asi el estudio en competencias debe de-
rivar en un estilo determinado de plantear ejercicios adecuados a los distintos
niveles, incluido el nivel de reflexion.

Etapa 2. Examen inicial de la Bibliografia

Ademas de la bibliografia inicial considerada en curriculo y evaluacion, aqui se
describe el pensamiento de otros autores.

Rico et al. (1993) incluyen la revision de 313 documentos especificos sobre el
tema y realiza una primera delimitacion conceptual en los estudios sobre eva-
luacion. Respecto a las Pruebas de Selectividad (Rico et al. 1997) indican que
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son la manifestacion final del sistema educativo y denuncia la insatisfaccion so-
cial (no profesional). Parafraseando a estos autores:

Las pruebas de selectividad son so6lo un ejemplo, quizas el mas difundido y
menos popular, de la evaluacion que se lleva a cabo en nuestro sistema educa-
tivo... Pero estas pruebas son solamente la manifestacion final de todo un sis-
tema organizado para valorar el conocimiento de nuestros jovenes. La insatis-
faccion social con este sistema se manifiesta especialmente en estos momen-
tos, pero no cabe duda que sus raices se extienden a lo largo de todos los
afios de escolaridad (Rico et al. 1997)

Webb (1992) estima que una teoria correcta de la evaluacion en matematicas
favorece el desarrollo de la Educacion Matematica y es procedente para eva-
luar a los alumnos con orientacion critica. Justifica su teoria en especificar el
contenido de la evaluacion y en base a esto, formular la evaluacion. Precisar el
contenido de la evaluacion incumbe al propésito de la misma, a las matemati-
cas implicadas en la prueba y a las consideraciones practicas sobre el tiempo,
la puntuacion y los criterios de promocion. Igualmente, la forma en que se es-
pecifica el contenido influye tanto en la evaluacion como en sus resultados. El
procedimiento utilizado en la evaluacion evidencia un concepto subyacente de
las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje, y, en consecuencia, influira
en los resultados del aprendizaje.

Ligado a la aparicion de los movimientos de reforma en la educacion, al co-
mienzo de los afios 80, se produce un incremento en el uso de test en las
pruebas de evaluacion; no obstante esta practica es pronto criticada dado que
el uso masivo de los test provoca la limitacion del curriculo al dominio de lo que
se exige en las pruebas, y éstas no suelen incluir preguntas en las que se eval-
Gen niveles complejos de comprension (Giménez, 1997).

Las pruebas matematicas que se proponen en las PAU se han conformado
procurando atender a criterios de imparcialidad, de objetividad, relativas a unos
conocimientos establecidos publicamente, adaptadas a los conocimientos me-
dios exigibles, y aplicables con los mismos criterios a todos los estudiantes. El
formato de las cuestiones debe atender a una variedad de tareas que impliquen
diferentes niveles de complejidad, ser coherentes con los criterios de valora-
cion, proporcionar objetividad en los juicios emitidos, facilitar la comparacion de
resultados y tener simplicidad para expresar datos sobre una escala.

El intento de ajustarse a estas normas ha producido unos formatos delimitados
y una simplificacion en las cuestiones propuestas, lo cual repercute directamen-
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te en el aula, como se refleja en las investigaciones realizadas sobre el con-
tenido de las pruebas que hacen los docentes. En las investigaciones pre-
cedentes se ha constatado que la mayoria de preguntas propuestas por los
docentes requieren un bajo nivel de conocimiento y actuacion por parte de
los estudiantes, que los examenes de aula, con frecuencia, no reflejan los
objetivos instruccionales declarados por los profesores y, a menudo, requie-
ren poco mas que la repeticion de tareas presentadas en el libro de texto y
en las pruebas se pide resolver problemas muy parecidos a los propuestos
en la docencia.

Las evaluaciones externas pesan considerablemente en la practica docente ya
gue los profesores estan influenciados por sus aprehensiones del contenido
de estas pruebas, sobre todo cuando los resultados implican resultados im-
portantes para sus alumnos, e incluso, para ellos mismos (Shepard, 2001;
Van den Heuvel-Panhuizen y Becker, 2003). Los profesores tienden a ceiiir la
instruccién dedicando una cantidad excesiva del tiempo lectivo a ensefar el
contenido especifico que se pregunta en éstas, adaptando su ensefianza a
la evaluacion externa (PAU), en detrimento de ensefar los conceptos y los
contenidos menos examinados en dichas pruebas. Segun (Silver y Kenney,
1995), estudios realizados en esta linea han apreciado que las pruebas for-
males ocupan aproximadamente el quince por ciento del tiempo de los estu-
diantes de educacion secundaria.

Segun Silver y Kilpatrick (1988), “otra funcién de la evaluacion es sefialar a los
estudiantes, profesores y al publico en general los aspectos que se valoran en
el aprendizaje”. Cuando los alumnos preguntan: “¢ esto entrara en el examen?”,
estan consultando el valor del conocimiento en cuestion.

En Espafia, se puede considerar que las Pruebas de Acceso a la Universi-
dad son un modelo de evaluacién externa. Se realizan distintas pruebas en
las diferentes Comunidades Autonomas.

A modo de resumen, y de acuerdo con Romberg (1992), cada forma de eva-
luacién comienza con lo que se espera que responda un estudiante a una o
mas tareas y se disefia para examinar las respuestas de los estudiantes. Rico y
otros (1997) reflejan la importancia del tipo de cuestiones que se preguntan en
los exdmenes recordando un estudio exhaustivo de las caracteristicas de las
pruebas y de los tipos de cuestiones convencionales para evaluar matematicas
que realiz6 Sydam en 1974 y que revisa posteriormente, en 1986, en el que
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hace una extensa investigacion de los procedimientos e instrumentos usuales
para la evaluaciébn en matematicas. Entre estos se encuentran, fundamental-
mente, gran variedad de test que pueden ser de distintos tipos con relacion a la
norma, con relacion al criterio, estandarizados, de diagnostico y escalas de ac-
titud. Parece que las diferentes pruebas escritas son la principal herramienta de
evaluacion en el aula de Matematicas.

Finalmente, Céceres (2005, 15) hace una brevisima referencia a los niveles de
las pruebas, pero no realiza ningun tipo de analisis competencial.

Etapa 3. Definicion del problema concreto de la investigacion.

Este estudio curricular junto con la experiencia de la investigadora permite
enunciar los objetivos fundamentales del trabajo de investigacion que se des-
cribe en esta memoria:

O1.Analizar hasta qué punto las PAEUs contribuyen al desarrollo del
curriculo de Bachillerato.

O2.Determinar las competencias matematicas implicitas tanto en los
enunciados de los problemas y de las cuestiones de las PAEUs como
en sus procesos de resolucion.

03. Analizar la redaccién de los enunciados de los problemas y de las
cuestiones.

Estos dos objetivos generales dan lugar a las hipoétesis de investigacion:

H1. Hay muchos conceptos matematicos que o no se preguntan o se pre-
gunta escasas veces. Las frecuencias de aparicion de algunos con-
ceptos como preguntas de examen son nulas o muy bajas.

H2. Algunos conceptos matematicos se preguntan excesivamente. Las
frecuencias de aparicion de algunos conceptos como preguntas de
examen son muy altas.

H3. Se pueden adaptar los niveles de evaluacién proporcionados por PI-
SA (reproduccién, conexion y reflexion) en funcién de las acciones
verbales implicitas en sus enunciados.
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H4. El nivel de reproduccion es el que mas se repite en las cuestiones de
las PAEU.

H5. Los niveles de reflexién apenas aparecen en los problemas propues-
tos en las PAEU

H6. Se puede mejorar sustancialmente la redaccion de los enunciados.

Etapa 8. Seleccion de métodos y técnicas de recogida de datos.

En la Comunidad de Castilla y Le6n se han realizado Pruebas de Acceso con
todas las variantes que se han ido estableciendo desde su creacion, pero para
nuestro estudio nos interesan las mas recientes. Concretamente, consideramos
como punto de partida las que se han realizado con el curriculo LOGSE y que
datan desde el curso 1994-1995. En este afo y hasta el curso 2000-2001 es-
tas pruebas externas coexistieron con otras que seguian las directrices de la
Ley General de Educacion y del Curso de Orientacion Universitaria, que fue es-
tablecido en el Decreto 160/1975, pero no van a ser objeto de nuestra atencion,
ya que nuestro objetivo es unicamente el estudio de las primeras.

Como profesora preocupada por la mejor preparacion de sus alumnos para que
éstos alcancen los mejores resultados en las PAU, la Profesora Investigadora
(P1) fue archivando todas las pruebas que se propusieron en la Universidad de
Valladolid en las convocatorias de junio y septiembre, tanto de los bachilleratos
de Ciencias de la Salud y Tecnologia como de Ciencias Sociales. Asimismo, la
Pl fue archivando modelos de pruebas de otras universidades durante varios
anos.

Etapa 9. Seleccién y elaboraciéon de los instrumentos de recogida de da-
tos.

La investigacion que se ha llevado a cabo y que se describe en esta memoria
se ha realizado exclusivamente con las pruebas que corresponden a los Bachi-
lleratos de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, y Tecnoldgico, y de los con-
tenidos del Nuevo curriculo que entra en vigor en el curso 2003 — 2004, regula-
dos por el Decreto 70/2002 de 23 de mayo, promulgado por la Consejeria de
Educacion de la Junta de Castilla y Leon. (A partir de este curso el tema de
conicas desaparece del curriculo, por lo que los ejercicios de ese tema no se
han considerado).
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Como ya se ha indicado las Pruebas de Acceso que son objeto de nuestro es-
tudio comienzan en el curso 1994-95, cuando se empiezan a realizar los exa-
menes de selectividad LOGSE, la PI recopila todos los enunciados de las dis-
tintas convocatorias con los siguientes fines:

a) Para comparar y contrastar los enunciados de los ejercicios propuestos
en las pruebas de selectividad COU y los enunciados de la nueva selec-
tividad LOGSE.

b) Tener una extensa coleccion de ejercicios y cuestiones y disponer de
modelos variados, organizados cronolégicamente, que me ayudaran a
preparar a mis alumnos para superar con un buen nivel los contenidos
de esta materia.

c) Contrastar entre los enunciados de los ejercicios en las convocatorias de
Junio y Septiembre y de otras autonomias y comparar el nivel de exi-
gencia, la repeticién de enunciados y la frecuencia de aparicion de unos
y otros conceptos.

d) Ver la adecuacion de nivel entre los acuerdos minimos de Selectividad y
el temario general del Bachillerato.

Etapa 10. Disefio del plan de anélisis de datos.

Se ha efectuado la investigacién teniendo en cuenta dos facetas diferenciadas.
Por una parte se realizé un estudio de las caracteristicas de la actividades ma-
tematicas que se proponen, mientras que en la segunda faceta nos centramos
en el estudio de los procesos de abstraccion matematica que generan los estu-
diantes cuando resuelven dichas tareas, el tipo de razonamiento y la demanda
cognitiva de las tareas, un nucleo centrado en las caracteristicas del proceso
de abstraccion matematica.

Adoptando el modelo de la abstraccién en contexto (Hershkowitz, Schwarz y
Dreyfus, 2001) se ha intentado acercarse al conocimiento de la realidad a
través del estudio de los significados que tienen los conceptos para los estu-
diantes, centrando la investigacion en los supuestos estudiantes que han re-
suelto las tareas propuestas y después han explicado su trabajo.

Etapa 14. Ejecucion del plan de recogida de datos.

Para recopilar estos enunciados de examenes he utilizado las siguientes fuen-
tes:
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a) La presencia de un Representante de Centro en las sedes donde se rea-
lizan las pruebas de selectividad, quien acompafna a los alumnos del
Centro y recoge modelos de los examenes que se han propuesto para
esa asignatura. La PI tiene todos estos modelos.

b) El libro que la Universidad envia a los centros de ensefianza, a lo largo
del curso siguiente, con todos los enunciados de las pruebas que se han
efectuado en las convocatorias de Junio y Septiembre del curso anterior.

c) Los textos de la editorial Anaya que contienen el enunciado y las solu-
ciones, de algunos de estos problemas, concretamente los de la convo-
catoria de Junio.

d) Las publicaciones en Internet, www.selectividad.profes.net, de la edito-
rial SM con los enunciados y las correspondientes soluciones y las de la
Universidad coordinadora de las Pruebas en la que aparecen los enun-
ciados de los examenes propuestos y los criterios de evaluacion de los
MisMos.

e) Las publicaciones en Internet de la pagina web de las Universidades de
Salamanca y de Valladolid.

Etapa 15. Ejecucion del plan de anélisis de datos.

Para reordenar los ejercicios propuestos en las pruebas la Pl ha seguido el cri-
terio curricular de los distintos contenidos, en el orden en que aparecen en el
ANEXO IV (Analisis del Curriculo: Acuerdos de minimos) de la Comisién Orga-
nizadora P.A.E.U. de Castillay Leén y en el BOC y L (Decreto 70/2002, de 23
de mayo) por el que se establece el Curriculo de Bachillerato de la Comunidad
de Castilla y Leon y se agrupan siguiendo el orden de los tres bloques de con-
tenidos curriculares.

a) Andlisis (Limites, Continuidad, Derivadas, Integrales)

b) Algebra (Matrices, Determinantes, Sistemas de ecuaciones lineales)

c) Geometria (Vectores, Rectas y Planos, Esfera y elipsoide)
Se han transcrito los enunciados de casi todos los problemas y cuestiones pro-
puestos para las Pruebas de Acceso a la Universidad, de Matematicas Il de los

bachilleratos de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnol6gico desde el
curso 1994-95,- salvo los correspondientes a Conicas, por no estar incluidos en
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el desarrollo curricular relativo a este estudio, y por tanto no se ha hecho estu-
dio pormenorizado de los mismos.

En los capitulos 1V, V y VI se presentan algunos enunciados para que se com-
prenda el tipo de analisis que se ha realizado en Andlisis Matematico, Algebra y
Geometria. Asimismo, en cada caso se realizan los andlisis correspondientes.
La totalidad de los enunciados y sus soluciones figuran en los ANEXOS I, II, 11,
IV, Vy VI del CD que acompaia a la memoria.

Con el objeto de analizar los problemas y las cuestiones que han sido propues-
tas en las PAU recopiladas se confeccionan quince tablas de categorias, En las
tablas I11.1, 111.6 y 1ll.11, la PIl, se fundamenta en los contenidos conceptuales
del curriculo, las tablas 111.2, 111.7 y 1ll.12 completan, respectivamente, las ante-
riores, en ellas se adjuntan contenidos procedimentales, incluidos en los enun-
ciados; y esta clasificacion se efectia basandonos exclusivamente en la orden
del enunciado y no en las determinaciones intermedias, asi como las restantes
tablas, que son de frecuencias de aparicién de los contenidos conceptuales y
procedimentales, catalogadas por afios y conceptos.

Las figuras Ill.1 a 1ll.6 son diagramas de barras, en las que se observa la fre-
cuencia de los contenidos conceptuales en las distintas propuestas de examen
realizadas a lo largo de los 15 cursos del estudio.

Etapas 16 y 17. Preparacion de los informes de investigacion. Difusion de
los resultados y propuestas de medidas de actuacion.

El altimo capitulo de la memoria de la tesis esta dedicado a las conclusiones de
la investigacion y serd la base de la elaboracion de algunos articulos. Ya se
han presentado dos comunicaciones en congresos: la primera en el XI Congre-
so Regional de la Sociedad de Profesores Miguel de Guzman (2012) y la se-
gunda en las XVI JAEM (2013) de Palma de Mallorca. Una vez defendida la te-
sis se mandaran al menos tres articulos (uno sobre el sesgo curricular, otro so-
bre competencias y un tercero sobre la redaccion de enunciados) a revistas
especializadas. Finalmente, en el Ultimo capitulo se hace una propuesta curri-
cular.
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CAPITULO 1lI

PRESENCIA DE CATEGORIAS DE CONTENIDO

l11.1. INTRODUCCION

Se presenta a continuacion el estudio pormenorizado, mediante tablas, que la
Pl hace de todos los exdmenes de Pruebas LOGSE que se han propuesto du-
rante los quince afos, -desde el curso 1994-95 al curso 2008-09-, que son el
referente del trabajo.

Se puede enfocar este estudio de diferentes formas, por eso se presenta, para
cada uno de los bloques de contenidos, en primer lugar una tabla conceptual
siguiendo el curriculo con su correspondiente tabla de frecuencias y graficos
derivados de ella, a continuacion una tabla conceptual y procedimental, en la
que se incluye el curriculo y el procedimiento requerido para contestar a la
incégnita planteada en el ejercicio y tomando como base este segundo modelo
de categorizacién se disefian, en tabla de doble entrada, por afios y conceptos,
la frecuencia de aparicion de los contenidos, como si se tratara de una “nube
de puntos”, aunque, lo que en ellas aparecen, en lugar de ser puntos son fre-
cuencias.

II.2. TABLAS DE CATEGORIAS DE CONTENIDOS DE ANALISIS
MATEMATICO.

Para confeccionar la tabla 1l1l.1 consideramos los contenidos curriculares de
Andlisis Matematico, correspondientes a la asignatura de Matematicas II, publi-
cado oficialmente en el BOCyL, siguiendo el orden del Decreto 70/2002 de 23
de mayo por el que se establece el curriculo de Bachillerato de la comunidad
de Castilla 'y Ledn y el ANEXO IV Andlisis del Curriculo: Acuerdos de minimos
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de la Comision Organizadora PAEU de esta Comunidad, actualizado en abril
de 2003, que esta vigente durante los afios a los que se refiere este estudio.

Sobre la base de estos contenidos curriculares de Andlisis Matematico, que se
han detallado en 35 categorias en la tabla Ill.1 se indica la presencia de los
mismos, tanto en los problemas como en las cuestiones de las PAEU y ademas
se contabiliza su frecuencia de aparicion. Esta tabla esta elaborada a partir de
los ANEXOS |y I, los enunciados se presentan sefialados con una P si se trata
de un Problema o con una C, si es una Cuestion, y estan numerados siguiendo
el orden cronolégico de aparicion en los ejercicios propuestos en las pruebas
de las PAU desde 1995 hasta 2009. Este numero que indica a estas letras es el
correspondiente al lugar que ocupa el problema o cuestion de referencia en los
citados ANEXOS.

Tabla I11.1. Categorias curriculares de Analisis Matematico

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones Ne°
Limite de una sucesién. Calculo
.. 0 0
de limites.
El niUmero e 0 0
Limite de una funcion en un
) 0 | C10,C23 2
punto. Propiedades.
Técnicas de calculo de limites
., ) L, 0 | C10,C61 2
(cancelacion, racionalizacion)
Limites laterales P35, P55 2 | C7 1
P24, P27, P29,
Limites en el infinito. Compor- | P38, P42, P43,
tamiento asintético de una fun- P47, P48, P49,| 16 | C33, C87 2
cion. Calcular las asintotas? P50, P51, P52,
P53, P54, P57, P60
Dominio de una funcién® P24, P29, P49, P60 | 4 | C12, C20 2

2 Este contenido aparece en el curriculo de Primer Curso de forma especifica, pero no en segundo curso.
Esta implicito en el comportamiento asintotico, pero en el enunciado de los ejercicios se pide: Calcular las
asintotas.

® Este contenido no aparece de forma especifica en los contenidos curriculares de Matematicas 11, aunque
aparece reflejado en la orden del enunciado de algunos ejercicios.
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Tabla I11.1. Categorias curriculares de Analisis Matematico (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones No
Funciones continuas. Propieda-

0 0
des
Continuidad y funcién compues- C7, Cl10, Ci3,

P6, P35, P55 3 6
ta. C64, C79, C89
Determinacién de discontinui-

0 0
dades
C2, C17, (36,
Continuidad en intervalos cerra- | P12, P32, P43, - C49, Cbh5, CT75, 10
dos. P48, P51, P52, P57 C78, C83, (88,
Co98
Derivada de una funcién en un
P35 1 | Ch2 1
punto.
Funciones derivables. Estudio
e L. P3, P6, P35, P40,
de la derivabilidad de una fun- 7 | C4,C7,C13,C53 | 4
.2 P44, P55, P58
cioén
, ) Cl6, C24, C27,
Célculo de derivadas P35 1 5
C42, C46
C5, C25, C(Ch2,
Recta tangente a una curva, en
s P17, P20, P28 3 [C76, C81, C86,| 7
un punto
C97
Teorema de Rolle 0 | C8,C28 2
Teorema del valor medio P17, P32 2 | C31,C63 2
Cl, C21, C34,
C38, C43, C44,
C48, C5h1, C56,
Regla de L’Hdpital 0O |Ch8, C62, C66, | 21
C68, C69, C72,
C73, C77, C84,
C85, C91, C96

* Detallamos el contenido pues asf aparece en el enunciado de los ejercicios.

> Contenido de Primer Curso que aparece como orden en los ejercicios de las PAU.
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Tabla I11.1. Categorias curriculares de Analisis Matematico (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones N°
Intervalos de crecimiento y de- | P9, P12, P24, P29,
crecimiento de una funcion P30, P34, P38,
P40, P42, P43,
P44, P47, P48,| 22 cl2, €18, €20, 5
C22,C9%
P50, P51, P52,
P53, P54, P57,
P58, P60, P61
P7, P10, P13, P18,
P23, P24, P27,
Maximos y minimos en un in- P29, P30, P34,
tervalo P38, P40, P42 ,| 22 | C2,C75 2
P48, P49, P51,
P52, P53, P54,
P57, P60, P61
Intervalos de concavidad y con- | P30, P47, P50,
vexidad® P51, P57, P58, P60 ! 0
P24, P30, P42,
Puntos de inflexion’ P43, P44, P47,| 9 0
P48, P50, P60
P4, P9, P24, P27,
P29, P40, P42,
Representacion grafica de fun- | P43, P44, P47, 10 5
ciones P49, P50, P51,
P53, P54, P57,
P58, P60, P61
P1, P8, P13, P14,
P16, P18, P21,
Optimizacion P23, P25, P37,| 15 |C37 1
P41, P45, P46,
P56, P59

® Este contenido no aparece como especifico en los contenidos curriculares de Matematicas I1, aunque sf

en los enunciados de los ejercicios.

" Contenido objeto de examen, aunque especificamente no aparezca desglosado en los contenidos curricu-

lares de Matematicas II
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Tabla I11.1. Categorias curriculares de Analisis Matematico (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones N°
Primitiva de una funcién P19, P22, P41 3 | C14,C54 2
Reglas basicas de integracion P41 1 0
. . : - C3, C6, C9, C41,
Célculo de integrales indefinidas
. _ P19 1 | C45, C54, C57,| 8
sencillas: Inmediatas
C92
Calculo de integrales indefinidas 0 C29, (C35, Ca39, .
sencillas: Cambio de variable. C67, C99
i i C29, C90, C93,
Integral de funciones racionales | P60 1 4
C99
Integral por partes. P19, P22, P54 3 | C19, C30 2
Sumas de Riemann 0 0
Integral definida. Propiedades P42, P49, P55,P60 | 4 | C26 1
Regla de Barrow P11, P31 2 0
Teorema del valor medio para 0 0
integrales
P2, P4, P7, P9,
P11, P15, P17,
P20, P22, P26, C32, C50, Ch9,
: _ P28, P31, P33, C60, Ce65, C70,
Areas de regiones planas 23 10
P34, P36, P37, C74, C80, C82,
P38, P44, P47, C95
P50, P53, P58,
P61,

Ademas hay dos cuestiones que son dificiles de clasificar, -dado que son cues-
tiones tedricas en las que intervienen varios conceptos-, y que transcribimos a
continuacion:

Cl1.- Lea atentamente el siguiente enunciado: “Dada una funcion f definida y

derivable en un intervalo abierto (a, b) de los nimeros reales, si f es estric-

Rosario Fatima Zamora Pérez
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tamente creciente en dicho intervalo, entonces f '(X ) >0". ¢Es cierto? En ca-

so afirmativo razonar la respuesta y en caso contrario poner un contraejemplo.
(Junio 1997)

C40.- Sean f (X) y g (X) dos funciones derivables para todo valor de X,
que verifican f (0)=g(0)y que f'(x)>g'(x) para x>0. ;Se puede
asegurar que f (X)> g (x) para X >0? Razona la respuesta indicando en

que resultados te basas. (Sep. 2001)

El P5, P39, y las C47 y C71 son problemas reciprocos, que se encuadran en
varios contenidos de la tabla, para los cuales nos dan las condiciones y lo que
se trata es de calcular la funcién que las cumple.

En los contenidos minimos de la comision armonizadora de 2003 no se con-
templa como contenido de examen el Teorema Fundamental del Célculo Inte-
gral, al cual corresponden los ejercicios P22, P30 y C16, por lo que no se han
contabilizado en esta tabla de contenidos curriculares, aunque si se tienen en
cuenta en las tablas 111.3, 1ll.4 y 1ll.5, correspondientes al estudio de las cate-
gorias teniendo como base los enunciados de los ejercicios propuestos.

Algunos enunciados aparecen en el curriculo de una manera muy general, sin
detallar aspectos particulares, pero a la hora de clasificar los enunciados hay
gue tenerlo en cuenta. Por citar un ejemplo, en el contenido curricular “Deriva-
da de una funcion en un punto” hay que considerar enunciados que hacen refe-
rencia a la definicién pero también a otros como el célculo de la recta tangente
en un punto; no obstante en la tabla Ill.1 se ha presentado como contenido cu-
rricular el de “Recta tangente en un punto”, por lo que, en dicha tabla, estos
ejercicios se contabilizan Unicamente en este apartado y no en el de “Derivada
de una funcién en un punto”.

A continuacion se presentan las figuras I1.1 y 111.2 con los datos recogidos en la
Tabla I1l.1 de contenidos curriculares. Aun cuando un simple vistazo a la tabla
manifiesta que hay algunos contenidos que aparecen muchas veces mientras
gue otros no aparecen nunca, los gréaficos de frecuencias complementan y con-
firman esa primera percepcion.

En dicha tabla se observa que 11 contenidos curriculares no se han propuesto
ni como cuestion ni como problema, en los 15 afios que abarca el estudio reali-
zado.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid
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Figura I11.1.- Andlisis curricular de los problemas de Analisis Matematico
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En sentido opuesto, los contenidos de mayor frecuencia en problemas son:
Célculo de areas de regiones planas, 23 obtencion de maximos relativos y
minimos relativos, 22; estudio del crecimiento y decrecimiento de una funcién,
22.

Figura 111.2.- Analisis curricular de las cuestiones de Analisis Matematico
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En cuestiones los contenidos de mayor frecuencia son: Célculo de limites en
los que es preciso utilizar la regla de L'Hopital, 22, cuestiones relacionadas con
el calculo del area de regiones planas, 10; cuestiones relativas a continuidad en
intervalos cerrados 10.

Las tablas I11.2, 111.3, 11l.4 y 1II.5, que se presentan posteriormente, son tablas de
categorias de contenidos conceptuales y procedimentales de Analisis Matema-
tico, basadas en el procedimiento mas apropiado, segun el criterio de la PI, pa-
ra dar respuesta directa a la orden que los enunciados de los distintos ejerci-
cios de Analisis Matematico, propuestos en las distintas pruebas PAU que se
ha celebrado en Castilla y Le6n en el periodo comprendido entre el afio 1995 y
el afio 2009.

Asi, por ejemplo, en el ejercicio que se enuncia a continuacion:
C54.- Demuéstrese que las graficas de las funciones

f(x)=e*y g(x ):1 se cortan enun puntoX>0.  (Junio 2004)
X

puede enfocarse su resolucion utilizando el Teorema de Darboux o bien defi-
niendo una funcién h(x)=f(x)-g(x), diferencia de las dos dadas, y resol-
ver la cuestion utilizando el Teorema de Bolzano, analizando la existencia de
una raiz de la ecuacién h(x )=0. Se ha considerado como un enunciado reso-

luble por cualquiera de los dos métodos.
En lo relativo a ejercicios del estilo del siguiente:

C31.- Hallar el area del recinto limitado por la recta Yy=3-2X vy la parabola

y=2Xx-x2 (Sep. 2000)

pueden ser encuadrados en dos apartados, el de calculo de areas y el de
calculo de integrales inmediatas sencillas, pero se ha hecho la clasificacién
atendiendo como pilar fundamental al requerimiento de la orden directa que es-
tablece el enunciado, en este caso, CA (Calcular el Area).

Los ejercicios que contienen parametros en su enunciado se han clasificado en
el apartado de Parametro (P) y en el de la orden del enunciado, asi, por citar un
ejemplo,

C71.- Determinense los valores de a y b para los cuales
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2
jim 2 +bx+1-cos(x)

=1 Junio 2006
x>0 sen(x2 ) ( )

aparece considerado en las filas P de Parametro, y en RLH (Regla de
L’Hépital), que es el método de resolucion de este limite segin los contenidos
de la tabla Ill.1, debido a que los infinitésimos equivalentes no aparecen como
contenido curricular en el desarrollo del curriculo del Decreto 70/2002, en la ta-
bla 111.4 de Cuestiones y en la tabla IIl.5 de Cuestiones y Problemas de Analisis
Matematico; pues también se podia encuadrar, ademas, dentro de otro aparta-
do mas general como es CL (Calculo de Limites) -de funciones-.

Dado que en ningun enunciado se ha preguntado al alumno por el céalculo de
limites en sucesiones, -que es uno de los contenidos conceptuales del curriculo
oficial de Matematicas Il-, no se hace referencia a esta categoria en las tablas
.2, 1.3, 1.4 y III.5.

En la tabla Ill.2 se presentan las categorias correspondientes a los contenidos
curriculares y procedimentales, siguiendo la orden establecida en los enuncia-
dos de los ejercicios de Andlisis Matematico, propuestos en los examenes de
las P.A.E.U. y la interpretacién de las mismas:

Tabla I11.2. Categorias de Analisis matematico en las PAEU

A Calcular asintotas Manda calcular las asintotas de una funcioén.

CA Calcular area Ordena calcular el area de regiones planas

El enunciado del ejercicio viene dado con unos
CC Calcular coeficientes coeficientes que es preciso calcular a partir de
las condiciones impuestas.

Solicita que se calcule la derivada de una fun-

CD Calcular derivada .
cion.
, L Hay que calcular el limite de una funcién, y para
CL Calculo de limites e
ello no se usa la regla de L’Hopital
En esta categoria hemos clasificado los ejerci-
, i cios en los cuales pide calcular la expresion
CR Caélculo del reciproco

analitica de una funcion a partir de una serie de
condiciones impuestas.
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Tabla 111.2. Categorias de Analisis matematico en las PAEU (Continuacion)

D Dominio Se ordena estudiar el dominio de una funcion
Es una cuestion en la que se pide discriminar en-
DeD Discrimina continui- tre las condiciones necesarias para que exista la
dad y derivabilidad continuidad de una funcién y para que sea deri-
vable
i . Se pide estudiar la continuidad de una funcion,
EC Estudiar continuidad .
en un punto o en su dominio.
) . Se insta estudiar la derivabilidad de una funcion,
ED Estudiar derivabilidad .
en un punto o en su dominio.
.| Se solicita estudiar la curvatura de una funcion
Intervalos de concavi- . :
ICC ) y/o calcular los intervalos de concavidad y/o
dad y convexidad )
convexidad.
Intervalos de creci- Manda estudiar la monotonia de una funcion y/o
ICD miento y decrecimien- | calcular los intervalos de crecimiento y/o decre-
to cimiento.
oy Integral con cambio de | Tenemos que calcular una integral haciendo
variable previamente un cambio de variable.
. Hay que calcular una integral definida, y se nos
ID Integral definida . . o,
dan los limites de integracion.
Hay que calcular una integral que es inmediata,
I Integral inmediata sin necesidad de hacer ningin cambio de varia-
ble.
Requiere calcular una integral, y el método para
IP Integral por partes . .,
hacerla, es el de integracion por partes.
i Hay que calcular una integral por el método de
IR Integral racional ) ., ) i
integracion de funciones racionales.
L . Exige calcular el o los puntos en los que aparece
Maximo-minimo abso- L. .. L,
MMA el maximo y/o minimo absoluto de una funcion,

luto

en un intervalo cerrado.
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Tabla 111.2. Categorias de Analisis matematico en las PAEU (Continuacion)

Maximo-minimo rela-

Manda calcular el o los puntos en los que apare-

MMR i ce un maximo y/o minimo relativo de una fun-
ivo .
cion.
L Es un ejercicio en el cual hay que optimizar una
@) Optimizar ., . ..
funcidn supeditada a unas condiciones.
En el enunciado del ejercicio aparece uno o va-
P Parametros rios parametros, y en funcién de ellos hay que
dar respuesta a la orden requerida en el mismo.
) L, Se pide calcular los puntos de inflexion de una
Pl Puntos de inflexion ..
funcién
L, Sugiere que se haga una representacion aproxi-
RF Representar funcion »
mada de la funcion.
Manda calcular la ecuacion de la recta tangente
RT Recta tangente
a una curva en un punto.
o Se pide calcular el limite de una funcion y el
RLH Regla de L’Hopital ) . A
método que se utiliza es la regla de L’Hopital.
. i Solicita que se escriba el enunciado de un teo-
T Enunciado de teoria L
rema o de una definicion.
Hay que utilizar el teorema de Bolzano para re-
B Teorema de Bolzano .
solver el ejercicio.
Se emplean teoremas del valor medio de conti-
TD Teorema de Darboux i
nuidad.
TF Teorema Fundamental | Se pide utilizar el teorema fundamental del
del célculo integral calculo integral.
Ordena utilizar el teorema de los incrementos fi-
TL Teorema de Lagrange )
nitos de Lagrange.
Es preciso utilizar el teorema de Rolle para re-
TR Teorema de Rolle .
solver el ejercicio.
W Teorema de Weiers- Se requiere utilizar el teorema de Weierstrass

trass

para resolver el ejercicio.
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En esta tabla I11.2 se han tenido en cuenta todos los contenidos de Analisis Ma-
tematico que han aparecido a lo largo de los quince afios de este estudio, aun-
gue no estén explicitados en el Decreto 70/2002 del Curriculo de Bachillerato ni
en el ANEXO IV (Analisis del Curriculo: acuerdo de minimos) de la Comision
Organizadora P.A.E.U —Castilla y Ledn-, de abril de 2003 y vigente en los afios
relativos a este estudio, pero que aparecen en el apartado referido a los tipos
de cuestiones, ejercicios y problemas, del citado ANEXO IV, como son:

...Interpretacion geométrica de la derivada en un punto: determinacion de las
rectas tangente y normal a una curva.

...Conocer el concepto de integral definida y su relacidn con el de primitiva me-
diante el teorema fundamental del calculo integral.

Tomando como referencia la tabla 111.2, con las abreviaturas correspondientes a
las distintas categorias y su interpretacion, se presentan a continuacion las ta-
blas 11I.3, 11l.4 y 111.5, de cuestiones, problemas, y cuestiones y problemas jun-
tos, en las que se analizan, por afos, las categorias procedimentales que co-
rresponden a los problemas y las cuestiones que han sido propuestas en las
pruebas, desde el curso 1994-95 hasta el 2009-09. Consideradas como una
“nube de puntos’correspondiente una tabla de doble entrada, se observa la
dispersiéon existente en los datos que en ella aparecen; por un lado se visuali-
zan contenidos que aparecen muchos afios y muchas veces, como puede ser
el “Célculo de limites, utilizando la regla de L'Hopital”, que aparece desde el
afo 2001 en todos los examenes que se proponen, o el “Calculo del area com-
prendida entre dos curvas”, correspondiente a funciones elementales; en la
mayoria de los casos, dos parabolas, que se ha propuesto, asimismo, en los
altimos afos, en todas las convocatorias.

En otro nivel, el opuesto, de frecuencia de aparicion, se encuentran conceptos
como el “Teorema Fundamental del calculo integral” que no se presenta, como
cuestion, desde el afio 1998 y como problema se propone en el 2002 o el “Teo-
rema de Rolle” que dejo de proponerse en 2000 y fue como contenido tedrico,
es decir, escribir el enunciado del teorema.

Asimismo, en problemas, no hay ningun ejercicio que inste al alumno a discri-
minar que continuidad no implica derivabilidad y las integrales que se proponen
son inmediatas o casi inmediatas, no exigen la necesaria utilizacion de un
cambio de variable.
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Tabla 111.3. Frecuencias de las categorias de Analisis Matematico en problemas

Problemas 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 00O | 01 | 02 | O3 | 04 | O5 | 06 | O7 | O8 | 09 | Total
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Tabla I11.4. Frecuencias de las categorias de Analisis Matematico en cuestiones.

Cuestiones

95

96

97

98

99

00

01

02

03

04

05

06

07

08

09

Total
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Tabla I11.5. Frecuencias de las categorias de A. M. en problemas y cuestiones.

gﬂ%g't?é?]aess 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 00 | 0L | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 | Total
A 2 |2 112 ]3]4]3]1 18
CA 212112122 ]2]4]3]2]3]4 2 32
CcC 111 1 1 1 5
CD 1]1]1 2|11 6
CL 1 1 1 3
CR 1 1 1 1 1 5
D 111 1|1 1 5
DCD 1 1
EC 2 |2 1 1 1]2 9
ED 11211 2 11]1 111 10
ICC 1 1121 5
ICD 112211111 2|3 |2 |42 4 27
ICV 112 1 1 5
ID 1 111 1|1 5
Il 113 ]1 1 2|2 3|1 1 15
IP 1]1]2 11 (1 1 8
IR 1 1] 2 4
MMA 1 1 1 3
MMR 1|2 112|112 |12 |3]|]2]3 21
O 1111122 ]2]|1 171111 111 16
P 213 ]|1 1|11} 2]2]2]1]2]|1 19
PI 1 1 3121 1 9
RF 111 112 1 13]2]3]2]|3 19
RT 1 112 1 1 111111 10
RLH 1 2 21212123 ]3|]2]|]2]1 22
T 2 511123 2 15
B 111 1 11114 ]2]|1 14
D 1 1 1 3
TF 1 1 1 3
TL 1 1 1 1 1 5
TR 1 1 1 1 4
T™W 1 1 2
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Recopilando los datos de las tablas 111.2 y 111.3, en la tabla Ill.4 aparecen los
problemas y las cuestiones juntos y en ella se puede ver que el calculo del area
de figuras planas aparece en 32 propuestas de examen; el estudio del creci-
miento/decrecimiento de una funcidn aparece en 27 ocasiones, asociado al
mismo los maximos y/o minimos relativos se presenta en 21 ejercicios propues-
tos y un ejercicio de optimizacion es un contenido que se presenta como orden
en 16 de las 30 pruebas propuestas.

11I.3. TABLAS DE CATEGORIAS DE CONTENIDOS DE ALGE-
BRA

Para elaborar la Tabla 111.6, analogamente que en la confeccién de la Tabla
1.1, se toman como referencia los contenidos curriculares de Algebra, corres-
pondientes a la asignatura de Matematicas Il, publicado oficialmente en el BOC
y L., siguiendo el orden del Decreto 70/2002 de 23 de mayo por el que se esta-
blece el curriculo de Bachillerato de la comunidad de Castilla y Le6n y el
ANEXO IV Analisis del Curriculo: Acuerdos de minimos, actualizado en abril de
2003 y vigente entodos los afios correspondientes a este estudio, de la Comi-
sion Organizadora PAEU de esta misma Comunidad.

Esta Tabla 111.6 esta elaborada a partir de los ANEXOS Il y IV, los enunciados
se presentan sefialados con una P si se trata de un Problema o con una C, si
es una Cuestion, y estan numerados, siguiendo el orden cronoldgico de apari-
cion en los ejercicios propuestos en las pruebas de las PAEU desde 1995 has-
ta 2009. El nUmero que indica a estas letras es el correspondiente al lugar que
ocupa el problema o cuestion de referencia en el citado ANEXO.

Tabla I11.6. Categorias curriculares de Algebra

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones Ne

Sistemas de ecuaciones lineales. 0 | Ce, C15,C19 3

Operaciones elementales y re-

- . 0 0
duccién Gaussiana.
Discusion de un sistema de
ecuaciones lineales por el méto- 0 0

do de Gauss
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Tabla 111.6. Categorias curriculares de Algebra (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones No
Resolucion de un sistema de
ecuaciones lineales por el méto- 0 0
do de Gauss
Representacion matricial de un
) . . P15 1 | C43 1
sistema de ecuaciones lineales
Matrices de nimeros reales. Es- Cl7, C18, C24,
tudio del rango P15, P23 2 | C28, C39, C48,| 7
C50, C57
) ) C3,.C12, C14,
Operaciones con matrices. P4, P10, P23 3 6
C16, C30, C40
C3, C23, C26,
Matrices invertibles. P8, P10, P23 3 | C27, C30, C40,| 8
C44, C45
Combinacién lineal de filas de 0 0
una matriz
Obtencion por el método de 0 0
Gauss del rango de una matriz
Obtencion por el método de 0 0
Gauss de la matriz inversa.
C1, C2, C5, C7,
., . C8, C(C9, C22,
Resolucion de ecuaciones con
. g P4, P11, P14, P23 4 | C25, C33, C35,| 16
matrices
C37, C41, C42,
C47, C49, C54
Célculo de determinantes de
ordenes dos y tres mediante la | P8 1 | C38 1
regla de Sarrus.
Desarrollo de un determinante
P5 1 0

por una fila o columna.

8 Este contenido no aparece explicitamente en los contenidos curriculares de Mateméticas 11, pero se in-
cluye en el desglose por aparecer, como se observa, con frecuencia en los enunciados de los ejercicios.
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Tabla 111.6. Categorias curriculares de Algebra (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones No
C10, C13, C20,
Propiedades de los determinan- C21, C27, C32,
P5, P9, P14 3 10
tes C34, C36, C51,
C53

Célculo de determinantes me-

: . P5 1 | C38, C55, C56 3
diante operaciones elementales

P1, P2, P3, P6, P7,

e, . P12, P13, P16,
Utilizacion de los determinantes
P17, P18, P19,

en la discusion de sistemas de 19 | C43, C46, C52 3

. ] P20, P21, P22,
ecuaciones lineales.
P24, P25, P26,

P27, P28

P1, P2, P3, P6, P7,

L ) P12, P13, P15,
Utilizacion de los determinantes
.. . P16, P17, P18,
en la resolucion de sistemas de 19 | C1,C6,C15,C19 | 4
. . P19, P20, P21,
ecuaciones lineales.
P22, P24, P25,
P26, P27

Las cuestiones que se presentan a continuacion:
C4.- Escribe, si es posible, un sistema de dos ecuaciones lineales con tres
incognitas que sea:
a) Compatible, con una solucién igual a (1, -1, 3 )
b) Incompatible.
¢) Compatible y determinado. (Junio
1996)
C11.- Dar un ejemplo, si es posible, de un sistema de 2 ecuaciones lineales
con 3 incognitas de cada uno de los siguientes tipos:
a) Incompatible.

b) Compatible determinado. (Sep. 1998)
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C29.- Si A es una matriz cuadrada, ¢la matriz A+ A' es igual a su traspues-

ta? Razonar la respuesta. (At es la matriz traspuestade A.) (Junio 2003)

C31.- Si Ay B son dos matrices cuadradas que verifican AB = B ?, ¢cuando se

puede asegurar que A=B? (Sep. 2003)

son dificiles de clasificar en la Tabla 111.6 pues se refieren a contenidos que no
estan explicitamente detallados en la misma.

Estos contenidos curriculares de Algebra, que se han desglosado en 18 cate-
gorias, son la base para la elaboracion de las Figuras I11.3 y 11l.4, que son grafi-
cos de frecuencias de aparicion de contenidos curriculares, en las que aparece
contabilizada la frecuencia de aparicién de estos contenidos, tanto en los pro-
blemas como en las cuestiones relativas a las propuestas de examen de las
Pruebas de Acceso a Estudios Universitarios (PAEU), de los quince afios rela-
tivos al presente estudio.

Figura I11.3.- Analisis curricular de los problemas de Algebra

20 7
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c
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7 4 1 3 1 2

Ne de categorias

En problemas los contenidos de mayor frecuencias son: Uso de determinantes
en la discusion de sistemas de ecuaciones lineales, 19; uso de determinantes
en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, 19.
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Figura l11.4.- Analisis curricular de las cuestiones de Algebra
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Ne de categorias

Contenidos de mayor frecuencia en cuestiones: Resolucién de ecuaciones con
matrices, 16; Propiedades de determinantes, 10.

Las tablas I11.7, 111.8, 111.9 y 111.10, que se presentan posteriormente, son tablas
de categorias de contenidos conceptuales y procedimentales de Algebra, ba-
sadas en el procedimiento mas apropiado, segun el criterio de la PI, para dar
respuesta directa a la orden que los enunciados de los distintos ejercicios pro-
puestos en las distintas pruebas PAU que se ha celebrado en Castilla y Ledn
en el periodo comprendido entre el afio 1995 y el afio 2009.

Asi, por ejemplo, en el apartado P de Pardmetros aparecen clasificados aque-
llos ejercicios en los que su enunciado se ve generalizado con la presencia de
letras, -parametros-, pero dichos ejercicios se contabilizan también en la fila co-
rrespondiente a la orden directa que da el ejercicio. Por ejemplo, el ejercicio
gue aparece a continuacion:

o ) _ ax+y=a’
P2.- Discutir y resolver, segun los valores de a, el sistema: 5
Xx+a“y=1
(Sep. 1995)

Se encuentra considerado en las filas P, SED y SE, (Parametros, Discusion y re-
solucion de Sistemas de Ecuaciones lineales, respectivamente) de las tablas 111.8
de Problemas de Algebra y 111.10 de Cuestiones y Problemas de Algebra.
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El siguiente ejercicio

C28.- Estudiar el rango de la matriz A, segun los distintos valores de “m”
111
A=(1 2 2
L2m (Junio 2003)
Aparece contabilizado en la columna 03 (Afio 2003) y en las filas P (Parame-
tros) y ER (Estudiar el Rango) de una matriz, en la Tabla IIl.9 de Cuestiones y

en la Tabla 111.10 de Cuestiones y Problemas.

En la tabla Ill.7 se presentan las categorias correspondientes a los contenidos
curriculares y procedimentales de Algebra, su abreviatura e interpretacion, si-
guiendo la orden establecida en los enunciados de los ejercicios de Algebra,
propuestos en los examenes de las P.A.E.U.

En esta tabla no aparece el “"Método de Gauss”, pues en ningun enunciado se
ordena de forma explicita que tenga que ser este método el utilizado para la re-
solucion del ejercicio, por lo que la PI. no le incluye como contenido procedi-
mental.

Tabla 111.7. Categorias de Algebra en las PAEU

CD Determinante Manda calcular un determinante.

CMI Matriz inversa Ordena calcular la matriz inversa de una dada.

En esta categoria se clasifican los ejercicios en

CR Calcular rango i
los que hay que calcular el rango de una matriz.
EM Ecuacion matricial Hay que resolver una ecuaciéon con matrices.
ER Estudiar rango Solicita que se estudie el rango de una matriz.
Se pide estudiar, dependiendo de un parametro,
. ) las condiciones necesarias para que una matriz
MI Matriz inversible

admita inversa; pero aqui no se ordena el célculo
de la matriz inversa

i En esta categoria hemos clasificado los ejerci-
Operaciones con ma- _ ) i ,
oM i cios en los cuales pide realizar unos calculos del
rices. , .
algebra matricial.
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Tabla 111.7. Categorias de Algebra en las PAEU (Continuacion)

Se consideran los ejercicios en los cuales el es-
P Parametros tudio del mismo se hace dependiendo de para-
metros.
) Hay que utilizar propiedades de los determinan-
Propiedades de los de- i
PD ) tes, para calcular el valor de un determinante o
terminantes . : .
el orden del mismo, a partir de unas condiciones.
Propiedades de las En esta categoria hemos clasificado los ejerci-
PM operaciones con matri- | cios en los cuales pide realizar unos calculos del
ces algebra matricial y utilizar sus propiedades.
Discusion de un siste- | En esta categoria hemos clasificado los ejerci-
SED ma de ecuaciones li- | cios en los cuales pide estudiar una familia de
neales dependiente de | sistemas de ecuaciones lineales, que dependen
un parametro de un parametro.
SE Resolucion de un sis- | Se insta para que se obtenga la solucion de un
tema de ecuaciones sistema de ecuaciones.
T Teori Se pide el enunciado o demostracion de una
eoria . -
propiedad, definicion o teorema
TR Teorema de Roucheé Pide enunciar el teorema de Rouché-Frobenius.

Tomando como referencia la Tabla IIl.7, con las abreviaturas correspondientes
a las distintas categorias y su interpretacion, se presentan a continuacion las
tablas 1.8, 111.9 y 111.10 de categorias de contenidos conceptuales y procedi-
mentales de Algebra, basadas en el procedimiento mas apropiado, -segun el
criterio de la PI- para dar respuesta directa a la orden que los enunciados de
los problemas, las cuestiones y las cuestiones y los problemas juntos, que han
sido propuestos en las pruebas PAU que se ha celebrado en Castillay Le6n en
el periodo comprendido entre el afio 1995 y el afio 2009.

En los quince afios de estudio, se proponen 28 problemas de Algebra y en 19
de ellos se pide el analisis de los multiples tipos de sistemas de ecuaciones li-
neales que se pueden presentar segun los distintos valores de un parametro, y
posteriormente la resolucién del sistema en casos particulares. En la tabla 1.8
observamos que los valores se concentran en tres filas, quedando las demas
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casi desiertas. Dos de ellas corresponden al “Estudio y resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales, dependientes de un parametro” y la tercera, como es
obvio, a Parametro.

Tabla 111.8. Frecuencias de las categorias de Algebra en problemas

Problemas 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 00 | 01 | 02 | O3 | 04 | O5 | 06 | O7 | 08 | 09 | Total
CD 1 1 2
CMI 1 1
CR 0
EM 1 1 1 1 4
ER 1 1
Mi 1|1 2
oM 1 1 1 3
P 211 21122 212|122 |1,2]|2 23
PD 1 1 1 3
PM 1 1
SED 211 2 2 112122 |1]|2])|2 19
SE 211 2 2 212|122 |1]2]1 19
T 2 2111 6
TR 1 1

A la vista de la siguiente Tabla 111.9, observamos que no se ha propuesto en
ningn examen una cuestion tedrica, -enunciado de teoremas, definiciones- y
sin embargo aparece con elevada frecuencia, en 16 de las 57 cuestiones plan-
teadas la resolucién de una ecuacion en la que la incognita y los coeficientes
son matrices (Ecuaciones Matriciales).

Solamente en una ocasion se solicita que el alumno calcule una matriz inversa,
quedando reducidos los ejercicios de este concepto al estudio de la existencia.

La vista de la tabla 111.10 de presencia de contenidos conceptuales y procedi-
mentales revela que hay tres contenidos en los que se concentran los datos: La
resolucién de ecuaciones matriciales y la discusion y/o resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales.
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Tabla 111.9. Frecuencias de las categorias de Algebra en cuestiones

Cuestiones 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 00 | 01 | 02 | O3 | 04 | O5 | 06 | O7 | 08 | 09 | Total
CD 1 1 2 4
CMI 1 1
CR 171 111 4
EM 21121 1|1 21112 ]1|1]|1 16
ER 1 1 1 1 4
Mi 1 1 (1)1 171 6
oM 2 1 3
P 1 112 312 |2 1 12
PD 1 (1)1 1)]1 1 11 8
PM 1 2|2 5
SED 1111 3
SE 1 1 2
T 0
TR 0

Tabla 111.10. Frecuencias de las categorias de Algebra en cuestiones y problemas

Cuestiones 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 0O | O1 | 02 | O3 | 04 | O5 | 06 | O7 | 08 | 09 | Total
CD 2 1 1 2 6
CMI 1 1 2
CR 171 111 4
EM 21131 1 (1] 2 21122 1|1 20
ER 1 2 1 1 5
Mi 1 11111 171 8
oM 1 211 1 1 6
P 2|1 211|132 |1|4 2|54 |3]|2]3 35
PD 1(1}2|1]1]|2 1 111 11
PM 1)1 212 6
SED 211 2 2 112 213|2]|3]|2 22
SE 211112 1 2 212|122 |12 1 21
T 2 2120 6
TR 1 1
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En la comisiéon armonizadora de las Pruebas de Acceso a Estudios Universita-
rios (PAEU), se tomo el acuerdo, -y como tal se transmite a los profesores de
Educacién Secundaria que asisten a las reuniones de coordinaciéon- de no es-
pecificar el método (Gauss o determinantes) que era preciso utilizar en el estu-
dio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y calculo de matrices in-
versas; para facilitar al alumno la posible resolucion del ejercicio. Aun asi, se
podria considerar la opcion de utilizar el método de Gauss, si se manifestase
abiertamente en la propuesta.

El argumento anterior condiciona que la P.l. haya considerado oportuno ubicar
el “Estudio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales” en los contenidos
curriculares “Utilizacién de los determinantes en la discusién de ecuaciones li-
neales” y “Utilizacion de los determinantes en la resolucion de ecuaciones li-
neales”, de las tablas II1.8, 111.9 y 111.10; dado que es el método generalmente
utilizado para la resolucion de ese tipo de ejercicios en los Bachilleratos de
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y en el de Tecnologia, aun cuando en
la resolucion de los mismos (que se presenta completa en los Anexos Il y V)
se hayan utilizados ambos métodos, en algunos ejercicios.

Asimismo, tampoco se especifica que el método utilizado para el “Estudio o
Célculo de la matriz inversa” o para el “Estudio del rango de una matriz” tenga
que ser el método de Gauss, si bien es cierto que seguramente esté pensado
para dar mayor libertad al alumno, y que pueda elegir el método que le sea
mas familiar de emplear, esto lleva a un peligro estructural: Como no piden
método especifico no se ensefa a los alumnos todos los posibles contenidos
curriculares, fundamentando esta opcién en la “falta de tiempo” para desarrollar
el programa.

ll.4. TABLAS DE CATEGORIAS DE CONTENIDOS DE GEO-
METRIA

Para confeccionar la tabla 111.11, se considera como referencia los contenidos
curriculares de Geometria, correspondientes a la asignatura de Matematicas II,
publicado oficialmente en el BOC y L., siguiendo el orden del Decreto 70/2002
de 23 de mayo por el que se establece el curriculo de Bachillerato de la comu-
nidad de Castilla y Leon y el ANEXO IV Andlisis del Curriculo: Acuerdos de
minimos, actualizado en abril de 2003, de la Comision Organizadora PAEU de
esta misma Comunidad.
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Estos contenidos curriculares de Geometria se han detallado en la tabla 111.11
en 25 apartados y ademas se contabiliza su frecuencia de aparicion. Esta tabla
esta elaborada a partir de los ANEXOS V y VI, los enunciados se presentan
sefalados con una P si se trata de un Problema o con una C, si es una Cues-

tion y estan numerados siguiendo el orden cronologico de aparicion.

Tabla I11.11. Categorias curriculares de Geometria

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones N°
Vectores en el espacio n-dimensional.
: 0 |C14 1
Operaciones y bases.
Producto escalar. 0 C31 1
C3, C4, (s,
Ortogonalidad y bases ortonormales. 0 | C26,C35,C42,| 8
C55, C57
Producto vectorial. 0 C7, C8, C38, 4
C42
Producto mixto. 0 0
Sistemas de referencia. Coordenadas 0 0
de puntos
Obtencion e interpretacion de las | P1, P11, P12,
ecuaciones de rectas a partir de siste- | P15, P16, P19, 10 C23, C30, C41, 4
mas de referencia ortonormales. P22, P26, P27, C54
P28
Obtencion e interpretacion de las | P3, P4, P8, P9,
ecuaciones de planos a partir de sis- | P11, P16, P17, C20, C28, C34,
temas de referencia ortonormales. P18, P20, P23, | 14 | C39,C45,C47, | 7
P24, P25, P29, C67
P30
., L P5, P10, P11,
Resolucidn de problemas de inciden- C6, C12, C15,
cia entre rectas. P15, P18, P23, | 8 C16, C25 >
P28, P29
Resolucién de problemas de inciden-
P7, P13, P20 3 | C18 1

cia entre rectas y planos.
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Tabla I11.11. Categorias curriculares de Geometria (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones N°
Resolucion de problemas de inci-
: P1, P6, P8, P17 4 0
dencia entre planos.
Resolucion de problemas de parale- 5 0
lismo entre rectas.
Resolucidn de problemas de parale- | P14, P16, P24, 5 0
lismo entre rectas y planos. P27, P30
Resolucién de problemas de parale- | P6
_ 1 |C2,C33 2
lismo entre planos.
Resolucion de problemas de per- | P3, P11, P12, 5 C15, C22, C23, .
pendicularidad entre rectas. P19, P22, P28 C54, C61
Resolucion de problemas de per-
pendicularidad entre rectas y pla- | P14, P20 2 | C19 1
nos.
Resolucion de problemas de per-
: . P16 1 | C45, C47 2
pendicularidad entre planos.
Resolucién de problemas métricos
. , C37, C43, C63,
relacionados con el céalculo de | P13, P14, P16 3 66 4
angulos.
C2, C10, Ci1,
. . Cl7, C24, C29,
Resolucidn de problemas métricos | P2, P5, P15, P21,
. . : C32, C33, C36,
relacionados con el célculo de dis- | P24, P25, P26, 8 17
_ C40, C46, C48,
tancias. P28
C52, C53, C62,
C64, C65
Punto simétrico respecto de un
9 0 |C21 1
punto.
Punto simétrico respecto de una re-
10 P2, P21, P30 3 0
cta.
Punto simétrico respecto de un pla-
P4, P25 2 | C50, C58 2

no.ll

% Este contenido no aparece explicitamente como contenido del curriculo, pero sf en los enunciados de los

ejercicios.

19 Contenido curricular en que se presenta el enunciado de los ejercicios.
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Tabla I11.11. Categorias curriculares de Geometria (continuacion)

Contenidos curriculares Problemas N° | Cuestiones Ne°
Resolucién de problemas métricos

. ] P7, P8, P10, P12, C1, C13, C55,
relacionados con el céalculo de 5 5
) P13 C56, C60
areas.
Resolucién de problemas métricos
relacionados con el calculo de | P1, P6 2 | C18, Ch1, Ch9 3
volumenes.
Esfera. 0 0

Las cuestiones que se transcriben a continuacion, son dificiles de clasificar en
la tabla anterior, pues su contenido conceptual no se encuadra explicitamente
en ninguno de los apartados de la tabla I11.11:

C5.- ¢Son coplanarios los puntos A (1, 0, 0), B(0, 1, 0),
c(2, 1, 0)yD(-1, 2, 1) (Sep. 1995)

C9.- Halla para qué valores de m los vectores (1,m,-1), (2,m+1,0),

( 0,m-1, —2) son linealmente dependientes. (Sep. 1996)

C27.- ¢Qué relacién debe existir entre a y b para que los tres vectores
(a,b,l), (—b -1, a) y (—a b, a) estén sobre un mismo plano?  (Junio
2000)

C44.- Determinese si el plano 7=2X+3y—-4=0 corta 0 no al segmento de

extremos A(2, 1, 3)y B(3, 2, 1). (Junio 2004)

C49.- Dados el punto A (3 5, —1) ylarecta r= XT_1: y+2= ZTH , héllese

el punto B perteneciente a r tal que el vector de extremos Ay B es paralelo al
plano 7 de ecuacién 3Xx-2y+ 2+5=0 (Junio 2005)

1 Al igual que el apartado anterior, este enunciado podria englobarse en perpendicularidad de rectas y
planos, pero se ha explicitado de esta manera, por ser esa la orden que esta propuesta en el enunciado del
ejercicio.
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Estos contenidos curriculares de Geometria, que se han desglosado en 25 ca-
tegorias, son la base para la elaboracion de las Figuras III.5 y IIl.6, que son
gréaficos de frecuencias de aparicién de contenidos curriculares, en las que apa-
rece contabilizada la frecuencia de aparicion de estos contenidos, tanto en los
problemas como en las cuestiones relativas a las propuestas de examen de las
Pruebas de Acceso a Estudios Universitarios (PAEU), de los quince afios rela-
tivos al presente estudio.

Auln cuando un simple vistazo a la tabla manifiesta que hay algunos contenidos
que aparecen muchas veces mientras que otros no aparecen nunca, los grafi-
cos de frecuencias complementan y confirman esa primera percepcion. En di-
cha tabla se observa que 9 contenidos curriculares no se han propuesto como
problema, en los 15 afios que abarca el estudio realizado.

Figura I11.5. Analisis curricular de los problemas de Geometria
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En sentido contrario, los contenidos que se han presentado con mayor frecuen-
cia son: La obtencion e interpretacion de ecuaciones de planos, 14; Obtencion
e interpretacion de ecuaciones de rectas, 10, Problemas de incidencia de rec-
tas y Resolucién de problemas métricos relacionados con el célculo de distan-
cias, 8.

En cuestiones, los contenidos con mayor frecuencia de aparicion son: Proble-
mas meétricos relacionados con el calculo de distancias, 17; Ortogonalidad y
bases ortonormales, 8; Obtencion e interpretacion de las ecuaciones de planos
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a partir de sistemas de referencia ortonormales, 7. En sentido contrario, 7 con-
tenidos no se han propuesto nunca como cuestion.

Figura I11.6. Analisis curricular de las cuestiones de Geometria
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Tanto en el Real Decreto1178/1992 y en el Real Decreto 1179/1992, de 2 de
octubre, por el que se establecen las ensefianzas minimas del bachillerato y el
curriculo, respectivamente, como en el ANEXO IV Andlisis del Curriculo:
acuerdos de minimos de julio de 2001; se encuentra, en el apartado de Geo-
metria, entre los contenidos de Mateméticas Il: “Idea de lugar geométrico. Ini-
ciacion al estudio de las conicas, combinando los enfoques analiticos y sintéti-
cos”; pero en el Real Decreto 3474/2000 de 29 de diciembre, y, en consecuen-
cia, en el ANEXO IV Andlisis del Curriculo: acuerdos de minimos de abril de
2003; modifican los contenidos conceptuales anteriores, y el tema: “Lugares
geomeétricos del plano. Conicas” se establece en Matematicas I, por lo que los
ejercicios relativos a cénicas no son objeto de examen, desde el curso 2004,
en que la hoja de examen aparece con el distintivo “Nuevo curriculo”.

Dada su efimera presencia en los ejercicios de las PAU y no ser contenido cu-
rricular de Matematicas Il en el decreto 70/2002 de Curriculo de Bachillerato de
Castilla y Leon, -base sobre la que fundamentamos este estudio-, no se ha
hecho un estudio exhaustivo de presencia, frecuencia de aparicion y variedad.
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En la tabla 111.12 que se presenta a continuacion , se encuentran las categorias
correspondientes a los contenidos conceptuales y procedimentales de Geo-
metria, su abreviatura e interpretacion. Para la elaboracion de esta tabla se tie-
nen presentes los contenidos conceptuales y los procedimentales de los enun-
ciados propuestos en las Pruebas de Acceso, teniendo en cuenta la orden del
enunciado del problema o cuestion propuestos en los distintos examenes obje-
to del estudio.

Aunque estan desglosados segun la orden directa que se da, hay ejercicios cu-
yo contenido procedimental corresponde a varias categorias de analisis, asi;
por ejemplo, en ejercicios como los que se presentan a continuacion:

2x-3y=-1

P14.- a) Calcular el valor de « para que la recta I'= { 9 y el

X+Yy-1=
plano 7= @ X—Y + Z = 5 sean paralelos.
b) ¢ Existe algun valor de « para el que ry r sean perpendiculares?

c) Hallar el valor de « para que el angulo formado por la rectar y el plano 7z
sea 30° (Sep. 2001)

C43.- ;Cuél es el angulo que forma la recta X = y = z con el eje OX? (Sep.
2003)

cuyo contenido curricular es: “Resolucion de problemas métricos relacionados
con el célculo de angulos” se consideran, en la tabla de contenidos curricular y
procedimental, en el apartado : A (Angulo determinado por dos rectas o por dos
vectores y en ARP (Angulo de recta y plano).

Analogamente, el ejercicio que se detalla a continuacioén:

P16.- Se consideran los planos 7, =X+Yy+2=0Yy 7, =X-Yy+z=1. Se pi-
de:

i) Hallar un plano perpendicular a ambos pasando por el punto (1, 2, —1)
i) Determinar una recta paralela a ambos pasando por el punto (2, 1, l)

iii) Calcular el angulo que forman 7,y 7, . (Sep. 2002)

aparece resefiado en AP (Calcular el angulo determinado por dos planos), EPP
(Escribir la ecuacion del plano perpendicular a una recta u otro plano), ER (Es-
cribir la ecuacion de una recta) y ERPa (Escribir la expresion analitica de una
recta paralela a un plano o a dos planos).
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Tabla 111.12. Categorias de Geometria en las PAEU

Manda calcular el angulo determinado por dos

A Angulo
rectas, o dos vectores.
. Ordena calcular el angulo determinado por dos
AP Angulo entre planos
planos
ARP Angulo de recta y pla- | Hay que calcular el angulo determinado por una
no recta y un plano.
) Solicita que se calcule el area de una figura ge-
CA Calcular area o q gura g
omeétrica.
, Hay que calcular el volumen de un cuerpo ge-
CVv Célculo del volumen o
omeétrico.
DPP Distancia de punto a Tenemos que calcular la distancia de un punto a
plano un plano dados, o entre dos planos paralelos.
Distancia entre dos _ _
DPPs Manda calcular la distancia de dos puntos.
puntos
DPR Distancia de punto a Hay que calcular la distancia de un punto a una
recta recta.
DRP Distancia de recta a Requiere calcular una distancia, de una recta a
plano un plano, o viceversa..
Distancia entre dos : .
DRR Tenemos que calcular la distancia de dos rectas.
rectas
En esta categoria hemos clasificado los ejerci-
EP Ecuacion del plano cios en los cuales pide escribir la expresion
analitica de la ecuacion de un plano.
Epp Ecuacion del plano Manda escribir la ecuacion del plano perpendi-
perpendicular cular a una recta u otro plano.
., Se pide escribir la expresion analitica de la
Ecuacién del plano pa- .,
EPPa
ecuacion del plano paralelo a una recta u otro
ralelo.
plano.
Se pide escribir la expresion de las ecuaciones
ER Ecuacion de unarecta | de una recta, en cualquiera de sus formas: pa-
ramétrica, continua, etc.
ERP Ecuacion de recta per- | Se insta para que se escriba la ecuaciones de una

pendicular

recta perpendicular a otra recta o a un plano.
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Tabla I11.12. Categorias de Geometria en las PAEU (Continuacion)

Ecuacion de recta pa-

Pide que se obtenga la expresion analitica de una

=RPe ralela recta paralela a un plano o a dos planos.
Se manda estudiar posiciones relativas, de rec-
P Parametros tas, planos o recta y plano, dependiendo de
pardmetros
PIP Punto de interseccién | Manda calcular el punto de interseccion de tres
de tres planos planos.
PIRP Punto de interseccion | Solicita que se calcule el punto de interseccion
de recta y plano de una recta y un plano.
PIR Posicion relativa de Ordena que se estudie la posicion relativa de dos
dos rectas rectas.
PIRP Posicion relativa de Pide que se estudie la posicion relativa de una
recta y plano recta y un plano.
PP Posicion relativa de Es un ejercicio en el cual hay que estudiar la po-
dos planos sicion relativa de dos planos.
PSP Punto simétrico res- Hay que calcular el punto simétrico de un punto
pecto a otro punto respecto de otro punto.
PSR Punto simétrico res- Se pide calcular el punto simétrico de uno dado,
pecto a una recta respecto de una recta.
PSP Punto simétrico res- Ordena calcular el punto simétrico de uno dado,
pecto a un plano respecto de un plano.
RIP Recta de interseccion | Se pide calcular la ecuacion de la recta de inter-
de dos o tres planos seccidn entre dos o entre tres planos.
T Enunciado tedrico Se demanda enunciar un teorema
Hay que calcular un vector que sea ortogonal a
VO Vectores ortogonales

otros dados.

A partir de esta tabla, en la Tabla 111.13 se analiza, por afos, la frecuencia con
la que los problemas correspondientes a esas categorias procedimentales han
sido propuestos en las Pruebas de Acceso a la Universidad.
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Tabla I11.13. Frecuencias de las categorias de Geometria en problemas

Problemas 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 00O | O1 | 02 | O3 | 04 | O5 | 06 | O7 | O8 | 09 | Total

A 1

AP 1

ARP 1

CA 2|11 |1)1

Ccv 1 1

DPP

DPPs

DPR 1 1 1

DRP 1|2

DRR 1 1

EP 1 1|1 2 |1 1|1 1

EPP 1 1 1 1|1

EPPa 1

ER 1 2 1 1|1 1] 2

ERP 2 1 1

P (> O ([P O |]O N | W | W [O |0 |N |0 |k [k |k

ERPa 1

o
[N
=y
[N
=y
N
[N
=y
N
=
o

PIP 1

PIRP 2 1

PrkR 1|1 1|1 1 111 1|1

PrRP 1 1 1 1

PrP 1

PSP

PSR 1 1

PSPI 1 1

RIP 1 1

N O [N |IN (N |O |k | O W |F

VO 1 1

En la Tabla 111.14 se analizan los enunciados de las cuestiones que han sido
propuestos en las PAEU, la frecuencia y afios de aparicion,siguiendo las co-
rrespondientes categorias procedimentales de la Tabla 111.12.
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Tabla 111.14. Frecuencias de las categorias de Geometria en cuestiones

Problemas 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 00O | 01 | 02 | O3 | 04 | O5 | 06 | O7 | O8 | 09 | Total

A 1 1

AP

ARP 1 1|1

CA 1 1 1111

Ccv 1 111 1 1

DPP 1 1 111 111

DPPs

DPR 1 1 1 1|1

DRP 1 1

DRR 1 1 1

EP 1 1

EPP 1 2

EPPa 111

ER 1

ERP 1 1 1

P WP (N W IN W [N | O | |0 O |Ww oD

ERPa 1

o
=y
[N
=y
N
[N
N
=
=y
[iny
=
=

PIP

PIRP

PrkR 1 3|11 1

PrRP 1

PrP 1 1

PSP 1

PSR

PSPI 1 1

RIP

© (o1 | O N[O | N |k |N|O |O

VO 3|1 2|1 1|1

Finalmente, en la Tabla I11.15, tomando como referencia la Tabla 111.12, con las
abreviaturas correspondientes a las distintas categorias y su interpretacion
aparecen las cuestiones y los problemas juntos.
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Tabla 111.15. Frecuencias de las categorias de Geometria en problemas y cuestiones

P"Oble.mas Y| 95| 9 |97 | 98 | 99 | 00 | O1 [ 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | O7 | 08 | 09 | Total
cuestiones

A 2 1 3
AP 1 1
ARP 11 1|1 4
CA 1 1121|111 1111 10
Ccv 1 1 1 2
DPP 1 1 11 11 0
DPPs 0
DPR 1 1 1|1 111 1|1 8
DRP 1 1 1|2 5
DRR 1 1 1 1|1 5
EP 1 1|2 2|1 1|1 2 11
EPP 2 1 3 1|1 8
EPPa 11 1 3
ER 1 2 1 /111 1] 2 10
ERP 1|2 1 1 2 7
ERPa 1 1 2
P 11222 21312 ]1]1|3 1 21
PIP 1 1
PIRP 2 1 3
PrkR 1114|121 1 11 1] 2 16
PrRP 1 1 1 1 1 5
PrP 1 1 1 3
PSP 1 0
PSR 1 1 2
PSPI 1 1 2 4
RIP 1 1 2
T 11112 1 5
VO 3|1 1121 1|1 1 11

Al igual que en las tablas presentadas anteriormente, correspondientes al estu-
dio cronoldgico de la aparicion de contenidos de Algebra y de Andlisis Matema-
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tico, se puede observar las celdas vacias que aparecen, esto es debido a la
dispersiéon de los datos tanto en cantidad de aparicibn como en variedad, con-
centrandose en pocas filas, que son las correspondientes al estudio de la posi-
cion relativa de dos rectas (PrR), o VO (Hay que calcular un vector que sea or-
togonal a otros dados), en cuestiones.

La “nube de puntuaciones” correspondiente a la tabla de doble entrada prece-
dente refleja una dispersion aun mas acusada que en las precedentes y hay
muchos contenidos carentes de puntuacion porque no aparecen reflejados ni
en los problemas ni en las cuestiones.

Se puede enfatizar el hecho de que en el afio 2000 aparece la ultima cuestién
correspondiente a la categoria de Teoria “T” propuesta, y en los problemas
nunca se ha solicitado expresamente ningun contenido de teoria. Demostracio-
nes de propiedades de productos escalar, vectorial 0 mixto son contenidos te6-
ricos que se podrian proponer como apartado de un problema.

El calculo de distancias aparece propuesto en 17 de las 67 cuestiones plantea-
das, pero dado que se trata de una pregunta valorada en un punto el método
de resolucion suele ser procedimental, es decir, se escribe la formula corres-
pondiente y se resuelve sustituyendo los datos.
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CAPITULO IV

ANALISIS EN COMPETENCIAS DE LOS ENUNCIADOS
DE ANALISIS MATEMATICO

IV.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el estudio de algunos de los 61 problemas y de las
99 cuestiones de Andlisis Matematico propuestos en los quince afios de estu-
dio, segun las tablas de indicadores en competencias presentadas en el capitu-
lo anterior.

Ya se ha detectado que las PAU no responden a la totalidad de los contenidos
curriculares y que sesgan el curriculo. En lo que se refiere a Andlisis Matemati-
co, los ejercicios propuestos basicamente tienen un método mas directo de re-
solucion y en raras ocasiones se puede emplear varios.

Los ejercicios de continuidad en los que hay que utilizar el teorema de Bolzano
eventualmente pueden, ser resueltos por algun otro teorema derivado del mis-
mo, pero en ambas situaciones se presentan las mismas competencias.

Aquellos ejercicios en los que se pide calcular las asintotas, estudiar continui-
dad y/o derivabilidad de una funcion se basan en el calculo de limites y por
descontado, aquellos en los que directamente la orden es calcular el limite.

Los ejercicios en los que hay que estudiar y representar una funcion o que son
problemas de optimizacion se basan en el uso de derivadas.

Los ejercicios de célculo de areas o de integrales definidas recurren a la regla
de Barrow para su resolucion.

La gran mayoria de los ejercicios propuestos corresponden a un nivel de re-
produccion del conocimiento adquirido. Se trata de la ejecucion de un proble-
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ma rutinario mediante la aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habi-
tuales, pero dado que son ejercicios que reproducen una situacion similar a la
referente en su etapa de aprendizaje, pero no es una mera rutina; pues, para
su resolucion, el alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico nece-
sario (CPRn1), razonar matematicamente de manera simple (CAnl), estructu-
rar la situacion que se debe modelizar (CMn1l) y desarrollar procedimientos ya
practicados, pero no rutinarios (CRPn1) se vinculan a un nivel de conexién y
en muy pocos ejercicios aparece el nivel de reflexion.

Aunque los ejercicios no pidan transformaciones en otros sistemas de repre-
sentacion diferente al que utilizan los enunciados, el alumno debe hacer tra-
ducciones, especialmente al sistema grafico, representando la funcién corres-
pondiente. Asi el alumno tiene que interpretar formas de representacion
(CRn1), seleccionar y cambiar entre las diferentes formas de representacion
(CRn2), e interpretar el lenguaje formal y simbdlico (CLSOnN1).

Una vez que ha pasado esta primera etapa en la que reconoce los datos del
ejercicio y pasa a la fase de resolucién, el alumno comprende que tiene que
emplear métodos matematicos intermedios (CPRn2), manejando afirmaciones
sencillas y expresiones con simbolos y formulas no rutinarias (CLSOnN2), en la
practica traduce el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados
(CMn2) eligiendo las estrategias apropiadas que conexionen areas matemati-
cas (CRPn2) y aplicandolas (CRPn3). Asi, utiliza conceptos matematicos apro-
piados (CPRN3).

A lo largo del proceso de resolucion y al término del mismo, el alumno debe
comunicar los resultados obtenidos, y, en esta fase, tiene que: seguir el enca-
denamiento del argumento matematico particular (CAn2), hacer una evaluacién
del mismo (CAn3); saber expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl);
explicar los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpretar las relaciones im-
plicadas (CCn3).

En el transcurso de la resolucion el alumno, en muchas ocasiones, utiliza va-
riables, realiza ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares
(CLSOnN3), también maneja procedimientos y formulas, resuelve y calcula
(RLSON3).

El alumno evalla el encadenamiento del argumento matematico (CAn3) y co-
munica los resultados (CMn3).
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El alumno tiene una funcién definida analiticamente, que es preciso interpretar,
seleccionar y cambiar entre diferentes formas de representacion (CRn1, CRn2),
analitica y gréfica, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRn3), aun cuando en algunos ejercicios no se solicite expresamente la re-
presentacion grafica, la “visualizacion” de la misma, es una componente esen-
cial en la resolucion del ejercicio.

En repetidas ocasiones el alumno tiene que calcular una integral por partes. El
E.l. ha considerado que es un ejercicio de reproduccion del conocimiento ad-
quirido, dado que es la ejecucion de un problema rutinario mediante la aplica-
cion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales.

La misma reflexion es la que ha derivado en considerar los limites propuestos,
en los que lo acostumbrado es utilizar la regla de L'Hopital para su resolucion,
como ejercicios de reproduccion.

IV.2.ESTUDIO DE LOS PROBLEMAS DE ANALISIS MATEMATI-
CO

En este apartado se muestra una sintesis del analisis que se ha realizado so-
bre todos los problemas de A.M. que se han propuesto en la Universidad de
Valladolid al amparo del curriculo LOGSE. Como ya se ha mencionado se pre-
senta una tabla para cada problema que contiene el enunciado, su analisis
gramatical y las competencias que se detectan en su resolucion.

ANALISIS DEL PROBLEMA P1

El problema de la ficha 1.1.1 es un ejercicio de optimizacion, que se correspon-
de con un nivel de conexidn; reproduce una situaciéon similar a la referente en
su etapa de aprendizaje, pero no es una mera rutina, dado que el alumno tiene
que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), definir una fun-
cion, obtener la funcién derivada e igualar a cero dicha derivada, razonar ma-
tematicamente de manera simple (CAnl), estructurar la situacién que se debe
modelizar (CMn1l), es decir, desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados,
pero no rutinarios (CRPnN1).

Por otra parte, interpreta formas de representacion (CRnl), selecciona y cam-
bia entre las diferentes formas de representacién (CRn2), sabe expresarse so-
bre cuestiones matematicas (CCnl) e interpreta el lenguaje formal y simbélico
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basico, en situaciones menos conocidas (CLSOnl). Estas categorias estan
inertes en el primer nivel de analisis, ya que, en primer lugar, el alumno debe
comprender el enunciado. Figural.1.1.

FICHA 1.1.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P1

P1.- Un segmento de longitud 5 apoya sus extremos en los semiejes positivos OX y OY, de
manera que forma con éstos un triangulo rectangulo. Hallar las dimensiones del triangulo de
area maxima asi construido.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 9596|9798 | 99| 00|01|02]03|04]05]06]07]08]09
OPCION BLOQUE | BLOQUE Il
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 21 3] 4|5 |6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
FALLOS DEL ENUN- -
CIADO ERROR MORFOL OGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P1.- Un segmento de longitud 5 apoya sus extremos en los semiejes positivos OX y
OY, de manera que forma con éstos un triangulo rectangulo. Halla las dimensiones
del triAngulo de area maxima asi construido.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

Comprende que tiene que emplear métodos matematicos intermedios (CPRnN2),
manejando afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no ru-
tinarias (CLSONZ2).

Como el segmento tiene longitud 5, llamando (a,0) y (0, b) a los puntos de
corte de dicho segmento con los ejes OX y OY, tiene la condicion:
52=a’+b?

El alumno explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las rela-
ciones implicadas (CCn3). Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento
matematico particular (CAn2) haciendo una evaluacién del mismo (CAn3).
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Plantea la formula de la funcion area del 6

triangulo obtenido: N

A= a-b , 4

2

34

Interpretando, asi, las relaciones implicadas 2]

(CCn3). N
Despejando una variable en la condicion: T o ] : : :

=1

a’=5%-b*=25-h?

Figura 1.1.1.
Explica los calculos y sus propiedades (CCn2) vy,

como el enunciado dice: “Apoya sus extremos en los semiejes positivos™:

a= ++25-b?,

Maneja afirmaciones sencillas en expresiones y férmulas no rutinarias
(CLSON2).

Sustituyendo en la funcion Area

A(b)=%~ 25-b? ~b:%~w/25 b?-b*

Con lo que evalua el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3); traduce, en la practica, el
modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2) eligiendo las
estrategias apropiadas que conexionen areas matematicas (CRPn2) y aplican-
dolas (CRPnN3).

Calcula la funcion derivada:

1 25b-2p°

2 J25ph2-b*

Al

Iguala a cero la funcién derivada:
_1 25b-2b° _0
2 /25p%-b*

Aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

AI

Resolviendo la ecuacién planteada:
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\F

5
25b-2b°=0 = b=0 ;b, \/_ b,

Con lo que, el alumno maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calcu-
lando (RLSON3), -est& en el nivel de reproduccion-, utiliza variables y realiza
ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Tedricamente, el nivel de reproduccién tiene menos dificultad que el de co-
nexion; sin embargo el hecho de que para llegar a €l el alumno haya tenido que
superar los segundos niveles de conexion se puede interpretar como un nivel
superior, hecho que se repetira en muchos enunciados y nos referiremos a ello
indicando que es un nivel inferior incluido en otros superiores.

Dado que el enunciado afirma que el segmento se apoya en el semieje positi-
VO,

_. 52
2

Con lo que, el alumno, evalia el encadenamiento del argumento matematico
(CAN3), interpreta las relaciones implicadas (CCn3) y comunica los resultados
(CMn3), y por tanto

_,.5V2,
2

Finalmente, es preciso comprobar que la solucion obtenida satisface las condi-
ciones del enunciado, es decir, que el area es
| maxima; -evalua el encadenamiento del ar-
4] gumento matematico (CAn3)-, calculando la
derivada segunda y comprobando que para
_ los valores obtenidos dicha derivada es me-
3. nor que cero.

- Se constata que el triangulo rectangulo de
area maxima es isosceles y tiene catetos de
o0 L2 5T 4 ongitud:

Figura 1.1.2. 5.2
g a=b=+ \/_u

. b*(20%-75) {542
’ 2(25b2 -p*)72 A( 2 ] ’
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Y, por tanto, es un maximo.

El alumno explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las rela-
ciones implicadas (CCn3). Figura 1.1.2.

FICHA 1.1.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P1
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * * *
RP * * *
R * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P3

El problema que aparece en la tabla 1.3.1 se encuadra en los niveles de co-
nexion y reflexion; es un problema que reproduce situaciones similares a las
ya practicadas, pero que no son de mera rutina.

Al resolver el ejercicio, el alumno piensa en el tratamiento matematico necesa-
rio (CPRn1), comprende que tiene que emplear conceptos mateméticos inter-
medios (CPRN2) y aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

Asimismo, razona matematicamente de manera simple (CAnl), siguiendo y
evaluando el encadenamiento de argumentos mateméticos particulares (CAn2,
CAN3).

a) Para estudiar la derivabilidad en x=0, hay que calcular:

lim f(0+h)-f(0)
h—0 h

Estructura la situacion que debe modelizar (CMnl), traduce en la practica el
modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2).
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FICHA 1.3.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P3

P3.- Determinar, si existen, todos los valores de p y k (p > 0, k entero positivo) que hacen de-
rivable a la funcién

0 x<0
f(x)=4 xP O0<x<1
kx?2-kx+1 x>1

Ena) x=0, b) x=1, c)todos los puntos.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 |98 | 99| 00|01|02]03]04]05]06]07]08]09
OPCION BLOQUE | BLOQUE II
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA'-E')-gs DEL ENUN- ERROR SINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P3.- Determina todos los valores de p y k (P> 0, k entero positivo) que hacen deri-

vable a la funcién:

0 x<0
f(x)=1 xP 0<x<1 _siexisten:
kx2—kx+1 x>1

n x=1, c¢)Entodos los puntos.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS

lim

h—>0* h h-0* h

Aparece aqui el nivel de reflexion por parte del estudiante para aplicar estrate-
gias en la resolucion de un problema que contiene elementos inusuales, dado
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que el enunciado da como condicién p>0, sin especificar si p es un niimero
natural, con lo que aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2), razona de manera
sencilla, distinguiendo formas mas amplias de argumentacién (RfAnl) y sabe
explicar cuestiones matematicas, calculos y resultados (RfCnl).

Si p<1, se verifica que |im f(0+h)—f(0)= Iim hph—O

h->o* h h->0*

= 400

Si p=1, entonces |im f(0+h)_f(0)= lim hp——Oz Iim D:']
h—>0" h h—>0* h h—>0*h

Y, en esos casos, la funcién no seria derivable en x=0.

Luego, para que f(x ) sea derivable en X=0, se tiene que cumplir que p>1,

para cualquier valor de k.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3). Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento matematico parti-
cular (CAn2) haciendo una evaluacion del mismo (CAn3).

b) Derivabilidad en x=1

El alumno puede pensar que pe N,y en ese caso:

lim f+h)-f(1)_ lim (1+h)" -1 _ lim ph+---+hp:p

h—>0" h—0"~ h h—-0" h

(Si p es un numero natural, utilizaria el desarrollo de un Binomio de Newton).
Sin embargo, el enunciado no indica que peN vy, por tanto, el alumno deberia

haber utilizado la regla de L'Hopital:

1+h)" "
p(1+h) b

— p pa—
lim f(1+ h) f(l): lim MLH: lim
h—>0" h h—>0"~ h h—>0"
Elabora encadenamientos de argumentos de diferentes tipos (RfAn2), explica
asuntos que implican relaciones complejas (RfCn2) y sabe tratar con expresio-
nes complejas y con lenguaje formal inusual (RfLSON2).

Asimismo, interpreta el lenguaje formal y simbdlico bésico en situaciones me-
nos conocidas (CLSON1), maneja expresiones con simbolos y formulas no ruti-
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narias (CLSOnN2), realiza calculos mediante procedimientos familiares
(CLSON3), evalua el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

lim fl+h)-f(1)_ lim kK(1+h)*-k(1+h) +1-1_

N h—o0" h

k

Para que f(x) sea derivable en X=1, se tiene que cumplir que p=KkK, es de-

cir, p entero positivo (natural) e igual a k, dado que el enunciado impone la con-
dicion de que k sea un entero positivo.

c) Para que f (x) sea derivable en todos los puntos deben darse las dos con-

diciones anteriores, y en consecuencia:
p=kyp>1=vp=keN-{1}

Expone problemas mas alla de la reproduccién de los ya practicados (RfRPn1)
y explica resultados que implican relaciones complejas (RfCn2), interpreta las
relaciones implicadas (CCn3) y describe los resultados obtenidos (RCn3).

FICHA 1.3.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P3

Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2

PR * * * *

A * * * * *

C * * * * * *

M * *

RP * *

R

LSO * * * *
Reproduccion Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P5

El problema que se presenta en la ficha 1.5.1 se encuadra en el nivel de co-
nexién dado que reproduce situaciones similares a las estudiadas, pero no son
de mera rutina.

El alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1).
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FICHA 1.5.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P5

P5.- Hallar un polinomio de tercer grado, Q(x), sabiendo que

Q(0)=0. Q(1)=6, Q'(1)=6: Q'(-1)=14

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95 [ 96 | 97 | 98| 99 | 00 [ 01| 02| 03] 04| 05] 06070809
OPCION BLOQUE | BLOQUE II
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS sl 21 314|516 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
FALLOS DEL ENUN- -
CIADO ERROR SINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P5.- Halla un polinomio de tercer grado, Q(x ), teniendo en cuenta que:

Q(0)=0, Q(1)=6, Q'(1)=6; Q'(-1)=14

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

Expresion general de un polinomio de tercer grado: Q(x)=ax®+bx?+cx+d.

Calcula la funcion derivada: Q'(x)=3ax?+2bx+c

El alumno comprende que tiene que emplear conceptos matematicos interme-
dios (CPRN2) y aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3) al sustituir
los valores que proporciona el enunciado, tanto en la funcién como en la fun-
cion derivada, y, por tanto, debe calcular esta funcion.

Q'(x)=3ax®+2bx+c

Razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sigue el encadenamien-
to de argumentos matematicos particulares (CAn2).

Q(0)=d=0 = d=0

Q(1) = a+b+c=6
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Q'(1)=6 = 3a+2b+c=6
Q'(-1)=14 = 3a-2b+c=14

El alumno estructura la situacion que debe modelizar (CMn1l), traduce en la
practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2) e
interpreta las relaciones implicadas (CCn3), sabe comunicar los resultados
(CMn3) al tiempo que evalla el encadenamiento de argumentos matematicos
particulares (CAn3).

Hay que resolver un sistema de ecuaciones.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3), con lo que desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no
rutinarios (CRPnN1), elige estrategias apropiadas mas independientes que co-
nexionen areas matematicas (CRPn2) y las aplica (CRPn3).

Asimismo, interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico en situaciones me-
nos conocidas (CLSOn1), como son el célculo de la funcion derivada y la reso-
lucion del sistema de ecuaciones, maneja afirmaciones sencillas y expresiones
con simbolos y formulas no rutinarias (CLSON2) y utiliza variables y realiza
ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Resolviendo el sistema:

d=0
a+b+c=6
3a+2b+c=6
3a-2b+c=14
Obtiene las soluciones:

a=1 , b=-2 ¢c=7 d=0

Y, por tanto, el polinomio pedido es:

Q(x)=x*-2x2+7x

El alumno, al resolver el sistema, maneja procedimientos y férmulas, resolvien-
do y calculando (RLSOnN3).

Para concluir, describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).
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FICHA 1.5.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P5
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * * *
M * * * *
RP * * *
R
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P10

El problema que se presenta en la ficha 1.10.1 requiere pensar en conceptos
tedricos, que aunque no entrafian demasiada dificultad, no son de mera rutina,
por lo que se considera un ejercicio correspondiente al nivel de reflexion por
parte del estudiante para planificar y aplicar estrategias, en la resolucion de un
problema que contenga elementos inusuales.

El alumno razona de forma sencilla, distinguiendo formas mas amplias de ar-
gumentacion (RfAnl) y reflexiona llevando a cabo una comunicacion sobre la
construccion del modelo (RfMn2).

Para calcular maximos y minimos relativos hay que efectuar la primera deriva-
da

f'(x)=3x>+2bx+c

Resolviendo la ecuacion f'(x)=3x?+2bx+c=0 obtenemos las soluciones:

:—b+w/b2—3c _—b-y/b*-3c

X, =
2 y %2 2

X

Para que la ecuacion no tenga soluciones reales, y por consiguiente, la funcion
carezca de extremos relativos, se tiene que cumplir:

b?-3c<0 = b?<3c¢c Vvd

El alumno aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2) y sabe explicar cuestiones
matematicas, célculos y resultados (RfCnl).
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FICHA 1.10.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P10

P10.- Dada la funcion f(x)=x°+bx?+cx+d. Se pide:

a) Poner un ejemplo de b, ¢, y d de forma que la funcién carezca de maximos y minimos rela-
tivos.

b) Demostrar que sic=0 y b <0, entonces la funcién presenta un maximo y un minimo rela-
tivo.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 [ 98|99 | 00]01|02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B1
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS S| 21 3] 4] 5|6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO PONER / DEMOSTRAR
TIEMPO VERBAL IMPERSONAL REFLEJO / INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P10.- Dada la funcién f(x)=x>+bx?+cx+d , se pide:

a) Escribe un ejemplo de b, ¢, y d de forma que la funciéon carezca de maximos y
minimos relativos.

b) Demuestra que si c=0 y b<0, entonces la funcidon presenta un maximo y un
minimo relativo.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion, conexidon y reflexion

La resolucion de la ecuacion corresponde al nivel de reproduccion, interpretan-
do el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2) y manejando procedimien-
tos y formulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3).

La discusion del problema requiere los niveles de competencia descritos. Sin
embargo, los alumnos pueden dar valores a los parametros y comprobar que

se verifican las exigencias del enunciado. (Por ejemplo, para b=c=d =0 se
obtiene la funcion f(x)=x3 gue es siempre creciente). En estos casos se

podria interpretar como un problema en el que los niveles de competencia son
reproducciones.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

118



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castillay Ledn (Matematicas Il)

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1). A continuacién, plantea los
algoritmos correspondientes (RPRn2).

Expone el proceso de calculo (RAn2) realizando explicaciones sencillas
(RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3), con lo
gue resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3).

f(x)=x® = f'(x)=3x?
Resolviendo la ecuacion f'(x)=3x*=0 obtiene el valor x=0.

Sustituyendo en la derivada segunda, para comprobar maximo o minimo, se
tiene: f"(0)=0, con lo que X=0 no es méaximo ni minimo.

f"'(x)=6%0, luegoXx=0 es un punto de inflexién.

El alumno justifica las formulas utilizadas y los resultados (RAn3), describe los
resultados obtenidos (RCn3) comunicando de manera elemental los resultados
del modelo (RMn3) y maneja procedimientos resolviendo y calculando
(RLSON3).

El apartado b) del problema 1.10.1 se encuadra en el nivel de conexién, re-
produce una situacion similar a las estudiadas, pero que no es una mera rutina,
dado que en la resolucion del problema, el alumno debe pensar en el trata-
miento matematico necesario (CPRnl), comprender que tiene que emplear
conceptos matematicos intermedios (CPRn2) y aplicar esos conceptos ma-
tematicos apropiados (CPRnN3).

Con las condiciones del apartado b), tenemos: =0y b<O0,
Entonces, como la derivada es f'(x)=3x?+2bx ,

Igualando a cero, se tiene una ecuacion de segundo grado:

3x%+2bx=0
que tiene dos soluciones:
2b
X, =0y x, =3

Rosario Fatima Zamora Pérez

119



Analisis en competencias de los enunciados de Analisis Matematico

El alumno utiliza variables y realiza ecuaciones y célculos mediante procedi-
mientos familiares (CLSON3); al tiempo que maneja procedimientos y férmulas,
resolviendo y calculando (RLSON3).

Calcula la segunda derivada para comprobar si esos valores son maximo o
minimo relativos.

f(x)=6x+2b
1 " 2b .
Sib<0 = ¢ (_?j>o y, entonces:

X = —% es un minimo relativo.

f"(0)=2b<0 pues, por la hipétesis, b<0.
Y, por tanto:

X =0 es un maximo relativo.

El alumno desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPnN1), aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3), evalla el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn3), explica los calcu-
los y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Finalmente, describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (CMn3).

FICHA 1.10.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P10
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * *
C * * * * *
M * * * * *
RP * * *
R
LSO * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DEL PROBLEMA P13

FICHA 1.13.- ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P13

P13.- a) Concepto de maximo y minimo relativo.

b) El coste de un marco para una ventana se estima en 1.250 ptas. por cada metro de
altura y 880 ptas. por cada metro de anchura. La ventana tendra una superficie de un
metro cuadrado. ¢Qué dimensiones debe tener la ventana para que el marco resulte lo
mas economico posible?

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 | 98] 99 |00 |01 ] 02|03 040506070809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEBER TENER
TIEMPO VERBAL PERIFRASES DE INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA"E')‘gs DEL ENUN- ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
ERROR MORFOSINTACTICO

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P13.- a) Escribe el concepto de maximo y minimo relativo.

b) La superficie de una ventana es de 1m°. Calcula qué dimensiones debe te-
ner para que el marco resulte lo mas econdmico posible; sabiendo gue el metro
lineal de los listones verticales es de 1.250 ptas y el de los horizontales 880

ptas.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS Conexion

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 1.13.1 corresponde al nivel
de reproduccion, pues, para definir los conceptos de maximo y minimo relati-
vo, el alumno interpreta representaciones estandar de objetos matematicos
(RRN2) e interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2).

El apartado b) es un ejercicio de optimizacion, que se encuadra principalmente
en un nivel de conexidn pues reproduce una situacién similar a la referente en
Su etapa de aprendizaje, pero no es una mera rutina.

El alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1),
razonar matematicamente de manera simple (CAnl), estructurar la situaciéon
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gue se debe modelizar (CMnl), definir una funcién, -en este caso la funcién
precio-, con la condicién de que el area sea 1 m?.

Llamando x a la base del rectangulo e y a su altura, tenemos:
A=x-y=1

Se tiene la condicién del precio del marco segun los distintos lados del rectan-
gulo.

2-(880x+1250y )=P(x,y)
Despejando una variable en esta condicién X-y =1, se obtiene: y = 1
X

Sustituyendo en la funcion:

2-(880x+1250-%j=P(x)

A continuacion es preciso obtener la funcidon derivada e igualarla a cero; es de-
cir, desarrolla procedimientos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1), inter-
preta formas de representacion (CRn1), sabe expresarse sobre cuestiones ma-
tematicas (CCnl) e interpreta el lenguaje formal y simbolico (CLSOn1).

Comprende que tiene que emplear métodos matematicos intermedios (CPRnN2),

2-(880— 1250j= P'(x)

X2

2

P(x)=0= (880—13(50):0

Explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones impli-
cadas (CCn3). Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento matematico
particular (CAn2) haciendo una evaluacién del mismo (CAn3).

Al resolver la ecuacion

880x°-1250=0

Obtiene las soluciones: X, = @ X, =— @
717\ 880 y 2=\ 880

El alumno maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando
(RLSON3).
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La logica nos indica que el valor negativo no tiene sentido en la medida del
marco, por lo que:

/ A 11
X = 1250 = S 0 =~ 119 metros de ancho
880 44

Aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

=———=0,84 metros de altura.

De donde se deduce que y = 1_2y110
X 25

Con lo que evalta el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3); traduce, en la practica, el
modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2) eligiendo las
estrategias apropiadas que conexionen areas mateméaticas (CRPn2) y aplican-
dolas (CRPnN3).

Finalmente, es preciso comprobar que la solucion obtenida satisface las condi-
ciones del enunciado, es decir, que el coste sea minimo; calculando la derivada
segunda y comprobando que para los valores obtenidos dicha derivada es ma-
yor que cero.

pr(x) = 5000 P,,[ 110 J>o

x3 44

Y por tanto es un minimo.

El alumno interpreta las relaciones implicadas (CCn3), describe los resultados
obtenidos (RCn3) comunicando de manera elemental los resultados del modelo
(RMn3).

FICHA 1.13.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P13
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * * *
M * * *
RP * * *
R * *
LSO * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DEL PROBLEMA P15

FICHA 1.15.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P15

P15.- Por el punto de abscisa x =1 de la pardbola de ecuacion y=Xx- x2 se traza una re-

cta r perpendicular a la tangente a la curva en dicho punto. Hallar el area del recinto limitado
por la recta r y la parabola.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 9899 |00 | 01|02 |03 |04 |05 06|07 |08 ] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS s 21 3] 4|56 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA ECUACIONAL
PUNTUACION
(F:IAA'-E')-gs DEL ENUN- ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
ERROR SEMANTICO

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P15.- Considera la recta tangente en el punto x=1 a la parabola de ecuacion

y =x—x?2. Por dicho punto, se traza una recta r que es perpendicular a esta tangen-

te. Halla el area del recinto delimitado por la recta r y la parabola.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El problema que se presenta en la ficha 1.15.1 es un ejercicio que se encuadra
en los niveles de reproduccion, conexion y reflexion.

El calculo del area del recinto corresponde al nivel de reproduccidn del cono-
cimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas
rutinarios mediante la aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos habituales.
El alumno identifica el problema (RAN1), expone el proceso de calculo (RAN2) -
mediante la integral definida y la regla de Barrow- y justifica las férmulas utili-
zadas y los resultados (RAN3).

Es un problema que reproduce situaciones similares a las estudiadas, pero que
no son de mera rutina, con lo cual, fundamentalmente, se encuadra en el nivel
de conexion dado que el alumno tiene que pensar en el tratamiento matemati-
co necesario (CPRn1), comprender que tiene que emplear conceptos matema-
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ticos intermedios (CPRnN2),- como es el calculo de la derivada para obtener la
pendiente de la recta tangente y la obtencion de la ecuacién de una recta per-
pendicular a otra dada- y aplicar los conceptos matematicos apropiados
(CPRnNJ); tales como la integral definida para el calculo del area comprendida.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sigue el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2), al escribir la
ecuacion de la recta perpendicular a la recta tangente en el punto X=1, eva-
luando, asi, el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3).

A continuacion estructura la situacion que debe modelizar (CMn1) y traduce en
la practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2).

f(x)=x-x2 ; f'(x)=1-2x = f'(1)=-1

La funcion derivada, evaluada en el punto, es la pendiente de la recta tangente
a la curva, en dicho punto.

Reflexion por parte del estudiante, razonando de forma sencilla distinguiendo
formas mas amplias de argumentacion (RfAnl) para planificar estrategias y
aplicarlas en la resolucién del problema.

La recta perpendicular tiene como pendiente m=1 y pasa por el punto
(1, f(1))=(2,0).

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

La ecuacion de la recta pedida es:
y=x-1

Para obtener esta ecuacion, el alumno inter-
preta y alterna diferentes modelos, comuni-
cando los resultados (CMn3), desarrolla pro-
cedimientos intuitivos ya practicados, pero
no rutinarios (CRPn1), eligiendo y aplicando e -3
las estrategias apropiadas mas independien- "
tes que conexionan areas matematicas

(CRPNn2, CRPN3), -algebra y geometria-.

Se tiene una funcién definida analiticamente, Figura 1.15.
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gue es preciso interpretar, seleccionar y cambiar entre diferentes formas de in-
terpretacion (CRnl1, CRn2), analitica y graficamente, diferenciando entre ambas
formas de representacion (CRn3). Figura 1.15.

Para resolver este problema es preciso utilizar derivadas, ecuaciones de las
rectas tangente y normal a la curva, con lo que el alumno interpreta el lenguaje
formal y simbdlico basico, en situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja
afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no rutinarias
(CLSOnN2) y utiliza variables y realiza calculos mediante procedimientos familia-
res (CLSOn3).

Calcula los puntos de corte entre la curva y la recta. Para ello resuelve la ecua-
cion: X—1=x-x?

Cuyas soluciones son: x=1y x=-1

El alumno maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando
(RLSON3).

En este momento, al calcular la integral definida, el alumno aplica las estrate-
gias apropiadas mas independientes (CRPn3), realizando calculos mediante
procedimientos familiares (CLSOnN3), - con el célculo de la integral definida,
mediante la regla de Barrow-, maneja afirmaciones sencillas y expresiones con
simbolos y férmulas no rutinarios (CLSON2).

Area =J'j1 (x—x2)d X—J.; (x=1)d x:%u2

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 1.15.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P15
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1l | Nivel2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * * * * *
C * * * *
M * * * *
RP * * *
R * * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DEL PROBLEMA P18

FICHA 1.18.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P18

P18.- a) Concepto de maximo y minimo local.

b) Se quiere dividir un alambre de 2 unidades de longitud en dos partes para construir un
triangulo equilatero y una circunferencia, de forma que la suma del area del triangulo y del
circulo correspondiente sea minima. Determinar las longitudes de cada una de las partes.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98| 99 |00 | 01|02 | 03| 04|05 06|07 08|09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS S| 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA"E')'gs DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P18.- a) Escribe el concepto de maximo y minimo local.

b) Se quiere dividir un alambre de 2 unidades de longitud en dos partes para cons-
truir un triangulo equilatero y una circunferencia, de forma que la suma del &rea del
triangulo y del circulo correspondiente sea minima. Determina la longitud de cada
una de las partes.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El problema de la ficha 1.18.1 se encuadra en los niveles de reproduccién y
conexion.

El apartado a) corresponde al nivel de reproduccidn, para definir los concep-
tos de maximo y minimo relativo, el alumno identifica el problema (RANn1), in-
terpreta representaciones estandar de objetos matematicos (RRn2) e interpreta
el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2).

El apartado b) se trata de un ejercicio que reproduce una situaciéon similar a la
referente en la instruccion, pero no es una mera rutina, por lo que se encuadra
principalmente en un nivel de conexion.
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En primer lugar, el alumno debe pensar en el tratamiento matematico necesario
(CPRnN1) y estructurar la situacion que se debe modelizar (CMn1l), -definir una
funcion, en este caso la funcién area-.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAn1).

Llamando xy 2-X, a la longitud de cada una de las partes en las que se divide
el alambre, y teniendo en cuenta que ambas partes son el perimetro del trian-
gulo y del circulo, se tiene:
2—X
3

2—-x=3l = I=

X
X=27xf = rr=—
2

Siendo | el lado del triangulo y r el radio del circulo.

Asi, desarrolla procedimientos ya practicados, pero no rutinarios (CRPnl), in-
terpreta formas de representacion (CRnl), sabe expresarse sobre cuestiones
matematicas (CCnl), e interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico en si-
tuaciones menos conocidas (CLSOn1).

El area del triangulo equilatero, en funcién del lado, es A=

(45 (252 )

A continuacion es preciso obtener la funcidn derivada:

, por lo que:

12./3
4

A'(x):—E(Z—x)+ix

18 27

El alumno comprende que tiene que emplear métodos matematicos interme-
dios (CPRN2), explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las re-
laciones implicadas (CCn3). Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento
matematico particular (CAn2) haciendo una evaluacién del mismo (CAn3).

Tiene que resolver la ecuacion:

73:(2-x)=9x =x(z/3+9)=27,/3
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Aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropiados (CPRn3). A con-
tinuacion maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando
(RLSON3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante procedi-
mientos familiares (CLSOnN3).

De donde se deduce que:

27r\/_ oo 273 _ 18
“94ny3 9+7/3 9+7,3

Con lo que, el alumno evalta el encadenamiento de argumentos matematicos
particulares (CAn3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3); traduce, en
la practica, el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2)
eligiendo las estrategias apropiadas que conexionen areas matematicas
(CRPnN2) y aplicandolas (CRPn3).

Las longitudes de cada uno de esos trozos son:

unidades de longitud para el triangulo.

9+7r\/_

18 . . ]
——— unidades de longitud para el circulo.
9+7r\/§
El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).

Finalmente, es preciso comprobar que la solucion obtenida satisface las condi-
ciones del enunciado, es decir, que el area es minima; calculando la derivada
segunda y comprobando que para los valores obtenidos dicha derivada es ma-
yor que cero.

A"(x)=1£2+i>0 V X, luego A”[ M\/\/__J

El alumno maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formu-
las no rutinarias (CLSOnN2), e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Y por tanto es un minimo.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3) evaluando asi, el encadenamiento de argumentos matematicos particu-
lares (CAN3).
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FICHA 1.18.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P18
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * *
C * * * *
M * * *
RP * * *
R * *
LSO * * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P20

El problema que aparece en la ficha 1.20.1 es un ejercicio que se encuadra en
los niveles de reproduccién, conexion y reflexiéon. En el nivel de reproduc-
cion maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3) y
en el de reflexion, razonando de forma sencilla, distinguiendo formas mas am-
plias de argumentacion (RfAnl) para planificar estrategias y aplicarlas en la re-
solucién del problema.

Es un problema que reproduce situaciones similares a las estudiadas, pero que
no son de mera rutina, con lo cual se encuadra en el nivel de conexidn, piensa
en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), comprende que tiene que
emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2), como es el calculo de la
derivada para obtener la pendiente de la recta tangente y aplica los conceptos
matematicos apropiados (CPRn3).

El alumno estructura la situacién que debe modelizar (CMn1).

2x+1

Tiene la funcion f (x )= >
X_

Calcula su funcién derivada:

"Gy

El valor de la derivada en el punto es la pendiente de la recta tangente a la cur-
va, en dicho punto. Evaliia esta funcion en Xx=3
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FICHA 1.20.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P20

2x+1

P20.- Una particula se mueve por la curva y= X>2. En el punto P de abscisa

x=3, abandona la curva y se desplaza a lo largo de la recta tangente a la curva en dicho
punto.

a) Calcular la ecuacién de la recta tangente en P.
b) Hallar el punto en el que la particula encuentra a la asintota horizontal de la curva.

c) Hallar el area encerrada por la curva, la recta tangente y las rectas cuyas ecuaciones son

x=3y x=4.
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98] 99 | 00 | 01|02 | 03| 04| 05| 06|07 | 08|09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR / HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA ECUACIONAL
PUNTUACION
EIAALE%SS DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

2x+1

P20.- Una particula se mueve por la curva y = X > 2. En el punto P, de abs-

cisa x = 3, abandona la curva y se desplaza a lo largo de la recta tangente a la cur-
va en dicho punto.

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente en el punto P.

b) Halla el punto en el que la particula corta a la asintota horizontal de la curva.

¢) Halla el area encerrada por la curva, la recta tangente y las rectas cuyas ecuacio-
nesson x=3 yx=4.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion, conexion y reflexion

En los pasos anteriores, el alumno razona matematicamente de manera simple
(CANnl) sigue el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN2) y traduce en la préactica el modelo a seguir, que es algo diferente de los
estudiados (CMn2), sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl),
explica los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones impli-
cadas (CCn3).
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La ecuacion de la recta tangente, en el punto P(3,7) es:
y = —5x+22

Evaluando, asi, el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CANn3), describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera ele-
mental los resultados del modelo (RMn3).

El apartado b) del problema 1.20.1 se encuadra también en el nivel de repro-
duccion.

a1 1 En este nivel identifica el problema (RAN1) y
; expone el proceso de calculo (RAN2).

7] ! Hay que calcular el punto de corte de la recta

M . tangente, obtenida anteriormente, y la asinto-
_.5\3 : . ; - ta horizontal; por lo que pasa a calcular la
ecuacion de esta asintota.

- . 2Xx+1
lim =2
X—>+0 X—2
e La asintota horizontal es la recta y=2.
Figura 1.20.1.

A continuacion, resuelve la ecuacion:

—5x+22=2
Cuya solucioén es:

Xx=4
Y, el punto pedido en el apartado b) es:
1(4,2)

El alumno justifica las férmulas utilizadas y los resultados (RAn3) y comunica
de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

Se tiene una funcion definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de interpretaciéon (CRn1, CRn2), anali-
tica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRN3). Figura 1.20.1.

Para resolver este problema se han utilizado derivadas, ecuaciones de rectas,
calculo de una asintota, etc., con lo que el alumno interpreta el lenguaje formal

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

132



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castillay Ledn (Matematicas Il)

y simbdlico basico, en situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja afirma-
ciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no rutinarias (CLSOnN2)
y utiliza variables y realiza calculos mediante procedimientos familiares
(CLSON3).

En el apartado c), el célculo del area del re- "\
cinto corresponde al nivel de reproduccién ‘_-
del conocimiento estudiado, reconocimiento N

de equivalentes, ejecucion de problemas ru- K
tinarios mediante la aplicacion de destrezas
técnicas y algoritmos habituales. g I :

El alumno identifica el problema (RAN1) y ex-
pone el proceso de calculo (RAn2) mediante
la integral definida y la regla de Barrow.

Identifica que el modelo es similar a otros
modelos vistos con anterioridad (RMn1l), re-
conoce el problema como ya practicado en la instruccion (RRPn1l), le reprodu-
ce de manera cerrada (RRPn2) y resuelve problemas rutinarios estandarizados
(RRPN3).

Figura 1.20.2.

El alumno interpreta y alterna diferentes modelos, comunicando los resultados
(CMn3), desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPnN1), eligiendo y aplicando las estrategias apropiadas mas independientes
gue conexionen areas matematicas (CRPn2, CRPn3).

Area= [ 2XX+21 dx- | (—5x+2)dx=(5ln(2)—gj u?

Al calcular la integral definida, el alumno aplica las estrategias apropiadas mas
independientes (CRPN3), realizando céalculos mediante procedimientos familia-
res (CLSOnN3) y maneja procedimientos y férmulas, resolviendo y calculando
(RLSON3).

Se tiene una funcidn definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de interpretacion (CRn1, CRn2), anali-
tica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRn3). Figura 1.20.2.
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Se presenta lenguaje algebraico, aritmético y geométrico, con lo que interpreta
el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones menos conocidas
(CLSOnN1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formu-
las no rutinarias (CLSONZ2) y utiliza variables y realiza calculos mediante proce-
dimientos familiares (CLSOnN3).

FICHA 1.20.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P20
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * * * * *
C * * * *
M * * * * *
RP * * * * * *
R * * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P23

Los apartados a) y b) del problema que aparece en la ficha 1.23.1 son concep-
tos tedricos, por tanto son una mera reproduccion del conocimiento estudiado,
interpretando representaciones estandar de objetos matematicos (RRn2) e in-
terpretando el lenguaje formal y simbalico rutinario (RLSOnN2).

El apartado c) de este problema 1.23.1 se encuadra en los niveles de co-

nexion y reflexion. Es un problema que reproduce una situacion similar a la

referente en su etapa de aprendizaje, pero no es una mera rutina, con lo que se
sitiia en un nivel de conexion;.

.
El alumno tiene que pensar en el tratamiento
matematico necesario (CPRn1), razonar ma-
tematicamente de manera simple (CAnl), es-
tructurar la situacion que se debe modelizar

20+

o NG (CMn1).
\ Define una funcién que tiene que optimizar, -
; P 5 7= en este caso la funcion distancia-. Figura 1.23.
Figura 1.23.
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FICHA 1.23.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P23

P23.- a) Definir los conceptos de maximo y minimo locales de una funcion.

b) Caracterizar, en funcién de la derivada, la condicién de que un punto sea maximo o
minimo local de una funcién.

c) Hallar sobre la recta X+3Y =30 un punto P con la propiedad de que la suma de sus dis-

tancias al origen y al eje OX sea minima.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEFINIR / CARACTERIZAR / HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P23.- a) Define los conceptos de maximo y minimo locales de una funcion.

b) Caracteriza, en funcién de la derivada, la condicién de que un punto sea maximo
o minimo local de una funcion.

c) Halla sobre la recta X+3Y =30 un punto P con la propiedad de que la suma de

sus distancias al origen y al eje OX, sea minima.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion y reflexion

Como el punto P pertenece a la recta X+3Yy =30, podemos expresarle en la
forma P=(30-3y,y)

La suma de las distancias del punto P(30—3 Y,y ) al punto (O : O) y al eje

y =0, viene dada por la funcion:

D(y):\/(30—3y)2+y2 +] y|

El alumno maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando
(RLSON3), desarrolla procedimientos ya practicados, pero no rutinarios
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(CRPN1), interpreta formas de representacion (CRn1l), Figura 1.23, sabe expre-
sarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), e interpreta el lenguaje formal y
simbalico basico en situaciones menos conocidas (CLSOnN1).

Comprende que tiene que emplear métodos matematicos intermedios (CPRN2).

Si y >0 , esa funcion se escribe de la forma:

D(y)=+900-180y+y? +y

El alumno explica los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las rela-
ciones implicadas (CCn3). Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento
matematico particular (CAn2) haciendo una evaluacion del mismo (CAn3).

A continuacion es preciso obtener la funcion derivada e igualar a cero dicha
funcion derivada, es decir,

D'(y )= -90+10y 1
J 900-180y+10y?
D'(y )0 90-10y L

= =
4 900-180y+10y?

Utiliza variables y realiza ecuaciones y céalculos mediante procedimientos fami-
liares (CLSON3), aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropiados
(CPRnN3).

Resuelve la ecuacion irracional, obteniendo como resultados:

y,=10 ; y,=8
Comprueba que el valor Yy =10 no satisface la ecuacion irracional, y que apa-
rece como solucién no valida cuando se eleva al cuadrado.

Con lo que, el alumno evalia el encadenamiento de argumentos matematicos
particulares (CAn3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3); traduce, en
la practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2)
eligiendo las estrategias apropiadas que conexionen areas matematicas
(CRPnN2) y aplicandolas (CRPn3).

De donde se deduce que el punto buscado es:

P(6,8).

Si y<0, la funcién D(y):\/ (30-3y)*+y? +|y| se escribe de la forma:
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D(y)=+900-180y+y2 —y

Y entonces la funcion derivada sera:

-1

, -90+10
D'(y )= -
J 900-180y+10y

-90+10y
 900-180y+10y?

Con soluciones:

y,=10 ; y,=8

En este caso, la solucién no valida para la ecuacion irracional es Yy =8, y la so-

lucién y =10 no satisface la hipétesis, si Y <0, que se ha tomado para la reso-
lucién.

El alumno evalla el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3); traduce en la practica el
modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2) eligiendo las
estrategias apropiadas que conexionen areas mateméaticas (CRPn2) y aplican-
dolas (CRPN3), al tiempo que sabe interpretar y alternar diferentes modelos y
comunicar los resultados (CMn3).

El razonamiento anterior le sitla en un un nivel de reflexion, pues planifica es-
trategias para la resolucion de un problema que contiene elementos inusuales,
aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2), razonando de forma sencilla, distin-
guiendo formas mas amplias de argumentacion (RfAnl) y elaborando encade-
namientos de argumentos de diferentes tipos (RfAn2).

Finalmente, es preciso comprobar que la solucion obtenida satisface las condi-
ciones del enunciado, es decir, quela suma de las distancias es minima, calcu-
lando la derivada segunda y comprobando que para los valores obtenidos di-
cha derivada es mayor que cero.

D"(8)= 900 )

3

(900-180y+10y? )2

Y, por tanto, es un minimo.
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Con este proceso el alumno interpreta las relaciones implicadas (CCn3), des-
cribe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera elemental los re-
sultados del modelo (RMn3).

FICHA 1.23.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P23
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * *
A * * * * *
C * * * *
M * * * *
RP * * *
R * *
LSO * * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P25

El problema de la ficha 1.25.1 es un ejercicio de optimizacién que reproduce
una situacion similar a la referente en la instruccion, pero no es una mera ruti-
na, por lo que se encuadra principalmente en un nivel de conexion dado que el
alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1) y es-
tructurar la situacion que debe modelizar (CMn1l), en este caso definir la fun-
cion éarea.

Llamando x y 150 — X, a cada una de las partes en las que se divide la cerca, y
teniendo en cuenta que ambas partes son el perimetro de tres lados del cua-
drado y la longitud de la circunferencia, pues, por logica, en el lado de la casa
no se colocara una valla.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sabe expre-
sarse sobre cuestiones mateméaticas (CCnl).

Llamando | al lado del cuadrado y r al radio del circulo.

150 _x=3] = |=120-X
3
X=2zxr = r:L
w
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FICHA 1.25.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P25

P25.- Tenemos que vallar un terreno circular y un terreno cuadrado, que por uno de sus la-
dos esté limitado por una casa. Calcular el area del terreno circular y del terreno cuadrado
gue se pueden cercar, utilizando 150 metros de valla, con la condicion de que la suma de di-
chas areas sea minima.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 | 00 | 01|02 |03 | 04|05 06|07 |08 |09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA'-E')-gs DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P25.- Tenemos que vallar dos terrenos: uno circular y otro cuadrado. El cuadrado
tiene uno de sus lados limitado por una casa. Calcula las areas del terreno circular y

del terreno cuadrado que se pueden cercar, utilizando 150 metros de valla, con la
condicion de que la suma de dichas areas sea minima.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El alumno desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPnN1), interpreta formas de representacion (CRnl) e interpreta el lenguaje
formal y simbdlico basico en situaciones menos conocidas (CLSOn1) manejan-
do afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y férmulas no rutinarias
(CLSOnN2).

La suma de las areas de circulo y cuadrado es:

2
150 —x \* X
- (1802) a2
3 2r
El alumno comprende que tiene que emplear métodos matematicos interme-

dios (CPRN2), explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las re-
laciones implicadas (CCn3). A continuacion, obtiene la funcién derivada:
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A'(x):—§(150—x)+%x

Igualando a cero dicha funcion, obtiene la ecuacion:

A(x)=0 = E(150—x):ix
9 2
El alumno maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando
(RLSON3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante procedi-
mientos familiares (CLSOnN3), aplicando, de este modo, conceptos matematicos

apropiados (CPRn3).
47-(150-x)=9x = x(47+9)=600z

Obtiene el valor:

‘- 600 7
9+4r
Y, en consecuencia,
150 — x — 150 — 600 7 _ 1350

O+4r 9+4r

Para calcular el area, se necesita el lado del cuadrado y el radio del circulo, por
tanto, manejando procedimientos y férmulas, resolviendo y calculando
(RLSON3), obtiene:

|=50—5:50— 200« _ 450
3 9+4xr 9+4r
X 300
X=27r =>r=—n=
27 9+4r

El alumno sigue el encadenamiento del argumento matematico particular
(CANn2), evalta el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Y a partir de ello traduce en la practica el modelo a seguir, que es algo diferen-
te de los estudiados (CMn2) eligiendo las estrategias apropiadas que conexio-
nen areas matematicas (CRPn2) y aplicandolas (CRPn3).

450
9+4r

2
El area de ambos terrenos es: A, :( J m 2 el terreno cuadrado.
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2
A, =1- 300 , metros cuadrados, el terreno circular.
9+4r

Finalmente, es preciso comprobar que la solucion obtenida satisface las condi-
ciones del enunciado, es decir, que el area es minima; calculando la derivada
segunda y comprobando que para los valores obtenidos dicha derivada es ma-
yor que cero.

A" —600ﬂ :Z +i>0
9+4r 9 2

Y por tanto es un minimo.

El alumno interpreta las relaciones implicadas (CCn3), justifica las férmulas uti-
lizadas y los resultados (RAN3) y describe los resultados obtenidos (RCn3) y
comunica de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

Comentario. El problema como tal carace de sentido, ya que si los terrenos
existen antemano el area esta definida y, habria que comprar los metros de va-
lla necesarios para cercarlo.

FICHA 1.25.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P25
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * *
C * * * *
M * *
RP * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P26

El problema que se presenta en la ficha 1.26 es un ejercicio que se encuadra
en los niveles de reproduccion, conexion y reflexion.
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FICHA 1.26.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P26

P26.- Dos hermanos heredan una parcela que han de repartirse. La parcela es la region pla-

na limitada por la curva y =,/ x—1 ylarecta y:%(x—1).

a) Calcular el area de la parcela.

b) Deciden dividir la parcela, en partes iguales, mediante una recta de la forma
y=a,(a>0). Hallar el valor de a.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 | 00 | 01|02 |03 | 04|05 06|07 |08 |09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR / HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA ECUACIONAL
PUNTUACION
EIAA"E';SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P26.- Dos hermanos heredan una parcela que han de repartirse. La parcela es la region pla-
1
na limitada por la curva y =,/ x—1 ylarecta y =§(X—1).

a) Calcula el area de la parcela.

b) Deciden dividir la parcela en partes iguales mediante una recta de la forma
y=a,(a>0). Halla el valor de a.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccidn, conexidn y reflexion

El calculo del area del recinto corresponde al nivel de reproduccion del cono-
cimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas
rutinarios mediante la aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos habituales.
Identifica el problema (RAN1), expone el proceso de céalculo (RANn2) -mediante
la integral definida y la regla de Barrow- y justifica las formulas utilizadas y los
resultados (RAN3).

También, identifica que el modelo es similar a otros modelos vistos con anterio-
ridad (RMn1) y reconoce el problema como ya practicado (RRPn1).
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En el apartado a) del problema que aparece en la ficha 1.26.1 se pide calcular
el area delimitada por dos curvas; es, pues, un problema que reproduce situa-
ciones similares a las estudiadas, pero que no son de mera rutina, con lo cual
se encuadra, también, en el nivel de conexion.

En este momento, el alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico
necesario (CPRn1), comprender que tiene que emplear conceptos matematicos
intermedios (CPRnN2) y aplicar los conceptos matematicos apropiados (CPRnN3);
con el célculo de una integral definida para el obtener el area delimitada por
ambas funciones.

El alumno tiene la ecuacién:

Vx=1=2(x-1)

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sigue el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2), al calcular los
puntos de corte entre ambas curvas, evaluando, asi, el encadenamiento de ar-
gumentos matematicos particulares (CAn3).

Mediante el manejo de férmulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3), obtiene
las soluciones: Xx=1y x=5

Valores que corresponden a los limites de la integral definida, evaluando asi, el
encadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn3).

Se presenta lenguaje algebraico (la forma de definir la funcién), aritmético
(célculo de operaciones aritméticas al utilizar la regla de Barrow) y geométrico
(visualizacion del recinto geométrico del que hay que calcular su area,figura
1.26.1), por tanto, se tiene una funcion definida analiticamente, que es preciso
interpretar, seleccionar y cambiar entre diferentes formas de representacion
(CRn1, CRn2), analitica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de
representacion (CRn3).

Se presenta lenguaje algebraico, aritmético y geométrico, con lo que interpreta
el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones menos conocidas
(CLSOnN1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y férmu-
las no rutinarias (CLSOnN2).

Aplica las estrategias apropiadas mas independientes y calcula la integral
(CRPnN3), realizando calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).
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Sabe expresarse sobre cuestiones ma-
34 tematicas (CCnl), explica los célculos y
/ sus propiedades (CCn2) e interpreta las
X relaciones implicadas (CCn3), la Regla
de Barrow, a la vez que sabe interpretar
y alternar diferentes modelos, comuni-
cando los resultados (CMn3).

: Por consiguiente, desarrolla procedi-
e mientos intuitivos ya practicados, pero
no rutinarios (CRPn1), eligiendo y apli-
cando las estrategias apropiadas mas
independientes que conexionen areas matematicas (CRPn2, CRPn3).

Figura 1.26.1

Area - [ [x—1 dx—jf%(x—ﬂdx:%uz

El apartado b) del problema que se presenta en la ficha 1.26 corresponde a los
niveles de conexion y reflexion. En un nivel de reflexion, planifica estrategias
para la resolucién de un problema que contiene elementos inusuales, aplica es-
trategias no rutinarias (RfPRn2), razonando de forma sencilla, distinguiendo
formas mas amplias de argumentacion (RfAnl) y elaborando encadenamientos
de argumentos de diferentes tipos (RfAN2).

El alumno piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), comprende
gue tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2) calculando
la integral definida para la obtencién del area comprendida entre ambas funcio-
nes, con lo que estructura la situacion que debe modelizar (CMn1l) y aplica
es0s conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

Calcula los puntos de corte entre las curvas:

y=4 x-1 yzl(x—'l) e y=a

2
a=,x-1 = x=a?+1

a:%(x—1) = x=2a+1

El alumno puede calcular el area del recinto mediante el siguiente proceso:

I11+a2 mdx+.|'12+;1adx—jfa+1% x—1)dx:%
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Como el area del recinto es %uz, y los

hermanos quieren dividir la parcela en par- 3
tes iguales, ambas partes tendran el misma /

7z . 2 < -
area, es decir %uz. /

Sabe expresarse sobre cuestiones ma- l
tematicas (CCnl), explica los célculos y /

sus propiedades (CCn2) e interpreta las re- = ”_,-- JE " I
laciones implicadas (CCn3). _ 1

Figura 1.26.2.

Aplica las estrategias apropiadas mas in-
dependientes (CRPnN3), y calcula la integral.

Il+a N 1dx+J‘ 2ad —I2a+l;(x—1)dx

3 1+a? 1 2a+l 1
=(x-1) 2} +ax]§?ﬁ—z(x—1)2} =—§a3+a2

1

Resuelve la ecuacion:

Obteniendo soluciones:
a,;=1, a, =1+\/_3 y a, :1—\/_3

El alumno interpreta el lenguaje formal y simbdlico béasico, en situaciones me-
nos conocidas (CLSONnl), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con
simbolos y formulas no rutinarias (CLSON2) y utiliza variables y realiza calculos
mediante procedimientos familiares (CLSON3).

La solucion a, =1+,/ 3 no es valida, dado que 1+\/_3>2 y para el limite del

recinto X =9 se obtiene y =2, luego ese valor excede los limites del recinto.

La solucion a, =1-,/ 3 no es valida, dado que 1—\/_3<O y el enunciado pide

a>0.

Sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los calculos y
sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).
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Sin embargo, el alumno también puede hacer el area del recinto considerando
la integral respecto al eje OY.

Al realizar este procedimiento se encuentra en un nivel de reflexion, planifica
estrategias para la resoluciéon de un problema que contiene elementos inusua-
les, aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2), razonando de forma sencilla, dis-
tinguiendo formas mas amplias de argumentacion (RfAnl) y elaborando enca-
denamientos de argumentos de diferentes tipos (RfAn2).

Y calcula la integral:

y:%(x—1) = Xx=2y+1

&

[ 2yt |2y +1)ox-

y=4x-1 = x=y?+1

2a

wIN

Que tiene como solucién real a=1

Finalmente, el alumno describe los resultados
obtenidos (RCn3) al tiempo que expone pro-
blemas mas alla de la reproduccion de los ya

practicados (RfRPnl), sabe explicar cuestio-

nes

matematicas,

célculos vy

resultados

(RfCnl) y explica asuntos que implican rela-

Figura 1.26.3 . .
g ciones complejas (RfCn2).

FICHA 1.26.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P26

Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * * *
A * * * * * * * *
C * * * * * * * *
M * * * *
RP * * * * * *
R * * *
LSO * * * *

Reproduccion Conexién Reflexién
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ANALISIS DEL PROBLEMA P27

FICHA 1.27.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P27

b
P27.- Dada la funcion f (x )= ax+ ” siendo a y b constantes positivas, se pide:
i) Demostrar que el minimo valor de f (X) en (0,+00) es 2,/ ab .
ii) Deducir que ./ ab saTer.

iiiy Para @=2,b=8 , hallar las asintotas y la grafica de f(x) en (0,+w).

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 | 00 | 01|02 |03 |04 |05 06|07 |08 |09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 2
VERBO UTILIZADO DEMOSTRAR / DEDUCIR / HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA FUNCIONAL
PUNTUACION
('::IAA'-E')-gs DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

o b . " .
P27.- Dada la funcion f (x ) =aX+—, siendo a y b constantes positivas, se pide:
X

i) Demuestra que el minimo valor de f (X) en (O,+00) es 2,/ ab.

" , . a+b
i) Deduce a partir del apartado anterior que ,/ ab <

iii) Para @ =2,b =8, determina las ecuaciones de las asintotas.

iv) Dibuja la grafica de f(x) en (0,+w).

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion, conexion y reflexion

El problema que se presenta en la ficha 1.27.1 corresponde a los niveles de
reproduccion, conexion y reflexion.
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En el apartado a) del problema que aparece en la ficha 1.27.1 se pide calcular
el minimo de una funcion; es, pues, un problema que reproduce situaciones
similares a las estudiadas, pero que no son de mera rutina, con lo cual se en-
cuadra en el nivel de conexion.

El alumno identifica el problema (RAN1), realiza explicaciones sencillas (RCn2)
y expone el proceso de céalculo (RAN1).

Para calcular maximos y minimos relativos hay que encontrar los valores que
anulan la primera derivada

Resolviendo la ecuacién f'(x)=0 obtiene las soluciones:

nfEori
b b

La resolucion de la ecuacion corresponde al nivel de reproduccidon, manejan-
do procedimientos y férmulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3).

b b . o
Los valores X, =,/ — Yy X, =—.,| — son numeros reales, pues por hipotesis del
a a

enunciado a>0y b>0.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

Hay que demostrar que el minimo valor de f(x)en (0,+x) es 2./ab, lo cual
. . b
se comprueba con el céalculo de la segunda derivada que x, =,/ — es el valor
a
que resuelve la cuestion, porque x, (0, +x ).

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sigue el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2).
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f"(x)zz—zJ = f"( §J>O

Explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones impli-
cadas (CCn3)

También se encuadra en el nivel de conexion. En la resolucion del problema,
el alumno debe pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), com-
prender que tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2), y
aplicar esos conceptos matematicos apropiados (CPRN3).

Maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no rutina-
rias (CLSOnN2) —radicales- y utiliza variables y realiza calculos mediante proce-
dimientos familiares (CLSOnN3).

f(\/EJ_a\/E+ﬁ_\/ab +yab=2ab

El apartado b) del problema 1.27.1 se encuadra en el nivel de reflexién por
parte del estudiante para planificar y aplicar estrategias, en la resolucion de un
problema que contenga elementos inusuales.

En el apartado a) ya se ha demostrado que el minimo valor de la funcién es
2./ab;como f(1)=a+b, se tiene que:

o Jab<atb = .ap<2th

El alumno razona de forma sencilla, distinguiendo formas mas amplias de ar-
gumentacion (RfAnl) y reflexiona llevando a cabo una comunicacion sobre la
construccion del modelo (RfMn2), aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2) y
sabe explicar cuestiones matematicas, célculos y resultados (RfCnl).

El apartado b) del problema 1.27.1 también se encuadra en el nivel de co-
nexién, reproduce una situaciéon similar a las estudiadas, pero que no es una
mera rutina, dado que en la resolucion del problema, el alumno debe pensar en
el tratamiento matematico necesario (CPRn1), comprender que tiene que em-
plear conceptos matematicos intermedios (CPRn2) y aplicar esos conceptos
matematicos apropiados (CPRn3).
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Como ya se ha expuesto anteriormente, niveles inferiores estan implicitos en el
estudio de otros niveles de orden superior.

Sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explicar los célculos y
sus propiedades (CCn2) e interpretar las relaciones implicadas (CCn3), a la vez

- gue debe interpretar y alternar diferentes
modelos, comunicando los resultados
7 (CMn3).

El apartado c) del problema 1.27.1 se en-
cuadra en el nivel de reproduccion del
5 conocimiento estudiado, reconocimiento
de equivalentes, ejecucién de problemas
o 32 4+ ¢ s o u wm rutinarios, aplicacién de destrezas técni-
Figura 1.27 cas y de algoritmos habituales, manejo de

expresiones y formulas establecidas y

realizacion de célculos.

Con este razonamiento identifica el problema (RANn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRnl), comprende la expresion escrita,
(RCnl), identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad,
(RMn1l) y le reconoce como problema ya practicado (RRPnl), le reproduce de
manera cerrada (RRPn2) y le resuelve (RRPn3).

Para a=2,b =38, se tiene la funcion f(x)=2x+§
X

Utilizando los apartados anteriores:

Y el minimo se tiene en el punto (2, 8).

Como el enunciado pide las asintotas en el intervalo (0, +) para calcular la

asintota vertical se calcula el limite cuando x tiende a cero por la derecha.

Esta argumentacion indica que el alumno razona matematicamente de manera
simple (CANnl), estructura la situacion que debe modelizar (CMn1) al tiempo
que sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl) explicando los
calculos y sus propiedades (CCn2).
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Con lo que X=0 es asintota vertical.

Asintota horizontal:
lim (2X+§j=+oo
X —> + 0 X

No tiene asintota horizontal

Asintota oblicua:

im 05 y o lim [2x+§—2xj=0
X — +0© X X — +0 X

y=2X es una asintota oblicua.

El alumno interpreta formas de representacion (CRn1l), selecciona y cambia en-
tre diferentes formas de representacion (CRn2) y traduce y diferencia entre dis-
tintas formas de representacion (CRn3), al tiempo que utiliza variables y realiza
ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3), como es
el calculo de los limites.

La representacion de la grafica de la funcion es la figura 1.27.

El alumno justifica las férmulas utilizadas y los resultados (RAn3), describe los
resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera elemental los resultados
del modelo (RMn3).

FICHA 1.27.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P27
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * * *
A * * * * * * *
C * * * * * * *
M * * * * *
RP * * *
R * * *
LSO * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DEL PROBLEMA P30

FICHA 1.30.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P30

X(. 2 _t2 .
(t —1)e dt, definida paratodo xeR,

P30.- Dada la funcién F(x )= .[o

a) Calcular F (X) estudiar el crecimiento de F (X) y hallar las abscisas de sus maxi-

mos y minimos relativos.

b) Calcula F"(x), estudiar la concavidad y convexidad de F (X) y hallar las abscisas

de sus puntos de inflexion.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 | 00 | 01|02 |03 |04 | 05| 06|07 |08 | 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 2
VERBO UTILIZADO CALCULAR / HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA'-E')-gs DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P30.- Dada la funcion F(x )= on (t2 ~1 )e " dt, definida paratodo xeR,

a) Calcula F'(X), estudia el crecimiento deF (x) y halla las abscisas de sus

mMaximos y minimos relativos.

b) Calcula F"(x), estudia la concavidad y convexidad de F (x) y halla las abs-

cisas de sus puntos de inflexion.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El problema que se presenta en la ficha 1.30.1 reproduce situaciones similares
a las estudiadas en clase, pero no son de mera rutina, por tanto se trata de un
nivel de conexién.

Para estudiar la monotonia de la funcion es preciso pensar en el tratamiento
matematico necesario (CPRn1), analizar el signo de la primera derivada, con lo
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gue comprende que tiene que emplear conceptos matematicos intermedios
(CPRnN2), aplicar los conceptos matematicos apropiados, (CPRn3), ademas tie-
ne que estructurar la situacion que debe modelizar (CMnl) y traducir en la
practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2).

La funcion f(t)=(t2-1)e"" es continua en R.

Utilizando el teorema fundamental del calculo integral, la funcién F (x ) es deri-

vable y su derivada es:
F'(x)=(x?-1)e

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y evallta el en-
cadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn3).

Desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1),
eligiendo y aplicando las estrategias apropiadas mas independientes que co-
nexionen areas matematicas (CRPn2, CRPn3).

Interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones menos conoci-
das (CLSOn1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y
férmulas no rutinarias (CLSON2) y utiliza variables y realiza calculos mediante
procedimientos familiares (CLSOnN3).

Resolviendo la ecuacién F'(x)=0, obtiene soluciones:
X, ==-1y x,=1
Estudia el signo de la funcién derivada en los intervalos (- ,-1), (-1,1) y
(1, ), de lo que se deduce:
Crece en los intervalos: (-, -1) U (1,0)y

Decrece en el intervalo (-1,1)

Efectuar este paso supone gue sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCn1l) explicando los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las
relaciones implicadas (CCn3).

A patrtir del estudio del crecimiento de la funcién deduce que ésta tiene:
Maximo relativo en el punto de abscisa X=-1y

minimo relativo en el punto de abscisa X =1
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En el apartado b) tiene que estudiar la curvatura de la funcién F(x), para lo

que calcula la segunda derivada.
F'(x)=(-2x*+4x)e™
Resolviendo la ecuacién F"(x)=0, obtiene soluciones:

X;=0, x; ==y/2 Y x5 =42

Valores que corresponden a las abscisas de los puntos de inflexion.

Estudia el signo de la funcion F'' (x ) en los intervalos (~w, -2 ), (-/2,0)
(0,42)y ({2, =), delo que se deduce:

Es convexa en los intervalos: (—oo , —\/3) ) (o , \/7) y céncava en los inter-
valos (—\/E,O) V) (4/2 ,oo).

Efectuar este paso supone que sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCn1) explicando los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las
relaciones implicadas (CCn3).

También puede utilizar la segunda derivada, F (x) para obtener maximos y/o
minimos.

F"(l)ze‘l(—2+4):§>0 = x=1, es un minimo relativo.

F'(-1)=e?*(2-4)= —§< 0 = Xx=-1, esun maximo relativo.

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 1.30.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P31
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * *
C * * * *
M * * *
RP * * *
R
LSO * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

154



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castilla y Ledn (Matemaéticas Il)

ANALISIS DEL PROBLEMA P32

FICHA 1.32.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P32

P32.- a) Enunciar el teorema de los incrementos finitos.

b) Una funcién f (x ) derivable en toda la recta, verifica:
f(0)=-2, f(2)=6

bl) Aplicando el teorema anterior, probar que existe un punto c en el intervalo (O , 2) tal que
f'(c)=4.

b2) Si ademas f (X) tiene derivada continua 'y f '(0 ):0, probar que hay un punto en el in-

tervalo (O , 2) en el que la derivada de f toma el valor 3.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 | 00 | 01 [ 02 | 03| 04|05 06|07 | 08|09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO ENUNCIAR / PROBAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
FALLOS DEL ENUN- -
CIADO ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P32.- a) Enuncia el teorema de los incrementos finitos.
b) Una funcién f (x ), derivable en toda la recta, verifica:
f(0)=-2, f(2)=6

bl) Aplicando el teorema anterior, prueba que existe un punto ¢ en el intervalo
(0,2)talque f'(c)=4.

b2) Si ademas f (x ) tiene derivada continua 'y f'(0)=0, prueba que hay un punto

en el intervalo (0,2 ) en el que la derivada de f (x ) toma el valor 3.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion
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El apartado a) del problema que aparece en la ficha 1.32 es una definicion te6-
rica, por tanto es una mera reproduccion del conocimiento estudiado.

Comienza con la identificacion del problema, (RAn1), interpreta representacio-
nes estandar de objetos mateméticos (RRn2) e interpreta el lenguaje formal y
simbdlico rutinario (RLSOnN2).

El apartado b) del problema que aparece en la ficha 1.32, se encuadra en el ni-
vel de conexidn, dado que en la resolucién del problema, el alumno debe pen-
sar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), comprender que tiene
que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2), y aplicar esos con-
ceptos matematicos apropiados (CPRn3).

El enunciado dice que aplique el teorema de los incrementos finitos y que “la
funcién f(x) es derivable”.

Se tienen los valores f(0)=-2y f(2)=6

Dado que el enunciado dice: “aplicando el teorema de los incrementos finitos”
se tiene:

f'(c)= f(22):(;(0)=6_(2_2)=4,con ce(0,2)

El alumno maneja procedimientos y formulas, resolviendo y calculando
(RLSON3), razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sigue el en-
cadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2), sabe expre-
sarse sobre cuestiones matematicas (CCnl) y explica los célculos y sus pro-
piedades (CCn2).

Luego:
Existe c€(0,2) con f'(c)=4

El alumno evalla el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3). Asimismo, traduce en la
practica el modelo a seqguir que es algo diferente de los estudiados (CMn2) y
desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados pero no rutinarios (CRPn1).

En la resolucion del apartado b2) del problema de la ficha 1.32.1 es preciso,
también, pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), comprender
que tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2), y aplicar
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€s0S conceptos matematicos apropiados (CPRn3), nos encontramos, pues, en
el nivel de conexién.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sigue el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2).

El enunciado dice que f'(x) es una funcién continua y que f'(0)=0.

Dado que el apartado anterior se ha demostrado que 306(0,2), con

f'(c)=4, utilizando el teorema de los valores intermedios de Darboux, se tie-

ne que:
En el intervalo (0,¢c) <(0,2), f'(x) toma todos los valores intermedios entre
Oy4.
f'(0)=0<3<4=1"(c)
Luego, 3d €(0,¢)c(0,2) con f'(d)=3

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3), a la par que evalua el encadenamiento de argumentos matematicos
particulares (CAn3) y comunica de manera elemental los resultados del modelo
(RMn3).

FICHA 1.32.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P32
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * *
C * * *
M * * *
RP *
R * *
LSO * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P35

En el problema que se presenta en la ficha 1.35.1 se encuentran presentes los
tres niveles de competencia matematica: Reproduccion, conexion y re-
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flexion. El apartado b) corresponde al nivel de reflexion, pues es una funcion
definida a trozos y el estudio depende de parametros; los otros apartados co-
rresponden al niveles competenciales inferiores.

FICHA 1.35.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P35

P35.- a) Hallar a y b para que la funcién siguiente sea continuaen x=0:

f(x)= In(e+senx) si x<O
| x3+ax+b si x>0

b) Hallar a y b para que f ( X ) sea derivable enx =0.

c) Calcular f° [_%j

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 [ 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS sl 21 3] 4] 5|6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR / CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
b 08 PEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P35.- a) Halla a y b para que la siquiente funcion sea continuaen x=0:

Infe+senx) si x<O
f(x)={xﬁ )
+ax+b si x>0

b) Halla ay b para que f (X) sea derivable en x =0

c) Calcula f' [—1).
2

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion, conexidn y reflexion

El apartado a) del problema que se presenta en el ficha 1.35.1, es decir, el es-
tudio de la continuidad y derivabilidad en el punto X =0, corresponde a un nivel
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de conexidn, pues reproduce situaciones similares a las estudiadas en la ins-
truccién, pero no son de mera rutina.

El alumno debe pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1). Des-
pués, comprende que tiene que emplear conceptos matematicos intermedios
(CPRnN2) en esta ocasion, el célculo de limites, y aplica los conceptos matema-
ticos apropiados (CPRn3), razona matematicamente de manera simple (CAnl),
sigue el encadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2) y
evallua dicho encadenamiento (CAN3).

lim f(x)= lim (In(e+sen(x))=1

Xx—>0" x—>0"

lim f(x)= lim x®>+ax+b=b

x—>0" x—>0"
f(0)=b
Para que f(x) sea continuaen Xx=0:

f(0)=lim f(x)= lim f(x)

Xx—>0" x—>0"
Con lo que:
b=1, VaeR

Sabe expresarse sobre cuestiones matemati-
cas, (CCnl) explica los calculos (CCn2) e in-
terpreta las relaciones implicadas (CCn3). Tras
estructurar la situacion que debe modelizar
(CMn1), traduce en la practica el modelo a se-
guir (CMn2) que es algo diferente a los estu-
diados, interpreta formas de representacion
(CRnN1) y sabe interpretar diferentes modelos y
comunicar los resultados (CMn3). Figura 1.35. R ; ;

Es un problema ya practicado, pero no es ruti- Figura 1.35.
nario, con lo que desarrolla procedimientos in-
tuitivos ya practicados pero no rutinarios (CRPn1).

El apartado b) del problema de la ficha 1.35.1 se encuentra el tercer nivel de
competencia matematica: reflexidon, razonando de forma sencilla, distinguiendo
formas mas amplias de argumentacion (RfAnl),-para que una funcién sea deri-
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vable en un punto, primero tiene que ser continua en dicho punto-, sabe expli-
car cuestiones matematicas, célculos y resultados (RfCn1l).

Para ser derivable en X =0 tiene que cumplir que

f(0+h)-1(0) f(0+h)-f(0)

lim = lim

h—o" h h—>0* h
. In(e+sen(h))-1 A . cosh
hllrgi n Regla de L Hopital i (e +sen(h))

Explica asuntos que implican relaciones complejas (RfCn2), evalia encadena-
mientos matematicos (CAn3) y aplica las estrategias apropiadas mas indepen-
dientes (CRPnN3)

( h® +ah+ 1)— 1

[im =a
h->ot h

Realiza ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3),
interpreta las relaciones implicadas (CCn3) y sabe comunicar los resultados
(CMn3).

Para ser derivable en X =0 se tiene que verificar a=1, b=1.

El apartado c) del problema de la ficha 1.35.1 corresponde a los niveles de re-
produccion y conexion.

En el nivel de reproduccion el alumno debe reconocer que se pide el calculo de

la derivada de una funcién en un punto (x = —%),

Asimismo, identifica el problema (RAn1l), comprende la expresion escrita
(RCnl), reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), expone
el proceso de calculo (RAN2), identifica el problema como similar a otros vistos
con anterioridad (RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacion plantea los algoritmos correspondientes (RPRnN2), -calculando la
derivada de la funcién f(x)=In(e+sen(x))-, asociandola a férmulas esta-
blecidas y realizando los calculos (RPRn3) con lo que reproduce problemas ya
practicados de manera cerrada (RRPn2) y calcula la derivada realizando célcu-
los mediante procedimientos familiares (CLSON3).
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£1(x)= cos(x)

~e+sen(x)

)

Utiliza un Unico tipo de representacion estandar ya utilizada (RRnl), maneja
férmulas y realiza los calculos (RLSON3), resuelve problemas rutinarios estan-
darizados (RRPn3) y describe los resultados obtenidos (RCn3).

En el proceso de resolucion interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico
(limites) en situaciones menos conocidas (CLSOn1l) manejando afirmaciones
sencillas y expresiones con formulas y simbolos no rutinarios (CLSOnN2)- loga-
ritmo, trigonometria- y utiliza variables y calculos mediante procedimientos fa-
miliares (CLSON3), como es el célculo de los valores de las funciones trigo-
nomeétricas.

FICHA 1.35.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P35
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * * *
C * * * * * *
M * * * *
RP * * * *
R * *
LSO * * * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P39

El problema que se presenta en la ficha 1.39.1 corresponde a los niveles de
conexion y reflexion.

En primer lugar, el alumno piensa en el tratamiento matematico necesario
(CPRnN1), estructura la situacion que debe modelizar (CMn1) y desarrolla pro-
cedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).
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FICHA 1.39.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P39

P39.- Sea f (X )= x3 +ax?+bx+c. Determinense a, b y ¢ de modo que f (X ) tenga un ex-
tremo relativo en x =0, la recta tangente a la grafica de f (x) en x=1 sea paralela a la

recta y-4x=0,y el &rea comprendida por la grafica de f ( X ) eleje OXylasrectas x=0,

x=1,seaigual a 1.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA ALGEBRAICA FUNCIONAL
PUNTUACION
FALOS DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P39.- Sea f(x)=x®+ax?+bx+c. Determina los valores de a, b y ¢ de modo que

f (x) tenga un extremo relativo en x =0, la recta tangente a la gréfica de f (x) en

x=1 sea paralela a la recta y—4x=0, y el area comprendida entre la grafica de

f(X), el eje OXy las rectas x=0, x=1, seaigual a 1.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS : Conexién y reflexion

Como, por condiciones del enunciado, la funcion tiene un extremo relativo en el
punto X =0, verifica f'(0)=0.

Como la recta tangente en X =1 es paralela a la recta y—4x=0, la pendiente

de la recta tangente es m=4.

Dado que la derivada, evaluada en el punto, es la pendiente de la recta tangen-
te a la curva en dicho punto, se tiene f'(1)=4.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sabe expre-
sarse sobre cuestiones mateméticas (CCnl), comprende que tiene que emple-
ar conceptos matematicos intermedios (CPRn2), -la funcién derivada-, sigue el
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encadenamiento de argumentos matematicos 10
particulares (CAn2) y explica los célculos y
sus propiedades (CCn2).

f'(x)=3x*+2ax+b

53 4 / : 3
Sustituyendo, obtiene el sistema de ecuacio-
nes: -3

f'(0)=b=0
Figura 1.39.1
f'(1)=3+2a

Cuya soluciones  b=0ya =%

En este momento, si el alumno razonase de la siguiente forma, estaria en un
nivel de reflexion.

El enunciado dice: "...y el area comprendida
por la gréfica de f (X) el eje OX y las rectas

x=0, x=1, seaigual a 1", pero dado que la
funcidn presenta parametros, se tiene:

3

f (x)=x3+lx2+c
2
Que cumple

f(0)=cy f(1)=%+c

. e . 3 Figura 1.39.2
Si se verificase la condicion c<—§, al calcular

el area tendria que tomar el valor absoluto de la integral (Figura 1.39.1), pero si

—g< c<0, habria que calcular el punto de corte de la curva
f(x)=x® Jr%x2 +c¢ con el eje OX, en el intervalo (0,1), con lo que, a priori, al
1
calcular el &rea no podria hacerse calculando IO f(x)dx .Figura 1.39.2.

Con este argumento, el alumno razona de forma sencilla distinguiendo formas
mas amplias de argumentacion (RfAnl) y sabe explicar cuestiones matemati-
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cas, calculos y resultados (RfCnl), es decir, se encuentra en el nivel de re-
flexion.

Se tiene una funcidn definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de representacion (CRnl, CRn2),
analitica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRN3). Figura 1.39.2.

Si la funcion no tiene puntos de corte con el eje de abscisas la condicion del
enunciado “el area comprendida por la grafica de f (x ) el eje OX y las rectas

x=0, x=1, sea igual a 1" implica que

J.1(x3+1x2+cjdx:1
0 2

Aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3), interpretando las relacio-
nes implicadas (CCn3).

o
i

4 3 1
.[1 x3+1x2+c dx= 2+ X Lex| =1
0 2 4 6

0

- - ; +Utilizando la regla de Barrow

T T
-3 -2 -1 0 2 3

1 1 7
—+—+Cc=1 = c=—
-5 4 6 12

Por ende, los valores obtenidos son:

-10 4

1 7
Figura 1.39.3 a=5,b=0yc=5

El alumno comunica de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

El resultado ¢ :% ratifica que el célculo de la integral es correcto, (el enun-

ciado se propone a partir de la solucion del mismo) pero, a priori con las condi-
ciones dadas, nada indica que el estudio realizado sobre los posibles valores
de c sea innecesario.

Interpreta formas de representacion (CRn1l), selecciona y cambia entre formas
de representacion (CRn2) y traduce y diferencia entre distintas formas de re-
presentacion (CRn3).Figura 1.39.3.

Interpreta el lenguaje formal y simbélico basico, en situaciones menos conoci-
das (CLSOn1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y
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férmulas no rutinarias (CLSON2), —derivadas, integrales- y utiliza variables y
realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3)

FICHA 1.39.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P39
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * * *
M * *
RP *
R * * *
LSO * * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P43

El problema que se presenta en la ficha 1.43.1 corresponde a los niveles de
reproduccion y conexion.

Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién reprodu-
ce el conocimiento estudiado.

Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion reprodu-
ce el conocimiento estudiado: Reconocimiento de equivalentes, aplicacion de
destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejo de expresiones y formu-
las establecidas y realizacion de célculos.

Asimismo, el problema reproduce situaciones similares a las estudiadas en cla-
se, pero no son de mera rutina, por tanto se trata de un nivel de conexion. Es
preciso pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1).

1

f'ix)=e"+=

(x)=er+
Para estudiar la monotonia de la funcion, hay que estudiar el signo de la prime-
ra derivada, con lo que el alumno comprende que tiene que emplear conceptos
matematicos intermedios (CPRn2), aplica los conceptos matematicos apropia-
dos, (CPRn3), ademas estructura la situacion que debe modelizar (CMnl) y

traduce en la practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudia-
dos (CMn2).
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FICHA 1.43.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P43

P43.-Sea f(x)=e*+In(x), xe(0, ).

a) Estudiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f y sus asintotas.

. . L . 1 .
b) Pruébese que f tiene un punto de inflexiébn en el intervalo {E , 1} y esbdcese la

grafica de f.
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 | 01|02 |03 04]05]06]07]08]09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 2
VERBO UTILIZADO ESTUDIAR / PROBAR / ESBOZAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
s OS DELENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P43.- Dada la funcion f (x)=e*+In(x), xe(0, o).

a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (X)

b) Escribe las ecuaciones de sus asintotas.

c) Pruebaque f (X) tiene un punto de inflexién en el intervalo [% 1]

d) Esboza la graficade f(x).

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccidn y conexién

El calculo de los valores que anulan esa funcion derivada corresponde al nivel
de reproduccién, manejo de procedimientos y férmulas, resolviendo y calculan-
do (RLSON3).

f'(x)>0 Vx>0
La funcion crece en el intervalo (0, +oo)

Mediante el célculo de limites, obtiene las asintotas.
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Efectuar este paso supone gue sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCnl), explica los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relacio-
nes implicadas (CCn3).

Razona matematicamente de manera simple (CAnl), sigue el encadenamiento
de argumentos matematicos particulares (CAn2) y evalla ese encadenamiento
de argumentos matematicos (CAn3), a la vez que desarrolla procedimientos in-
tuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).

Se presenta lenguaje algebraico, aritmético y geométrico, con lo que interpreta
el lenguaje formal y simbodlico basico, en situaciones menos conocidas
(CLSOnN1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formu-
las no rutinarias (CLSONZ2) y utiliza variables y realiza calculos mediante proce-
dimientos familiares (CLSOnN3).

lim (e* +In(x))=—c0 luego

x—>0"
X =0 es asintota vertical.

lim (e*+In(x))=+o

X+

por lo que no tiene asintota horizontal.

i e* +In(x)

X —>+o© X

con lo que no tiene asintota oblicua.

El alumno razona matematicamente de ma-

nera simple (CAnl), sigue el encadenamiento

de argumentos matematicos particulares (CAn2) y evalla ese encadenamiento
de argumentos matematicos (CAn3), a la vez que desarrolla procedimientos in-
tuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).

Figura 1.43

Se tiene una funcidn definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de representacion (CRnl, CRn2),
analitica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRn3).

El apartado b) del problema que se presenta en la ficha 1.43.1 es un ejercicio
en el que hay que utilizar el teorema de Bolzano y corresponde al nivel de re-
produccion.
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Con este razonamiento identifica el problema (RANn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1). A continuacién, plantea los
algoritmos correspondientes (RPRn2).

Consideramos la funcioén:

" 1
f(x)=e -5

Es una funcién continua en su dominio (0, « ), por ser suma algebraica de

funciones continuas.
1
f --(1):e(21_4<o

f(1)=e-1>0

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sen-
cillas (RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3).

Es una funcion continua en el intervalo cerrado [% ,1} gue toma valores de

signo contrario en los extremos del intervalo, por el teorema de Bolzano, existe

un punto ce (%1) con f "(c)=0, que es el punto de inflexion.

Justifica las formulas utilizadas y los resultados (RANn3), maneja procedimientos
resolviendo y calculando (RLSOnN3) y resuelve problemas rutinarios estandari-
zados (RRPnN3). Concluye describiendo los resultados obtenidos (RCn3) y co-
municando de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 1.43.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P43
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * *
C * * * * * *
M * * * *
RP * * *
R * * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DEL PROBLEMA P45

FICHA 1.45.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P45

P45.- Sea P(a,sena) un punto de la grafica de la funciéon f (x )=sen(x) en el intervalo

[O , 7z]. Sea rp la recta tangente a dicha gréafica en el punto Py Ap el &rea de la region de-

terminada por las rectas rp, x=0, X=7, Y= 0.

Calculese el punto P para el cual el area A, es minima. (Nota: Puede asumirse, sin demos-

trar, que la recta rp se mantiene por encima del eje OX entre Oy )

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS s 21 3| 4] 5] 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P45.- P =(a,sen(a)) es un punto de la gréafica de la funcion f (X): sen(x) en el inter-

valo [0 : 7z] La recta tangente a dicha grafica en el puntoP es r, y A, es el area de

la region determinada por las rectas r,, x=0, X=7, Y= 0.

Calcula el punto P para el cual el area A, es minima. (Nota: Puede asumirse, sin

demostrar, que la recta r, se mantiene por encima del eje OX entre 0y )

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El ejercicio que se presenta en la ficha 1.45.1 corresponde a los niveles de co-
nexion y reflexion.

El Reproduce una situacion similar a la referente en la instruccion, pero no es
una mera rutina, dado que el alumno tiene que pensar en el tratamiento ma-
tematico necesario (CPRnN1) y estructurar la situacion que se debe modelizar
(CMn1).

Rosario Fatima Zamora Pérez

169



Analisis en competencias de los enunciados de Analisis Matematico

Hay que definir una funcion, obtener la funcion derivada e igualar a cero dicha
derivada. Es decir, razona matematicamente de manera simple (CAnl) y desa-
rrolla procedimientos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).

Por otra parte, el alumno interpreta formas de representacion (CRn1l), sabe ex-
presarse sobre cuestiones mateméaticas (CCnl), e interpreta el lenguaje formal
y simbdlico (CLSOnN1).

Comprende que tiene que emplear métodos matematicos intermedios (CPRnN2),
manejando afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no ru-
tinarias (CLSON2).

El alumno empieza escribiendo la ecuacion de la recta tangente a la curva de la
funcién f (x)=sen(x ), en ese punto.

f'(x)=cos(x) = m(a)=cos(a)
Esa es la pendiente de la recta tangente en el punto P =(a,sen(a)).

Explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones impli-
cadas (CCn3), a la vez que maneja afirmaciones sencillas en expresiones y
férmulas no rutinarias (CLSON2).

Para escribir la ecuacion de la recta tangente, utiliza la expresion punto-
pendiente, es decir:

El punto de tangencia de la curva es P=(a,sen(d)) y la pendiente es
m(a)=cos(a).
Ecuacion de la recta tangente:

y—sen(a)=cos(a)-(x-a)

Aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3), aplica las estrategias
apropiadas mas independientes (CRPn3) y utiliza variables y realiza ecuacio-
nes y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

El alumno tiene que obtener la funcidn area del “trapecio” determinado por las
rectas r, =y—sen(a)=cos(a)-(x-a), Xx=0, x=7, y=0.

(B+b)
2

A= -h

Esa es la funcion que debe optimizar, para lo cual calcula la funcién derivada.
Previamente, obtiene los valores de las bases y de la altura del trapecio.
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Obteniendo el punto

y=—acos(a)+sen(a)
Que es el punto de interseccion de la recta r, =y—sen(a)=cos(a)-(x—a)
con larecta X=0

El punto y=sen(a)+cos(a)-(z—-a), es el punto de interseccién de la recta

X=m conlarecta r,=y—sen(a)=cos(a)-(x—a).

Esos puntos corresponden a la longitud de las bases del trapecio y la altura es
la distancia de X=0 a x=7 , esdecir h=7.

Este ejercicio también corresponde a un ni- 2+
vel de reflexion dado que el estudio de la
recta tangente y del recinto tienen parame-
tros, por lo que el alumno necesita hacer un
ejercicio de reflexion para planificar estra-

tegias y aplicarlas en la resolucion de un v
problema que contiene elementos inusua- | .
les.

Aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2) y
sabe explicar cuestiones matematicas,
calculos y resultados (RfCn1).

Figura 1.45

De lo que se desprende que:
AI%(HCOS(&)— 2acos(a)+2sen(a))

Interpreta las relaciones implicadas (CCn3) y sabe interpretar y alternar diferen-
tes modelos y comunicar los resultados (CMn3).

Calcula la funcién derivada:
A’ :%(—nsen(a)+ 2asen(a))

Iguala a cero la funcion derivada:
(-7 +2a)sen(a)=0
Resolviendo la ecuacién planteada, obtiene valores:

a=0,a:ﬂ,a=£
2
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Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento matematico particular,
haciendo una evaluacion del mismo (CAn2), traduce, en la practica, el modelo
a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2), eligiendo las estrate-
gias apropiadas que conexionen areas matematicas (CRPn2) aplicando, de es-
te modo, conceptos matematicos apropiados (CPRn3) y selecciona y cambia
entre diferentes formas de representacion (CRn2). Figura 1.45.

En el desarrollo del ejercicio el alumno resuelve ecuaciones con parametros y
realiza derivadas, es decir utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos me-
diante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Es preciso comprobar que la solucidon obtenida satisface las condiciones del
enunciado, es decir, que el area es maxima; calculando la derivada segunda y
comprobando que para los valores obtenidos dicha derivada es menor que ce-
ro.

El alumno sigue el encadenamiento del argumento matematico particular,
haciendo una evaluacion del mismo (CAn2), explica los calculos y sus propie-
dades (CCn2), e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

A":%(Zsen(a)Jr cos(a)-(- 7 +2a))

A"(%):%[Zsen[%j+cos[%]-(—7z+7r)j=7r>0

2

A"(n):%(ZSen(ﬂ)+cos(7z)-(—7r+27z)):—%<0

2

A"(o)z%(2sen(o)+cos(o).(—7z+2-o)):—%<o

Y, por tanto, se obtiene el area minima para a:%.

{5 (5)H5

Concluye describiendo los resultados obtenidos (RCn3) y comunicando de ma-
nera elemental los resultados del modelo (RMn3).

El punto pedido es:
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FICHA 1.45.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P45
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * * *
A * *
C * * * * *
M * * * *
RP * * *
R * *
LSO * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P52

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 1.52.1 es un ejercicio que
se encuadra en el nivel de conexion.

Hay que hacer el estudio de una funcidn con el fin de representarla y eso re-
produce situaciones similares a las estudiadas en clase, pero no son de mera
rutina, por tanto se trata de un nivel de conexion.

Por tanto, el alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario
(CPRnN1), con lo que comprende que tiene que emplear conceptos matematicos
intermedios (CPRnN2) y aplicar los conceptos matematicos apropiados (CPRN3).

Para estudiar la monotonia de la funcidén y extremos relativos, hay que observar
el signo de la primera derivada y para escribir las ecuaciones de las asintotas
hay que calcular limites.

El dominio de la funcién es R.

Con este razonamiento, el alumno sabe expresarse sobre cuestiones matema-
ticas (CCn1l) explicando los calculos y sus propiedades (CCn2), estructura la si-
tuacion que debe modelizar (CMnl) y traduce en la practica el modelo a seguir,
gue es algo diferente de los estudiados (CMn2).

Calcula la funcion derivada

fr(x)=(2-2x)e>™

., _y2 . -,
La ecuacion (2-2x)e®* ™ =0 tiene como solucién x=1.
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FICHA 1.52.1 ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P52

P52.- Sea f la funcién dada por f (x): g 2xx*

a) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y las asinto-
tas de f.

b) Determinar el nimero de soluciones de la ecuacion f(x)=2 en el intervalo [0,1].

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS S| 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 3
VERBO UTILIZADO CALCULAR / DETERMINAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E';SS DEL ENUN- ESTRUCTURA / SIGNIFICADO DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P52.- Dada la funcion f (x ) definida por f(x)=e2**".

a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Halla los extremos relativos.

c) Escribe las ecuaciones de las asintotas de f (x )

d) Determina el nimero de soluciones de la ecuacion f(x):2 en el intervalo

[0,1].

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccidn y conexién

Al resolver esta ecuacién, el alumno interpreta el lenguaje formal y simbdlico
basico, en situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja afirmaciones senci-
llas y expresiones con simbolos y férmulas no rutinarias (CLSON2) y utiliza va-
riables y realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Estudia el signo de la funcién derivada en los intervalos (- ,1) y (1, +), de
lo que se deduce:
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La funcién crece en el intervalo (- ,1) y de-

crece en el intervalo (1, +o)

Presenta un maximo en el punto (1, e)

Efectuar este paso supone que sabe expresar- J
se sobre cuestiones matematicas (CCn1l) expli- R B
cando los célculos y sus propiedades (CCn2) e
interpretando las relaciones implicadas (CCn3).

Figura 1.52.1

Como el dominio de la funcién es R, no tiene asintotas verticales.

2X

) g2 e
Iim (e2X x ): lim =—=0

X —> —© X —> -0 eX

, ' 2% - x? -
Anélogamente, Xumw(e o ):e =0 pues Iim 2x—x2 = -

X — *oo

La funcién tiene como asintota horizontal larecta y =0.

Como tiene asintota horizontal no tiene asintota oblicua.

Se tiene una funcion definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de representacion (CRnl, CRn2),
analitica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRN3). Figura 1.52.1.

El apartado b) del ejercicio de la ficha 1.52.1 corresponde al nivel de repro-
duccién y conexion.

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1l), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMnl) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPnl). Continda planteando los al-
goritmos correspondientes (RPRn2).

El alumno resuelve la ecuacién

Es una ecuacion exponencial, para resolverla el alumno interpreta el lenguaje
formal y simbdlico basico, en situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja
afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y féormulas no rutinarias
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(CLSOnN2) y utiliza variables y realiza calculos mediante procedimientos familia-
res (CLSOn3).

Tomando logaritmos
In(e?" J=2x-x2=In(2)

x?-2x+In(2)=0

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2) realizando explicaciones senci-
llas (RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3).

Es una ecuacion de segundo grado, que tiene como soluciones:

x1=1+1/1—lni25 y x2=1—1/1—ln125
Dado que el enunciado pide que las soluciones estén en el intervalo [0,1], la

solucion es x, =1-./1-In(2).
Como, al resolver la ecuacién, ha encontrado la solucion puede afirmar que

La ecuacién e’ =2 tiene una solucién en el intervalo [0,1]

Con este razonamiento realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las
férmulas utilizadas y los resultados (RAN3), maneja procedimientos resolviendo
y calculando (RLSONn3) y resuelve problemas rutinarios estandarizados
(RRPnN3). En conclusion, describe los resultados obtenidos (RCn3) comunican-
do de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

El alumno podia haber hecho un razonamiento mas elaborado utilizando los
teoremas de Bolzano y Rolle.

Piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), razona matematica-
mente de manera simple (CAnl) y estructura la situacion que debe modelizar
(CMn1).

Define la funcién

g(x)=e?* -2

Es una funcién continua en todo R y en particular en el intervalo cerrado [0 , 1],

por ser suma algebraica de funciones continuas.
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g(0)=e°-2<0
g(1)=e'-2>0
Es una funcién continua en el intervalo cerrado [0,1] que toma valores de sig-

no contrario en los extremos del intervalo, por el teorema de Bolzano, existe un

punto ce(0,1) ,con g(c)=e?*" -2=0 , que es la solucién de la ecuacién

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

Para demostrar que la solucién es Unica razo- 4
na por reduccién al absurdo, suponiendo que
existen dos valores c, y c,, soluciones de la

ecuacion

Es decir, g (C1 ): g (02 ): 0 Figura 1.52.2

La funcién g(x)=e?** -2 es derivable y

su derivada es
g'(x)=(2-2x)e®™
Por el teorema de Rolle, tiene que existir un punto de(c,,c, )=(0,1) con la
condicién g'(d )=0
La ecuacién g'(x)=0 tiene solucién X =1
Lo cual contradice el teorema de Rolle.
Luego el razonamiento era falso y la solucién es unica.

De este modo desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados pero no ruti-
narios (CRPn1), evalia el encadenamiento de argumentos matematicos parti-
culares (CANn3) y sabe interpretar y alternar diferentes modelos y comunicar los
resultados (CMn3).
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El alumno interpreta formas de representacion (CRnl) y selecciona y cambia
entre diferentes formas de representacion (CRn2), analitica y graficamente. Fi-
gura 1.52.2.

FICHA 1.52.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P52
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * *
C * * * * * *
M * * * * *
RP * * *
R * * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P57

En el apartado a) del problema que aparece en la ficha 1.57.1 se pide el estu-
dio y representacion de una funcion, es un ejercicio que se encuadra en los ni-
veles de reproduccion, conexién y reflexion.

El problema reproduce situaciones similares a las estudiadas en clase, pero no
son de mera rutina, por tanto se trata de un nivel de conexién.

Para estudiar la monotonia de la funcidén y extremos relativos, hay que observar
el signo de la primera derivada, para estudiar la curvatura y puntos de inflexiéon
hay que calcular y estudiar el signo la segunda derivada y para escribir las
ecuaciones de las asintotas hay que calcular limites.

Efectuar este paso supone que sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCn1) explicando los célculos y sus propiedades (CCn2).

El alumno estructura la situacion que debe modelizar (CMn1l), traduce en la
practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2) y
desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).

Por tanto, el alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario
(CPRnN1), con lo que comprende que tiene que emplear conceptos matematicos
intermedios (CPRnN2) y aplicar los conceptos matematicos apropiados (CPRnN3).
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FICHA 1.57.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P57

P57.- Sea f(x)=2-x+Inx con xe(0,+o).

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los inter-
valos de concavidad y convexidad y las asintotas de f. Esbozar la grafica de f.

b) Probar que existe un punto ¢ ¢ {iz , 1} tal que f (c ): 0.
[S]

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS sl 21 31 4] 5] 6 NO
Forma implicita 5
VERBO UTILIZADO ESBOZAR / DETERMINAR / PROBAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAALE%SS DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P57.- Dada la funcién f(x)=2-x+In(x) con xe(0,+x).

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcula los extremos relativos.
C) Halla los intervalos de concavidad y convexidad

d) Escribe las ecuaciones de las asintotas de ().

e) Esboza la graficade f(x).

f) Prueba que existe un punto c e {lz , 1} tal que f (C): 0.
e

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién, conexidn y reflexion

La funcién f(x)=2-x—-In(x) esta definida en el intervalo (0, + o)

Calcula la funcién derivada

f'(x):—1+;:—

Rosario Fatima Zamora Pérez

179



Analisis en competencias de los enunciados de Analisis Matematico

Calcula los valores que anulan esa funcion derivada, lo que corresponde al ni-
vel de reproduccion, manejo de procedimientos y férmulas, resolviendo y cal-
culando (RLSON3).

., 1-x . .,
Resuelve la ecuacion —— =0 obteniendo la soluciéon X =1.
X

Estudia el signo de la funcién derivada en los intervalos (0,1) y (1, +x), de lo

que se deduce:

La funcién crece en el intervalo (0,1) y decrece en el intervalo (1, +)
Tiene un maximo en el punto (1,1).

Efectuar este paso supone que sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCn1l) explicando los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las
relaciones implicadas (CCn3).

Calcula la funcion derivada segunda

La ecuacion f"'(x)= _iz =0 no tiene solucion.
X

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y sabe expre-
sarse sobre cuestiones mateméaticas (CCnl).

La funcién f"(x) es siempre <0 en el intervalo (0, + 0 ) de lo que se deduce
que la funcién es concava en (0, + ).

Para efectuar este estudio el alumno ha tenido que estudiar el signo de las fun-
ciones derivadas con lo que interpreta el lenguaje formal y simbélico basico, en
situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja afirmaciones sencillas y ex-

presiones con simbolos y formulas no rutinarias (CLSON2) y utiliza variables y
realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

I|’r9+(2—x+ln(x))=—oo, por lo que

X =0 es asintota vertical

Como el crecimiento de la funcién f (x)=x es mas rapido que el de la funcién

g(x)=In(x), utilizando 6rdenes de infinitud,

lim (2-x+In(x))=—o

X—>+
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No tiene asintota horizontal

- 0
tim 27XEM0) e 20 g g MO

X—>+ X X —> 40 X X — +0o0 X — +o0 X

(1) Utilizando la regla de L’'Hopital

im (2-x+In(x)=(=x))=+00

La funcidon no tiene asintota oblicua 0

El alumno, para representar la funcion también
puede hacer la siguiente reflexion

Dado que Iirg+(2—x+ln(x))= —o0, para pasar

de - al punto (1,1) en algin punto del inter-

valo (0,1) tiene que cortar al eje de abscisasy _
Figura 1.57

dado que lim (2—-x+In(x))=—-o tiene que

X —> + o0

existir otro punto de corte con el eje de abscisas en el intervalo (1, +o ).

Aparece aqui el nivel de reflexion por parte del estudiante para aplicar estrate-
gias en la resolucion de un problema que contiene elementos inusuales, con lo
gue aplica estrategias no rutinarias (RfPRn2), razona de manera sencilla, dis-
tinguiendo formas mas amplias de argumentacion (RfAnl), sabe explicar cues-
tiones matematicas, calculos y resultados (RfCn1l).

Se tiene una funcién definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de representacion (CRnl, CRn2),
analitica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRn3).

La gréfica de la funcion es la figura 1.57.

El apartado b) del ejercicio que se presenta en la ficha 1.57.1 es un ejercicio de
reproduccion, en el que hay que utilizar el teorema de Bolzano para su reso-
lucion.

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1). A continuacién, plantea los
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algoritmos correspondientes (RPRn2) y reproduce un problema ya practicado
de manera cerrada (RRPn2).

Consideramos la funcién
f(x)=2-x+In(x)

Es una funcién continua en su dominio (0, ), por ser suma algebraica de

1 1 1 1
f(e—zjzz—e—2+ln[e—2]:—e—2<0

f(1)=2-1+In(1)=1>0

funciones continuas.

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sen-
cillas (RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3).

Es una funcién continua en el intervalo cerrado [iz , 1} que toma valores de
e

signo contrario en los extremos del intervalo, por el teorema de Bolzano,

existe un punto Ce(iz,’]j con f(c)=0
e

El alumno justifica las férmulas utilizadas y los resultados (RANn3), maneja pro-
cedimientos y formulas, resolviendo y calculando (RLSON3) y resuelve proble-
mas rutinarios estandarizados (RRPn3).

Concluye describiendo los resultados obtenidos (RCn3) y comunicando de ma-
nera elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 1.57.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P57
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * * *
A * * * * *
C * * * * * * *
M * * * *
RP * * * *
R * * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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IV.3. ESTUDIO DE LAS CUESTIONES DE ANALISIS MATEMA-
TICO

En este apartado se muestra una sintesis del analisis que se ha realizado so-
bre todas las cuestiones de A.M. que se han propuesto en las Universidades de
Castilla y Leon al amparo del curriculo LOGSE. Como ya se ha mencionado se
presentan dos tablas para cada cuestion, una que contiene el enunciado y las
competencias implicitas en el mismo, su ubicacion temporal, un analisis grama-
tical y enunciaddo altenativo y, tras la conclusion, se presenta otra tabla de
competencias que se detectan en su resolucion.

ANALISIS DE LA CUESTION C1

FICHA 2.1.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C1
. ( a*+b XJUX _
C1.- Calcular lim | ———— ,siendo a,b>1,
x—0 2
CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98| 99| 00|01 |02]03]|04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

1/x
. [ a¥+b”
C1.- Calcula lim (T] , siendo a,b>1.

x—0

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El ejercicio que se presenta en la ficha 2.1.1 es un ejercicio con parametros, en
el que hay que utilizar la regla de L'Hobpital para su resolucion, es, por consi-
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guiente, un ejercicio de conexion pues reproduce situaciones similares a las
practicadas durante la instruccion pero que no son de mera rutina.

El alumno estructura la situaciéon que debe modelizar (CMn1l) y traduce en la
practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2)
dado que tiene que trabajar con parametros.

Por tanto, piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRnl), razona ma-
tematicamente de manera simple (CAnl), sabe expresarse sobre cuestiones
matematicas (CCnl) y desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero
no rutinarios (CRPnN1).

x—0

1
. [a*+b” %
Hay que calcular el lim — =L

Para x>0,a*>1y b*—>1

—1, 1—>ioo, por tanto, es una
X
indeterminacion del tipo 1”.

Tomando logaritmos neperianos

B 1
[ a*+b” % , . :
In(L)=1In| Iim 5 = como el logaritmo es una funcion continua
x—0
a*+b* g
= I|'mO In > = utilizando las propiedades de los logaritmos
X—>

= utilizando la regla de L’'Hdpital
x—=>0 ¥ x—0 X

_ Iiml-ln( a“zrbX j: i In(ax+bx)—ln(2)
a*-In(a)+b*-In(b)

= ||’m0 a’ J1rbx = In(a);ln(b): utilizando las propiedades de los

logaritmos =1In,/ab
In(L)=In/ab = L=, ab

Efectuar estos pasos supone que el alumno justifica las férmulas utilizadas y
los resultados (RAN3), sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl)
explicando los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las relacio-
nes implicadas (CCn3).
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El alumno comprende que tiene que emplear conceptos matematicos interme-
dios (CPRN2) y aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRN3).

Con el célculo de limites y la aplicacion de las propiedades de logaritmos y re-
gla de L’Hépital, interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones
menos conocidas (CLSOnN1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con
simbolos y férmulas no rutinarias (CLSON2) y realiza calculos mediante proce-
dimientos familiares (CLSOnN3).

FICHA 2.1.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C1
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * *
C * * *
M * *
RP *
R
LSO * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C5

La cuestion que se presenta en la ficha 2.5.1 es un ejercicio con parametros,
es, por consiguiente, un ejercicio de conexion pues reproduce situaciones si-
milares a las practicadas durante la instruccion pero que no son de mera rutina.

El alumno estructura la situacion que debe modelizar (CMn1), por tanto, piensa
en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), razona matematicamente de
manera simple (CAnl) y sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCnl).

Traduce en la practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudia-
dos (CMn2) y desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no ruti-
narios (CRPn1).

Los puntos Ay B son puntos de la gréafica de la funcion f (x ): ax?+bx+c, por

tanto sus coordenadas son:

A:(x1 ' Y ):(x1,ax12+bx12+c) Yy B=(x,.Yy, ):(xz,ax22+bx22+c)
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FICHA 2.5.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C5

C5.- Si sobre la parabola y =ax? +bx+c se toman dos puntos Ay B, de abscisas X1y Xo,

_ X1+ Xo
comprueba que la tangente en el punto de abscisas 5 es paralela a la cuerda AB.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98| 99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO COMPROBAR
TIEMPO VERBAL IMPERATIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA ECUACIONAL
PUNTUACION
EIAA"E';SS DEL ENUN- SIGNIFICADO DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

El enunciado esta bien.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

La pendiente de la cuerda AB es

Yo-¥i a(x2-x?)+b(x,-x)
m-— = = =
"y, X X, X, a(X2+X1 )+b

(1) Factorizando y simplificando

De donde se deduce que

mﬁ:a(xptx1 )+b

Efectuar estos pasos supone que el alumno razona matematicamente de ma-
nera simple (CAnl), sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl)
explicando los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las relacio-
nes implicadas (CCn3).

Derivando

f'(x)=2ax+b = f'(%}:Za(%}tb:a(x#xz )+b
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Como la derivada, evaluada en el punto, es la pendiente de la recta tangente a
la curva en dicho punto, calcula el valor de la funcién derivada.

f'[%jza(x&xz )+b

El alumno comprende que tiene que emplear conceptos matematicos interme-
dios (CPRnN2), pues trabaja con parametros, y aplica los conceptos matemati-
cos apropiados (CPRnN3).

Con el calculo de la pendiente de la recta y de la derivada interpreta el lenguaje
formal y simbdlico basico, en situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja
afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no rutinarias
(CLSOnN2) y realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

La pendiente de la recta tangente en el punto X4t % es:

a(x1+x2)+b:mﬁ

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.5.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C5
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A *
C * * * *
M * * *
RP *
R
LSO * * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C8

La cuestion que se presenta en la ficha 2.8.1 es un ejercicio de reproduccion
del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucién de pro-
blemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales,
manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.
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FICHA 2.8.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C8

C8- La derivada de la funcién f(x)=(x-1)(x+2)e ** +3 ¢Se anula por lo menos en un

punto del intervalo (— 2, 1)? Razona tu respuesta, indicando en qué resultado tedrico te has

basado.
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95|96 | 97 |98 | 99 | 00 | 01|02 | 03| 040506070809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS S| 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 2
VERBO UTILIZADO RAZONAR
TIEMPO VERBAL IMPERATIVO
ESCRITURA ALEBRAICA FUNCIONAL
PUNTUACION
('::IAA'-[')-SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C8- Se considera la funcién f (x)=(x—1)(x+2)e*" +3. Explica si la funcién deri-

vada se anula por lo menos en un punto del intervalo (—2 , 1), indicando en qué re-

sultado tedrico te has basado.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién

El alumno identifica el problema (RANnl), comprende la expresion escrita
(RCn1), reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), identifi-
ca que el modelo es similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y reconoce
el problema como practicado durante la instruccion (RRPn1).

El alumno continda exponiendo el proceso de calculo (RAN2) y reproduce el
ejercicio de manera cerrada (RRPn2).

La funcién f(x)=(x-1)(x+2)e™ +3 es continua en el intervalo cerrado

[-2,1] y derivable en el intervalo abierto (-2,1).
f(-2)=0y f(1)=0
Por el teorema de Rolle, existe un punto ce(-2,1) con f'(¢)=0.

Con este razonamiento, el alumno maneja procedimientos y férmulas, resol-
viendo y calculando (RLSOnN3), realiza explicaciones sencillas (RCn2), plantea
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los algoritmos correspondientes (RPRn2), asocia con férmulas establecidas y
realiza los calculos (RPRnN3) y, asi, resuelve problemas rutinarios estandariza-
dos (RRPn3).

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3) y termina justificando las
férmulas utilizadas y los resultados (RAn3) y comunicando de manera elemen-
tal los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.8.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C8
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C11

La cuestidn de la ficha 2.11.1 es un ejercicio de conexion y reflexion por parte
del estudiante para planificar estrategias y aplicarlas en la resoluciéon de un
problema que contenga elementos inusuales.

El alumno piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), sigue el
encadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2), sabe expre-
sarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), estructura la situacién que debe
modelizar (CMn1l) y traduce en la practica el modelo a seguir, que es algo dife-
rente de los estudiados (CMn2).

Como ejemplo:
Considerando el intervalo (-1,1) y la funcién f (x)=x?
Es una funcién derivable y estrictamente creciente en (-1,1).

Sin embargo

f'(0)=0
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Lo que contradice que f'(x)>0 Vxe(-1,1)

FICHA 2.11.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C11

C11.- Lea atentamente el siguiente enunciado: “Dada una funcién f definida y derivable en un
intervalo abierto (a ) b) de los numeros reales, si f es estrictamente creciente en dicho inter-

valo, entonces f '(X)> 0. ¢Es cierto? En caso afirmativo razonar la respuesta y en caso

contrario poner un contraejemplo.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO RAZONAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C11.- Lea atentamente el siguiente enunciado: “Dada una funcion f(x) definida y

derivable en un intervalo abierto de nimeros reales (a , b), si f (x) es estrictamente

creciente en dicho intervalo, entonces f'(x)>0".

El enunciado puede ser verdadero o falso. Explica de forma razonada la veracidad
del mismo v si es falso escribe un contraejemplo.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion y reflexion

El alumno expone problemas mas alla de la reproduccion de los ya practicados
(RfRPnN1), razona de forma sencilla, distinguiendo formas mas amplias de ar-
gumentacion (RfAnl), sabe explicar cuestiones matematicas, calculos y resul-
tados (RfCnl) y explica asuntos que implican relaciones complejas (RfCn2).

Interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones menos conoci-
das (CLSOn1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y
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férmulas no rutinarias (CLSON2) y realiza célculos mediante procedimientos
familiares (CLSON3).

FICHA 2.11.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C11
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR *
A * *
C * * *
M * *
RP *
R
LSO * * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C15

FICHA 2.15.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C15

C15.- ¢ Una funcion polinémica de grado 2 puede tener dos maximos? ¢ Y algun punto de in-
flexibn? Razonar las respuestas.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 | 00 | 01|02 | 03| 04| 05| 06|07 |08 |09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
2
VERBO UTILIZADO PODER / RAZONAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE INDICATIVO/ INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C15.- a) Analiza de forma razonada si una funcion polinémica de grado 2 puede te-
ner dos maximos

b)_Estudia si dicha funcion polinbmica puede tener algun punto de inflexion.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion
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La cuestidon que se presenta en la ficha 2.15.1 es un ejercicio de reproduccion
del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de pro-
blemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales,
manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.

Consideremos la funcion f(x)=ax? +bx+c
Su funcién derivada es: f '(x )=2ax+b

Es una ecuacion de primer grado que tiene una solucién

2ax+b=0 = x=—£

2a
Como el enunciado dice expresamente “una funcién polinébmica de grado dos”,
el coeficiente a =0, luego esa ecuacion tiene solucion.

Pero como solo tiene una solucidn, la ecuacién no puede tener dos maximos.

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Seguidamente, expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones
sencillas (RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los calculos
(RPRN3).

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las férmulas utili-
zadas y los resultados (RAn3), comunicando de manera elemental los resulta-
dos del modelo (RMn3) y maneja procedimientos resolviendo y calculando
(RLSON3), resolviendo, de tal forma, problemas rutinarios estandarizados
(RRPN3).

El apartado b) de la cuestion también corresponde al nivel de reproduccion.

f'(x)=2a=0 Vaz0

Por tanto una funcién polinémica de grado 2, f (x)=ax? +bx+c no tiene pun-

tos de inflexion.

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sen-
cillas (RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los célculos (RPRn3),
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describe los resultados obtenidos (RCn3), comunicando de manera elemental
los resultados del modelo (RMn3),

FICHA 2.15.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C15
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * *
R
LSO *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C16

El apartado a) de la cuestion que se presenta en la ficha 2.16.1 es un ejercicio
de reproduccion del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes,
ejecucion de problemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algo-
ritmos habituales, manejo de expresiones y férmulas establecidas y realizacion
de célculos.

La funcion:

f(x):ln[H—X) (=1)In(1+x)—ln(1—x)

1-X

(1) Utilizando propiedades de los logaritmos

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1l), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Expone el proceso de calculo (RANn2), realizando explicaciones sencillas
(RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los célculos (RPRn3).

Rosario Fatima Zamora Pérez

193



Analisis en competencias de los enunciados de Analisis Matematico

FICHA 2.16.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C16

C16.- Calcular, simplificando todo lo posible el resultado, la derivada de las siguientes fun-
ciones:

1+ X
f =Iln——
a) f(x) N

b) g(x):Lxe’tz(th )dt.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS sl 21 3] 4] 5|6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
FALOS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C16.- Calcula, simplificando todo lo posible el resultado, la derivada de las siguien-
tes funciones:

a) f(x):ln[”—x)

1-x

b) gj(x)=.|‘1xe’t2(1+t2 )dt.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

El alumno reproduce problemas ya practicados de manera cerrada (RRPn2), al
efectuar la derivada utiliza variables y realiza calculos mediante procedimientos
familiares (CLSON3) resolviendo, de tal forma, problemas rutinarios estandari-
zados (RRPnN3). A continuacién describe los resultados obtenidos (RCn3), justi-
fica las formulas utilizadas y los resultados (RANn3), comunicando de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).
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El apartado b) de la cuestion que se presenta en la ficha 2.16.1 es, también, un
ejercicio de reproduccion.

Para calcular la derivada de la funcion g(x ):LX et (1+t2 )dt hay que utilizar

el teorema fundamental del calculo integral.

Con este razonamiento identifica el problema (RANn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMnl) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

La funcion h(t)=e"(1+t?) es una funcién continua en R y en particular en el

intervalo [1,x].

Por el teorema fundamental del célculo integral g(x) es derivable y su deriva-

daes
g'(x)=e" (1+x2)

De esta manera expone el proceso de calculo (RANn2), realizando explicaciones
sencillas (RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos
(RPRNn3), resolviendo, de tal forma, problemas rutinarios estandarizados
(RRPnN3).

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las formulas utili-
zadas y los resultados (RAN3), comunicando de manera elemental los resulta-
dos del modelo (RMn3).

FICHA 2.16.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C16
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DE LA CUESTION C17

FICHA 2.17.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C17

C17.- ;,Se puede asegurar que la funcién x3 —3senx+4 toma el valor cero en algin punto

del intervalo [—2 , 2 ]? Razonar la respuesta indicando el resultado tedrico utilizado.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 9596 | 97 | 98] 99 [ 00|01 02]03]04]05]06]07]08]09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO RAZONAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C17.- Se considera la funcién f(x)=x®-3sen(x)+4. Analiza si tiene por imagen

el valor cero en algun punto del intervalo [—2 , 2].

Enuncia el resultado tedrico utilizado.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

Para resolver la cuestion de la ficha 2.17.1 el alumno tiene que utilizar el teo-
rema de Bolzano, o resultados deducidos a partir del teorema de Bolzano; se
trata pues, de un ejercicio de reproduccién del conocimiento estudiado, reco-
nocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas rutinarios, aplicacion de
destrezas técnicas y de algoritmos habituales y realizacién de célculos.

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1), identifica que es un mo-
delo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1), reconoce representaciones
de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl), y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2).

Tenemos la funcién:
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f(x)=x>-3sen(x)+4

Es una funcion continua en [—2 : 2], por ser suma algebraica de funciones

continuas.
Los valores del intervalo estan dados en radianes, y dado que

—1<sen(x)<1 Vxe[-2,2]
f(-2)=(-2)°-3sen(-2)+4<0

f(2)=(2)°-3sen(2)+4>0

Es una funcion continua en el intervalo cerrado [—2 : 2] que toma valores de
signo contrario en los extremos del intervalo, por el teorema de Bolzano, existe
un punto ce(-2,2), con f(c)=0.

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sen-
cillas (RCn2), reproduce problemas ya practicados de manera cerrada
(RRPn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRN3).

Justifica las formulas utilizadas y los resultados (RAn3), maneja procedimientos
resolviendo y calculando (RLSOnN3) y resuelve problemas rutinarios estandari-
zados (RRPnN3).

f(c)=c®-3sen(c)+4=0

Por ultimo, describe los resultados obtenidos (RCn3), comunicando de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.17.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C17
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DE LA CUESTION C24

FICHA 2.24.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C24

C24.- Siendo f(x)=(x+1)?y g(X)=3X, calcular la derivada de la funcién compuesta

(g(f(x)).

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS s 21 3] 4] 5|6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA ALGEBRAICA FUNCIONAL
PUNTUACION
E|A/l_[|)_88 DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C24.- Siendo f(x)=(x+1)? y g(x)=3x, calcula la derivada de la funcién com-
puesta (g( f (x)).

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

La cuestion que se presenta en la ficha 2.24.1 es un ejercicio de reproduccion
del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de pro-
blemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales,
manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.

La funcidbn compuesta es

g (f (x))=g((x+1)?)=3(x+1)’

Con este razonamiento identifica el problema (RANnl), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

g(f(x))=6(x+1)
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El alumno podia haber utilizado la regla de la cadena para la derivacion de la
funcion compuesta. En este supuesto

(g f)(x)=g'(f(x)) £'(x)=3-2(x+1)=6(x+1)

En este caso, el alumno expone el proceso de calculo (RAN2), reproduce pro-
blemas ya practicados de manera cerrada (RRPn2), realizando explicaciones
sencillas (RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los calculos
(RPRnN3).

Asimismo describe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las formulas utili-
zadas y los resultados (RAN3), comunicando de manera elemental los resulta-
dos del modelo (RMn3) y utiliza variables y realiza calculos mediante procedi-
mientos familiares (RLSOnN3), resolviendo, de tal forma, problemas rutinarios
estandarizados (RRPN3).

FICHA 2.24.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C24
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C26

La cuestion que se presenta en la ficha 2.26.1 es un ejercicio de reproduccion
del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de pro-
blemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales,
manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.

Hay que calcular la integral definida de una funcion definida por un valor abso-
luto, comenzando por reescribir la funcion en dos intervalos.

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1l), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl),
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identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMnl) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

FICHA 2.26.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C26

2
C26.- Calcular | |2x-1|dx

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS s 21 3| 4] 5] 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

2
C26.- Calcula [ |2x-1|dx.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién

1-2x si xsl
La funcion esta definida como: f(x)=|2x-1|= %
2x-1 si x>§

En este caso, el alumno plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), ex-
pone el proceso de calculo (RAN2), realiza explicaciones sencillas (RCn2), aso-
cia con formulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3) reproduciendo,
asi, problemas practicados de manera cerrada (RRPn2).

1

J'02|2x—1|dx:I0; (’I—2x)dx+J.;2(2x—1)dx:(x—x2 )]E+(x2—x)]z1 :g

0 2
El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las formulas utili-
zadas y los resultados (RAn3), comunicando de manera elemental los resulta-
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dos del modelo (RMn3) vy, al calcular la integral, utiliza variables y realiza calcu-
los mediante procedimientos familiares (CLSON3), resolviendo, de tal forma,
problemas rutinarios estandarizados (RRPn3).

FICHA 2.26.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C26
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C30

FICHA 2.30.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C30

C30.- Calcular la integral J. x3ex” dx.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98| 99 | 00 | 01|02 |03 | 04| 05| 06|07 | 08|09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E';SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C30.- Calcula la integral I x3e* dx.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccidn y conexién
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En la cuestion que se presenta en la ficha 2.30.1 hay que calcular una integral

por partes, J'XBeXZ dx, es un problema que reproduce situaciones similares,

pero que no son de mera rutina, por lo que se encuadra en el nivel de co-
nexion.

El alumno identifica el problema (RANn1), piensa en el tratamiento matematico
necesario (CPRn1), estructura la situacion que debe modelizar (CMn1l), desa-
rrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPnl),
plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y aplica los conceptos ma-
tematicos apropiados (CPRnN3).

Es una integral que tiene elementos distintos a los habituales, pues la eleccion
de la funcién dv (X) requiere observar qué necesitamos para que la obtencién

de v (x) se realice mediante el calculo de una integral inmediata.

Llamando u(x)=x*> = du(x)=2xdx

dv(x)=xe* dx = v(x):%eX2

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl) y expone el
proceso de célculo (RAN2), realizando explicaciones sencillas (RCn2) y traduce
en la practica el modelo a seguir que es algo diferente de los estudiados
(CMn2).

Ix"’eXZ dx=—x2e* —J.xeX2 dx:%eX2 (x2-1)+cC

El alumno aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2), e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3), al tiempo que utiliza variables y realiza calculos mediante procedimien-
tos familiares (CLSON3) y asocia con férmulas establecidas y realiza los calcu-
los (RPRN3).

IXSeXde:%eXZ(x2—1)+C

Finalmente, describe los resultados obtenidos (RCnh3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).
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FICHA 2.30.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C30
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * * *
A * *
C * * * * *
M * * *
RP *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C33

FICHA 2.33.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C33

C33.- Calcular las asintotas de la funcion Y = 3

x3-8
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 | 00| 01] 02|03 040506070809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA ECUACIONAL
PUNTUACION
s 0S DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C33.- Calcula las asintotas de la funcién y =

X

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

La cuestion de la ficha 2.33.1 reproduce situaciones similares a las estudiadas,
pero que no son de mera rutina, con lo cual se encuadra en el nivel de co-
nexion.
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El alumno debe pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), com-
prender que tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2), y
aplicar esos conceptos matematicos apropiados (CPRn3) con lo que estructura
la situacién que debe modelizar (CMn1).

Asimismo, debe razonar matematicamente de manera simple (CAnl) y seguir
el encadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2).

Identifica que el modelo es similar a otros vistos con anterioridad (RMn1), reco-
noce el problema como practicado durante la instruccion (RRPn1) y le reprodu-
ce de manera cerrada (RRPn2).

Las asintotas verticales estan asociadas a los puntos en los que la funcién no
esta definida y, en consecuencia, el alumno calcula el dominio de la funcion El
alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

X
Para calcular el dominio de definicion de la funcién f (X )=—hay gue es-
x*-8

tudiar los puntos que anulan el denominador.
Resuelve la ecuacién x°*-8=0
Mediante el manejo de férmulas, resolviendo y calculando (RLSON3) obtiene la

solucién x =2, por tanto el dominio de la funcién es D=R—-{2}.

Calcula limites cuando x — 2, para calcular la ecuacion de la asintota vertical.

, X , X
Iim ——=-w Iim ——=+w

x>2"3[y3_§ xo2* 3/X3_8

La recta x=2 es asintota vertical.

] X ] X
lim —=1 lim —=1

X—>+o 3[X3_8 X——o0 3/X3_8
La funcién tiene asintota horizontal la recta y=1.

Como tiene asintota horizontal no tiene asintota oblicua.

Describe los resultados obtenidos (RCn3) evaluando, asi, el encadenamiento
de argumentos matematicos particulares (CAn3).
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El alumno tiene que calcular limites con lo que utiliza variables y realiza célcu-
los mediante procedimientos familiares (CLSON3), debe desarrollar procedi-
mientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1), eligiendo y apli-
cando las estrategias apropiadas mas independientes que conexionen areas
matematicas (CRPn2, CRPn3).

FICHA 2.33.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C33
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * * *
M * *
RP * * * * *
R
LSO * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C40

La cuestion de la ficha 2.40.1 corresponde a un nivel de conexion. Reproduce
una situacién similar a la referente en su etapa de aprendizaje, pero no es una
mera rutina, dado que el alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico
necesario (CPRn1), razonar matematicamente de manera simple (CAnl) y es-
tructurar la situacion que debe modelizar (CMn1). En base a esto, realiza expli-
caciones sencillas (RCn2).

Es una cuestion tedrica; y su resolucion se basa en el teorema del valor medio
de Lagrange.

A continuacion comprende que tiene que emplear métodos matematicos inter-
medios (CPRn2), desarrolla procedimientos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPN1), manejando afirmaciones sencillas y expresiones co n simbolos y
férmulas no rutinarias (CLSON2).

Consideramos la funcioén:

La funcién h(x ) es derivable, por ser diferencia de funciones derivables.
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FICHA 2.40.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C40

C40.- Sean f(x) Yy g(x)dos funciones derivables para todo valor de x, que verifican
f(0)=g(0)yque f'(x)>g'(x) para x>0.¢:Se puede asegurar que f (x)>g(x)

para x > 0 ? Razona la respuesta indicando en que resultados te basas.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98 [ 99 |00 | 01 [ 02 |03 |04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO RAZONAR
TIEMPO VERBAL IMPERATIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA"[')'(O)S DEL ENUN- ESTRUCTURA DEL PARRAFO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C40.- Se consideran las funciones f(x) y g(x) ambas derivables para todo valor de x,

que verifican f(0)=g(0)yque f'(x)>g'(x) para x=>0.

a) Analiza de forma razonada si se puede asegurar que f(x)>g(x) para x>0.

b) Escribe el resultado tedérico que consideras.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

Calculamos su derivada
h'(x)=[f(x)-g(x)]=f'(x)-g'(x)>0 vx>0,
dado que por hipétesis f'(x)>g'(x) Vx>0

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2), interpreta las relaciones implicadas (CCn3)
e interpreta el lenguaje formal y simbélico (CLSOn1).

Utilizando el teorema de Lagrange

M:h'(c) VCe(O,X)

Como, por hipétesis
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f(0)=9g(0) = h(0)=7(0)-g(0)=0

Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento matematico particular,
haciendo una evaluacion del mismo (CAn2, CAn3), interpretando las relaciones
implicadas (CCn3).

De donde

h(x)-h(0) _ f(X)—G(X):h-(C)>o vece(0,x)

El alumno explica los calculos y sus propiedades (CCn2) y traduce, en la
practica, el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2)
aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

Y como el enunciado pide x>0,
F0)-90) 5 vee(0,x) = f(x)-g(x)>0 Vx>0
X

Posteriormente evalla el encadenamiento de argumentos matematicos particu-
lares (CAN3) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3) y comunica de ma-
nera elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.40.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C40
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * *
C * * * *
M *
RP *
R
LSO * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C42

La cuestion de la ficha 2.42.1 es un ejercicio de reproduccién del conocimien-
to estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas rutina-
rios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejo de
expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.
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FICHA 2.42.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C42

C42.- Dadas las funciones f(x)=3/x2+x+1y g(x)=In(x+8), escribir la funcién go f

y calcular su derivada.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 |01 ] 02|03 04]05]06]07]08]00
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita

APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 2

VERBO UTILIZADO ESCRIBIR / CALCULAR

TIEMPO VERBAL INFINITIVO

ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL

PUNTUACION

FALLOS DEL ENUN-

CIADO ERROR MORFOLOGICO

AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C42.- Dadas las funciones f(x)=3/x?+x+1y g(x)=In(x+8), escribe la funcién

gof ycalcula su derivada.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién

Hay que calcular la funcién (go f )(x)=g(f(x))

Con este razonamiento, el alumno identifica el problema (RAn1), comprende la
expresion escrita (RCn1l), reconoce representaciones de los datos del ejercicio
(RPRnN1), identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1l) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2).

(gof )(x):g(i’/x2+x+1)zln(13/x2+x+1+8)

Expone el proceso de calculo (RANn2), realizando explicaciones sencillas
(RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los céalculos (RPRnN3).

(01 Y=g (10} £ (x) = g ) (20)
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2x+1
of ) =
o= 1) () 3%x2+x+1(Vx2+x+1+8)

El alumno reproduce problemas ya practicados de manera cerrada (RRPn2), al
calcular la derivada utiliza variables y realiza calculos mediante procedimientos
familiares (CLSOn3) y asi resuelve problemas rutinarios estandarizados
(RRPnN3).

Concluye justificando las formulas utilizadas y los resultados (RANn3), descri-
biendo los resultados obtenidos (RCn3) y comunicando de manera elemental
los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.42.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C42
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C46

La cuestién que se presenta en la ficha 2.46.1 se encuadra en el nivel de re-
produccion. Es un ejercicio de calculo de derivadas, lo que corresponde al ni-
vel de reproduccion del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalen-
tes, ejecucion de problemas rutinarios mediante la aplicacion de destrezas
técnicas y algoritmos habituales.

Comienza con la identificacién del problema (RANn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacién, reproduce problemas ya practicados de manera cerrada
(RRPn2) y plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2).
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FICHA 2.46.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DE LA C46

_senx+sen(x+1)
~ cosx—cos(x+1)

C46.- Dada la funcién f(x) en el intervalo [0 : %} , demostrar, calcu-

lando su derivada, que f (X) es constante.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 98|99 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEMOSTRAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
b OS PEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C46.- Dada la funcion f (x)= senEx ;+sengx+3 en el intervalo [0 , %} , demuestra
cos(x )—cos(x +

que f (x) es constante, calculando su derivada.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

(y :(cosz(x)—cosz(x+1))+(sen2(x)—senz(x+1)):
F(x) (cos(x)-cos(x+1))*

=(cosz(x)+sen2(x))—(cosz(x+1)+sen2(x+1)) (;)O
(cos(x)—cos(x+1))>?

(1) Utilizando la férmula fundamental de la trigopnometria

Expone el proceso de calculo (RANn2), realizando explicaciones sencillas
(RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los céalculos (RPRN3).

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), al calcular la
derivada, utiliza variables y realiza célculos mediante procedimientos familiares
(CLSOnNYJ), justifica las férmulas utilizadas y los resultados (RANn3), describe los
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resultados obtenidos, (RCn3) y comunica de manera elemental los resultados
del modelo (RMn3).

FICHA 2.46.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C46
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C51

FICHA 2.51.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C51

C51.- Calcular lim x (In(x+1)-Inx).

X —> 0

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 [ 98| 99 | 00 | 01|02 | 03| 04|05 0607|0809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA'-E')-gs DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C51.- Calcula lim x (In(x+1)—=In(x)).
X—>©

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién

En la cuestion de la ficha 2.51.1 se pide el calculo del lim x (In (x+1)-In(x)).

X—>
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Es un ejercicio en el que hay que utilizar la regla de L'Hopital para su resolu-
cion, es pues un ejercicio de reproduccion del conocimiento estudiado, reco-
nocimiento de equivalentes, es la ejecucion de problemas rutinarios, mediante
la aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, con el manejo
de expresiones y férmulas establecidas y la realizacion de calculos.

Se trata de una indeterminacién del tipo «-0

Con este razonamiento, identifica el problema (RAN1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRnN2).

Iim x(In(x+1)—In(x))(;)

1 1
2

_ (2) o4 o (3)
_ lim '”(X+11) In(x) @ xet x @kt
X

X—> 0

X—> 0 1 X—>°°X(X+1)

X2
(1) Para poder utilizar la regla de L’Hopital es preciso expresarlo en forma
de cociente
(2) Utilizando la regla de L’'Hopital
(3) Operando y simplificando

Es decir, expone el proceso de céalculo (RAN2), reproduce problemas ya practi-
cados de manera cerrada (RRPn2), realizando explicaciones sencillas (RCn2) y
asocia con formulas establecidas y realiza los calculos (RPRN3).

El alumno justifica las féormulas utilizadas y los resultados (RAn3), realizando
calculos mediante procedimientos familiares (CLSON3) y resuelve problemas
rutinarios estandarizados (RRPn3).

XILnlx(In(x+1)—In(x)):1

Concluye describiendo los resultados obtenidos (RCn3) y comunicando de ma-
nera elemental los resultados del modelo (RMn3).
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FICHA 2.51.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C51
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C53

FICHA 2.53.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C53

C53.- Utilizando la definicion de derivada, estudiar la derivabilidad de la funcién

f(x)=x|x-1| en x=1.

CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO ESTUDIAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA EUNCIONAL
PUNTUACION
FALOS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C53.- Utilizando la definicién de derivada, estudia la derivabilidad de la funcién
f(x)=x|x—1|_en el punto x=1.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

La cuestién que se presenta en la ficha 2.53.1 corresponde a un nivel de re-
produccion, pues es una aplicacion de conocimientos tedricos, como solicita la
orden.
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El alumno reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), com-
prende la expresion escrita (RCnl), identifica el problema (RAN1), identifica que
es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1) y le reconoce como
problema ya practicado (RRPn1).

La funcidn f (x)=x|x—1| esta definida como

f(x):{X“‘X) <1 _ f(x):{X—x"’ x<1

x(x=1) x>1 XZ—x x>1

Para ser derivable en x=1:

f(1+h)-f(1)

lim f(1+h)-F(1) _ lim

h—>0" h h—>0"
El alumno plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), expone el proceso
de calculo (RAN2), realizando explicaciones sencillas (RCn2), asocia con
férmulas establecidas y realiza los célculos (RPRn3).

o f(1+h)—f (1 _ 2 Ch_h?
im LQE)-F(1) _(1+h)-(1+h)* . —h-h?
h—0" h h—>0" h h—o0-

— 2 2
im fQED)-F(1) _ (1+h)>—(1+4h) | hZ+h
h—>0* h h—>0* h h—>0"-

Por consiguiente, la funcién no es derivable en x=1.

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), maneja pro-
cedimientos y férmulas, resolviendo y calculando (RLSON3), justifica las formu-
las utilizadas y los resultados (RAn3), describe los resultados obtenidos (RCn3)
y comunica de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.53.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C53
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * *
R
LSO *
Reproduccion Conexién Reflexién
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ANALISIS DE LA CUESTION C54

FICHA 2.54.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C54

C54.- De todas las primitivas de la funcién f (x )= 2tg(x )sec2 (x ) hallese la que pasa por

el punto P(fjj.
4

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 [ 98] 99 |00 | 01] 02|03 04]05]06]07]08]00
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA EUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C54.- De todas las primitivas de la funcion f (x)=2tg(x )sec?(x ), halla la que pasa

por el punto P[%'1j'

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y reflexién

La cuestion que se presenta en la ficha 2.54.1 se trata de un ejercicio de re-
produccion.

Reproduccion del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes,
ejecucion de problemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algo-
ritmos habituales, manejo de expresiones y férmulas establecidas y realizacion
de célculos.

Es una integral trigopnométrica.

Con este razonamiento, el alumno identifica el problema (RAn1), reconoce re-
presentaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion es-
crita (RCnl), identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2).
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Mediante el cambio de variable cos (x):t la integral propuesta se convierte en

una de las de la tabla de integrales inmediatas.

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sen-
cillas (RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3).

Es una integral inmediata

x)sec?(x) dx= 2sen(x) X = 1 +
I2tg( Jsec?(x) d Icoss(x)d cos?(x) ¢

Como la funcién primitiva

Verifica

De donde se deduce C = -1

Maneja procedimientos resolviendo y calculando (RLSOnN3), en consecuencia,
el alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3).
. 1
Y la funcion es : F(x)=——s—-1
(x) cos?(x)
El alumno justifica las formulas utilizadas y los resultados (RAn3), describe los

resultados obtenidos (RCn3) comunicando de manera elemental los resultados
del modelo (RMn3)

También podia haber hecho el siguiente razonamiento:

Haciendo el cambio de variable tg(x)=t, d(tg(x))= =sec’(x)

1
cos?(x)
Comienza con la identificacion del problema (RANn1), continta con la exposicion
del proceso de céalculo (RAn2), mediante el calculo de la integral y termina justi-
ficando las férmulas utilizadas y los resultados (RAN3).

Reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la
expresion escrita (RCnl), identifica que es un modelo similar a otros vistos con
anterioridad (RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Continda planteando los algoritmos correspondientes (RPRnN2).

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

216



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castilla y Ledn (Matemaéticas Il)

[21tg(x)sec?(x) dx=tg*(x)+K

Como la funcién primitiva G(x )=tg?(x )+ K verifica

o[ 7)1 = el )w(5) e

De donde, se deduce K =0

El alumno maneja procedimientos resolviendo y calculando (RLSON3), en con-
secuencia, el alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPnN3).

Y la funcién es
G(x)=tg?(x)

Con el desarrollo del ejercicio el alumno expone el proceso de calculo (RAN2),
realizando explicaciones sencillas (RCn2), asocia con formulas establecidas y
realiza los calculos (RPRnN3) y, al calcular la integral, utiliza variables y realiza
calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Aparentemente las soluciones son completamente distintas, pero utilizando
identidades trigopnométricas se obtiene

e tg? X:senz(x):1—cosz(x): 1 cos’(x) T E(y
G(x)=t9"(x) cos®(x) cos?(x) cos?(x) cos®(x) cos®(x) 1=F(x)

Aparece aqui el nivel de reflexion por parte del estudiante para aplicar estrate-
gias en la resolucion de un problema que contiene elementos inusuales, con lo
que razona de manera sencilla, distinguiendo formas mas amplias de argumen-
tacion (RfAnl) y sabe explicar cuestiones matematicas, calculos y resultados
(RfCn1).

FICHA 2.54.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C54
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * *
C * * * *
M * *
RP * *
R
LSO *
Reproduccidn Conexién Reflexién

Rosario Fatima Zamora Pérez

217



Analisis en competencias de los enunciados de Analisis Matematico

ANALISIS DE LA CUESTION C55

FICHA 2.55.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C55

C55.- Demuéstrese que las graficas de las funciones f (x): e’y g(x):1 se cortan en un
X

punto x> 0.
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 | 01|02 |03 04]05]06]07]08]00
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEMOSTRAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

. , 1
C55.- Demuestra que las gréficas de las funciones f(x)=e*y g(x)z— se cortan
X

en un punto x>0.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

La cuestion de la ficha 2.55.1 es un ejercicio de reproduccion del conocimien-
to estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas rutina-
rios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejo de
expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos, en el cual hay
que utilizar el teorema de Bolzano, -o resultados deducidos a partir del teorema
de Bolzano-, para su resolucion.

Con este razonamiento identifica el problema (RANn1), reconoce representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1l).

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRN2).

Consideramos la funcioén:
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h(x)=ex—;

exp(x)

Es una funciéon continua, por ser suma alge-
braica de funciones continuas.Como nos pide
un punto x>0, dado que en x=0 la funcion —__ ;

1 . - .
g(x)== no esta definida, consideramos un
X

intervalo (0,1], aunque, Si queremos gque sea

6

cerrado consideramos el intervalo [0,0l,l], por Figura 2.55
ejemplo.
0,01 1
h(001)=e%"-——<0
0,01
h(l)=e’ —% >0

Es una funcion continua en el intervalo cerrado que toma valores de signo con-
trario en los extremos del intervalo, por el teorema de Bolzano, existe un pun-
toce(0,01,1),con h(c)=0

El alumno expone el proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sen-
cillas (RCn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3).

1 1
h(c)=e®*-==0,=> e°==
c C
Como solo pide probar que tiene alguna solucién, hemos “encontrado” ese va-

lor c e (0,0l, 1) gue el teorema de Bolzano nos garantiza que es solucion de la

ecuacion e” — 1 0, y por tanto punto de corte de ambas curvas.
X

Justifica las formulas utilizadas y los resultados (RAn3), maneja procedimientos
resolviendo y calculando (RLSOnN3) y resuelve problemas rutinarios estandari-
zados (RRPnN3), con lo que describe los resultados obtenidos (RCn3), comuni-
cando de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).

Se tiene una funcion definida analiticamente, que es preciso interpretar, selec-
cionar y cambiar entre diferentes formas de representacion (CRnl, CRn2),
analitica y graficamente. Figura 2.55.
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FICHA 2.55.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C55
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R * * *
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C61

FICHA 2.61.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C61
C61.- Determinese el valor del parametro a para que se verifique
lim [1/x2+ax+1—xj=2.
X —
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 98] 99 | 00 | 01|02 | 03| 040506070809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 1 3] 4|5 |6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAAL[')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO
C61.- Determina el valor del pardmetro a para que se Vverifique
lim (w/ x2+ax+1—xj=2.
X —> oo
NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

La cuestion que se presenta en la ficha 2.61.1 se encuadra en el nivel de re-
produccion, es el calculo de un limite, lo que corresponde al nivel de repro-
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duccion del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion
de problemas rutinarios mediante la aplicacion de destrezas técnicas y algorit-
mos habituales.

El alumno comienza con la identificacién del problema (RAn1), reconoce repre-
sentaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita
(RCnl), identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

A continuacion, realiza explicaciones sencillas (RCn2).

Es una indeterminacion del tipo ©—-00, que se resuelve multiplicando y dividien-
do por la expresion conjugada.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), comprende
que tiene que emplear métodos matematicos intermedios (CPRn2) y aplica los
conceptos matematicos apropiados (CPRnN3).

Con el desarrollo del ejercicio el alumno expone el proceso de calculo (RAN2),
plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2).asocia con férmulas estable-
cidas y realiza los célculos (RPRn3).

le(\/m_x)lem (1/ x2+ax+)1(2—4>r<31-)((w+/ :anXHH)

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl) y maneja proce-
dimientos y férmulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3)

(\/m_x).(w/x2+ax+1+xj:(,/x2+ax+1)2—x2:ax+1

, ax+1 a
= |im - =—
e [xPrax+14x 2

Iim (1/ x2+ax+1—x):g:2 — a=4

X—> 0

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), justifica las
férmulas utilizadas y los resultados (RAn3), describe los resultados obtenidos,
(RCn3) y comunica de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).
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FICHA 2.61.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C61
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * *
C * * *
M * *
RP * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C63

FICHA 2.63.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C63

C63.- Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuéstrese que para

x>0 se verifica arctg(2x)—arctg(x)<1 X
+X

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98] 99 | 00 | 01|02 | 03| 04| 05| 06|07 |08 |09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEMOSTRAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
EIAA"E';SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C63.- Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuestra que

para x>0 se verifica arctg(2x)—arctg(x)<1 x
+X

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

La cuestidon que aparece en la ficha 2.63.1 se encuadra en el nivel de co-
nexion.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

222



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castillay Ledn (Matematicas Il)

Es un problema que reproduce una situacion similar a la practicada durante la
instruccion, pero no es mera rutina, pues en la resolucién del problema, el
alumno debe pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRnl1), com-
prender que tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2) y
aplicar esos conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

El enunciado dice que x>0 = 2x>X.

La funcién f(x)=arctg(x) es una funcién continua en [x,2x ] y derivable en
(x,2x)

El alumno estructura la situacion que debe modelizar (CMn1l), sabe expresarse
sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los calculos y sus propiedades
(CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Utilizando el teorema de los incrementos finitos

arctg (2x )—arctg(x) 1

X 1+ ¢

con ce(x,2x)

2 i)

1 - 1
1+c? 1+x°?

Como O0<x<c<2x = x2<c? = 1+x?<1+c? =

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAn1l) siguiendo y eva-
luando el encadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2,
CAN3).

arctg (2x )—arctg(x) 1 1
X “1+c2

Dado que x >0 multiplicando por x los dos miembros de la desigualdad

X
1+ x2

arctg(2x)-arctg(x )<

Traduce en la practica el modelo a seguir que es algo diferente de los estudia-
dos (CMn2), desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados pero no rutina-
rios (CRPnl) y maneja procedimientos y formulas resolviendo y calculando
(RLSON3).

Finalmente, describe los resultados obtenidos (RCn3) comunicando de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).
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FICHA 2.63.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C63
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * * *
M * * *
RP *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C64

La cuestion que se presenta en la ficha 2.64.1 se encuadra en el nivel de co-
nexion dado que reproduce situaciones similares a las dadas en la instruccion,
pero no son de mera rutina, ya que el estudio de la continuidad de la funcién
depende del valor de parametros.

El alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1),
comprende que tiene que emplear métodos matematicos intermedios (CPRnN2)
y aplica esos conceptos matematicos apropiados (CPRn3), en este caso el
calculo de limites para el estudio de la continuidad, estructura la situacién que
debe modelizar (CMn1l), traduce en la practica el modelo a seguir, que es algo
diferente de los estudiados (CMn2) y sabe interpretar y alternar diferentes mo-
delos y comunicar los resultados (CMn3).

La funcidn es continua V x#0, por ser cociente de funciones continuas con de-

nominador no nulo.

Estudiamos la continuidad en x=0.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl), sigue el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2), sabe expresarse
sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los calculos y sus propiedades
(CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Cuando x 50" = + - = lim (1+e1/x):1
X x—>0"

. X+ta «
lim

—_— =
x>0~ 1+e'/* 1
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FICHA 2.64.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C64

C64.- Estudiese, segun los valores de los nimeros reales @ y g, la continuidad de la fun-

cion f definida por

X+a

F(x)=175 7% Si x¢0'
p si x=0
CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO ESTUDIAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL

PUNTUACION
EIAA"E')‘SS DEL ENUN- ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C64.- Estudia la continuidad de la funcion f (x) definida por

Xra si x=#0
f(x)={11e"x
g si x=0

segun los valores de los nUumeros reales o y f.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

Cuando x »>0" = 1_>+OO — lim (1_|_e1/x):OO

X x—>0"
- X+a
lim ——--=0 Va
x>0" 14¢'/*

Para ser continuaen x=0,

lim f(x)=1lim f(x)=f(0) = a=0=p

x—0" x—>0"

Si a %0 la funcién es continua en R—{0 }
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Si ##0 la funcién es continuaen R—{0 |

Si @=0y a# f lafuncién es continuaen R—{0}

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3), desarrolla procedimientos
intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1) y utiliza variables y realiza
ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSON3).

FICHA 2.64.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C64
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * *
C * * * *
M * * *
RP *
R
LSO *
Reproduccion Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C67

La cuestion que se presenta en la ficha 2.67.1 se encuadra en el nivel de re-
produccion, es el calculo de una integral inmediata, lo que corresponde al ni-
vel de reproduccion del conocimiento estudiado, reconocimiento de equivalen-
tes, ejecucion de problemas rutinarios mediante la aplicacion de destrezas
técnicas y algoritmos habituales.

J-;dx:’[;
x2+4x+13 (x+2)%+9
Es una integral de tipo arco tangente.

Comienza con la identificacion del problema (RAN1), continda con la exposicion
del proceso de calculo (RAN2), reproduce problemas ya practicados de manera
cerrada (RRPn2) y termina justificando las formulas utilizadas y los resultados
(RAN3).

Reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

226



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castilla y Ledn (Matemaéticas Il)

expresion escrita (RCnl), identifica que es un modelo similar a otros vistos con
anterioridad (RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

FICHA 2.67.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C67
C67.- Calculese J‘Z; dx.
X“+4x+13
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 | 01] 02|03 04]05]06]07]08]00
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA"E')‘gs DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO
C67.- Calcula I 2; dx.
X +4x+13
NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2).

1 1 1 dx 1 X+2
STy R S PO BN SR P (B S T
J.x2+4x+13 X J.(x+2)2+9 X 9J‘1+[x+2j2 3arcg( 3 j+

3

Con el desarrollo del ejercicio el alumno expone el proceso de calculo (RAN2),
realizando explicaciones sencillas (RCn2), asocia con formulas establecidas y
realiza los calculos (RPRnN3).

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), al hacer la
integral, utiliza variables y realiza calculos mediante procedimientos familiares
(CLSOnNYJ), justifica las férmulas utilizadas y los resultados (RANn3), describe los
resultados obtenidos, (RCn3) y comunica de manera elemental los resultados
del modelo (RMn3).
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FICHA 2.67.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C67

Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C71

FICHA 2.71.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C71

C71.- Sea f(x)=ax®+bx?+cx+d. Determinense a, b, ¢ y d para que la recta y+1=0
sea tangente a la gréafica de f en el punto (0 ' —1), ylarecta Xx—Y-2=0 sea tangente a la

grafica de f en el punto (1,-1).

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 98| 99 | 00 | 01|02 | 03| 040506070809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA"[')'(O)S DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C71.- Considerada la funcién f(x)=ax®+bx?+cx+d, determina los valores de

los pardmetros a, b, ¢ y d para que la recta Y+1=0 sea tangente a la gréfica de

f(x) en el punto (0,—1) ylarecta X—Y—2=0 sea tangente a la gréfica de f(x)

en el punto (1,-1).

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion
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La cuestion que se presenta en la ficha 2.71.1 corresponde al nivel de co-
nexion dado que reproduce una situacion similar a la que se presenta durante
la instruccién, pero no es mera rutina.

En primer lugar, el alumno piensa en el tratamiento matematico necesario
(CPRnN1), estructura la situacion gue debe modelizar (CMn1), desarrolla proce-
dimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPnl) y razona ma-
tematicamente de manera simple (CAnl).

Como la recta tangente en x=0 es larecta y+1=0, por tanto, la pendiente de

la recta tangente es m=0.

Dado que la derivada, evaluada en el punto, es la pendiente de la recta tangen-
te a la curva, en dicho punto, se tiene f'(0)=0.

Como la recta tangente en x=1 es larecta x—y-2=0, la pendiente de la re-

cta tangente, en ese punto, es m=1.

Dado que la derivada, evaluada en el punto, es la pendiente de la recta tangen-
te a la curva, en dicho punto, se tiene f'(1)=1.

La grafica de la funcién pasa por los puntos (0,-1) y (1,-1), de lo que se
deduce que

f(0)=—1y f(1)=-1.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), comprende
gue tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2), -la fun-
cion derivada-, seguir el encadenamiento de argumentos matematicos particu-
lares (CAN2) y explica los céalculos y sus propiedades (CCn2), a la par que ma-
neja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y formulas no rutinarias
(CLSON2).

f'(x)=3ax?+2bx+c
Sustituyendo, obtiene el sistema de ecuaciones:
f'(0)=c=0
f'(1)=3a+2b+c=1
f(0)=d=-1

f(1)=a+b+c+d=-1
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El alumno utiliza derivadas (céalculo), resuelve un sistema de ecuaciones (alge-
bra) con lo que elige y aplica las estrategias apropiadas mas independientes
gue conexionen areas matematicas (CRPn2, CRPn3), interpretando las rela-
ciones implicadas (CCn3).

Aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRn3), sabe expresarse sobre
cuestiones matematicas (CCnl), explica los calculos y sus propiedades (CCn2)
e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Mediante el manejo de férmulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3), obtiene
los valores:
a=1,b=-1,¢c=0y d=-1
f(x)=x>-x2-1

Concluye describiendo los resultados obtenidos (RCn3) y comunicando de ma-
nera elemental los resultados del modelo (RMn3).

Interpreta el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones menos conoci-
das (CLSOn1), maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y
férmulas no rutinarias (CLSON2) y utiliza variables y realiza calculos mediante
procedimientos familiares (CLSOnN3).

FICHA 2.71.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C71
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * *
C * * * *
M * *
RP * * *
R
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C72

La cuestion de la ficha 2.72.1 es un ejercicio en el que hay que utilizar la regla
de L’'Hépital para su resolucién, es pues un ejercicio de reproduccién.

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

230



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castilla y Ledn (Matemaéticas Il)

FICHA 2.72.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C72

ax?+bx+1-cos(x)

C72.- Determinense los valores de a y b para los cuales lim =1.

X0 sen(xz)
CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita
APARTADOS s 21 3] 4] 5|6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL

PUNTUACION
EIAA-E';SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

2
C72.- Halla los valores de a y b para los cuales |im ax® +bx+1-cos(x)

X0 sen(xz) =T

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

Al ser un limite que depende de parametros, también se encuadra en el nivel
de conexion, dado que es un problema que reproduce situaciones similares,
pero que no son de mera rutina.

Con este razonamiento identifica el problema (RAn1), comprende la expresion
escrita (RCn1l), reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1),
identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad, (RMn1) y le
reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Cuando x—0, ax’+bx—>0, vy cos(x) —>1, por lo que

ax?+bx+1-cos(x)—>0 y, como sen(x?)->0,cuando, x>0, Se trata,

pues, de una indeterminacion del tipo _)_0.

-0

El alumno plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), -utilizamos la re-
gla de L'Hopital-.

Expone el proceso de calculo (RANn2), realizando explicaciones sencillas
(RCn2), asocia con formulas establecidas y realiza los céalculos (RPRN3),
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2
i 8% +bx+12—cos(x): Regla de L'Hopital = fim 2ax+b+se2n(x):
x>0 sen(x ) x>0 2xcos(x )

Si b=0 el limite es «, pues el denominador 2xcos(x2 )—>0 , mientras el nu-

merador no tiende a 0, justifica las formulas utilizadas y los resultados (RAN3).

Por tanto, para que ese limite pueda valer 1, b=0

2a +cos(x) _2a+1

Utilizando la regla de L'Hopital = lim
J P x-02c0s(x?)-4x?sen(x? ) 2

El alumno maneja procedimientos resolviendo y calculando (RLSOnN3) y resuel-
ve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3) y describe los resultados ob-

tenidos (RCn3), comunicando de manera elemental los resultados del modelo
(RMn3).

Ahora hay que obtener el valor de a para que se cumpla una igualdad, con lo
que piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRnl), comprende que
tiene que emplear conceptos matematicos intermedios y le aplica (CPRn2,
CPRnN3).

Estructura la situacion que debe modelizar (CMnl), traduce en la practica el
modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2).

Como el enunciado dice que el limite vale 1, tenemos:

2a+1 1
=1 = a=-—
2 2
Por tanto,
2
jim 8 +bx+12 cos(x) _, a=lyb-o
X0 sen(x? ) 2

En este momento razona matematicamente de manera simple (CAnl), sabe
expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los célculos y sus
propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

El alumno desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPnN1), elige estrategias apropiadas que conexionen areas matematicas
(CRPN2) —resolver la ecuacion- y las aplica (CRPn3). Asimismo, al calcular las
derivadas, utiliza variables y realiza ecuaciones mediante procedimientos fami-
liares (CLSON3).
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FICHA 2.72.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C72
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * *
C * * * * * *
M * * * *
RP * * * * *
R
LSO * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C75

FICHA 2.75.1.

ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C75

C75.- ¢Existen maximo y minimo absolutos de la funcion f(x)= cos(x)+1 en el intervalo

[0 VT ] ? Justifiquese su existencia y calculense.

CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 [ 98| 99 | 00 | 01| 02| 03| 04|05 0607|0809
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita

APARTADOS Sl 2 4 5 6 NO
Forma implicita

VERBO UTILIZADO JUSTIFICAR / CALCULAR

TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO

ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL

FALLOS DEL ENUN-
CIADO

PUNTUACION

ERROR MORFOLOGICO

AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C75.- Considerada la funcion  (x )=cos(x )+1 en el intervalo [0, 7 ].

a) Justifica la existencia de maximo y minimo absolutos.

b) Hallalos.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién

La cuestion de la ficha 2.75.1 es un ejercicio de reproduccion.
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El alumno comprende la expresion escrita (RCnl), reconoce representaciones
de los datos del ejercicio (RPRn1), identifica que el modelo es similar a otros
vistos con anterioridad (RMn1) y reconoce el problema como practicado duran-
te la instruccion (RRPn1).

Comienza con la identificacion del problema (RAnl) y continda con la exposi-
cion del proceso de calculo (RAN2).

La funcién f(x)=cos(x)+1 es continua en todos los niimeros reales y, en par-

ticular, en el intervalo cerrado [0 , 7T ]

Por el teorema de Weierstrass alcanza el maximo y el minimo absoluto en ese
intervalo.

Con este razonamiento, el alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), re-
produce problemas ya practicados de manera cerrada (RRPn2), plantea los al-
goritmos correspondientes (RPRn2), asocia con férmulas establecidas y realiza
los calculos (RPRnN3).

Derivando
f'(x)=-sen(x).
Resolviendo la ecuacion
~sen(x)=0
En el intervalo [0, 7 |, se obtienen las soluciones
x=0, X=rx
Estudiamos el signo de la segunda derivada en esos puntos obtenidos.

f'(x)=-cos(x)

f'(0)<0 = x=0 esun maximo relativo.

f'(7)>0 = x=x esunminimo relativo.

El alumno tiene una funcién definida analiticamente, que es preciso interpretar,
seleccionar y cambiar entre diferentes formas de interpretacion (CRn1, CRn2),
analitica y graficamente, diferenciando entre ambas formas de representacion
(CRN3). Figura 2.75.
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g

Estos valores coinciden con los extremos del
intervalo, luego los valores obtenidos son
también méaximo y minimo absolutos.

Calculando los valores de la funcion en esos .
puntos

f(0)=2, f(z)=0 : ; ; :

Méximo absoluto (0,2) 5
Minimo absoluto (7,0) Figura 2.75
Asimismo calcula derivadas, utiliza varia-

bles y realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSOn3), en Se-
gundo de Bachillerato, maneja procedimientos y férmulas, resolviendo y calcu-
lando (RLSOnN3), reproduce el ejercicio de manera cerrada (RRPn2) y le re-
suelve (RRPn3), justificando las formulas utilizadas y los resultados (RAn3).

Finalmente, describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera
elemental los resultados del modelo (RMn3).

FICHA 2.75.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C75
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R * * *
LSO * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DE LA CUESTION C97

La cuestion de la ficha 2.97.1 reproduce situaciones similares a las estudiadas
en clase, pero no son de mera rutina, por tanto se trata de un nivel de co-
nexion.
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FICHA 2.97.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C97

C97.- Hallar los puntos en los que la recta tangente a la gréafica de la funciéon f (x)= x3 es

paralela a la recta de ecuacion y=3x+2.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 | 98| 99 |00 | 01 |02 |03 |04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
(F:IAA'-[')-SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C97.- Halla los puntos en los que la recta tangente a la grafica de la funcion
f(x)=x° es paralela a la recta de ecuacion y=3x+2.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

Para obtener los puntos pedidos, el alumno tiene que pensar en el tratamiento
matematico necesario (CPRn1), desarrollar procedimientos intuitivos ya practi-
cados, pero no rutinarios (CRPn1) y estructurar la situacion que debe modelizar
(CMn1).

El alumno comprende que tiene que emplear conceptos matematicos interme-
dios (CPRN2) y aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRN3).

Calcula la funcion derivada:

f'(x)=3x?
En los puntos buscados, la recta tangente es paralela a la recta y=3x+2,
luego tienen la misma pendiente m=3.

La funcion derivada, evaluada en el punto, es la pendiente de la recta tangente,
por tanto hay que resolver la ecuaciéon 3x2? =3

Al resolver la ecuacion el alumno maneja procedimientos y férmulas, resolvien-
do y calculando (RLSOnN3), obteniendo las soluciones

Didactica de la Matematica. Universidad de Valladolid

236



Anadlisis de las PAEU a las Universidades de Castilla y Ledn (Matemaéticas Il)

X, =—1Y x,=1

Con este discurso el alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCnl), explica los célculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relacio-
nes implicadas (CCn3), a la par que interpreta y alterna diferentes modelos,
comunicando los resultados (CMn3).

El alumno elige las estrategias apropiadas mas independientes que conexionen
areas matematicas (CRPn2); la resolucién de la ecuacion (algebra) y el calculo
de la funcion derivada (analisis) y aplica las estrategias apropiadas (CRPn3).

Los puntos se obtienen sustituyendo los valores obtenidos de x, en la funcion.

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl), sigue el enca-
denamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2).

f(1)=1 = pP,=(1,1)
f(-1)=—1 = P,=(-1,-1)

Con este razonamiento, evalla el encade-
namiento de argumentos matematicos parti-

culares (CAn3) e interpreta las relaciones 7= 3
implicadas (CCn3). A

Se tiene una funcion definida analiticamen-
te, que es preciso interpretar, seleccionar y /

cambiar entre diferentes formas de repre-

sentacién (CRnl, CRn2), analitica y gréfi- Figura 2.97

camente, diferenciando entre ambas formas de representacion (CRn3). Figura
2.97.

FICHA 2.97.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C97
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M *
RP * * *
R * * *
LSO * *
Reproduccidn Conexién Reflexién
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ANALISIS DE LA CUESTION C99

FICHA 2.99.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C99
C99.- Calcular .[ _dx
N
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 | 98| 99 | 00 | 01|02 |03 |04 | 05| 06|07 | 08 | 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS S 2 1 31 4|5 |6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
ESCRITURA MULTIPLICATIVA FUNCIONAL
PUNTUACION
E|AAL$88 DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO
C99.- Calcula j

1+x)\/_

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

La cuestion de la ficha 2.99.1 es un ejercicio de reproduccion del conocimien-
to estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas rutina-
rios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejo de
expresiones y férmulas establecidas y realizacion de calculos.

dx

()

Con este razonamiento, el alumno identifica el problema (RAnl), reconoce re-
presentaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresion es-
crita (RCnl), identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Hay que calcular una integral indefinida I

A continuacion, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), expone el
proceso de calculo (RAN2), realizando explicaciones sencillas (RCn2), asocia
con formulas establecidas y realiza los calculos (RPRn3), con lo que reproduce
problemas ya practicados de manera cerrada (RRPn2).
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Mediante el cambio de variable ./ x =t se transforma en una integral racional,

que es una integral inmediata, de tipo arco tangente

dx (M, 2tdt 2 dt
'[(1+x)ﬁ _It(1+t2)_j1+t2 =2arctg(t)

(1) Cambio de variable
(2) Deshaciendo el cambio de variable

(2)

2arctg <\/_x)+C

'[(d—);\/7=2arctg(\/§)+c

14+ X )4/ X

El alumno, al calcular la integral, realiza calculos mediante procedimientos fa-
miliares (CLSOnN3) resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), jus-
tifica las formulas utilizadas y los resultados (RAn3), describe los resultados ob-
tenidos (RCn3), comunicando de manera elemental los resultados del modelo
(RMn3).

FICHA 2.99.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C99
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R
LSO *
Reproduccidn Conexién Reflexién

V.4, REFLEXIQN DEL ANALISIS SOBRE LAS PAEU DE ANA-
LISIS MATEMATICO

Se concluye el capitulo con dos tablas que resumen las competencias implici-
tas presentes en la resolucion de los 61 problemas y 99 cuestiones de A. M.
propuestos durante los quince afos de Pruebas LOGSE.
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NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS
PROBLEMAS DE ANALISIS MATEMATICO
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR 17 22 22 60 58 59 0 7
A 41 39 40 58 48 46 12 3
C 15 16 43 59 59 60 9 q
M 34 0 45 57 51 30 0 2
RP 35 24 33 56 38 40 2 0
R 2 7 0 55 43 36 0 0
LSO 2 10 50 54 52 58 0 1
Reproduccion: 497 Conexion: 1077 Reflexion: 40

Los problemas propuestos presentan varios apartados, por esa razon estan
ubicados en los niveles de reproduccion y conexion, ya que alguno de los apar-
tados pertenece a uno u otro nivel. En general, los subniveles 1, 2 y 3 son se-
mejantes en las distintas competencias, por esta circunstancia tan solo referi-
mos los que presentan disparidad de resultados.

El subnivel 2 del nivel reproduccion, en la competencia de Modelizar, no se
presenta nunca, pues corresponde a la modelizacion de la realidad y en ningln
ejercicio se plantea esta situacion.

En el nivel de reproducciéon de la competencia Representar, el subnivel 2 sélo
aparece en 7 ocasiones, las que se refieren a interpretar el enunciado de un
teorema o propiedad, solicitado en algun apartado de los 7 problemas. No apa-
rece ningun otro subnivel. Muchos ejercicios requieren una representacion
grafica y en otros ésta ha complementado la resolucion y se ha considerado en
el nivel de conexion, dado que su frecuencia de aparicion no lleva aparejada un
simple automatismo.

Concerniente a Utilizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico, y las operacio-
nes, en el nivel de reproduccion, el alumno realiza operaciones elementales en
contextos conocidos (operaciones aritméticas) (RLSOnN1), interpreta el lenguaje
formal y simbdlico rutinario en segundo de bachillerato (RLSON2) resolviendo
ecuaciones, pero se han considerado en un subnivel superior (RLSOnN3), en el
que genéricamente estan implicitos el subnivel 1 y 2; pues el alumno maneja
procedimientos y férmulas resolviendo y calculando.
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Por tanto, dentro de un nivel de conexion, se encuentran la mayoria de los pro-
blemas de A.M., pues el célculo de limites, derivadas, integrales, aun siendo
conceptos conocidos por un alumno de segundo de bachillerato, se encuadran
en esos subniveles, en los que el alumno interpreta el lenguaje formal y simbo-
lico basico en situaciones menos conocidas (CLSOn1), maneja afirmaciones
sencillas y expresiones con simbolos y férmulas no rutinarias (CLSON2) vy, fi-
nalmente, el alumno utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante
procedimientos familiares, en segundo de Bachillerato (CLSOnN3).

En cuanto a la competencia de Resolucion de problemas el subnivel 1 de la
competencia de conexion es el que tiene mayor frecuencia de aparicién, pues
el alumno desarrolla procedimientos ya practicados durante la instruccion, pero
no son rutinarios ya que cada uno de ellos (limite, derivada, integral) tiene una
propiedad.

El nivel de reflexion se presenta en escasas ocasiones y vienen generados por
la actitud con la que el alumno puede resolver el ejercicio, ya que es éste el
que razona de forma sencilla distinguiendo formas mas amplias de argumenta-
cion (RfAnl), ampliando la simple exposicion del resultado con argumentos de
nivel superior. Es obvio que el alumno sabe explicar esos argumentos, con lo
que sabe explicar cuestiones matematicas,calculos y resultados (RfCn1).

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS
CUESTIONES DE ANALISIS MATEMATICO
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR 67 63 68 37 35 37 0 0
A 76 77 77 35 21 17 3 0
C 67 68 77 38 36 36 3 1
M 76 0 86 35 30 11 0 0
RP 76 62 74 35 14 20 1 0
R 0 2 0 28 27 17 0 0
LSO 1 4 60 20 21 80 0 0
Reproduccion: 1081 Conexion: 630 Reflexion: 8

En lo relativo a las cuestiones de A. M. lo que cabe destacar es el nimero de
veces que se presenta el nivel de reproduccién, abundan los ejercicios en los
gue se pide el calculo de un limite (21 cuestiones) y dado que el alumno no uti-
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liza mas método que la regal de L’Hopital, al haber sido eliminado del curriculo
los infinitésimos equivalentes, son meras representaciones de problemas co-
munes gue se resuelven con la aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos
habituales.

Los dos ejercicios que tienen niveles de reflexion estan reflejados en las fichas
2.11.1y 2.43.1. Laficha 2.11 presenta un enunciado tan engorroso de entender
gue esa es la principal razén para que su resolucién alcance el nivel 3 de Re-
flexion. La cuestion 2.43 es sencilla, es el calculo del limite de un cociente de
funciones que alcanza el nivel de reflexion si el alumno observa los 6rdenes de
infinitud de numerador y denominador.

La lectura de las tablas avala nuestras hip6tesis H4: Los niveles de reproduc-
cion son los que mas se repiten y H5: Apenas se presentan niveles de re-
flexion.
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CAPITULO V

ANALISIS EN COMPETENCIAS DE LOS ENUNCIADOS
DE AGEBRA

V.1 INTRODUCCION

En este capitulo se hace el estudio de una seleccion de los 28 problemas y de
las 57 cuestiones de Algebra que se han propuesto en las pruebas PAEU en el
periodo comprendido entre 1995 y 2009. La seleccidén se hace tomando como
parametro la variedad de los enunciados, ya que la repeticion es la caracteristi-
ca mas destacada en los ejercicios propuestos en Algebra. En la mayoria de
los problemas se pide el estudio y resolucion de un sistema de ecuaciones li-
neales, dependiente de un parametro y en cuestiones los ejercicios en los que
se pide la resolucién de un sistema matricial.

La técnica del analisis es la misma que se ha descrito en el capitulo precedente
en el que se han considerado competencias implicitas en cada uno de los
enunciados y competencias en la resolucion. Siguiendo el mismo patron se re-
suelven todos los problemas y todas las cuestiones (recogidos en los anexos lli
y IV) y a la vez se van fijando las competencias correspondientes.

V.2. ESTUDIO DE LOS PROBLEMAS DE ALGEBRA

Los problemas de algebra son muy repetitivos. El estudio del sistema lineal co-
rresponde a un nivel de conexion por la presencia de parametros lo que hace
que aun siendo ejercicios que se repiten durante la instruccion en el aula no
sean una rutina, pues el estudio es diferente. La resolucion del sistema lineal,
de a lo sumo tres ecuaciones y tres incégnitas, para unos coeficientes determi-
nados, corresponde a un nivel de reproduccion.
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ANALISIS DEL PROBLEMA P1

FICHA 3.1.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P1

P1.- Discutir, segun los valores de a y b, y resolver cuando sea posible el sistema

2x-5y+az=-2

3x-y+2z=1
X+4y+z=hb
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98| 99| 00|01 ]02]03]|04]05]06]07]08] 09
OPCION BLOQUE | BLOQUE lI
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS S| 21 3] 4] 5|6 NO
Forma implicita 2
VERBO UTILIZADO DISCUTIR / RESOLVER
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION

FALLOS DEL ENUN-

CIADO ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION

ERROR MORFOSINTACTICO

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P1.- Discute el sistema, segun los valores de a y b:

2x-5y+az=-2
3x—y+2z=1
X+4y+z=hb

b) Resuelve el sistema, cuando sea posible.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccidn y conexién

El problema que se presenta en la ficha 3.1.1 se encuadra en los niveles de
reproduccion y conexion pues pide estudiar las caracteristicas de una familia
de sistemas, uno para cada valor de cada parametro. En realidad son infinitos
sistemas que dependen de dos parametros, y este es un problema que repro-
duce situaciones similares pero que ya no son de mera rutina, y a continuacion
hay que resolver ese sistema lo que corresponde al nivel de reproduccion del
conocimiento estudiado, es la ejecucion de un problema rutinario, mediante la
aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejando expre-
siones y formulas establecidas y realizando calculos, -el desarrollo de varios
determinantes, si utiliza la regla de Cramer-.
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El alumno tiene que pensar en el tratamiento mateméatico necesario (CPRn1), -
escribir las matrices de los coeficientes del sistema y la matriz ampliada con los
términos independientes-.

2 -5 a

Matriz de coeficientes: M =| 3 -1 2
1 4 1

2 -5 a -2

Matriz ampliada: M*=| 3 -1 2 1
1 4 1 b

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl), -el estudio del
sistema se reduce al estudio de los rangos de la matriz de coeficientes y de la
matriz ampliada- y estructura la situacion que debe modelizar (CMn1).

Para estudiar el rango de las matrices se resuelve el determinante:

2 -5 a
3 -1 2/=13a-13
1 4 1

El alumno desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPnN1). Al calcular el determinante, comprende que tiene que emplear con-
ceptos matematicos intermedios (CPRn2) y aplica los conceptos matematicos
apropiados (CPRn3).

Resuelve la ecuacion: 13a—13 =0, con lo que maneja procedimientos y formu-
las, resolviendo y calculando (RLSON3), obteniendo la solucion:

a=1
Si a =1 el rango de la matriz de coeficientes M es 3; rango(M )=3
Dado que la matriz ampliada M * sélo tiene tres filas, el rango de M * sélo

puede ser 3, rango(M *)=3

Con ese argumento, el alumno sigue y evalla el encadenamiento de argumen-
tos matematicos particulares (CAn2, CAn3).

Si a=1,Vb,rango(M )=rango(M *)=3=namero de incognitas
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Por el teorema de Rouché-Frobenius,

Si a=1,Vb, elsistema es compatible determinado.

Explica los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones impli-
cadas (CCn3).

2 -5

Si a=1, rango(M )=2el, pues el menor #0

Al hacer las operaciones correspondientes al calculo de determinantes, el
alumno realiza operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOnN1), in-
terpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSOn2) —en Segundo de Ba-
chiller-, maneja procedimientos y formulas resolviendo y calculando (RLSOnN3)
y utiliza variables y realiza ecuaciones y célculos mediante procedimientos fa-
miliares (CLSON3).

Se considera que es un nivel de reproduccién porque problemas de este tipo se
resuelven de forma habitual en el aula.

Estudia el rango de la matriz ampliada, para lo que calcula el valor del determi-
nante:

2 -5 -2
3 -1 1|=13b-39
1 4 b

Resolviendo la ecuacion: 13b-39=0,

obtiene la solucién b =3

El alumno usa un Unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRn1), la
representacion algebraica, maneja procedimientos y férmulas, resolviendo y
calculando (RLSON3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos median-
te procedimientos familiares (CLSOnN3).

Sia=1y b=3, rango(M )=2 y rango(M *)=3

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones mateméticas (CCn1l), sigue el en-
cadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn2) y evalta el en-
cadenamiento de argumentos matematicos particulares (CAn3), explicando los
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calculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las relaciones implicadas
(CCn3).

Segun el teorema de Rouché,

Sia=1y b=3, rg(M )=rg(M*), el sistema es incompatible.
Sia=1y b=3, rango(M )=rango(M *)=2 < n° de incégnitas,

Sia=1y b=3, el sistema es compatible indeterminado.

El apartado b) del problema 3.1.1 corresponde al nivel de reproduccién del
conocimiento estudiado, es la ejecuciéon de un problema rutinario,-resolver el
sistema en el caso a =1, V b-, mediante la aplicacion de destrezas técnicas y

de algoritmos habituales, manejando expresiones y férmulas establecidas y
realizando célculos, -el desarrollo de varios determinantes-.

En realidad se trata de infinitos sistemas de ecuaciones, ya que hay uno por
cada valor del pardmetro. Sin embargo, hecha esta aclaracion, seguimos utili-
zando el singular, sistema, ya que es el término que se utiliza en todos los
enunciados, a sabiendas de que es un término erréneo y los alumnos pueden
entenderlo mal, aunque tratan de resolverlo sin pensar en ello, porque es la ru-
tina que se sigue en la clase.

Reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), -las ecuaciones
del sistema-, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y asocia con
férmulas establecidas (RPRnN3), -consiste en resolver un sistema lineal de tres
ecuaciones con tres incognitas-.

El alumno comprende la expresion escrita (RCnl), identifica el problema
(RAN1), identifica que el modelo es similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1l) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

2X-5y+az=-2
Se tiene el sistema dado por las ecuaciones: { 3x-y+2z=1
X+4y+ z2=D

El alumno expone el proceso de céalculo (RAN2), realiza explicaciones sencillas
(RCn2), plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y reproduce un pro-
blema ya practicado, de manera cerrada (RRPn2).
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Resuelve el sistema por el método de Cramer.

Una situacién analoga y directamente relacionada con lo anterior es el término
solucion, ya que en estos casos hay una solucién para cada sistema.

Obteniendo como solucion:

-2 -5 a
1 -1 2
\ = b 4 1 :23—10b+4a+ab,
2 -5 a 13a-13 '
3 -4 2
1 4 1
2 -2 a 2 -5 -2
3 12 3 -1 1
- 1 b 1] 4-4b-a+3ab, L 1 4 b|_ b-3
2 -5 a 13a-13 ' 2 -5 a| 13a-13
3 -4 2 3 -4 2
1 4 1 1 4 1

El alumno realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSON3), des-
cribe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las formulas utilizadas y los re-
sultados (RAN3), resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3) y co-
munica de manera elemental los resultados (RMn3).

Como ya se ha estudiado, si a=1y b=3, el sistema es compatible indetermi-
nado.

2X-5y+21=-2
En esta situacion se tiene el sistema: { 3x-y+2z=1
X+4y+2=3

En este sistema nos encontramos, entre otras, la siguiente combinacion lineal,
entre filas:

Con esta argumentacion, el alumno sabe expresarse sobre cuestiones ma-
tematicas (CCnl) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Llamando z = A, considera el sistema:
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2x-5y=-2-1
3x-y=1-21"

Utilizando la regla de Cramer para su resolucion, se obtienen infinitas solucio-
nes:

2.2 -5 2 _2-3
_‘1—24 —1‘_7 9 . _‘3 1—2/1‘_8 A
"2 -5 "13 137 Y772 S5] T13 13
2 -

El alumno realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSON3), des-
cribe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las formulas utilizadas y los re-
sultados (RAN3), resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3) y co-
munica de manera elemental los resultados (RMn3).

FICHA 3.1.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P1
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * * *
C * * * * * *
M * * *
RP * * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P4

El apartado a) del problema que se presenta en la ficha 3.4.1 se encuadra en el
nivel de reproduccién del conocimiento estudiado, se trata de la ejecucion de
un problema rutinario, mediante la aplicacion de destrezas técnicas y de algo-
ritmos habituales, manejando expresiones y formulas establecidas y realizando
calculos.

El apartado b) del problema que se presenta en la tabla 3.4.1 se encuadra en el
nivel de conexién, al tener que hacer una demostracion es un problema que
reproduce situaciones similares a las estudiadas en la instruccion, pero que no
son de mera rutina.
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FICHA 3.4.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P4

P4.- a) ¢ Es siempre cierta la propiedad conmutativa del producto de matrices? En caso afir-
mativo probarlo y en caso negativo poner un ejemplo en el que no se verifique.

b) Si A y B son matrices diagonales de orden 2 x 2, demostrar que AB =B A.

10
c) Determinar las matrices 2 x 2 diagonales A tales que A A= ( ]

01
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION Al B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita 3
APARTADOS S| 21 3] 4] 5|6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO PROBAR / DEMOSTRAR / DETERMINAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO

PUNTUACION
EIAA'E';SS DEL ENUN- ESTRUCTURA ORACIONAL
ERROR MOIRFOLOGICO

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P4.- a) Escribe razonadamente si es cierta la propiedad conmutativa del producto de
matrices.

En caso afirmativo demuéstralo y en caso negativo escribe un ejemplo en el que no
se verifique.

b) Si Ay B son matrices diagonales de orden 2 x 2, demuestra que AB=B A.

10
c) Determina las matrices 2 x 2 diagonales A tales que A- A:(O 1 J

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexion

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 3.4.1 es una definicion te6-
rica, por tanto es una mera reproduccion del conocimiento estudiado, usa un
anico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la representacion
algebraica, interpreta representaciones estandar de objetos matematicos
(RRn2) e interpreta el lenguaje formal y simbalico rutinario (RLSON2).

Un contraejemplo que demuestra que el producto de matrices no es conmutati-
VO €s:
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: . 2 -1 3 1
Considerando las matrices A= y B=
1 3 -2 1

Se tiene

8 1 7 0
A'B= B-A:
o o)

El alumno comprende la expresién escrita (RCnl), reconoce las representacio-
nes de los datos del ejercicio (RPRn1), identifica el problema (RAN1), reconoce
el problema como ya practicado (RRPn1) e identifica que es un modelo similar
a otros vistos con anterioridad (RMn1).

A continuacion realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las formulas uti-
lizadas (RAN3), reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada
(RRPn2), resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), en un nivel
de Matematicas Il, comunica de manera elemental los resultados (RMn3) y
describe los resultados obtenidos (RCn3).

El apartado b) de la ficha 3.4.1 pide que el alumno haga una demostracion, pe-
ro tan solo se trata de efectuar un producto de matrices, lo que corresponde al
nivel de reproduccién, se trata del reconocimiento de equivalentes, ejecucién
de problemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos habitua-
les, manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.

El alumno plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y asocia con
férmulas establecidas (RPRN3) y expone el proceso de célculo (RAN2).

Consideramos las matrices

A, O 0
0 2, 0w,

Obtenemos los productos

A.B = A g 0 B. A M- Ay 0
0 Ay My 0 w4y

El producto A-B=B-A , pues, el producto de nimeros es conmutativo.

El alumno realiza operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOn1),
sabe expresarse sobre cuestiones mateméaticas (CCnl), realiza explicaciones
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sencillas (RCn2), resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), co-
munica de manera elemental los resultados (RMn3) y describe los resultados
obtenidos (RCn3).

El apartado c) del problema que se presenta en la tabla 3.4.1 se encuadra en el
nivel de conexidn, es un problema que reproduce situaciones similares a las
estudiadas en la instruccion, pero que no son de mera rutina, pues no se trata
anicamente de realizar un producto de matrices, sino que debe resolver el pro-
blema utilizando pardmetros.

El alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1l),
razona matematicamente de manera simple (CAnl), y estructura la situacion
que debe modelizar (CMn1l).

a 0

0 bj; se tiene que cumplir que:

2
a 0 10
A-A= =
0 b? 0 1
Al hacer este razonamiento, sigue y evalla el encadenamiento de argumentos

matematicos particulares (CAn2, CAn3), explica los célculos y sus propiedades
(CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Siendo A= [

Asimismo, desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutina-
rios (CRPn1), comprende que tiene que emplear conceptos matematicos inter-
medios (CPRN2) y aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRn3).

2

: a :
Tenemos el sistema: {bz , con soluciones

El alumno tiene que efectuar un producto de matrices y, al efectuar estas ope-
raciones, el alumno maneja procedimientos y férmulas, resolviendo y calculan-
do (RLSON3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante pro-
cedimientos familiares (CLSOnN3).

10 -1 0 1 0 -1 0
A1: .A2: ,A3: ,A4:
0 1 0 1 0 -1 0 -1
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Al hacer este razonamiento, sigue y evalla el encadenamiento de argumentos
matematicos particulares (CAn2, CAn3), explica los célculos y sus propiedades
(CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

FICHA 3.4.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P4
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * *
C * * * * *
M * * *
RP * * * *
R * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P5

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 3.5.1 es una definicion te6-
rica, por tanto es una mera reproduccién del conocimiento estudiado, interpre-
ta representaciones estandar de objetos matematicos (RRn2) e interpreta el
lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSOnN2).

El apartado b) del problema de la ficha 3.5.1 es, también, un ejercicio que se
corresponde con un nivel de reproduccion; corresponde al reconocimiento de
equivalentes, ejecucion de problemas rutinarios, aplicacion de destrezas técni-
cas y algoritmos habituales, manejo de expresiones y férmulas establecidas y
realizacion de calculos.

El alumno identifica el problema (RANnl), comprende la expresion escrita
(RCn1), -el determinante-, reconoce las representaciones de los datos del ejer-
cicio (RPRn1), -es una ecuacion polinémica-, identifica que es un modelo simi-
lar a otros vistos con anterioridad (RMnl) y reconoce el problema como ya
practicado (RRPn1l), plantea los algoritmos correspondientes (RPRN2), asocia
con formulas establecidas y realiza calculos (RPRn3).

A continuacion, usa un unico tipo de representacion estandar, ya utilizada
(RRn1), la representacion algebraica y expone el proceso de calculo (RAN2).
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FICHA 3.5.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P5

P5.- a) Enunciar dos propiedades de los determinantes.

x 1 1 1
b) Calcular el siguiente determinante I x 11
1 1 x 1
1 1 1 X
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 | 01|02 |03 04]05]06]07]08]09
OPCION Al B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO ENUNCIAR / CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION
b OS PEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P5.- a) Enuncia dos propiedades de los determinantes.

b) Calcula el siguiente determinante

e s
R R X R
T =
X R R R

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

x 1 1 1 x+3 1 1 1 171 1 1
1T x 1 1|0 x+3 x 1 1(2)(X 3) 1T x 1 1
= = =+ . =

171 x 1 Xx+3 1 x 11 x 1

171 1 x x+3 1 1 x 11 1 x
F, 1 1 1 1

F,-F 0 x-1 O

=F2_F1=(x+3)- 0 0 w1 =(x+3)-(x=-1)°
3 1 -

F4_F1 0 0 0 X—1

(1) Como det(c,,C,,C,,C, )=det(C,+C,+C,+C,,C,,C;,C, )
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(2) Sacando factor comin (x+3) en C,

El alumno tiene que desarrollar un determinante, es decir, desarrolla procedi-
mientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1), utiliza variables y
realiza ecuaciones y célculos mediante procedimientos familiares (CLSON3),
gue no corresponde al nivel basico de reproduccion, estariamos en un nivel de
conexion.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), realiza ex-
plicaciones sencillas (RCn2), justifica las formulas utilizadas (RAn3) y reprodu-
ce problemas ya practicados, de manera cerrada (RRPn2).

Asimismo realiza operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOn1),
interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2), maneja procedi-
mientos y férmulas, resolviendo y calculando (RLSON3) y, de este modo, re-
suelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), describe los resultados
obtenidos (RCn3) y comunica de manera elemental los resultados del modelo
(RMn3).

FICHA 3.5.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P5
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * * *
R * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P8

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 3.8.1 es una definicion teé-
rica, por tanto es una mera reproduccién del conocimiento estudiado, interpre-
ta representaciones estandar de objetos mateméaticos (RRn2) e interpreta el
lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2).
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FICHA 3.8.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P8

P8.- Definir el concepto de matriz inversible. Dar un criterio para asegurar que una matriz es
inversible.

1 -1 -1
b) Dada la matriz A=| 1 -1 0| Determinar, para qué valores del pardmetro m, exis-

1T 0 m
te A7
1 0 0
c) Para m=—1, resolver det‘ At —xl ‘z O0.(1=| 0 1 O0]|matriz unidad)
0 0 1
CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEFINIR / DAR / DETERMINAR / RESOLVER
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION
FALLOS DEL ENUN- -
CIADO ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P8.- a) Define el concepto de matriz inversible. Da un criterio para asegurar que una
matriz es inversible.

1 -1 -1
b) Dada la matriz A=| 1 -1 0 |, determina, para qué valores del parametro m,
1 0 m

existe AL,

c) Para m=—1, resuelve det‘A’l—xI ‘:o. (1=

o O B
o = O

0
0 | matriz unidad)
1

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

El apartado b) del problema de la ficha 3.8.1 es un ejercicio que se correspon-
de con un nivel de conexidn; no es una mera rutina, debido a la presencia de
un parametro que generaliza una situacion.
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Por tanto el alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario
(CPRnN1), razonar matematicamente de manera simple (CAnl), estructurar la
situacion que se debe modelizar (CMn1), desarrollar procedimientos ya practi-
cados, pero no rutinarios (CRPn1l), pues para ver si la matriz es regular y, por
tanto, admite inversa hay que estudiar el rango de la misma, dependiendo de
los posibles valores del parametro m.

El alumno calcula el valor del determinante:

1 -1 -1
1 -1 0|=-1
1T 0 m

El alumno usa un Unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRn1), la
representacion algebraica, realiza operaciones elementales en contextos cono-
cidos (RLSON1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2),
maneja procedimientos y formulas resolviendo y calculando (RLSON3) y utiliza
variables y realiza ecuaciones y célculos mediante procedimientos familiares
(CLSON3).

Como V m el determinante es distinto de cero, por tanto,

Existe A'1, vYm

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2), sigue el encadenamiento del argumento
matematico particular (CAn2), haciendo una evaluacion del mismo (CAn3) e in-
terpretando las relaciones implicadas (CCn3), al tiempo que traduce, en la
practica, el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2)
aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropiados (CPRn3) y comu-
nica los resultados (CMn3).

El apartado c) del problema de la ficha 3.8.1 es un ejercicio que se corresponde
con un nivel de reproduccion se trata del reconocimiento de equivalentes, eje-
cucion de problemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos
habituales, manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de
calculos.

El alumno reconoce las representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1),
identifica el problema (RAnN1), reconoce el problema como ya practicado
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(RRPn1) e identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1).

Como |A|=0, VM existe A",y A*1:L.Adj(A‘), donde Adj(A‘) es la

| Al
matriz transpuesta de la matriz de adjuntos de A.
A continuacién, expone el proceso de célculo (RANn2), plantea los algoritmos

correspondientes (RPRnN2), asocia con formulas establecidas y realiza calculos
(RPRN3).

El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las férmulas utiliza-
das (RANn3) y reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada
(RRPN2).

Calcula la matriz A~ en el caso m=-1.

11 1
A'=[-1 0 1
110

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), en un nivel
de Matematicas Il, comunica de manera elemental los resultados (RMn3) y
describe los resultados obtenidos (RCn3).

El alumno tiene que calcular la matriz inversa y efectuar un producto de matri-
ces y, al efectuar estas operaciones, realiza operaciones elementales en con-
textos conocidos (RLSOnN1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario
(RLSON2) —en Segundo de Bachiller-, maneja procedimientos y formulas resol-
viendo y calculando (RLSOnN3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calcu-
los mediante procedimientos familiares (CLSON3).

El alumno identifica el problema (RAN1), -es una ecuacion polinébmica-, identifi-
ca que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1l) y reconoce
el problema como ya practicado (RRPn1l), plantea los algoritmos correspon-
dientes (RPRnN2), asocia con formulas establecidas y realiza calculos (RPRn3).

—1-x 1 1
Al'=xl=| -1 —-x 1
-1 1 —Xx

A continuacion, expone el proceso de calculo (RAN2).
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-1-x 1 1
‘A‘1—xl‘: -1 —x 1|==x*-x%-x-1
-1 1 —-x

La ecuacion

~x%-x?-x-1=0
tiene como Unica solucién real el valor x=-1.

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), realiza ex-
plicaciones sencillas (RCn2), justifica las formulas utilizadas (RAn3), maneja
procedimientos y férmulas, resolviendo y calculando (RLSON3) y, de este mo-
do, resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3) y comunica de ma-
nera elemental los resultados (RMn3).

En la resolucion de la ecuacion el alumno tiene que desarrollar un determinan-
te, es decir, utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante procedi-
mientos familiares (CLSON3), que no corresponde al nivel basico de reproduc-
cidn, estariamos en un nivel de conexion.

FICHA 3.8.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P8
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * * * *
A * * * * * *
C * * * * *
M * * * * *
RP * * * *
R * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P9

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 3.9.1 es una definicion te6-
rica, se trata del reconocimiento de equivalentes, por tanto es una mera repro-
duccion del conocimiento estudiado. El alumno comprende la expresion escrita
(RCnl), interpreta representaciones estandar de objetos matematicos (RRn2) e
interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSOnN2).
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FICHA 3.9.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P9

P9.- a) De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 x 2 sefialar las que son
correctas y, en su caso, enunciar las propiedades que se utilizan:

a a
b b

2 6 Y

2 2 11
-0, —4
13

22| |11
2 6| |13
b) Dadas las matrices A y B de orden 4 x 4 con ‘A‘=3 y ‘B‘=2, calcular ‘A’l‘ ,

‘ B'A ‘ y ‘ (AB -t )t ‘ , justificando la respuesta. (Se recuerda que A' representa la trans-

puesta de A.)

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95|96 |97 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS sl 21 3] 4] 5|6 NO
Forma implicita 3
VERBO UTILIZADO SENALAR / ENUNCIAR / CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION

FALLOS DEL ENUN-

CIADO ERROR MORFOLOGICO

AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P9.- a) De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 x 2 sefiala las
que son correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan:

a a
b b

2 2 11 2 2 11
|2 6 13 2 6 13
b) Dadas las matrices A y B de orden 4 x 4 con ‘A‘=3 y ‘B‘=2, calcula ‘A‘l‘,

‘B‘ A‘ y ‘ (AB‘l)t ‘ , justificando la respuesta. (Se recuerda que A' representa la

transpuesta de A.)

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

La igualdad

a a . - S
b b ‘ =0 es cierta dado que la F,es un multiplo (combinacion li-

neal) de la F,.
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2
2 6

1 1
1 3

La igualdad es cierta.

-

Se ha sacado factor comun el nimero 2 de cada una de las filas o columnas.

2 1
6 1

contradice la afirmacion anterior y en segundo lugar porque al extraer factor
comun del determinante el nimero 2 se habria extraido sdlo de una fila o co-
lumna.

La igualdad es, evidentemente, falsa, en primer lugar porque

-2

El alumno reconoce las representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), -
determinantes de orden dos-, identifica el problema (RANnl), reconoce el pro-
blema como ya practicado (RRPnl) e identifica que es un modelo similar a
otros vistos con anterioridad (RMn1).

A continuacion, expone el proceso de célculo (RANn2), plantea los algoritmos
correspondientes (RPRnN2), asocia con formulas establecidas y realiza calculos
(RPRnN3).

El alumno usa un unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la
representacion algebraica, realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las
formulas utilizadas (RANn3), realiza operaciones elementales en contextos co-
nocidos (RLSON1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSOnN2),
maneja procedimientos y férmulas, resolviendo y calculando (RLSOnN3) y, de
este modo, resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), describe
los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de manera elemental los resulta-
dos (RMn3).

El apartado b) del problema que aparece en la ficha 3.9.1 es una aplicacion di-
recta de un concepto teorico, por tanto es una mera reproduccion del conoci-
miento estudiado.

El alumno identifica el problema (RAn1), le reconoce como problema ya practi-
cado (RRPnN1), identifica que es un modelo similar a otros vistos con anteriori-
dad (RMnl), plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), asocia con
férmulas establecidas y realiza calculos (RPRnN3).

A continuacion, realiza explicaciones sencillas (RCn2) y expone el proceso de
calculo (RAN2).
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Como A-A'=1 vy, utilizando las propiedades de los determinantes,
|A-AT = | AL AT =] 1] =1,
se tiene que
IR

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), reproduce
problemas ya practicados, de manera cerrada (RRPn2), realiza explicaciones
sencillas (RCn2), justifica las formulas utilizadas (RAN3), realiza operaciones
elementales en contextos conocidos (RLSOnN1), interpreta el lenguaje formal y
simbdlico rutinario (RLSON2), maneja procedimientos y férmulas, resolviendo y
calculando (RLSOnN3) y, de este modo, resuelve problemas rutinarios estanda-
rizados (RRPn3), describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica de ma-

|B'-Al=|B'||A=|B||A|=2-3=6

- _ _ 3
(a8)]= e |-l Al 5[5 =2

nera elemental los resultados (RMn3).

1
2

FICHA 3.9.2.

COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P9

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 1

Nivel 2

PR

*

*

*

@]

*

RP

LSO

Reproduccion

Conexién

Reflexiéon

ANALISIS DEL PROBLEMA P10

El apartado a) del problema de la ficha 3.10.1 es un ejercicio que se corres-
ponde con un nivel de conexion; reproduce una situacion similar a la referente
en su etapa de aprendizaje, pero no es una mera rutina, dado que el alumno
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tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRnl),-para de-
mostrar que la matriz tiene inversa suponemos que ésta existe y la calcula-.

FICHA 3.10.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P10

P10.- Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A2 =2A+1, donde I es la matriz

unidad.
a) Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A.

1+m

b) Dada la matriz B =
1 1-m

J , hallar para qué valores de m se verifica que

B2 =2B+ 1 y para esos valores escribir la matriz inversa de B.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98| 99 | 00 | 01|02 |03 | 04| 05| 06|07 |08 |09
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita 2
APARTADOS S| 2 3 4 5 6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO DEMOSTRAR / OBTENER / HALLAR / ESCRIBIR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO

ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
(F:IAALégs DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P10.- Dada una matriz cuadrada A con la siguiente propiedad: A2 =2 A+ 1, donde |

es la matriz unidad.

a) Demuestra que A admite inversa, y escribela en funcion de A.

1+m 1

b) Dada la matriz B =(
1-m

J, halla para qué valores de m se verifica

que B? =2B+1 Yy escribe la matriz inversa de B, para esos valores.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

El alumno estructura la situacion que se debe modelizar (CMn1l), desarrolla
procedimientos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1) y razona matemati-
camente de manera simple (CAnl).
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Suponiendo que existe la matriz A’
AT (AZ)=A"(2A+1)
Utilizando las propiedades asociativa y distributiva del producto de matrices
(A" A)- A=A 2A+A "]

Operando y simplificando, utilizando las propiedades del elemento neutro y
elemento simétrico

l-A=21+A"
Despejando
A-21=A"

Sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los calculos y
sus propiedades (CCn2) y traduce, en la practica, el modelo a seguir, que es
algo diferente de los estudiados (CMn2).

El alumno utiliza el lenguaje formal y simbolico basico, en situaciones menos
conocidas (CLSOn1), comprende que tiene que emplear conceptos matemati-
cos intermedios (CPRnN2), aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3),
desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1),
maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y férmulas no rutina-
rias (CLSON2), interpreta las relaciones implicadas (CCn3) y comunica los re-
sultados (CMn3).

El apartado b) del problema de la ficha 3.10.1 es un ejercicio que se corres-
ponde con un nivel de reproduccion; con el reconocimiento de equivalentes,
es la ejecucion de problemas rutinarios, con la aplicacion de destrezas técnicas
y algoritmos habituales, el manejo de expresiones y férmulas establecidas y la
realizacion de calculos.

El alumno comprende la expresion escrita (RCnl), reconoce representaciones
de los datos del ejercicio (RPRnN1), identifica el problema (RAN1), identifica que
es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1), reconoce el pro-
blema como ya practicado (RRPn1l), plantea los algoritmos correspondientes
(RPRnN2), expone el proceso de calculo (RAN2) y asocia con formulas estable-
cidas y realiza calculos (RPRnN3).
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B2 _ 1+m 1 T+m 1) (m?+2m+2 2
1 1-m 1 1-m) 2 m2-2m+2
2+2m 2 10 2m+3 2
2 2-2m 0 1 2 3-2m

m?+2m+2 2 2m+3 2
B*’=2B+I = =
{ 2 m2—2m+2j [ 2 3—2m]

Para que se verifique, se tienen que cumplir las siguientes condiciones

m2+2m+2=2m+3
m2-2m+2=3-2m

El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las férmulas utiliza-
das (RAN3), reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada (RRPn2)
y resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPnN3).

El sistema lineal definido a partir de las condiciones tiene soluciones

m,=1y m,=-1.

2 1
Si m=1, la matriz buscada es B1=( 1 O]'

Si m=—-1, la matriz buscada es B,= ((1) ;j
El alumno usa un Unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRn1), la
representacion algebraica, realiza operaciones elementales en contextos cono-
cidos (RLSOnN1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSONn2) y
maneja procedimientos y formulas resolviendo y calculando (RLSOnN3), al tiem-
po que utiliza variables y realiza ecuaciones y célculos mediante procedimien-
tos familiares (CLSOnN3), describe los resultados obtenidos (RCn3) y comunica
de manera elemental los resultados (RMn3).

Utilizando el apartado a) del problema B'=B-21

s (00 1) (-2
Tl 22)Y P Tl 100
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El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las férmulas utiliza-
das (RAN3), resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3) y comunica
de manera elemental los resultados (RMn3).

FICHA 3.10.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P10
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * *
C * * * * * *
M * * * * *
RP * * * *
R *
LSO * * * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P11

El apartado a) del problema que aparece en la ficha 3.11.1 es una definicion
tedrica, por tanto es una mera reproduccion del conocimiento estudiado, in-
terpreta representaciones estandar de objetos matematicos (RRn2) e interpreta
el lenguaje formal y simbélico rutinario (RLSOnN2).

El apartado b) del problema que aparece en la ficha 3.11.1 corresponde a los
niveles de conexion y reflexion, es un problema que reproduce situaciones
similares a las ya practicadas, pero que no son de mera rutina.

Para resolver el ejercicio, el alumno piensa en el tratamiento matematico nece-
sario (CPRn1), estructura la situacion que debe modelizar (CMn1l), traduce en
la practica el modelo a seguir, que es algo diferente de los estudiados (CMn2) y
desarrolla procedimientos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).

Realiza las operaciones con matrices:

At X =AX!

F R T
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FICHA 3.11.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P11

P11.- a) Concepto de sistema de ecuaciones compatible determinado y de sistema incompa-
tible.

b) Consideramos la matriz A = [ 2 -1
a a

j. Calcular, en funcién del parametro a, las matrices

X de la forma X :(X y

j que verifican que A'-X = A-X'. (Se recuerda que A' esla ma-
Z X

triz traspuesta de la matriz A.)

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION

FALLOS DEL ENUN-

CIADO ESTRUCTURA DE LA ORACION

ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P11.- a) Escribe el concepto de sistema de ecuaciones compatible determinado y de
sistema incompatible.

2 -1
b) Consideramos la matriz Az[ J . Calcula las matrices X de la forma
a a

X
X =( y J que verifican que A'-X =A-X"_en funcién del pardmetro a. (Se
z X

recuerda que A' es la matriz traspuesta de la matriz A.)

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion y reflexion

2x+az 2y+ax 2x-y 21-X
—-X+az -—-y+ax ax+ay az+ax

El alumno realiza operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOn1),
interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2) y maneja procedi-
mientos y férmulas resolviendo y calculando (RLSOnN3), usa un unico tipo de
representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la representacion algebraica, y
realiza calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).
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Para que ambas matrices sean iguales, deben darse las siguientes condicio-
nes:

2x+az=2x-y (1)
2y+ax=2z-x (2)
—x+az=ax+ay (3)
—y+ax=az+ax (4)

Tanto de la ecuacion (1) como de la ecuacion (4) se desprende que y=-az.
Sustituyendo este valor en la ecuacion (2):

~2az+ax=2z-x = -a(2z-x)=2z-x
Si2z-x20 =a=-1
Si2z-x=0 =x=2z (¥

El alumno razona matematicamente de manera simple (CAnl), comprende que
tiene que emplear conceptos matematicos intermedios (CPRn2) y aplica los
conceptos matematicos apropiados (CPRnN3).

Sin embargo, sustituyendo este valor, y=-az, en la ecuacion (3):
~x+az=ax+a-(-az)=ax—a’x
Sacando factor comun -a, en el segundo miembro de la igualdad:
—x+az=-a-(-x+az)
En esa igualdad, si —x+az=0 —=a=-1.
Si —-x+az=0 = x=az (*
Para que las igualdades (*) y (**) sean compatibles:
2z=a1 =a=2 siempre que z=0

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3). Asimismo, sigue el encadenamiento del argumento matematico parti-
cular (CANn2) y evalta el encadenamiento de argumentos matematicos particu-
lares (CAN3).
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Aparece aqui el nivel de reflexion por parte del estudiante para aplicar estrate-
gias en la resolucién de un problema que contiene elementos inusuales.

Si consideramos la opcion x=az, pues el enunciado pide que se de la solucién

en funcion del pardmetro a, se obtiene la matriz:

az —az
z az

Comprobamos la validez de la solucién:

Al X = 2 a)(az -az)| (3az -2az+a’z
-1 a)lz az 0 az+a’z

. (2 —1)( az z j (Baz 2z-az ]
A-X = : - .
a a —az az 0 az+a“z
Para que se cumpla laigualdad: A'-X = A- X"

3az -2az+a’z 3az 2z7-az
2 = ) =a=-1
0 az+a“z 0 az+a‘z

Si a=2, tenemos las matrices:

2 -1 2z -2z
(2 2) [ z 22}

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), razona de
manera sencilla, distinguiendo formas mas amplias de argumentacion (RfAn1),
elabora encadenamientos de argumentos de diferentes tipos (RfAn2), sabe ex-
plicar cuestiones matematicas, calculos y resultados (RfCnl), expone proble-
mas mas allad de la reproduccion de los ya practicados (RfRPnl) y explica
asuntos que implican relaciones complejas (RfCn2).

Si a=2, tenemos las matrices:

2 -1 27 -2z
A= y X =
2 2 z 2z
Para resolver el problema, el alumno podia estudiar el sistema en funcion de
los valores del parametro a.
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y+az=0
(a+1)x+2y-2z=0
(a+1)x+ay-az=0

0 1 a
Con matriz de coeficientes A=| a+1 2 -2 |y cuyo determinante vale
a+1 a -a

|A|:(a2—a—2)-(a+1)

Siaz-1y a=2, el determinante es distinto de cero, y la solucion del sistema
es la trivial, con lo que la matriz solucién es la matriz nula. (X =0)

Si a=-1 0 a=2 las soluciones coinciden con las calculadas anteriormente.

El alumno razona de manera sencilla, distinguiendo formas mas amplias de ar-
gumentacion (RfAnl), elabora encadenamientos de argumentos de diferentes
tipos (RfAn2), sabe explicar cuestiones matematicas, célculos y resultados
(RfCn1)

FICHA 3.11.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P11
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * * * *
C * * * * *
M * *
RP * *
R * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P14

El apartado a) del ejercicio de la ficha 3.14.1 corresponde al nivel de repro-
duccidn. Se trata del reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas
rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos habituales, manejo de
expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.
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FICHA 3.14.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P14

P14.- Sean A, B y X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican la relacién

A- X .B=1, siendo | la matriz unidad.

a) Si el determinante de A vale —1 y el de B vale 1, calcular razonadamente el determinante
de X.

b) Calcular de forma razonada la matriz X si A= (g 3] y B =[ 1 -2 J

4 2 -3
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98] 99 | 00 | 01|02 | 03| 04| 05| 06|07 |08 |09
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO CALCULAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO

ERROR MORFOLOGICO
cF:T\ALLI)_SS DEL ENUN- ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P14.- Dadas tres matrices cuadradas: A, By X , del mismo orden, que verifican la re-
laciébn A-X -B =1, siendo | la matriz unidad.

a) Si el determinante de A vale -1 y el de B vale 1, calcula razonadamente el valor
del determinante de X.

2 3 1 -2
b) Calcula de forma razonada la matriz X si A:[ 3 4) y B =[ 5 _3 j

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

El alumno comprende la expresién escrita (RCnl), identifica el problema
(RAN1), reconoce el problema como ya practicado (RRPnl), identifica que es
un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1).

A continuacién, expone el proceso de céalculo (RAN2), plantea los algoritmos
correspondientes (RPRn2), asocia con férmulas establecidas y realiza los
calculos (RPRnN3).

Como AXB=1y|A-X -B|=|A|:|X||B|=|1|=1, utilizando las propiedades
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de los determinantes, se tiene que

1

X|=— =1
X = TaTTe]

El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las férmulas utiliza-
das (RAN3), reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada (RRPn2),
resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), comunica de manera
elemental los resultados (RMn3) y describe los resultados obtenidos (RCn3).

El apartado b) del problema de la ficha 3.14.1 pide que el alumno resuelva una
ecuacion matricial, lo que corresponde al nivel de reproduccion, se trata del
reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas rutinarios, aplicacion
de destrezas técnicas y algoritmos habituales, manejo de expresiones y formu-
las establecidas y realizacion de célculos.

El alumno reconoce las representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1),
identifica el problema (RAN1), reconoce el problema como ya practicado
(RRPn1) e identifica que es un modelo similar a otros vistos con anterioridad
(RMn1).

A continuacion, usa un unico tipo de representacién estandar, ya utilizada
(RRn1), la representacion algebraica, expone el proceso de calculo (RANn2),
plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), asocia con formulas estable-
cidas y realiza calculos (RPRnN3).

Despejando la incognita
AXB=l = X=A"'.B"

Como |A|=-1+0 Y | B|=1=0, existen las matrices Ay B,

El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las formulas utiliza-
das (RANn3) y reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada
(RRPN2).

Calcula las matrices A"y B

L, (-4 3 L4 (-3 2
A" = y B =
3 -2 -2 1

Y, en consecuencia,
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~4 3)(-3 2) (6 -5
X=AB =X=l 3 o)l-2 1)7|-5 4

El alumno tiene que calcular la matriz inversa y efectuar un producto de matri-
ces y, al efectuar estas operaciones, realiza operaciones elementales en con-
textos conocidos (RLSOnN1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario
(RLSON2) —en Segundo de Bachillerato-, maneja procedimientos y formulas re-
solviendo y calculando (RLSON3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y
calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3) y asi resuelve proble-
mas rutinarios estandarizados (RRPn3).

Finalmente, comunica de manera elemental los resultados (RMn3) y describe
los resultados obtenidos (RCn3).

FICHA 3.14.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P14
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccidn Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P15

El apartado a) del problema de la ficha 3.15.1 es un ejercicio que se corres-
ponde con un nivel de conexion; reproduce una situacion similar a la referente
en su etapa de aprendizaje, pero no es una mera rutina, dado que el alumno
tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1).

Hay que estudiar el rango de una matriz dependiendo de los posibles valores
del parametro m, y, para ello vamos a utilizar determinantes.

El alumno razona mateméticamente de manera simple (CAnl), estructurarla si-
tuacion que se debe modelizar (CMn1l) y desarrolla procedimientos intuitivos ya
practicados, pero no rutinarios (CRPn1).
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FICHA 3.15.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P15
-1 0 1 1 0 -1
P15.- Dadas las dos matrices A=| 2 1 0|y B=| 1 1 1|, se define la matriz
3 2 -1 -2 0 O
C=A+mB.

a) Hallar para qué valores de m la matriz C tiene rango menor que 3.

b) Para m=-1, resolver el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es C.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 |98 | 99 | 00 | 01|02 | 03| 04| 05| 06|07 |08 |09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS sl 2 1 3| 4|5 |6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR / RESOLVER
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION
('::IAAL[')-SS DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO
-1 0 1 1 0 -1
P15.- Dadas las dos matrices A=| 2 1 0| y B=| 1 1 1] sedefinela
3 2 -1 -2 0 0

matriz C=A+mB..

a) Halla para qué valores de m la matriz C tiene rango menor que 3.

b) Para m=-1, resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes
es C.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

-1 0 1 1 0 -1 —14+m 0 1-m
C=| 2 1 O|+m- 1 1 1= 2+m 1+m m
3 2 -1 -2 0 O 3-2m 2 -1

—-14+m 0 1-m

Calculamos el determinante:| 2+m 1+m m =—2(m3+m2—m—1)
3-2m 2 -1
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Resolviendo la ecuacion —2(m?®+m?—-m—1)=0, se obtienen las soluciones:
m=1 y m = —1

El alumno tiene que efectuar operaciones con matrices, calcular un determinan-
te, resolver una ecuacién y, al realizar esos calculos, realiza operaciones ele-
mentales en contextos conocidos (RLSON1), interpreta el lenguaje formal y
simbalico rutinario (RLSONn2) —en Segundo de Bachillerato-, maneja procedi-
mientos y formulas resolviendo y calculando (RLSOnN3) y utiliza variables y rea-
liza ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Por otra parte, el alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas
(CCnl), comprende que tiene que emplear métodos matematicos intermedios
(CPRnN2).

Sim=1y m= -1, el determinante es distinto de cero y el rango(C )z 3.
Si m =1, sustituyendo ese valor en el enunciado, tenemos la matriz:

0
1

0
C= 3
1 -1

N N O

Si m =1 entonces rango(C )=2

Si m = -1, sustituyendo ese valor en el enunciado, tenemos la matriz:

-2 0 2

C=| 1 0 -1
5 2 -1

10

El rango(C )=2, dado que F,=-2-F, y #0

5 2

Si m =—1 entonces rango(C )=2

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), explica los
calculos y sus propiedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

Igualmente, sigue el encadenamiento del argumento mateméatico particular
(CANn2), evalta el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3), traduce, en la practica, el modelo a seguir, que es algo diferente de los
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estudiados (CMn2) aplicando, de este modo, conceptos matematicos apropia-
dos (CPRn3) y comunica los resultados (CMn3).

El apartado b) del problema de la ficha 3.15.1 es la resolucion del sistema

-2x+2z=0
Xx—2z=0
5x+2y—-z=0

lo que corresponde al nivel de reproduccion del conocimiento estudiado, es la
ejecucion de un problema rutinario,-resolver el sistema cuando m =-1, me-
diante la aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejan-
do expresiones y férmulas establecidas y realizando calculos.

El alumno comprende la expresion escrita (RCnl), reconoce representaciones
de los datos del ejercicio (RPRn1), -las ecuaciones del sistema-, le reconoce
como problema ya practicado (RRPnl), usa un anico tipo de representacion
estandar, ya utilizada (RRn1l), la representacion algebraica, plantea los algorit-
mos correspondientes (RPRn2) y asocia con férmulas establecidas (RPRn3), -
consiste en resolver un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones con tres
incégnitas-.

Identifica el problema (RAN1), identifica que el modelo es similar a otros vistos
con anterioridad (RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

10
5 2

x-2=0
Dado que 5x+2y-2=0

#0 , consideramos las ecuaciones {

Expone el proceso de calculo (RAN2), realiza explicaciones sencillas (RCn2) y
reproduce un problema ya practicado, de manera cerrada (RRPn2), planteando
los algoritmos correspondientes (RPRn2).

El sistema es compatible indeterminado, con solucion:
X=A,Yy=-21,2=2

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), describe los
resultados obtenidos (RCn3), justifica las formulas utilizadas y los resultados
(RAN3) y comunica de manera elemental los resultados (RMn3).
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FICHA 3.15.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P15
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * * *
C * * * * * *
M * * * * *
RP * * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P18

El apartado a) del problema que se presenta en la ficha 3.18.1 se encuadra en
el nivel de conexidn. Hay que estudiar las caracteristicas de una familia de sis-
temas que dependen de un parametro y este es un problema que reproduce si-
tuaciones similares a las estudiadas en la instruccion, pero que no son de mera
rutina.

El alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario (CPRn1), -
escribir las matrices de los coeficientes del sistema y la matriz ampliada con los
términos independientes-, tiene que comprender que debe emplear conceptos
matematicos intermedios (CPRn2) y aplicar los conceptos matematicos apro-
piados (CPRN3).

1 2 3
Se tienen las matrices:Matriz de coeficientes A=| 1 a 3|y
2 2+a 6
1 2 31
matriz ampliada: A*=| 1 a 3 2
2 2+a 6 3

Hacemos el estudio del sistema a partir del examen de los rangos de la matriz
de coeficientes y de la matriz ampliada.

Al hacer esta disertacion, el alumno razona matematicamente de manera sim-
ple (CAnl), sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl), estructura
la situacion que debe modelizar (CMn1l) y explica los célculos y sus propieda-
des (CCn2).
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FICHA 3.18.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P18
X+2y+3z=1
P18.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales X+ay+3z=2

2x+(2+a)y+62=3

a) ¢ Existe algun valor del pardmetro a para el cual el sistema sea incompatible?
b) ¢ Existe algun valor del parametro a para el cual el sistema sea compatible determinado?

¢) Resuélvase el sistema para a=0.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 [ 98| 99 | 00 | 01|02 | 03| 04|05 0607|0809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO EXISTIR / RESOLVER
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE INDICATIVO/ IDEM CON PRONOMBRE CLITICO
PUNTUACION
(F:IAA"E')‘gs DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
EXPRESION FARRAGOSA
ENUNCIADO ALTERNATIVO
X+2y+3z=1
P18.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales Xx+ay+3z=2

2x+(2+a)y+62=3

a) Analiza si existe algun valor del parametro a para el cual el sistema sea incompa-
tible

b) Determina algun valor del parametro a para el cual el sistema sea compatible de-
terminado

¢) Resuelve el sistema para a=0.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccidn y conexién

En el determinante se puede observar que F,=F,+F,,oque C,=3-C,

Resolviendo el determinante:

1 2 3
1 a 3|=0
2 2+a 6
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independientemente del valor de a.

Al hacer esta observacion, el alumno sabe expresarse sobre cuestiones ma-
tematicas (CCnl), interpreta las relaciones implicadas (CCn3) sigue el encade-
namiento de argumentos matematicos particulares (CAn2) y evalla el encade-
namiento de argumentos matematicos particulares (CAn3).

El alumno comprende que tiene que emplear conceptos matematicos interme-
dios (CPRnN2), aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRn3) y desa-
rrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1).

Al calcular el determinante, realiza operaciones elementales en contextos co-
nocidos (RLSON1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSOnN2),
maneja procedimientos y férmulas resolviendo y calculando (RLSOnN3), usa un
anico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la representacion
algebraica y utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante procedi-
mientos familiares (CLSOnN3).

Considerando el menor:

Resolviendo la ecuacion:

Obtiene la solucion a=2.
Si a = 2el rango de la matriz de coeficientes A es 2; rango( A)=2.

Ampliando este menor con la columna de los términos independientes, tene-
mos el determinante:

1 2 1
1 a 21=0
2 2+a 3

Cuyo valor es cero independientemente del valor del parametro a, pues
F,=F,+F,

Por tanto,
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Si a=2, rg(A)=rg(A*)=2<n° de incégnitas, por el teorema de Rouché-
Frobenius,

Si a# 2 el sistema es compatible indeterminado.

Tanto en la matriz de coeficientes, A, como en la matriz ampliada con los térmi-
nos independientes, A*, se da la relacion: F, =F, +F,

Con este razonamiento, sigue y evalla el encadenamiento de argumentos ma-
tematicos particulares (CAn2, CAn3) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

Si a =2, sustituyendo este valor, se obtienen las matrices:

1 2 3 1231
A=|1 2 3|y A*=|1 2 3 2
2 4 6 2 4 6 3

El rango(A)=1, pues F, =2F,y F, —F,

11
1

El rango( A*)=2, pues el menor # 0

Al calcular los determinantes, el alumno realiza operaciones elementales en
contextos conocidos (RLSON1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutina-
rio (RLSON2) —en Segundo de Bachiller-, maneja procedimientos y formulas re-
solviendo y calculando (RLSON3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y
calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Sia=2, rg(A)=rg(A*), por el teorema de Rouché-Frobenius:

Si a=2, el sistema es incompatible.
La respuesta al apartado a) del problema que se presenta en la ficha 3.18.1 es:

El sistema es incompatible para el valor a=2.

Con lo que sigue el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN2) y evalta el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CAN3), explicando los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las
relaciones implicadas (CCn3), a la par que sabe comunicar los resultados
(CMn3).
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El apartado b) del problema de la ficha 3.18.1 corresponde al nivel de repro-
duccidén del conocimiento estudiado, es la ejecucién de un problema rutinario,
mediante la aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, mane-
jando expresiones y formulas establecidas y realizando calculos.

Con el estudio realizado en el apartado a) se deduce que

No existe ningun valor del parametro a para el cual el sistema es compatible
determinado.

En el apartado c) del problema de la ficha 3.18.1 nos piden resolver un sistema
lineal, para el valor a=0, lo que corresponde al nivel de reproduccion del co-
nocimiento estudiado, es la ejecucién de un problema rutinario, mediante la
aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejando expre-
siones y férmulas establecidas y realizando calculos.

Reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la
expresion escrita (RCnl) -las ecuaciones del sistema-, plantea los algoritmos
correspondientes (RPRn2) y asocia con férmulas establecidas (RPRn3), -
consiste en resolver un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas-.

Identifica el problema (RAN1), identifica que el modelo es similar a otros vistos
con anterioridad (RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Si a=0, se tiene el sistema dado por las ecuaciones:

X+2y+3z=1
X+3z2=2
2Xx+2y+62=3

Como se ha estudiado, el sistema es compatible indeterminado, pues:
F,=F,+F,

Si desechamos la tercera ecuacion, tenemos el sistema dado por las ecuacio-
nes:

X+2y+3z=1
X+3z=2
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_ X+2y=1-31
Llamando z =1, tenemos el sistema:
X=2-31
Como las ecuaciones son tan sencillas, hacemos la resolucion por el método
de Gauss, pues ya estéa calculada una incognita.

Expone el proceso de calculo (RAN2), realiza explicaciones sencillas (RCn2) y
reproduce un problema ya practicado, de manera cerrada (RRPn2), planteando
los algoritmos correspondientes (RPRn2).

2y=1-31-(2-31) = y:—%
Justifica las formulas utilizadas y los resultados (RANn3), reproduce problemas
ya practicados de manera cerrada (RRPn2), resuelve problemas rutinarios es-
tandarizados (RRPn3) y comunica de manera elemental los resultados del mo-
delo (RMn3).

FICHA 3.18.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P18
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * * *
C * * * * * *
M * * *
RP * * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexién Reflexién

ANALISIS DEL PROBLEMA P22

El problema que se presenta en la ficha 3.22.1 se encuadra en los niveles de
reproduccion y conexion.

El alumno tiene que pensar en el tratamiento matematico necesario
(CPRn1),razona matematicamente de manera simple (CAnl) y estructura la si-
tuacion que debe modelizar (CMn1).
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FICHA 3.22.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P22

P22.- Discutase, en funcion del parametro real k, el siguiente sistema de ecuaciones linea-
les:

kx+3y=0
3x+2y=k
3x+ky=0

Resuélvase el sistema cuando sea posible.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 | 01] 02|03 04050607 ]08]09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 2
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 5
VERBO UTILIZADO DISCUTIR / RESOLVER
TIEMPO VERBAL PRESENTE DE SUBJUNTIVO CON PRONOMBRE CLITICO
PUNTUACION
EIAA"E';SS DEL ENUN- ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
ERROR MORFOLOGICO

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P22.- a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, en funcidn del parame-
tro real k:

kx+3y=0

3x+2y=Kk

3x+ky=0

b) Cuando sea posible, resuelve el sistema

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

Como el sistema tiene mas ecuaciones que incégnitas, se empieza el estudio
k 30

con el determinante de la matriz ampliada:K*=| 3 2 k
3 k O

El alumno comprende que debe emplear conceptos matematicos intermedios
(CPRnN2) y aplicar los conceptos matematicos apropiados (CPRn3).
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k 3
|K*|=|3 2 k|[=k®-9k
3 K

o X O

El alumno resuelve la ecuacion:
k®-9k=0

Obteniendo las soluciones:
k,=0, k,=—3Yy k,=3

Al calcular el determinante, comprende que tiene que emplear conceptos ma-
tematicos intermedios (CPRnN2), utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos
mediante procedimientos familiares (CLSOn3) y al resolver la ecuacion, el
alumno realiza operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOnN1), in-
terpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSON2), maneja procedimien-
tos y formulas resolviendo y calculando (RLSOnN3).

Para todos los valores k=0, k=-3 Yy k=3 el rango de la matriz K* es 3,
rango(K*):B y dado que el sistema soOlo tiene dos columnas, el

rango(K )=2.

Sik#0,k=-3Yy k=3 = rango(K )= rango(K*)

Si k#0, k= -3 Y k=3 el sistema es incompatible.

El alumno aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRn3), explicando
los calculos y sus propiedades (CCn2), desarrolla procedimientos intuitivos ya
practicados, pero no rutinarios (CRPn1) e interpreta las relaciones implicadas
(CCn3).

A continuacion el alumno tiene que resolver tres sistemas para los valores
k,=0, k,=-3 Yy k, =3, lo que corresponde al nivel de reproduccion del co-

nocimiento estudiado, es la ejecucion de un problema rutinario, mediante la
aplicaciéon de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, manejando expre-
siones y férmulas establecidas y realizando calculos.

3y=0
Si k=0, el sistemaes {3x+2y=0
3x=0
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El alumno reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), -las
ecuaciones del sistema-, plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y
asocia con formulas establecidas (RPRn3).

Identifica el problema (RAN1), identifica que el modelo es similar a otros vistos
con anterioridad (RMn1) y le reconoce como problema ya practicado (RRPn1).

Expone el proceso de célculo (RAN2), plantea los algoritmos correspondientes
(RPRnN2), usa un anico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la
representacion algebraica, realiza explicaciones sencillas (RCn2) y reproduce
un problema ya practicado, de manera cerrada (RRPn2).

Si k =0,el sistema es compatible determinado, con soluciéon x=0, y=0

3x+3y=0
Si k=3, elsistemaes {3x+2y=3
3x+3y=0

Si k=3, rango(K )=rango(K*)=2=n° de incégnitas, pues es evidente que
F,=F,.
Por el teorema de Rouché-Frobenius,

Si k =3 el sistema es compatible determinado, con solucién x=3, y=-3

-3x+3y=0
Si k =-3, elsistemaes { 3x+2y=-3
3x-3y=0

Si k =3, rango(K )=rango( K *)=2=n° de incégnitas, pues es evidente que
F=—F,.

Por el teorema de Rouché-Frobenius,

Si k = -3 el sistema es compatible determinado con solucién

3,3
5 5

El alumno describe los resultados obtenidos (RCn3), justifica las férmulas utili-

zadas y los resultados (RAN3), resuelve problemas rutinarios estandarizados

(RRPn3) y comunica de manera elemental los resultados del modelo (RMn3).
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FICHA 3.22.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P22
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * * *
C * * * * * *
M * * *
RP * * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DEL PROBLEMA P23

El problema de la ficha 3.23.1 pide que el alumno resuelva un sistema de
ecuaciones lineales y realice unas operaciones con matrices, lo que correspon-
de al nivel de reproduccion, se trata del reconocimiento de equivalentes, eje-
cucion de problemas rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos
habituales, manejo de expresiones y formulas establecidas y realizacion de
calculos.

En el apartado a) el alumno reconoce las representaciones de los datos del
ejercicio (RPRn1), comprende la expresion escrita (RCnl), identifica el proble-
ma (RAN1), reconoce el problema como ya practicado (RRPn1l) e identifica que
es un modelo similar a otros vistos con anterioridad (RMn1). A continuacion,
expone el proceso de calculo (RAN2).

El alumno plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y asocia con
formulas establecidas y realiza calculos (RPRnN3).

1 7 2 -2
AB"=|2|(7 2 -2)=|14 4 -4
3 21 6 -6

Esa matriz no admite inversa pues en ella F,=2F, y F,=3F, y por tanto es

una matriz singular.

El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las formulas utiliza-
das (RAN3) y reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada
(RRPN2).
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FICHA 3.23.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P23
1 7 0 00O 0 2
P23.- Sean las matrices A=| 2 |,B=| 2|,C=/0 1 0|,D=|2|yE=|5
3 -2 0 0 1 2 3

a) Hallar la matriz ABT donde BT indica la matriz traspuesta de B. ¢ Es inversible?

b) Hallar el rango de la matriz A" D..

X
¢) Calcular M =| y | que verifique la ecuacion (ABT +C )M =E.
z

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 |98 | 99 | 00 | 01|02 | 03| 04| 05| 06|07 | 08|09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita 3
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR / CALCULAR
TIEMPO VERBAL INEINITIVO
PUNTUACION
s OS DEL ENUN- ERROR MORFOSINTACTICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO
1 7 0 0O 0
P23.- Dadas las matrices A= 2| , B=| 2 , C={0 10|, D=|2|y
3 -2 0 01 2
2
E=|5
3

a) Halla la matriz ABT donde BT indica la matriz traspuesta de B.

b) Estudia sila matriz AB " es inversible.

c) Halla el rango de la matriz A" D.

X
d) Calculala matriz M=| y | que verifica la ecuacion (ABT +C )M =E.
z

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion
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El apartado b) del problema de la ficha 3.23.1 también corresponde al nivel de
reproduccion.

ATD=(1 2 3)|2]|=10

N N O

Y, en consecuencia, rango(AT D ):1

El alumno usa un Unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRn1), la
representacion algebraica.

Al hacer las operaciones correspondientes al producto de matrices, realiza ope-
raciones elementales en contextos conocidos (RLSOnN1), interpreta el lenguaje
formal y simbdlico rutinario (RLSONn2) —en Segundo de Bachiller-, maneja pro-
cedimientos y formulas resolviendo y calculando (RLSOnN3) y utiliza variables y
realiza ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

El apartado c) del problema de la ficha 3.23.1 corresponde al nivel de repro-
duccidén del conocimiento estudiado. Conocimiento de hechos, representacio-
nes de problemas comunes, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de
problemas rutinarios mediante la aplicacion de destrezas técnicas y de algorit-
mos habituales y realizacion de célculos.

Se pide la resolucion de un sistema lineal de ecuaciones, el alumno reconoce
las representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expre-
sion escrita (RCn1l), identifica el problema (RAn1), reconoce el problema como
ya practicado (RRPn1) e identifica que es un modelo similar a otros vistos con
anterioridad (RMn1).

7 2 -2) (0 00 7 2 -2
AB"+C=|14 4 -4 |+|0 1 0|=|14 5 -4
21 6 -6) (0 0 1 21 6 -5

Se pide resolver el sistema:

7X+2y-221=2
14x+5y-4z=5
21x+6y-5z=3
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El alumno reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), -las
ecuaciones del sistema-, expone el proceso de calculo (RANn2), realiza explica-
ciones sencillas (RCn2), plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2) y
asocia con formulas establecidas (RPRn3).

Resuelve el sistema por el método de Gauss, haciendo combinaciones lineales
entre filas

7 2 -2: 2 F, 7 2 -2¢ 2
14 4 -4: 5| > F,+F-(-2) -»|0 1 0: 1
21 6 -5 3 F,+F,-(-3) 00 1: -3

El alumno realiza operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOn1),
interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario (RLSOn2) —en Segundo de
Bachiller-, reproduce un problema ya practicado, de manera cerrada (RRPn2),
maneja procedimientos y formulas resolviendo y calculando (RLSOnN3).

Al realizar las operaciones matriciales utiliza variables y realiza ecuaciones y
calculos mediante procedimientos familiares (CLSOnN3).

Y la solucion del sistema es:

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3), en un nivel
de Matematicas Il, comunica de manera elemental los resultados (RMn3) y
describe los resultados obtenidos (RCn3).

FICHA 3.23.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P23
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion
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ANALISIS DEL PROBLEMA P28

FICHA 3.28.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL P28

P28.- a) Discutir, segun el valor del parametro real a, el siguiente sistema de ecuaciones:

2Xx+y+z=4
X—ay+z=a
3x+2z=5

b) Interpretar la discusion realizada en a) en términos de la posicion relativa de los planos
dados por cada una de las tres ecuaciones del sistema.

CONVOCATORIA JUNIO \ SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 | 98| 99 | 00 | 01|02 |03 |04 | 05| 0607|0809
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita 2
APARTADOS sl 2 3 4 5 6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO DISCUTIR / INTERPRETAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO

PUNTUACION
('::IAA'-E')-gs DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION

ENUNCIADO ALTERNATIVO

P28.- a) Discute, el siguiente sistema de ecuaciones, segun el valor del parametro
real a:

2X+y+z=4
X-ay+z=a
3x+22=5

b) Interpreta la discusidn realizada en a) en términos de la posicion relativa de los
planos dados por cada una de las tres ecuaciones del sistema.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion y conexién

El problema que se presenta en la ficha 3.28.1 se encuadra en los niveles de
reproduccion y conexion pues pide estudiar las caracteristicas de una familia
de sistemas que depende de un parametro, y este es un problema que repro-
duce situaciones similares pero que ya no son de mera rutina.

El apartado a) del problema que se presenta en la ficha 3.28.1 se encuadra en
el nivel de conexion.
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Para discutir el sistema hay que hacer un estudio, en funcion de los valores del
parametro a, de los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada,
con lo que el alumno piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRn1)
razona matematicamente de manera simple (CAnl), y estructura la situacion
que debe modelizar (CMn1l).

Tenemos las matrices:

2 11
coeficientes del sistema: A= 1 —-a 1|y
3 0 2

N

1
matriz ampliada ccon los términos independientes A*=| 1 - 1
2

w
O o -
(@) <IN SN

El alumno desarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios
(CRPnN1) y explica los calculos y sus propiedades (CCn2).

Para estudiar el rango de las matrices se calcula el valor del determinante
det(A).

Al efectuar esta disertacion, el alumno razona matematicamente de manera
simple (CAnl), comprende que tiene que emplear conceptos matematicos in-
termedios (CPRN2) y aplica los conceptos matematicos apropiados (CPRn3) y
utiliza variables y realiza ecuaciones y calculos mediante procedimientos fami-
liares (CLSON3).

det(A)= =—a+1

w = N
N a2

Resuelve la ecuaciéon —a+1=0
Obteniendo la solucion a =1

Al resolver la ecuacion el alumno realiza operaciones elementales en contextos
conocidos (RLSOn1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario
(RLSON2) —en Segundo de Bachiller-, maneja procedimientos y formulas resol-
viendo y calculando (RLSOnN3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calcu-
los mediante procedimientos familiares (CLSON3).

Si a =1 el rango de la matriz de coeficientes A es 3; rango( A)=3
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Dado que la matriz ampliada A* sélo tiene tres filas, el rango de A* sélo puede
ser 3, rango( A*)=3

Con esta explicacion, el alumno sigue y evalla el encadenamiento de argu-
mentos matematicos particulares (CAn2, CAn3), explica los céalculos y sus pro-
piedades (CCn2) e interpreta las relaciones implicadas (CCn3).

Si a=1 rango( A)=rango( A*)=3 =n° de incégnitas
Por el teorema de Rouché-Frobenius,
Si a=1, el sistema es compatible determinado.
2X+y+z=4

Si a=1, setiene el sistema < x-y+z=1
3x+2z2=5

Con matriz de los coeficientes del sistema

2 11
A=1 -1 1
3 0 2

Y matriz ampliada
2 1 1 4
A=l1 -1 1 1
3 0 2 5
En ambas matrices se da la combinacion lineal F, =F, +F ,, y por consiguiente,

si el alumno se diera cuenta de ello, sabe expresarse sobre cuestiones ma-
tematicas (CCnl) y realizaria explicaciones sencillas (RCn2).

2 1
1 1

Se tiene rango( A)=2, pues el menor %0

Si a=1, rango( A)=rango( A*)=2 < n° de incégnitas

Por el teorema de Rouché-Frébenius,
Si a =1, el sistema es compatible indeterminado.

El alumno sigue el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
(CANn2) y evalla el encadenamiento de argumentos matematicos particulares
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(CAN3), explicando los calculos y sus propiedades (CCn2) e interpretando las
relaciones implicadas (CCn3).

El apartado b) del problema de la ficha 3.28.1, la interpretacion de la discusion
en términos de la posicion relativa de los planos corresponde al nivel de repro-
duccidén del conocimiento estudiado, es la ejecucion de un problema rutinario
mediante la aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, mane-
jando expresiones y formulas establecidas

Reconoce representaciones de los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la
expresion escrita (RCnl), -las ecuaciones de los planos-, plantea los algoritmos
correspondientes (RPRn2) y asocia con formulas establecidas (RPRn3).

Identifica el problema (RAN1), identifica que el modelo es similar a otros vistos
con anterioridad (RMnl) expone el proceso de célculo (RANn2) y le reconoce
como problema ya practicado (RRPn1).

Si a=1, rango( A)=rango( A*)=3, el sistema es compatible determinado, tie-

ne solucion Unica, y como consecuencia

Si a=1, los tres planos se cortan en un punto.

Si a=1_rango( A)=rango(A*)=2, el sistema es compatible indeterminado.

La resolucion del sistema nos da infinitas soluciones que dependen de un
parametro, es decir, la ecuacion de la recta de interseccion de esos planos.

Si a =1 los planos se cortan en una recta.

El alumno usa un unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la
representacion algebraica, interpreta representaciones estandar de objetos ma-
tematicos (RRn2), las ecuaciones de los planos y realiza el paso establecido de
una representacion a otra (RRn3).

Asimismo, justifica las férmulas utilizadas y los resultados (RANn3), plantea los
algoritmos correspondientes (RPRN2), realiza explicaciones sencillas (RCn2),
describe los resultados obtenidos (RCn3), reproduce un problema ya practica-
do, de manera cerrada (RRPn2), resuelve problemas rutinarios estandarizados
(RRPn3) y comunica de manera elemental los resultados (RMn3).
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FICHA 3.28.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DEL P28
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * * * * *
A * * * * * *
C * * * * * *
M * * *
RP * * * *
R * * *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

V.3. ESTUDIO DE LAS CUESTIONES DE ALGEBRA

Una muestra de 20 de las 57 cuestiones propuestas en las pruebas PAEU en
las Universidades de Castilla y Ledn en el periodo LOGSE sirve para confirmar
que el nivel de Reproducciénes el que predomina en estas cuestiones.

Son cuestiones sencillas, pero variadas en su enunciado, al contrario que en
los problemas en los que predomina el estudio y resolucién de un sistema de
ecuaciones lineales.

Siguiendo la pauta de los capitulos anteriores se presentan dos tablas para ca-
da cuestion, una que contiene el enunciado y las competencias implicitas en el
mismo, su ubicacion temporal, un andlisis gramatical y enunciaddo altenativo vy,
tras la conclusion, se presenta otra tabla de competencias que se detectan en
su resolucion.

ANALISIS DE LA CUESTION C2

La cuestion de la ficha 4.2.1 corresponde al nivel de reproduccion dado que
pide la resolucion de un sistema matricial equivalente a un sistema lineal basi-
co. Se trata del reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas rutina-
rios, aplicacién de destrezas técnicas y algoritmos habituales, manejo de ex-
presiones y férmulas establecidas y realizacion de calculos.

El alumno reconoce las matrices, es decir, reconoce las representaciones de
los datos del ejercicio (RPRn1), identifica el problema (RANn1), -es un sistema
matricial-, comprende la expresion escrita (RCnl), identifica que es un modelo
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similar a otros vistos con anterioridad (RMn1) y reconoce el problema como ya
practicado (RRPn1).

FICHA 4.2.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C2

C2.- Determinar las matrices A y B sabiendo que

11 25
2A+B=(5 12j 3A+2B:( j

4 2 20 10
CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 |00 01 ]02]03]|04]05]06]07]08]| 09
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita
VERBO UTILIZADO DETERMINAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES

ENUNCIADO ALTERNATIVO

C2.- Determina las matrices A y B sabiendo que

5 12 11 25
2A+B= 3A+2B=
4 2 20 10

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccién

A continuacion, expone el proceso de calculo (RAN2).

5 12 11 25 _ _
Llamando C = 4 y D= , Se tiene el sistema:

2 20 10
2A+B=C
3A+2B=D

El alumno usa un unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la
representacion algebraica.

El alumno reproduce problemas ya practicados, de manera cerrada (RRPn2),
plantea los algoritmos correspondientes (RPRn2), asocia con férmulas estable-
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cidas y realiza calculos (RPRn3) y maneja procedimientos y férmulas, resol-
viendo y calculando (RLSON3).

Resolviendo el sistema, por el método de reduccion, obtiene la solucion:

A=2C-D
B=C-2A

El alumno realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las férmulas utiliza-
das (Ran3), comunica de manera elemental los resultados del modelo (RMn3)
y describe los resultados obtenidos (RCn3).

1 -1 7 14
A= y B=
[-12 —aj [28 14)

El alumno resuelve problemas rutinarios estandarizados (RRPn3) y, al efectuar
las operaciones correspondientes a las matrices, usa un unico tipo de repre-
sentacion estandar, ya utilizada (RRnl), la representacion algebraica, realiza
operaciones elementales en contextos conocidos (RLSOnN1), interpreta el len-
guaje formal y simbdlico rutinario (RLSOn2) —en Segundo de Bachiller-, maneja
procedimientos y férmulas resolviendo y calculando (RLSOnN3) y utiliza varia-
bles y realiza ecuaciones y calculos mediante procedimientos familiares
(CLSON3).

FICHA 4.2.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C2
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1l | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C3

La cuestion de la ficha 4.3.1 corresponde, al nivel de conexion. Es un proble-
ma que reproduce situaciones similares a las estudiadas, pero no son de mera
rutina.
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FICHA 4.3.1. FICHA ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C3

C3.- Sea A una matriz cuadrada de numeros reales tal que A*=0 . Prueba que la matriz in-

versa de la matriz | — A es la matriz | + A+ A% + A®. (Como de costumbre, O representa la
matriz cero e | la matriz unidad)

CONVOCATORIA JUNIO SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 [ 97 [ 98] 99 |00 | 01] 02|03 04]05]06]07]08]00
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3| 4 5 6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO PROBAR
TIEMPO VERBAL IMPERATIVO

PUNTUACION
EIAA'\‘E')‘SS DEL ENUN- ESTRUCTURA DE LA ORACION
ORDEN DE LAS PALABRAS EN LA ORACION
ENUNCIADO ALTERNATIVO

C3.- Prueba que la matriz inversa de la matriz 1 — A es la matriz | + A+ A%+ A3,

siendo A una matriz cuadrada de nimeros reales que cumple A*=0. (Como de
costumbre, O representa la matriz cero e | la matriz unidad)

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Conexion

El alumno piensa en el tratamiento matematico necesario (CPRnl) y razona
matematicamente de manera simple (CAnl).

Para probar que la matriz inversa de (1-A) es (1+A+A2+A%) vamos a
hacer el producto de ambas, pues la matriz inversa de una dada, C, es la Unica

matriz que verifica C-C '=C"'-.C=1.

N

( (2)
(|+A+A2+A3)-(I—A) = 1P IA+AI—AZ+ A2 —AS 4+ AT —AY = =] - A*

(1) utilizando la propiedad distributiva del producto de matrices
(2) operando y simplificando, utilizando la propiedad del elemento neutro

(3) y como, por enunciado, A* =0

El alumno sabe expresarse sobre cuestiones matematicas (CCnl) y explica
los calculos y sus propiedades (CCn2).
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(1+A+AZ+A%)(1-A)=1-A*"2

El alumno utiliza el lenguaje formal y simbdlico basico, en situaciones menos
conocidas (CLSOn1), aplica conceptos matematicos apropiados (CPRn3), de-
sarrolla procedimientos intuitivos ya practicados, pero no rutinarios (CRPn1l),
maneja afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y férmulas no rutina-
rias (CLSON2), interpreta las relaciones implicadas (CCn3) y comunica los re-
sultados (CMn3).

Anélogamente
(1=A)-(1+A+ A2+ A%)=]

Se trata de un lenguaje abstracto tedrico que entrafia mas dificultad que el
practico operativo, por eso se encuadra en el nivel de conexion.

FICHA 4.3.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C3
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * *
A *
C * * *
M *
RP *
R
LSO * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C5

La cuestion de la ficha 4.5.1 corresponde al nivel de reproduccion. Son repre-
sentaciones de problemas comunes en un nivel de Matematicas Il, reconoci-
miento de equivalentes, ejecucion de problemas rutinarios, aplicacion de des-
trezas técnicas y algoritmos habituales, manejo de expresiones y formulas es-
tablecidas y realizacion de célculos.

El alumno reconoce las matrices, es decir, reconoce las representaciones de
los datos del ejercicio (RPRn1), comprende la expresién escrita (RCnl), identi-
fica el problema (RAN1), -es una ecuacion matricial-, reconoce el problema co-
mo ya practicado (RRPn1), identifica que es un modelo similar a otros vistos
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con anterioridad (RMn1l), plantea los algoritmos correspondientes (RPRnN2),
asocia con formulas establecidas y realiza calculos (RPRN3).

FICHA 45.1 FICHA ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C5
-3 1 -2 -2 1 1
C5.-Si A=| 2 -1 1|yB=| 4 0 -3/, hallar una matriz X tal que AX =B.
0o 3 2 1 2 1
CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 |97 [ 98|99 | 00|01 |02]03]04]05]06]07]08] 09
OPCION A B

TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO

Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO

Forma implicita
VERBO UTILIZADO HALLAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO

PUNTUACION
EIAA'\'E')'SS DEL ENUN- ERROR MORFOLOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO

-3 1 -2 -2 1 1

C5.- Dadas las matrices A=| 2 -1 1|y B=| 4 0 -3]| halla una matriz X
0 3 2 1.2 1
tal que AX=B.

NIVELES DE COMPETENCIAS IMPLICITAS: Reproduccion

A continuacion, expone el proceso de calculo (RAN2).
Despejando la incognita

AX=B = X=A"B

1 )
Calcula la matriz A™'. Como ‘A‘:—1¢0, existe A7,y A’1:—-AdJ(At),

A

donde Adj(A') es la matriz transpuesta de la matriz de adjuntos de A.

El alumno usa un unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la
representacion algebraica, realiza explicaciones sencillas (RCn2), justifica las
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férmulas utilizadas (RAn3) y reproduce problemas ya practicados, de manera
cerrada (RRPN2).

5 8 1
A'=| 4 6 1
-6 -9 -1

El alumno usa un unico tipo de representacion estandar, ya utilizada (RRnl), la
representacion algebraica, resuelve problemas rutinarios estandarizados
(RRPN3), en un nivel de Mateméticas Il, comunica de manera elemental los re-
sultados (RMn3) y describe los resultados obtenidos (RCn3).

23 7 -18
X=A"'"B=| 17 6 -13
-25 -8 20

Al hacer las operaciones correspondientes al calculo de la matriz inversa y al
producto de matrices, el alumno realiza operaciones elementales en contextos
conocidos (RLSOnN1), interpreta el lenguaje formal y simbdlico rutinario
(RLSON2) —en Segundo de Bachiller-, maneja procedimientos y formulas resol-
viendo y calculando (RLSOnN3) y utiliza variables y realiza ecuaciones y calcu-
los mediante procedimientos familiares (CLSON3).

FICHA 4.5.2. COMPETENCIAS IMPLICITAS EN LA RESOLUCION DE LA C5
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2
PR * * *
A * * *
C * * *
M * *
RP * * *
R *
LSO * * * *
Reproduccion Conexion Reflexion

ANALISIS DE LA CUESTION C8

La cuestion de la ficha 4.8.1 corresponde, al nivel de reproduccion del cono-
cimiento estudiado, reconocimiento de equivalentes, ejecucion de problemas
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rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y algoritmos habituales, manejo de
expresiones y formulas establecidas y realizacion de calculos.

FICHA 4.8.1. ESTUDIO DEL ENUNCIADO DEL C8

2 0 1

10
y B=10 1] ylas ecuaciones matriciales
120 11

C8.- Dadas las matrices A:(

X-A=B,Y-AB=0y Z-BA=0

Se pide: sefialar las correctamente planteadas y, en su caso calcular la matriz X, Y 6 Z. Ra-
zonar la respuesta.

CONVOCATORIA JUNIO | SEPTIEMBRE
ARO 95| 96 | 97 98| 99 | 00 | 01|02 | 03| 04|05 0607|0809
OPCION A B
TIPO DE PROBLEMA TEORICO PRACTICO
Forma explicita
APARTADOS Sl 2 3 4 5 6 NO
Forma implicita 3 5
VERBO UTILIZADO SENALAR / CALCULAR / RAZONAR
TIEMPO VERBAL INFINITIVO
PUNTUACION
(F:IAAL[')-SS DEL ENUN- ERROR MORFOLCOGICO
AUSENCIA DE ESPECIFICACIONES
ENUNCIADO ALTERNATIVO
10
2 0 1
C8.- Dadas las matrices A=[1 9 O] y B=10 1 |ylas ecuaciones matriciales
1 1

X-A=B, Y-