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Resumen del TFM

Los ordenadores que aprovechan las leyes de la Mecanica Cudntica son capaces de
realizar de forma eficiente tareas inabordables para un ordenador cldsico como, por ejem-
plo, la factorizacién de numeros. Ciertas operaciones de uso frecuente, como resolver
sistemas de ecuaciones lineales, aunque son eficientes en ordenadores clasicos, se pue-
den resolver en menos tiempo con circuitos cudnticos. En este trabajo se estudiaran las
posibles mejoras de eficiencia en el célculo de operaciones aritméticas basicas. En parti-
cular, se estudiard un sumador cudntico y un multiplicador que operan trabajando con la
transformada cuéntica de Fourier.
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Abstract

Computers that take advantage of Quantum Mechanics are capable of doing tasks
that are unapproachable for a classical computer in an efficient manner as, for example,
number factoring. Common operations, like solving systems of linear equations, can be
solved efficiently using a classical computer, but could be solve in less time making use
of quantum circuits. In this work some improvements in the efficiency of basic arithmetic
operations will be studied. In particular we will work on a quantum adder and a multiplier
that makes use of the quantum Fourier transform.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y Objetivos

Un ordenador cudntico es una miquina es una mdquina fisica que trabaja con esta-
dos de entrada que representan una superposicion coherente de posibles entradas y las
transforma en los correspondientes estados de salida que representan una superposicion
coherente de resultados [VBE96]. Como vemos, la funcion de los ordenadores cuanticos
no difiere demasiado de la funcién de los ordenadores clasicos. Sin embargo, existe una
diferencia entre ambos ordenadores, y es que los ordenadores cuanticos invocan intrinsica-
mente fendmenos mecanico-cuanticos [BCDPY6] para operar sobre los datos de entrada.

Esta caracteristica de los ordenadores cudnticos tiene entre sus consecuencias que
el proceso de computacion, es decir, la aplicacion sobre los estados de entrada de una
serie de operaciones unitarias, afecta de manera simultdnea a todos los elementos que
componen la superposicion, lo que permite paralelizar el procesamiento de datos aunque
se cuente con una unica pieza de hardware cudntico [VBE96]. Esta capacidad de operar
sobre todos los elementos de la superposicion al mismo tiempo podria proporcionar, en
algunos casos, mayor velocidad de computacién con respecto a los ordenadores clésicos,
asi como la posibilidad de resolver problemas que en principio son imposibles de resolver
con un ordenador cldsico. De ahi nace parte del interés por la computacién cuéntica.

Los ordenadores cudnticos trabajan con unidades de informacién 1llamadas qubits. Los
qubits el andlogo cudntico al bit clasico, pero con alguna diferencia, pues los qubits son
sistemas cudnticos que cuentan con dos estados accesibles pero que, ademds pueden exis-
tir en una superposicion de ambos estados [Di1V95], mientras que los bits clasicos se pue-
den encontrar o en el estado 0 o en el estado 1, pero no en una superposicion de ambos.

Sobre los qubits se pueden realizar operaciones, tal y como sucede con los bits clési-
cos. Sin embargo, las operaciones que se apliquen sobre los qubits deben ser operacio-
nes unitarias y reversibles, pues deben respetar las leyes de la mecédnica cudntica, como
explicaremos en el capitulo 2. Esta restriccion conlleva que algunas de las operaciones
l6gicas que se realizan en computacion clasica no puedan reproducirse de forma directa
en computacion cudntica, como es el caso de la operacion légica AND o la operacion
OR: estas puertas son irreversibles, pues leer un 1 a la salida no proporciona suficiente
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informacion para conocer la entrada, que podria ser cualquiera de los pares (0, 1), (1,0)
o (1,1) [VBE96]. Sin embargo, haciendo uso de las operaciones unitarias adecuadas, es
decir, de la 16gica cuantica, se puede definir una operacién o puerta cuantica que dé como
resultado la operaciéon AND [DiV95].

Puesto que no todas las operaciones que se realizan en computacion cldsica se pueden
reproducir de forma directa en computacion cudntica es necesario definir la aritmética
cudntica. Por ejemplo, en una operacién sencilla como puede ser la suma el algoritmo
clasico que la implementa no se puede trasladar de forma directa a un algoritmo cudntico.
Esto es debido a que la suma se implementa mediante las operaciones l6gicas AND y OR,
que son irreversibles, por lo que no son operaciones permitidas en computacion cuantica.

A-t\

B —»
Cin ‘Z/

Cout

Figura 1.1: Sumador cléasico.

En este sentido se han realizado numerosos trabajos que proponen circuitos cudnticos
que realizan la suma de dos nimeros, representados por su expansion binaria de n bits.
Por ejemplo, en [BCDP96] se proponen varios circuitos cudnticos para realizar la facto-
rizacion cudntica que incluyen un sumador, un sumador médulo N y un multiplicador
modulo N entre otros, con N = 2". En [VBE96] se propone un sumador cuantico que
emula el esquema cldsico pero haciendo uso de la 16gica cuantica. Otras aproximaciones
implementan esquemas con técnicas de acarreo almacenado, como en [Gos98] y [Zal98].
Todos ellos estdn inspirados en los esquemas clasicos y requieren al menos 3n qubits para
sumar dos nameros de n bits [Dra00].

En [Dra00] se propone un sumador cudntico que no se basa en el esquema clasico.
Este esquema hace uso de la transformada cudntica de Fourier o QFT. Haciendo uso de
este algoritmo, los nimeros con los que se desea operar se codifican como desfases entre
los elementos que componen el registro. De esta manera transforma a en F'(a) y luego lo
hace evolucionar a F'(a+ b). Realizando la QFT inversa se recupera el resultado de sumar
a 'y b. Este circuito utiliza 2n qubits para sumar dos nimeros de n bits. Este circuito se
utiliza en [Bea02] para implementar el algoritmo de Shor para la factorizacion cudntica.

Sin embargo el sumador QFT, tal y como esta definido en [Dra00], en realidad realiza
la suma médulo N. Al hacer la QFT! de F'(a + b) recuperard o bien a + bsia +b < N
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oN —(a+b)sia+b > N.Lo que hace pensar que puede ser posible extender el
esquema para recuperar a + b. Por otra parte, la propuesta deja sin discutir aspectos como
la respresentacion de nimeros con signo o la suma de mas de dos nimeros.

En lo que se refiere a los multiplicadores, existen pocos esquemas propuestos. En
[VBE96] se propone un esquema de multiplicador modular que calcula la multiplicacién
modulo N de dos nimeros a y b. Para ello se modifica el sumador propuesto en el mismo
articulo para que realice la suma médulo N y se utiliza para realizar n sumas modulo
N controladas. En [BCDP96] se demuestra que utilizando repetidas sumas modulares se
puede construir un multiplicador modular. Por dltimo, en [Bea02] se propone un circuito
que realiza la multiplicacion médulo N haciendo uso de la QFT. Vemos que existen al-
gunos esquemas propuestos que realizan el cdlculo a - b médulo N, pero no el producto
a-b.

En [KTR14] se propone un esquema que realiza la suma de productos parciales en pa-
ralelo, siguiendo el modelo de arbol binario. Este esquema se basa en sumadores cuénticos
que emulan el sistema clésico, lo que hace pensar que se puede proponer un esquema que
reduzca el nimero de qubits necesario para hallar el producto de dos nimeros de n bits.

Una vez establecida la necesidad de disenar operaciones aritméticas sencillas em-
pleando circuitos cuanticos y definido el trabajo desarrollado en este aspecto, se define
como objetivo de este TFM plantear esquemas de operaciones aritméticas bésicas con
puertas cudnticas. Para cumplir este objetivo, se definen los siguientes objetivos parciales:

= Realizar un estudio de las operaciones aritméticas ya implementadas.
= Mejorar los esquemas planteados para el sumador cuéntico:

e Completar el esquema del sumador QFT:

e}

Extender el esquema para sumar £ nimeros.

O

Obtener la suma y no la suma médulo N.

(0]

Discutir la representacion de nimeros enteros con signo.

e}

Implementar la media.
o Implementar la suma ponderada.

= [mplementar un multiplicador basado en el sumador QFT.

En la siguiente seccion se explica la metodologia propuesta para resolver los objetivos
propuestos en este TFM.

1.2. Metodologia

El trabajo desarrollado a lo largo de este TFM es fundamentalmente tedrico. Esto quie-
re decir que propondremos circuitos que implementen operaciones aritméticas sencillas
y presentaremos la base matemadtica que justifica el funcionamiento de los mismos, pero
no vamos a probar los circuitos y medir su funcionamiento en términos de, por ejemplo,
tiempo de ejecucion.
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Para cumplir con los objetivos propuestos en la seccion anterior, estudiaremos prime-
ro la bibliografia con el objetivo de identificar los circuitos ya propuestos. Sobre estos
circuitos, trabajaremos sobre aquellos en los que detectemos la posibilidad de comple-
tar el esquema propuesto y que nos ofrezcan la base para desarrollar nuevas operaciones
algebraicas. Propondremos una solucién a los problemas o debilidades detectadas, y se
desarrollard la base matematica que pruebe que el circuito propuesto resuelve el problema
detectado.

Para el desarrollo del circuito que realice la multiplicacion, estudiaremos los circuitos
propuestos y los distintos algoritmos que utilizamos habitualmente para hallar el produc-
to de dos nimeros. Después se propondra un circuito que implemente la multiplicacion.
En este caso, propondremos un circuito que resuelva el producto mediante sumas secuen-
ciales, pues podemos basarnos en el trabajo ya realizado sobre sumadores. Por udltimo,
mostraremos matematicamente que el circuito realiza la multiplicacion correctamente.

1.3. Estructura del Trabajo

Este trabajo esté estructurado en los siguientes capitulos:

¢ El capitulo 2, que incluye los conocimientos previos necesarios para comprender
el trabajo desarrollado a lo largo de este TFM. En la seccién 2.1 se realiza una in-
troduccidn de las unidades de informacién empleadas en computacién cudntica, los
qubits, incluyendo algunas de sus caracteristicas mas importantes y algunas consi-
deraciones relacionadas con la notacion empleada para representar los qubits. En
la seccion 2.2 se explican los estados formados por varios qubits. La seccion 2.3
realiza una introduccién sobre las operaciones que se pueden realizar en compu-
tacién cudntica, los requisitos que estas operaciones deben cumplir y algunas de las
operaciones mas importantes que se pueden realizar sobre uno o varios qubits. Por
ultimo se explica un importante algoritmo cudntico, la Transformada Cudantica de
Fourier, en la seccion 2.4. El trabajo desarrollado estd basado, principalmente, en
este algoritmo.

¢ El capitulo 3 realiza una breve introduccion a los circuitos cudnticos y a los circuitos
sumadores con los que trabajaremos en este proyecto.

¢ En el capitulo 4 se estudia el esquema de sumador cudntico basado en la Trans-
formada Cuantica de Fourier propuesto en [Dra00]. Tomando este esquema como
punto de partida, se proponen varias mejoras que incluyen la suma de mas de dos
qubits en la seccion 4.2, la suma aritmética que se presenta en la seccion 4.3 y la
media aritmética y la suma ponderada, expuestas en la seccion 4.5. Ademads, en la
seccion 4.6 discutiremos la representacion de nimeros enteros con signo.

¢ En el capitulo 5 se presenta un esquema de multiplicador basado en QFT. El capitu-
lo incluye diagramas circuitales del multiplicador, asi como una justificaciéon ma-
temadtica del funcionamiento del mismo.
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<o El TFM concluye con el capitulo 6, en el que se presentan las conclusiones extraidas
a lo largo de este trabajo y posibles lineas de investigacion futuras.



Estructura del Trabajo

Leyes Mecanica

Cuantica /

Ordenadores cuanticos
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Operan sobre
estados entrada

Operaciones no abordables
por ordenadores clasicos

Operaciones unitarias
y reversibles

d
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no deducibles de
forma directa

Usados en esquemas de
operaciones en

A 4
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\

Implementar con
puertas 1 qubit +
CNOT

/

Obijetivo: Plantear esquemas de operaciones aritméticas basicas con

puertas cuanticas

Objetivos Parciales:

o Realizar un estudio de las operaciones aritméticas ya

implementadas

e Mejorar los esquemas planteados para el sumador cuantico:
o Completar el esquema del sumador QFT:
Obtener la sumay no la suma médulo N.
Discutir la representacion de nimeros enteros con

signo.

Implementar la media.

Implementar la suma ponderada.
e Implementar un multiplicador basado en el sumador QFT.

Figura 1.2: Contexto del TFM y objetivos.



Capitulo 2

Conocimientos Previos.

En el capitulo anterior hablamos de la necesidad de desarrollar algoritmos cudnticos
que realicen operaciones aritméticas basicas, pues los algoritmos cldsicos no siempre se
pueden trasladar de forma directa al dominio cudntico. Dentro de las operaciones aritméti-
cas nos hemos centrado en la suma y hemos revisado los algoritmos propuestos para eje-
cutar la suma en un ordenador cudntico. De estos esquemas hemos elegido trabajar sobre
el sumador QFT propuesto en [Dra00O]. Este esquema es 6ptimo en cuanto al nimero
de qubits necesarios para codificar tanto los nimeros que se desean multiplicar como el
resultado de los mismos, pero deja sin discutir como calcular la llevada o la representa-
cién de nimeros enteros con signo. Ademads, a partir de este esquema se pueden proponer
otros circuitos que realicen operaciones como la suma de mds de dos nlimeros, la media,
la suma ponderada o la multiplicacion.

Una vez establecidos tanto el contexto en el que se va a desarrollar la labor de in-
vestigacion como los objetivos planteados para este TFM, debemos pasar a explicar el
trabajo realizado. Pero antes es necesario explicar algunos conceptos basicos necesarios
para entender dicho trabajo.

En este capitulo realizaremos una brevisima introduccién a la computacién cudntica
explicando los conceptos basicos empleados a lo largo de este TFM. Hablaremos primero
de la unidad de informacién empleadas en computacion cudntica. Posteriormente explica-
remos qué operaciones se pueden aplicar a las unidades de informacién e introduciremos
algunas de las mas empleadas en computacion cudntica. Por tltimo hablaremos de un al-
goritmo cudntico que computa la transformada cudntica de Fourier, pues en este algoritmo
basaremos el trabajo desarrollado en el TFM.

2.1. Unidades de Informacion.

Si comparamos un ordenador cldsico con un ordenador cudntico, encontraremos la
primera diferencia en algo tan fundamental como la unidad de informacion. Como ya
sabemos, un ordenador maneja la informacion en forma de bits, que pueden tomar dos
valores, 0 y 1, tomando tnicamente uno de estos valores en un momento dado. La infor-
macion se codifica en cadenas con varios de estos bits, que serd con lo que trabajen los or-

7



8 Unidades de Informacion.

denadores. Para representar estas cadenas los ordenadores disponen de varios dispositivos
fisicos que solo se pueden encontrar en dos estados fisicos no ambiguos y perfectamente
distinguibles que se corresponderan con los estados 0 y 1. Estos sistemas fisicos pueden
ser, por ejemplo, interruptores abiertos (0) o cerrados (1).

La unidad de informacion con la que se trabaja en computacion cudntica es andloga
al bit, pero se diferencia en que, en lugar de ser un sistema con dos posibles estados,
es un sistema de dos niveles. Por ejemplo, tomemos como base el modelo atémico y
supongamos que tenemos un atomo con un electrén que, a su vez, se puede hallar en dos
estados de energia distintos. Sabemos que si le aplicamos luz con la energia adecuada y
durante el periodo de tiempo apropiado, podemos hacer que el electron cambie de 6rbita
y pase, por ejemplo, del estado de reposo al estado excitado y viceversa. De la misma
manera, pero reduciendo el tiempo de aplicacién de la luz, podemos conseguir que el
electron se quede en un estado intermedio entre estos dos estados de energia [NC10]
hallandose, de alguna manera, en ambos niveles al mismo tiempo. Si llamamos a estos
dos posibles estados 0 y 1 o, como es mas comun al hablar de computacion cudntica
[Mer07], |0) y |1), la unidad de informacion podra estar en el estado |0), en |1) o bien
en un estado de superposicion cudntica, es decir, un estado formado por la combinacién
lineal de ambos, de forma que:

[¥) = al0) + B1), 2.1)

siendo v y 8 ndmeros complejos. Dicho de otra manera, el estado de esta unidad de in-
formacion es un vector en un espacio vectorial bidimensional complejo. A esta unidad de
informacion se le llama bit cudntico, gbit o qubit, que es la denominacién més extendida.

Para denotar el estado de un sistema cudntico se emplea la notacién de Dirac. Esta
notacién emplea la estructura | ), llamada ker. Cuando se utiliza esta notacion, los estados
vienen representados como |0), |1),|2)...|k), donde k < 2" — 1, siendo n el nimero de
qubits del sistema. En ocasiones se emplea la expansion binaria de n digitos. Por ejemplo,
si empleamos la expansion binaria de n = 3 digitos, el estado |1) también se puede repre-
sentar utilizando la notacién de Dirac como 1), o como |001). Por tltimo, en ocasiones
se empleardn letras para representar los qubits de forma simbdlica. Asi, los estados |z) e
|y) representados de nuevo mediante notacién de Dirac pueden representar, por ejemplo,
el estado del qubit antes y después de que se le aplique una operacién cudntica. A lo lar-
go de este Trabajo de Fin de Méster trabajaremos con la representacion simbdlica de los
estados, asi como con el concepto de expansién binaria.

Si bien la notacién de Dirac es una de las maneras mas comunes de representar qubits,
también se puede trabajar con ellos en forma de vectores columna. Los estados |0) y |1)
se representan como vectores de la siguiente manera:

0) «—> [(1)] 1) s m . 2.2)

Lo que implica que el estado general de un qubit (2.1) se puede expresar mediante el
siguiente vector:
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[/3} . (2.3)

Para finalizar con las caracteristicas de los qubits, vamos a comentar una particularidad
de los mismos que no encuentra analogia en los bits clasicos. Mientras que en la compu-
tacion clasica podemos examinar el bit para determinar si este se encuentra en el estado
0 o 1, no podemos realizar la misma operacion para averiguar en qué estado cudntico se
encuentran los qubits, es decir, no podemos calcular el valor de o y 5 al mismo tiempo.
La operacion que se emplea para examinar el qubit se denomina medida. Aunque mds
adelante hablaremos de la medida con més detalle, por ahora nos basta saber que si me-
dimos el estado (2.3) en la base (]0), |1)), obtendremos o bien 0 con probabilidad |a|?, o
bien 1 con probabilidad |3]?, con |a|? +|3|* = 1. Describiremos mds caracteristicas de la
medida en las siguientes secciones del capitulo.

Una vez vistas las caracteristicas de la unidad de informacion, podemos hablar de
sistemas cudnticos compuestos de mds de un qubit. Los sistemas de multiples qubits se
presentan en la siguiente seccion.

2.2. Miuiltiples qubits.

Cuando un sistema cudntico estd formado por més de un qubit decimos que éstos
forman un registro cudntico, que se emplea para codificar informacién mas compleja. En
el caso de un registro formado por dos qubits, estos pueden encontrarse en los estados
cldsicos |00), |01),|10) y |11) o en una superposicion cudntica de los cuatro estados:

Qoo
|’l7Z)> = OZQ()|OO> + (1/01|01> + a10|10> + 0511|]_1> <—— 3(1)(1) , (24)

(0551

donde las amplitudes complejas deben cumplir la condicién |ago|? + |o1]? + |a1o0]® +
|a11]? = 1. De forma general, el estado de un registro de n qubits serd la superposicion
normalizada de los 2" estados cldsicos y vendrd representado por la siguiente expresion:

W)y= > ala); (2.5)

0<z<2n—1
> e =1 (2.6)
0<z<2n—1

Este estado describe la situacion en la que varios valores distintos del registro estan
presentes simultidneamente y, como con los qubits, no se encuentra un homoélogo en
computacion cldsica. En la ecuacion (2.6), en lugar de representar cada estado por su
expansion binaria, se representa por el valor decimal correspondiente. En el contexto de
la computacion cudntica, los 2" estados clasicos, es decir, el conjunto de todos los posibles
productos de los estados |0) y |1), se denomina base computacional.
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Como en el caso de un unico qubit, podremos representar el estado de un registro
cudntico formado por n qubits (2.6) como vectores columna. De esta forma:

(%]
o

lp) = | @ |, (2.7)

anN_1

donde N = 2" representa el nimero de estados clasicos posibles.

La normalizacién de las amplitudes complejas hace que el estado del sistema sea un
vector unitario en un espacio vectorial N-dimensional complejo. Este espacio vectorial,
junto con el producto interno, forman un espacio de Hilbert.

Como en el caso del qubit sencillo, podemos aplicar la medida sobre los registros
cuanticos de forma que si el sistema se encuentra en el estado Z ax|k), donde k es un

k
nimero decimal, obtendremos como resultado |k) con probabilidad |ay|?. Pero, en este
caso, puede ser que solo se quiera medir una parte de los qubits. Volvamos al ejemplo
de dos qubits, donde el estado del registro viene representado por la ecuacion (2.4). Si
queremos medir el primer qubit, nos dard como resultado 0 con probabilidad |ag|? +
|cvo1 |2. Dado que después de medir se debe cumplir la condicién de normalizacion, es
decir, Z |a|* = 1, el estado resultante sera:
k

(1/00|00> —+ 0401|01>

|aoo]® + Jao ]2

¥ = (2.8)

por lo que queda renormalizado por el factor y/|cgo|? + |avo1 |?-
Otra caracteristica de los estados es la fase. Si por ejemplo tenemos el estado e|¢),

donde |¢) es un vector de estado y & un niimero real, se puede decir que los estados €% |¢)
y |¢) son el mismo. Esto es debido a que la probabilidad de encontrar |¢) y €?|¢) es la
misma. La fase % recibe el nombre de fase global y se suele ignorar al no afectar al estado
desde el punto de vista de la medida [NC10].

Existe otro tipo de fase conocida como fase relativa. Para entender su relevancia lo
mejor es ver un ejemplo con los estados:

0) + 1) [0) = [1)
V2 V2

(2.9)

La amplitud de |0) es la misma en ambos estados. La amplitud de |1) es igual en
ambos estados salvo por un signo negativo, o una fase relativa €. Si medimos en la base
(10, 1)), la fase relativa no varia la probabilidad de medir el estado |1). Pero si trabajamos
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en la base (|+),|—)) donde, como ya vimos en (2.40):

_ 0+ 1),
== (2.10)

_ o) =11
—) = N (2.11)

la fase relativa implica que los estados, en esa base, ya no son equivalentes. Es decir, una
fase relativa puede modificar la amplitud de un estado con respecto a otro y, en funcién
de la base en la que se mida el qubit, puede implicar diferencias en la probabilidad de
medida. Como consecuencia, los estados ya no son fisicamente equivalentes [NC10].

Para finalizar, vamos a realizar una dltima analogia entre los bits cldsicos y los qubits
con el fin de explicar una dltima caracteristica de las unidades de informacion usadas en
computacion cudntica. Como ya sabemos, dos bits cldsicos se pueden encontrar en los
estados 00,01, 10 y 11. Si representamos estos estados mediante vectores columna, como
hacemos con los qubits en la expresion (2.2), obtendriamos que los posibles estados en
los que se pueden hallar los dos bits son |00), |01),]10) y |11) que, en realidad, es una
forma abreviada de representar el producto tensorial de los estados de los bits cldsicos
expresados mediante vectores columna. Si usamos una notacion matematica mds formal,
estos estados vendrian expresados de la siguiente manera [Mer(07]:

0) @ 0); 10) @1); [1) @]0); [1) ©[1). (2.12)

Supongamos ahora que tenemos dos qubits, uno en el estado |¢) = |0) + aq|1) y
el otro en el estado |0) = 5y|0) + S1]1), separados el uno del otro. Podemos generar un
estado compuesto juntando ambos qubits. Usando una generalizacion del caso anterior, el
estado del par se puede tomar como el producto tensorial de los estados de cada uno de
los qubits [Mer(07], es decir:

) = 19) ®@10) = (a0|0) + aa[1)) @ |(5l0) + Bu[1))
@050’00) -+ Oéoﬁly()l) -+ @150’10) -+ Odlﬁ1’11>. (213)

Se debe cumplir que la suma de las amplitudes al cuadrado sea 1, es decir:
|y - Bif* + | - Bol? + [z - Bu]* + |an - Bof = 1. (2.14)

En este caso hay que tener en cuenta que el estado general de un sistema formado
por dos qubits es de la forma (2.13) si y solo si agov1;1 = apiag9. Dado que la dnica
condicion que deben cumplir las amplitudes es la expresada en las ecuaciones (2.6) y
(2.14), esta igualdad no tiene por qué cumplirse, por lo que, en general, y al contrario de
lo que sucede con los bits, no siempre se podrd expresar el estado de un sistema de n
qubits como el producto de los estados de cada uno de los qubits. Los qubits, como parte
de un registro de n qubits, no estardn caracterizados por un estado definido sino que su
estado dependera de los estados del resto de qubits que forman el sistema.
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Cuando el estado de un sistema compuesto no puede describirse como el producto
tensor de los estados de los qubits que componen el sistema, se dice que dicho sistema
estd en un estado de entrelazamiento cudntico. Algunos estados entrelazados populares
son los estados de Bell:

1
00) + |11 1
|Boo) = H%:E 8 ; (2.15)
1
0
01) + |10 1
1Bor) = %:E 1 ; (2.16)
0
1
00) — [11 1
oy = DI @.17)
~1
0
01) — |10 1
B1) = %:ﬁ _11 (2.18)
0
(2.19)

Los estados entrelazados son clave en algunos protocolos de comunicacién cudntica
como la teleportacion cudntica o la codificacion superdensa.

2.3. Operaciones.

Al igual que cualquier operacion clasica se puede expresar como una secuencia de
operaciones l6gicas sobre uno o varios bits, cualquier operacioén cudntica se puede expre-
sar como una secuencia de puertas logicas cuanticas que actiian sobre uno o varios qubits.
En esta seccidon vamos a describir algunas caracteristicas de estas operaciones, asi como
las puertas mas importantes.

2.3.1. Puertas cuanticas que actian sobre un qubit.

Las operaciones que un ordenador cudntico puede realizar sobre un qubit son aque-
llas transformaciones lineales que toman vectores unitarios y los transforman en vectores
unitarios. Tomemos como ejemplo la puerta 16gica NOT, que en computacion cldsica
transforma un bit 0 en 1 y viceversa. En computacion cudntica se define la puerta NOT
que actda linealmente sobre el estado del qubit, tomando el estado

al0) + B[1), (2.20)
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y transformdandolo en el estado

al1) + 5]0). (2.21)

Para ver como actda la puerta NOT sobre el estado de un qubit, vamos a trabajar con
matrices. Definimos la matriz X, que representa la puerta cuantica NOT, como:

o1
X = [1 0] : (2.22)

Si el estado del qubit en notacién vectorial es:

o
, 2.23
H .2
siendo « la amplitud correspondiente a |0) y /3 la amplitud correspondiente a |1), la salida
de la puerta cudntica NOT seréa:
al _|p
<=1 o2

Es decir, transforma el estado del qubit (2.20) en el estado (2.21). Se deduce, por
tanto, que las puertas cudnticas que actiian sobre un Unico qubit se pueden representar
mediante matrices 2 X 2 [NC10]. Ahora solo falta definir qué matrices pueden constituir
una puerta cudntica vélida y, dado que el estado de un qubit debe cumplir la condicién de
normalizacidn, las puertas cudnticas deben operar de tal manera que el resultado también
cumpla la condicién de normalizacién, es decir, que el estado de salida [¢)') = o/|0)+/3|1)
cumpla que |/|?>+|3'|* = 1, 1o que implica que la matriz debe ser unitaria. Si U representa
una puerta cuantica genérica, debe cumplir que:

vut=UtU =1. (2.25)

Por tanto, cualquier transformada unitaria constituiria una puerta cudntica vélida y
puesto que toda transformacion unitaria cuenta con una transformacion unitaria inversa,
resulta que estas operaciones son reversibles.

Algunas puertas interesantes que actian sobre un qubit y que podemos ver en la ima-
gen 2.1, son la puerta Y, que transforma «|0) + §|1) — —3i|0) + «|1):

Y = [Q — , (2.26)

y la puerta Z, que cambia el signo de |1) y deja el signo de |0) sin alterar:

7 = {1 01 (2.27)

Las puertas X, Y y Z, junto con la matriz identidad I, reciben el nombre de matrices
de Pauli [NC10].
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Matrices de Pauli
al0) + BI1) 510) + al1)
a[0) + B]1) Bi|0) + al1)
al0) + B|1) alo) — Bl1)

Figura 2.1: Matrices de Pauli sobre un qubit.

A lo largo de este Trabajo de Fin de Maéster trabajaremos también con la puerta (o
transformada) Hadamard (figura 2.2), que viene definida por:

1
=5 E _11} . (2.28)

Esta puerta transforma el estado |0) en (|0)+|1))/v/2 y el estado |1) en (|0)—|1))/+/2.

Transformada de Hadamard

Figura 2.2: Transformada de Hadamard sobre el estado «|0) + §|1).

La ultima puerta con la que trabajaremos es la puerta de rotacion o desplazamiento
de fase. Esta puerta realiza la transformacién «|0) + 8|1) — «|0) + Be|1), es decir,
anade una fase a |1) mientras que deja al estado |0) sin alterar. Esta puerta no altera la
probabilidad de medir |0) o |1), pero modifica la fase relativa entre los estados |0) y |1).
La matriz que representa a esta puerta es:

110
Ry = {0 €i6:| ) (2.29)
Puerta de Rotacion de Fase

al0) + 5[1) al0) + Be”|1)

Figura 2.3: Puerta de rotacion de fase actuando sobre «|0) + /3|1).
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2.3.2. Puertas cuanticas que actian sobre miltiples qubits.

De la misma manera que tenemos puertas que actian sobre un qubit, podemos tener
puertas que actien sobre n qubits con la condicion de que sean operaciones unitarias
reversibles, que tengan tantos qubits de entrada como qubits de salida. Sin embargo, a
la hora de disefar algorimos cudnticos, las transformaciones unitarias que se emplean
habitualmente estan restringidas a aquellas que se pueden construir como el producto de
un nimero finito de puertas que actian sobre uno o dos qubits. La razén es que construir
puertas para uno o dos qubits es mds sencillo que construir puertas para mas qubits. Esto
hace que operaciones que podrian describirse mediante una inica matriz unitaria, es decir,
como una Unica puerta, acaben construyéndose como un conjunto finito de mas de una
puerta cudntica. El nimero de puertas empleadas en la implementacién de los circuitos
serd uno de los criterios de bondad que emplearemos a lo largo de este Trabajo de Fin de
Master.

Un ejemplo de puerta que actia sobre mds de un qubit es las puerta swap. Estas son
operaciones que intercambian los estados entre qubits. Estidn definidas por la matriz:

1 000

_ 100 1 0
SWAP = 0100 (2.30)

0 001

Otro tipo de puertas que actian sobre mas de un qubit son las puertas controladas.
Estas puertas toman como entrada un qubit de control y un qubit “objetivo”, y transforman
el estado del qubit objetivo en funcidn del estado del qubit de control, de forma que si
el qubit de control es |0) el estado del qubit objetivo queda inalterado, mientras que si
el qubit de control es |1) entonces la puerta actuard sobre el qubit objetivo y su estado
cambiara.

Si definimos la puerta U que actua sobre un qubit como

U= {xoo x‘”} , 2.31)
10 T11

La puerta U controlada que actia sobre dos qubits de tal manera que el primero sera el
bit de control realizara la siguiente operacion:

00) —|00);

01) — |01);

[10) = [DUI0) = |1) (200|0) + z10]1)) ;

[11) = [DHU[0) = |1) (z01[0) + z0[1)) ; (2.32)

La matriz unitaria que representa a la puerta U controlada sera

0 0
0 O
Too To1
Ti0 T11

cU

o O O

(2.33)

o O = O
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Puerta U controlada

|4) |4)

|1B) U4|B)

Figura 2.4: Puerta U controlada.

El ejemplo tipico de puerta controlada que actia sobre dos qubits es la puerta con-
trolled-NOT o ¢cNOT. Dado que la puerta NOT cambia |0) — |1) y |1) — |0), la puerta
controlada cambiard el estado del qubit objetivo si el qubit de control es |1) y lo de-
jard inalterado si el qubit objetivo es |0), como se indica en (2.34).

100) — [00); |01) — [01); |10) — [11); [11) — |10). (2.34)

En la imagen 2.5 vemos la representacion matricial y un diagrama de circuito de esta
puerta. Otra manera de ver esta operacion es como la generalizacion de la puerta l6gica
XOR empleada en computacion cldsica porque, como vemos en la imagen, su accion se
puede resumir como |A, B) — |A, A® B), donde @ es la suma mddulo dos, es decir,
la operacion l6gica XOR [NC10]. La importancia de esta puerta radica en que cualquier
puerta cuantica que actia sobre n qubits se puede descomponer en un conjunto de puertas
cNOT y de puertas para un qubit [NC10].

Puerta NOT controlada

[A) ——— |4)

|B) —b—— [B® A)

1 00O
01 00
cNOT = 000 1
0010

Figura 2.5: Puerta cNOT [NC10].

Otra puerta que utilizaremos a lo largo del Trabajo de Fin de Master es la puerta de
rotacion de fase controlada. Esta puerta cambiara la fase del qubit objetivo si el qubit de
control es |1), y lo dejard inalterado si el qubit de control es |0). La matriz que representa
a esta puerta es

1 00 O
010 0

cRy = 00 1 1 (2.35)
000 e
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Se pueden definir puertas controladas que actiien sobre tres qubits, de tal manera que
dos de ellos actuaran como qubits de control, mientras que el tercero seré el qubit objetivo.
Esta puerta solo altera el estado del qubit objetivo si los dos qubits de control son |1). En
caso contrario, el estado del qubit objetivo permanece inalterado.

Puerta U controlada
|A) ——e—— |A)

|B) ——+—— |B)

C) —{U}— U*P|0)

Figura 2.6: Puerta U que actda sobre tres qubits.

La puerta de este tipo mas importante es la puerta Toffoli, cuya representacion circuital
se puede ver en la figura 2.7. Como vemos, es una puerta NOT con dos controles, por lo
que esta puerta cambiard el estado del qubit objetivo de |0) a |1) o de |1) a |0) si los dos
qubits de control son |1) [NC10]. Esta puerta es importante en computacién cuantica ya
que cualquier circuito cldsico puede ser reemplazado por un circuito cudntico equivalente
construido con puertas Toffoli. La representaciéon matricial de esta puerta se da en la
expresion (2.36).

Puerta Toffoli
|A) ——e—— |4)

|B) —¢—— [B)

C) —BD— |A-BaC)

Figura 2.7: Puerta Toffoli.

Tof foli = (2.36)

SO DO OO OO
>l eNeNoNell S =
(e eoleoNollS =)
OO O OO o
SO O+ OO oo
SO = OO O oo
_ o O O o o oo
_ o O O o o o

0 0 0 0 0

En este Trabajo de Fin de Master utilizaremos la puerta de rotacion de fase controlada
por dos qubits, |a) y |b), de tal manera que transformard |c) — (e?)%?|c). Es decir, des-
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plazard la fase del qubit solo cuando |a) = |b) = |1). La matriz que representa esta puerta
serd

ccRy = (2.37)

SO O, OO oo
OO R OO o oo
O R OO oo oo

O OO OO oo oo

[l oNololloll S
[l eNeoNeBoll e
S OO oo+ OO
DO OO = O OO

Q)

2.3.3. Medida

La altima operacién que realizaremos sobre qubits a lo largo de este Trabajo de Fin
de Master es la medida, que ya hemos introducido al describir las caracteristicas de estas
unidades de informacién. Para especificar el estado de un qubit debemos especificar las
amplitudes a y 'y, al contrario de lo que sucede con los bits cldsicos, no lo podemos hacer
con solo “mirar”, es decir, no podemos extraer la informacion contenida en las amplitudes
a, de un conjunto de n qubits como se hace con los bits clasicos.

La herramienta de que se dispone en computacion cudntica para extraer la informacion
de los qubits es la medida. Por ejemplo, si medimos un tnico qubit que se encuentre en
el estado |¢)) = |0) + S|1), el resultado que tendremos sera 0 con probabilidad |a]? o 1
con probabilidad |3|2. Extendido a un registro de n qubits [Mer07], la probabilidad p(z)
de medir el estado = vendra dada por:

|Y) = Z az|z) = p(z) = g (2.38)

0<x<2n—1

La medida es la tinica operacion irreversible que se puede aplicar a los qubits ya que
una vez medido, el qubit toma el estado resultante y no se puede recuperar el estado
anterior. En el ejemplo de un qubit, si el resultado es 0, el qubit toma el estado |0) y se
pierde tanto la informacién almacenada en la amplitud /5 como la posibilidad de volver al
estado anterior. Ademads, es una operacion no lineal.

Para medir los qubits se pueden utilizar distintas bases. Por ejemplo, para medir un
tnico qubit se suele utilizar la base {|0), |1)} pero, dependiendo del nimero de qubits o
de la informacién que se desee extraer, a veces se utilizan otras, como por ejemplo la base
{|+),]—)} siendo

o) + 1)
+) = VR (2.39)

0) = 11}

73 (2.40)
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(Como podemos emplear esta base para obtener informacion sobre el estado de un
unico qubit? Pues podemos transformar el estado de un qubit de la siguiente manera:

JHHIS) L g —1) _at B a8
¥ Vi o~ v2t;

De esta manera, obtendremos como resultado + con probabilidad |a + 3]?/2 o —
con probabilidad |o — 3|?/2 y los estados posibles después de medir serdn |+) o |—).
De manera mas general, si tenemos cualquier base {|a), |b) }, podemos expresar el estado
del qubit como una combinacion lineal de esos estados aja) + S3]b) y, si esa base es
ortonormal, entonces podemos medir el qubit sobre esa base, dando como resultado a con
probabilidad |«|? o b con probabilidad |3]?. Que los estados de la base sean ortornomales
es necesario para que |a|? 4+ |3]? = 1 [NCI10].

[¥) = al0) + B1) =

+ 8

|—). (2.41)

2.4. Transformada Cuantica de Fourier

Para finalizar el capitulo de conocimientos previos introduciremos una operacion cuanti-
ca que se empleard en numerosas ocasiones a lo largo de este Trabajo de Fin de Master,
la transformada cuantica de Fourier.

Para explicar esta operacion vamos a comenzar recordando su equivalente en compu-
tacion cuantica, la transformada discreta de Fourier o DFT. Como sabemos, la DFT es un
operador lineal que transforma un conjunto de muestras de una funcién en el tiempo en
los coeficientes que, al ser aplicados a sinusoides complejas ordenadas por su frecuencia,
nos dan el espectro muestreado de la funcién en el dominio de la frecuencia. La DFT

opera sobre un vector complejo xg,...,zy_1 con N elementos y lo transforma en otro
vector complejo Yo, . . ., yn—1 de la siguiente manera [NC10]:
2mijk
Z re N (2.42)

Pues la transformada cudntica de Fourier o QFT (Quantum Fourier Transform), es
una operacién analoga a la DFT. Aplicada sobre una base ortonormal |0), ..., |N — 1), la
QFT es un operador lineal que realiza la siguiente transformacién cuando actda sobre un
qubit |j) en la base ortonormal[NC10]:

N-1 2mijk
E ) (2.43)
k=0

De forma equivalente, el efecto de la transformada sobre un qubit arbitrario se puede
escribir como:

N-1

N—
> alj) Z (2.44)

j=0 k:
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donde las amplitudes 3, componen la transformada discreta de Fourier de las amplitudes
Z;.
Veamos como construir un circuito formado por puertas cudnticas que realice la QFT

de un qubit |7). Para ello vamos a realizar las siguientes consideraciones:

= Tomamos N = 2", donde n es un nimero entero. La base |0),...,|2" — 1) es,
entonces, la base computacional de n qubits.

= Trabajaremos con la expansion binaria de 7, es decir, j = j1Js2 . . - Jn, de tal manera
que j = 512" 4+ 5272 4+ 5,20

= También trabajaremos con la notacion 0.7;7;+1 - . . jm, para representar la fraccion
binaria j; /2 + 141 /2% + ..+ Jm /2™

Operando sobre la expresion (2.43), podemos transformar el sumatorio en una repre-
sentacion en forma de producto de la siguiente manera:

2n—1
1 o om
T Wbl 1 (2.45)
22 k=0
1 1 1 - .
= gr ey SR gy ) (2.46)
k1=0 kn,=0

1 1 n

1 o

= or § § : <®62m]k12 l|kl>) (2.47)

2
k1=0 kn=0 =1

1 n 1
= = D ek kz>] (2.48)

22 =1 Lk;=0
1 ST 2mij2~t

- = Q[0 +e )] (2.49)
2 =1 -
1 T 2mid

= S Q10+ ) (2.50)
2 =1 -
(10) + €203 [1) ([0) + €023 1)) . ([0) F €Ot 1)) ([0) 20N 1))

Y

(2.51)

w3

2

donde ® representa el producto tensorial. Se puede construir un circuito cudntico que
realize la operacion de la expresion (2.51). Para ello necesitaremos definir la siguiente
puerta de rotacion de fase:

Ry, = {1 0} . (2.52)

0 e2F
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Para la construccion del circuito también necesitaremos emplear puertas de Hadamard.
Esta puerta realizaré la siguiente transformacion en un qubit en la base computacional:

‘0) + 627Ti0-ji | 1>
\/§ ;

de tal manera que si j; = 0, 209 = 1ysij; = 1, e*0Ji = —1.

|ji) — (2.53)

1) Ry —— Rn_1 — R, | |61(7))
|]2> @_ """ ] Ran ] Rnfl ’¢2<])>
) i 16 ()
) —H 16a(5))

Figura 2.8: Transformada Cuantica de Fourier.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, construimos el circuito que se muestra en
la figura 2.8. Veamos como funciona el circuito, para lo cual comenzaremos estudiando
como evoluciona el qubit |7).

La primera operacion que se realiza sobre |j;) es aplicar una puerta de Hadamard.
Teniendo en cuenta la expresion (2.53), el qubit se transforma en

1 o il 1
— (]0) + ™™t 1):—
75 (10 + e n) = =
Posteriormente se le aplica una puerta de rotacion de fase Rs, controlada por |j,). Esto
implica que se va a aplicar la rotacion de fase

J1) = (10) + e*™ 091 |1)) . (2.54)

1 0
Ry = l 27rz:| , (2.55)
0 e=22

siempre y cuando el qubit de control, |js), sea igual a 1. El resultado de aplicar esta

operacion sera:

: 1 omi(44+33) 7)) — L
i) = 5 (lo) + i) ) = —

Continuamos aplicando puertas de rotaciéon R3, Ry, ... R, controladas por los qubits
|73),Ja), - - -, |jn) respectivamente. El resultado final sera:

1)) -

(10) 4 e*0172(1)) . (2.56)

1 (41 jo IE in N e .
1) — — (’0> _|_€2m(2—1+2—2+2—§+...+ﬁ) (\O) +62ﬂ'10~]1]2]3---]n’1>>’ (2.57)

V2

y el circuito habrd producido el estado

1 .
7 (10) 4 e*0172380n (1)) | . .. ). (2.58)

Sl -
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A continuacion, se ejecuta un proceso similar sobre el siguiente qubit,
aplicamos la transformada de Hadamard:

@»+ém%m):

Jo). Primero

1 1
V2 V2
A continuacién se aplica una puerta R, controlada por el qubit |j3):

) = — ami( F43)|1)) = L
|J2>—>ﬁ<!0>+e (2 )\1>>_\/§

De nuevo, se aplican puertas de rotacion de fase controladas R3, Ry, hasta R,,_;. Estas
puertas estaran controladas por los qubits |74), |j5), - - - , |jn) respectivamente. El resultado
de este proceso sera:

|J2) — (0) + €*™072|1)) . (2.59)

(]0) + €*707233|1)) . (2.60)

1

5 (J0) + ™0 723871--0n (1)) | (2.61)

(\O) +62m(§%+;—‘3+;—§+...+2521)|1>> _

i) =
J2 NG
mientras que el circuito habra producido el estado

1 I o , 4

\/? (|0> + 62 0-]1]2]5---]n|1>) (|0> + e2 0-]2]3]4---]n|1>) |]3 N ‘]n>' (2.62)
El circuito opera de la misma manera sobre el resto de los qubits hasta llegar a |j,),

sobre el que solo aplica una transformada de Hadamard. Este qubit quedara transformado

segln la expresion:

S

i) = 5 (10 + 7)) = <

y el circuito habra producido el estado final

1
A /2n
Por dltimo se deben aplicar puertas swap. Estas puertas intercambian los estados entre

dos qubits. Las puertas actuaran sobre los pares (|¢1(7)), |on(4))), (|02(49)); |on_1(3))), ¥y
asi sucesivamente hasta llegar a (W%( 7)), ’¢2%(j ) )

> (]0) 4 €*™*9n(1)) (2.63)

S

(|0) + e2mi0nd2ds-0n| 1)) (|0) 4+ €270R0s3s-3n 1)) . (|0) + 2709 (1)) | (2.64)

El resultado sera:

- 1 0.7
) = 5 (10) + o)
. 1 7i0.jin 17
G2} = 5 ([0) + 1))
. 1 e
‘jn71> N 5 (’O> + 62 O-]Z..-]n—l]n’1>) :
1 . .
|jn> — 5 (|0> + 627”0_]1]2-.-Jn71.7n|1>) 7 (2.65)
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produciendo el estado final

ﬁ (’0> =+ eQTrzO.jnH)) (’0> =+ eQTrlO.jn_ljn’1>) o (|O> 4 e27r20.j2...]n_1]n|1>) (’O> + 6271'10.]1]2...]”_1]71‘1>) ’
(2.66)

que coincide con la expresion (2.51). Ademas, se demuestra que la QFT es una operacion
unitaria, pues todas las operaciones empleadas en la implementacion del algoritmo son, a
su vez, unitarias.

La QFT es clave en numerosos algoritmos cudnticos como el algoritmo de estimacién
de fase. En este Trabajo de Fin de Master, emplearemos la QFT para realizar operaciones
aritméticas como la suma o la multiplicacion en el dominio transformado.
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Capitulo 3

Operaciones Aritméticas

En el capitulo anterior hemos introducido algunos conceptos bésicos sobre la compu-
tacion cudntica. En este capitulo vamos a introducir los circuitos cudnticos, que es el
modelo seguido para explicar el proceso de computacion en un ordenador cudntico y con
el que vamos a trabajar para disefiar algoritmos que realicen operaciones aritméticas.

3.1. Circuitos Cuanticos.

A ——)

Cout

Figura 3.1: Sumador cléasico.

El modelo de circuitos cuanticos es el lenguaje que se utiliza para describir algorit-
mos cudnticos. Estos son conjuntos de componentes conectados entre si que describen un
proceso computacional [NC10]. Es un concepto andlogo a representar un proceso compu-
tacional en un ordenador cldsico mediante un circuito compuesto de puertas l6gicas como
la puerta AND o la puerta OR.

Los circuitos cudnticos van a actuar sobre estados. Estos estados estardn representa-
dos por n qubits que constituirdn las entradas del circuito. El espacio de estados serd un

25



26 Circuitos Cudnticos.

espacio complejo de Hilbert de dimensién 2. |z) serd el estado y estara representado por
los qubits |x1), ... |z,) de tal manera que:

|2) = |21) @ |22)®, ..., ®]2p). (3.1)

Si ademads x; = 0, 1, estos qubits se conocen como estados en la base computacional
[NC10]. A lo largo de este TFM trabajaremos con estados en la base computacional.

@) U] Ula)

Figura 3.2: Puerta cuantica.

Una vez que tenemos preparados el conjunto de qubits sobre el que queremos operar,
el siguiente paso es aplicar puertas cudnticas. En el capitulo anterior vimos que las opera-
ciones validas que se pueden aplicar sobre los qubits son aquellas operaciones reversibles
que se pueden describir mediante una matriz unitaria. Representaremos estas operaciones
mediante puertas cudnticas, como vemos en la imagen 3.2.

Estas puertas estardn conectadas entre si mediante cables. Los cables no tienen por
qué corresponderse con cables fisicos, sino que pueden representar el paso del tiempo,
o una particula fisica como puedan ser los fotones moviéndose de un punto a otro en el
espacio [NC10].

Por ultimo, los circuitos suelen incluir una medida en la base computacional para
extaer informacion de los qubits. Pero en este TFM dibujaremos circuitos que no incluyen
esas puertas ya que no son necesarias para explicar el trabajo que se estd realizando.

Es importante hacer notar que las puertas cudnticas tienen que tener al menos tantos
estados de salida como estados de entrada. De no ser asi, la operacion no serd reversible.
Por este motivo, algunos algoritmos cldsicos para realizar operaciones cudnticas como la
suma no pueden ser trasladados al dominio cudntico de forma directa. Si observamos la
figura 3.1, que muestra un sumador con llevada, vemos que este cuenta con tres entradas,
A, By Cydossalidas A+ By C'. Si disefidramos un circuito cuantico con ese nimero
de estados de entrada y salida, perderiamos la informacién de uno de los estados y la
operacion no se podria revertir.

En cambio, se puede disefiar un sumador como el mostrado en la figura 3.3. Este
sumador tiene dos estados de entrada, |a) y |b), y dos estados de salida, |a) y |a + b). Con
esa informacion de salida, podremos realizar una operacion que nos permita recuperar los
|a) y |b) originales. Y si queremos calcular la llevada, podemos disefar un circuito como
el mostrado en la figura 3.4, en el que se afiade el estado |c¢) para incorporar este término.

|a) @)
1) > ja +b)

Figura 3.3: Sumador a + b.
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|6) > la +b)

Figura 3.4: Sumador a + b.

3.1.1. Sumador Cuantico

Teniendo en cuenta las restricciones que se deben observar a la hora de disefar circui-
tos cuanticos, es necesario crear algoritmos que puedan ejecutar la suma en un ordenador
cudntico, habida cuenta que el algoritmo clasico no se puede trasladar de forma directa.

\

‘ c=0
‘ iy
\

\

\

ba
e =0

oy a,

;4 b,
=10

Un |

bﬂ_
by

.bj

-

a+b

Figura 3.5: Sumador [VBE96].

Uno de los primeros esquemas creados para dar respuesta a esta necesidad es el pre-
sentado en [VBE96]. Este esquema suma los nimeros a y b. Para ello los representa

mediante n qubits |ay),...,|a,) y |b1),-..,|bs). El esquema calcula primero todos las
llevadas hasta que el dltimo bloque calcula el digito mas significativo del resultado. Para
ello emplea n qubits |cy), ..., |c,). Posteriormente deshace las operaciones y calcula la

suma bit a bit. hace la suma bit a bit del bit menos significativo hasta el bit més significa-
tivo. La figura 3.5 muestra el esquema del sumador. Los bloques con el borde negro a la
izquierda representa la secuencia de puertas que forman el bloque pero en sentido inverso.

Para realizar la suma define dos bloques, un sumador y uno de llevada, compuestas de
puertas de Toffoli y puertas XOR. El esquema del bloque sumador se muestra en la figura
3.6, y el esquema del bloque que calcula la llevada se muestra en 3.7.

El sumador necesita 3n qubits para realizar la suma de dos nimeros de 7 bits. Ademas
el bloque sumador y el bloque de llevada emulan las puertas AND y OR. Es por ello que se
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Bloque Sumador

|a;) |az)
1b:) |b:)
i) D D la; + b; + ¢;)

Figura 3.6: Sumador a + b.

Bloque LLevada
q
leiz1) |cio1)
|a;) |a)
|bi) P, |bi)
|ci) D D |a; + bi + ci)

Figura 3.7: Sumador a + b.

dice que esta inspirado en el algoritmo clésico, pues intenta emular ese esquema haciendo
uso de las operaciones permitidas en computacion cuantica.

Pero es posible disefiar un circuito que haga uso de operaciones y algoritmos cuédnticos
para calcular la suma. Sobre este circuito basaremos nuestro trabajo, que presentaremos
en los capitulos siguientes.



Capitulo 4

Sumadores con QFT

Tradicionalmente, los algoritmos para implementar la suma disefiados para ordena-
dores cudanticos siguen los esquemas implementados para ordenadores clasicos, con las
correspondientes extensiones que permitan realizar cdlculos reversibles. Sin embargo, se
pueden disefar algoritmos cudnticos para implementar operaciones aritméticas sin nece-
sidad de copiar el esquema clésico del algoritmo.

En [Dra00] se presenta un sumador cuantico que hacer uso de la transformada cudntica
de Fourier (en adelante, QFT). Este sumador reduce el nimero de qubits necesarios para
realizar la suma al no utilizar bits para la llevada. El esquema presentado favorece ademas
la paralelizacion en la ejecucion de la suma y permite sumar un nimero cldsico a una
superposicion cuantica sin codificar el nimero cldsico en un registro cuantico.

Partiendo de este esquema, propondremos varias mejoras que incluyen la suma de mas
de dos qubits, la suma, la media aritmética y la suma ponderada. Ademads discutiremos la
representacion de niimeros enteros con signo.

4.1. El Sumador QFT.

Comencemos estudiando el sumador QFT propuesto en [Dra00]. El circuito realiza la
suma de dos nimeros a y b. El esquema basico del sumador se presenta en la figura 4.1.

1 [b)
>
o) ——QFT ¢(a + b))

Figura 4.1: Sumador QFT.

Como vemos en la figura 4.1, la primera operacion que realiza el sumador es la trans-
formada cuéntica de Fourier (o QFT) de |a), que es un estado que contiene la informacion
relativa al nimero a. Esta operacion realiza la transformacion:

e N |k), 4.1)
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donde N = 2™ y n es el nimero de qubits que codifican el estado |a). El resultado es
la QFT codifica el nimero en los desfases entre los términos |k). El segundo bloque,
representado por >, es el bloque sumador. El bloque estd compuesto por varias puertas
de rotacion de fase controladas por el estado |b), que codifica la informacion relativa a b.
El resultado es que aiade una fase a la QFT del estado |a) de la siguiente forma:

=2

-1
2mwi(a+b)-k

1 N-1 ) 1
mak 27rzbk e =5 k). 4.2
|a) — —ﬁE_ |>—_—hN e k) (4.2)

0

b
Il

Es decir, realizamos la suma a + b y la codificamos como desfases entre los términos
|k). Tras este proceso bastaria realizar la QFT ! de este resultado y obtendriamos la suma
a + b. El esquema emplea n qubits para representar a y otros n para representar b a la
entrada del circuito. A la salida del circuito, n qubits reprentardn el nimero b y otros n
qubits representardn la suma a + b. Es decir, para sumar dos nimeros de n bits utiliza 2n
qubits y no emplea ningtn qubit para almacenar la llevada.

Sia+ b < N, al realizar la transformada cudntica de Fourier inversa o QFT ! recu-
peramos la suma a + b, pero si a + b > N, la diferencia a + b — N genera en el estado la
misma fase que a + b, por tanto, no se puede distinguir entre a +by a+b— N y se pierde
informacion. Asi que a la hora de recuperar la informacién de la suma a + b, en realidad
que obtenemos la suma médulo V. Veremos como extender el esquema para obtener la
suma.

En las siguientes subsecciones se mostrard como construir la QFT y el bloque suma-
dor.

4.1.1. Bloque QFT

En esta seccion vamos a explicar como construir el bloque QFT. Partimos del algo-
ritmo presentado en el capitulo 2. Ya sabemos que el algoritmo, aplicado sobre el estado
|a), realiza la transformacion:

2" —1

1 . n
@) = > D ek gy, (4.3)
k=0

y que operando sobre esta expresion como se muestra en las ecuaciones (2.46)-(2.49) se
puede transformar en:

2% @ |10y + )] (4.4)
=1

Como vemos, la fase de |1) contiene al nimero a dividido por el término 2'. Recorde-
mos que la conversion al sistema decimal de niimeros binarios fraccionarios viene dada
por la expresion:

(0.a1a9 . ..a,)2 = (a; 27 gy - 2_2+---+an'2_n)10a 4.5)
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donde el subindice 2 indica la expansion del ntimero en el sistema binario, mientras que el
subindice 10 indica la expansion del nimero en el sistema decimal. Por tanto, la expresion
(4.4) se puede reescribir como:

(|0> + 627ri0.an|1>) (|0> + 627ri0.anan_1|1>) L (|0> + 627ri0.a1a2.,.an|1>)
22 '

la) — (4.6)

Si llamamos

1 2ria
ox(a)) = —5 (10) + €51 (47

la expresion (4.6) se puede factorizar segtin [Dra00]:

2"—1

S7 T k) = [61(a)) © [92(a) © ... @ [duor(a)) ® 6u(a)).  (48)

|a1> H R2 """ ] Rn—l Rn

as) T R R

) i
) «—{Hl-

Figura 4.2: Transformada Cudantica de Fourier.

A partir de la expresion (4.6) podemos construir un circuito cudntico que realice la
QFT. Este circuito se muestra en la figura 4.2. Para construir el esquema trabajamos con
la expansion binaria de a, es decir, con aq, as, . . ., a,, de tal manera que:

a=a;-2"4ay-2'+.. . +a,_1 222 +aq, 22" 4.9)

Empleando la expansion binaria de a, el estado |a) que codifica la informacién relativa
a a se puede describir seguin:

la) = |a1) @ |as) @ ... @ |an_1) ® |a,), (4.10)

es decir, se representa como el producto tensorial de los qubits |a1), .. ., |a,).

Una vez que tenemos codificada la informacién en qubits, procedemos a construir
el circuito. El primer paso es aplicar una puerta de Hadamard al qubit |a;). Esta puerta
realizard la transformacion:

1 2miaq ]_
a —>—<0 + e 2! 1>:—
1) NG 10) 1) 7
de forma que si a; = 0, el qubit se transforma en 1/4/2(|0)4[1)) y si a; = 0, se transforma
en 1/4/2(]0) — |1)). A continuacién se aplica una puerta de rotacién R, controlada por
|as). La puerta de rotacion de fase general controlada por |ay) se define segtin

(10) + e*™*11)) , “4.11)

¢1(a))
|pa2(a))

|¢n—1 (a)>
|6n(a))
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1 0
Ro=| (4.12)

27ia
y el resultado es que afiade una fase relativa del tipo e 2% . Es decir, transforma el qubit
de la siguiente manera:

) > — (10)+FF )
— LQ (‘O) 4 627ri0‘a1 6271'1'0.00,2‘1>)
_ LQ (|O) i 627ri(0.a1+0.0a2)|1>)
_ iz (j0) + e2mi0maz| 1)) (4.13)

A continuacién se aplica la puerta R3 controlada por |a3), que transforma al qubit
segln:

la1) — |0) + e 2T e 22 e 25 |1)

2miay 2miag 2miag >

27i0.a1 2710.0a2 2710.00as3
0) + e e e 1))

=

> + 627ri(0.a1+0.0a2+0.00a3)|1>)

|0) + e?mare2as|1)) (4.14)

S5l =8l -
N} [} [\ \\}
—~ —~ —~

Procedemos de igual manera hasta llegar a la puerta R,, controlada por |a,,). El resul-
tado final sera:
1

|ay) — 7 (|0) 4 ePmt-arazasan|q)) (4.15)

De acuerdo con la expresion (4.7, podemos reescribir la expresion (4.17) segin:
la1) — |p1(a)). (4.16)

Ahora procedemos de igual manera con |as). Primero aplicamos una puerta Hada-
2mia
mard, que transforma al qubit segtin 1//2 <|O> el |1)> A continuacién aplicamos

la puerta Ry controlado por |as3), después la puerta Rs controlada por |ay), y asi hasta
llegar a la puerta R,,_; controlada por |a,). El resultado sera:

1 .
laz) = —= (|0) 4 ?mPaza2as-an|1)) = |gy(a)). (4.17)
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Realizamos el mismo proceso con el resto de los qubits, hasta llegar a |a,,) sobre el
que solo actiia una puerta de Hadamard, por ser el altimo qubit. El resultado sera:

an) — % (10) + €700 1)) = [6,(a)). 4.18)

El ultimo paso, que no se muestra en la figura 4.2 es aplicar puertas swap, que in-
tercambian el estado entre dos qubits. Estas puertas se aplican entre (|p1(a)),|on(a))),

(Ip2(a)), [Pn-1(a)) (’(b a)), 2+1(a)>>.Elresultado es:

ar) — 7(|0> e*m0an|1)) ;

az) — 7(\@ 2t an—tan|1))
’an71> N 7(|O> 27ri0.a2...an_1an’1>);

la,) — —(|0>+62“°-W2---“n—1an|1>); (4.19)

Sl

El estado |a) quedara transformado segun:

@) = |o(a))
= |¢1(a)) @ [d2(a)) @ ... @ |¢n(a))
(|0> + 627ri0.an|1>) (|O> + eZﬂiO.an_lan|1>) o (|0> + 627ri0.a2...an_1an|1>) (|O> + 627ri0.a1a2‘..an_1an|1>) '
2

w|3

(4.20)

4.1.2. Bloque sumador

El segundo bloque que compone el sumador QFT es, precisamente, el bloque sumador

Tib

Este bloque va a continuacién del bloque QFT vy, en esencia, afiade una fase del tipo e S
ala QFT del estado |a):

N—-1
1 27r7,ak 2Trzbk
| 2N o 2T
V2r =
1 FA arkb)k
- ¢ k). 4.21)

@
3
ol

Il
o

Para construir el bloque es necesario trabajar con la expansion binariade b, b1, bs, . . . by,
de tal manera que:

b=0b -2+ by-2' + .. 4 b,y -22"2 4 b, - 220 (4.22)
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El estado |b), que codifica la informacién relativa a b se puede describir segtin:
1b) = |b1) @ |b2) ® ... ® |by_1) @ |by,). (4.23)

El bloque sumador se construye empleando una serie de puertas de rotacion de fase
controladas por los qubits |b1), ..., |b,), como se muestra en la figura 4.3. La puerta de
rotacion de fase controlada se construye de acuerdo con la expresion 4.12. Estas matrices
son conmutativas entre si [Dra00].

Las puertas se deben elegir de tal manera que se cumpla la siguiente expresion:

2mi( a+b) k
’a) — \/2_n Z e - om > —=

2" —1 n
Zrion=i(a;4+b;) 3 ks2"°
s=1

e
A /2n

Esto implica que para cada k,, que representa a ¢1,. . ., ¢,,, tenemos que elegir puertas
de rotacion de fase que introduzcan la fase:

|k). (4.24)

278 on—jon— 2mi +b;
e P2V T2V (a4b) ks _ parrsom (@i i) ks (4.25)

?

es decir, deben introducir la fase e2/+s=", por lo que las puertas de rotacion de fase a
utilizar son Ry, = Rj s .

!
Ry |+ Ry =+~ Ru—1 | R |

|#1(a)) (R

Figura 4.3: Suma de dos qubits.

Para ver como actdan estas puertas, comenzaremos analizando qué sucede al aplicar
las rotaciones condicionales de fase sobre |¢,,(a)). Las puertas que actdan sobre este qubit
son las puertas Ry,, , = R; controlada por |by), Rey,—n, = Ry controlada por |bs)
y asi sucesivamente hasta llegar a la puerta R, ,,_, = R,, controlada por |b,), como
vemos en el esquema 4.3.

|bn)
|n(a + b))

|¢n—1(a+b))

|92(a + 1))
|¢91(a +0))
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La puerta de rotacion de fase R; controlada por |b;) realiza la siguiente operacion:

1 i Ol %2 An—1 , ap , b1
|on(a)) — qu) + e? (2%+2§+...+2n_1+2n+g%)|1>), (4.26)

O lo que es lo mismo:

1 :
—(]0) + €2m(0.a1a2...an+0.b1) 1)). (427)
7510 )

La siguiente puerta empleada es una rotacion de fase R, controlada por |by), que actia
de la siguiente manera:

|6n(a)) —

|¢n<a)> N i(‘()) + 627ri(0.a1a2“.an+0.b1b2)|1>). (4.28)

V2

Se continda aplicando rotaciones de fase controladas hasta llegar a la puerta R?,, con-
trolada por |b,,), y obtendremos como resultado:

510+ eEmOm R 1) < o, (1), @29)

Con |a,_1) se realiza el mismo proceso. Las puertas que actiian sobre este qubit son
Ri{(n—1)—-n = Ry controlada por |b1), Ra{(,—1)—n = R1 controlada por |b,) y asi hasta la
puerta R, (,—1)-n = [, controlada por |b,,). Como Ry introduce la fase e*™ = 1, esta
deja al qubit sin alterar y en la préctica no se incluye en el circuito, de ahi que no aparezca
en la figura 4.3. Sucederd lo mismo cada vez que la puerta introduzca una fase del tipo
e% donde k£ < 0.

Tras aplicar la transformada cudntica de Fourier, |a3) queda transformado segtin:

|Pn(a)) —

1 )
a2) = 5 (10) + e 1) = |61 () (4.30)
Posteriormente se aplican las puertas de rotacion de fase controladas por by, b3, . . ., b,,.
El resultado sera:
bus(@) = —(0) + it BB R )
- L(|0> y 2mi(Sh et e ) 1)
2
o L(’m n (Gt T g A i ) )
2
1 )
— _(|0> + 627r1(0.a2a3...an—lan+b263-..bn—1bn)|1>) — |¢2((I + b)> (431)

%

2

El sumador lleva a cabo el mismo procedimiento con |¢,,_2(a))...|¢1(a)), de forma
que a la salida se obtienen los estados |¢,,_2(a + b))...|¢1(a + b)). Tras ello bastaria rea-
lizar una transformada cudntica de Fourier inversa y obtendriamos como resultado la suma
la +0).
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El nimero de puertas cudnticas que necesitaremos para implementar el esquema es el
siguiente:

T. Hadamard Rotaciones de fase

n(n—1
QFT n nncl)
QFT! n nin-l)
Suma 0 @
Total 2n 3n’—n

2

Tabla 4.1: Numero de puertas necesarias para implementar el sumador cuantico con QFT.

Una vez analizado el funcionamiento del sumador con QFT, pasaremos a estudiar
como se puede ampliar este esquema para implementar sumas de mas de dos nimeros.

4.2. Sumador Cuantico de mas de dos Numeros.

A partir del esquema propuesto en [Dra00] se puede realizar de manera sencilla una
extension para calcular sumas de mas de dos nimeros. Por ejemplo, si deseamos sumar &
qubits |a) + |b1) + ...+ |bx_1), bastaria con realizar la transformada cuéntica de Fourier
de uno de los estados, por ejemplo |a) como en el esquema de [Dra00] y aplicar sobre el
estado transformado rotadores de fase condicionales que vengan controlados por el resto
de estados que se desean sumar, en un proceso similar al descrito en el apartado anterior,
de tal manera que:

2" —1 2" —1

2miak 2mik >0 by 27r7,(a+2b )- k
ﬁz“" o @Z K. @)

El esquema propuesto se muestra en la figura 4.4.

\bM 1)

..... e 1D1.0)

|01
|pn(a

1

D)

\bl 1> |b1,1)
n)
>

|¢1(a)> 73— 4@; b1 (a+ by + . ..

Figura 4.4: Sumador de k£ nimeros.

Cada nuevo estado |z) representado mediante la expansion binaria |z12s . . . Z,—12,)
necesitaria n(n + 1)/2 nuevas puertas de rotacién controlada de fase, por lo que si a |a) le

D)
........... }b(M—l),n>

+by-1))

+by-1))
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sumamos £ — 1 ndmeros representados por n digitos binarios, el nimero total de puertas
de rotacion de fase necesarios para implementar el bloque sumador vendrd dado por la
expresion:

(4.33)
mientras que seguiremos necesitando n transformadas de Hadamard y n(n — 1)/2 rota-
dores de fase para implementar la QFT y el mismo nimero de puertas para construir la
QFT 1.

Una vez visto como ampliar el esquema para sumar mds de dos qubits, discutiremos
como modificar el sumador para que realice operaciones de suma con llevada.

4.3. Suma Aritmética.

Figura 4.5: Suma empleando el esquema [Dra00].

El sumador QFT que hemos presentado lleva a cabo, en realidad, la suma médulo N,
donde N = 2" y n el ndmero de digitos que componen la expansion binaria de a y b. Es
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decir, estamos realizando la operacion:

2" —1
1 2wi(a+b)-k
3 ). (4.34)
2" k=0

El resultado que se recupera en caso de que a + b < N es, precisamente, la suma de
ambos términos. Pero si a + b > N, el resultado que se recuperaes a +b méd N.
Veamos un ejemplo numérico en la siguiente seccion.

4.3.1. Suma modulo N

Supongamos que queremos sumar los nimeros a = 2y b = 7. Para ello utilizamos la
expansion binaria de n = 3 bits, con N = 23 = 8, de manera que

N = 1000;
a = 010;
b = 111. (4.35)

El sumador deberia realizar la operacion:

010
+111 (4.36)
1001

En cambio, lo que obtenemos es 1001 — 1000 = 001 = 1, en lugar de 9. Es decir,
obtenemos la suma médulo V.

La figura 4.5 representa en el plano complejo los nimeros todos los niimeros binarios
de tres bits, incluidos a = 010 y b = 111. La secuencia que representamos comienza
en 000 y se incrementa en una unidad hasta llegar a 111. A partir de este numero, la se-
cuencia se repite. Es decir, donde deberia estar representado 1000 tenemos 000, donde
deberia encontrarse 1001 se encuentra en realidad 001 y asi sucesivamente. Esta secuen-
cia estd representada sobre una circunferencia en el plano complejo, y para incrementar
cada ndmero en una unidad, basta con dar un salto en sentido antihorario. Si queremos
incrementar 111 en dos unidades, deberemos dar dos saltos en la circunferencia en sentido
antihorario. Deberiamos llegar a 1001, pero como la circunferencia so6lo representa hasta
111 y después se repite la secuencia, el resultado obtenido es 001.

4.4. Extension del esquema

Para implementar la suma con llevada, se puede extender el esquema anadiendo un
qubit adicional, que en este caso serd |0). La solucion es andloga a las empleadas en
los procesadores clésicos en los que, para almacenar la llevada y prevenir problemas de
desbordamiento, se anaden bits adicionales.
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El esquema realizard la transformada cuédntica de Fourier de |0a;as . .. a,) como se
muestra en la figura 4.6. Como vemos, es equivalente a representar a con n + 1 bits y en
realidad estaremos haciendo la QFT de n 4 1 qubits que dard como resultado:

= — Y W, (4.37)
k=0

donde N = 2". Por tanto, las puertas de rotacion de fase realizaran la operacion:

ontl_1

1 2" (e 4b;) 3 ka2
E e 5=
A/ Oon+1
2 k=0

k), (4.38)

y estaremos haciendo la suma médulo 2" = 2N. La fase que deben introducir las
puertas de rotacion es:

o . - ) I o
eﬁ(aj+bj)'ks'2(n Pt (nt1=s) _ eZm(aj+b]~)-ks-22" Jostl=n—l 62]""%. (4.39)

La puerta de rotacion de fase que aplicaremos sera:

1 0 1 0 1 0
2mi e 274 = 2mi |, (4.40)
0 e2¥ 0 e2rt! 0 e22F

y las puertas vendrdn dadas por R;,s_,. El esquema del bloque sumador resultante se
muestra en la figura 4.7.

Veamos qué ocurre matematicamente. La transformada de Hadamard convierte |0) en
\%(|0) + |1)), que también se puede escribir como \%(|0) + ¢”2°|1)). Posteriormente
se aplica una puerta de rotacién de fase Rs controlada por |a;), que tendra el siguiente
resultado:

2mi0

(10 + ¢

0) —

1>>

> 5 <|0> +e2m(%+;%)|1>> _

[\

1

7 <|0> + ez’”'(%%%)u)) .44l

Tras aplicar todas las puertas de rotacion de fase, el resultado sera:
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]_ 2110
0) = (0 +e% )
1 mi( G+ S+ T
. —2<]O>+e2 (9+ G+ +200+ )’1>>
= =5 (10 + emlisir i)
= (j0) + o 1) = [6(a). @42)
0) —{ H Ry — R, Rus1 |¢1(a))
ar) R R 62(a))
|an—1) H EN)
|an) —{H— ()

Figura 4.6: Transformada Cuantica de Fourier de |Oa; . . . a,,).

De nuevo, aunque no se muestra en la figura 4.6, se aplican al final del circuito puertas
swap, de forma que el resultado sera:

[

(@) = 5 (10)+ o)

1

[Oni1(a)) = —=(|0) + >0 0mam|1)) . (4.43)

V2

A continuacién implementamos el bloque sumador. Para ello aplicamos las puertas de
rotacion de fase controladas por |by) ... |b,). El resultado sera:

0)

=]
Ay
Q
N
3
<.
—~
e
=)
5]
fin
e
3
+
o
=)
S
i
>
3
N
—_
~
~—

(4.44)

De esta manera estaremos implementando la suma médulo 2N que, para sumar dos
numeros a y b, utiliza un qubit adicional para almacenar la llevada.
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1

b1)
[b2) -
| n— 1>
\qﬁm(a» TR R TRR, 1]
6n(a)) R HR - —{ R HER,|
|p2(a)) . Ry Ry
|¢1(a)) 'R

Figura 4.7: Suma con llevada.

4.4.1. Ejemplo de suma con llevada

En el ejemplo presentado en la subseccion 4.3.1 sumamos a = 2y b = 7 empleando
la expansion binaria de n = 3 digitos. El resultado es el numero 1001, pero seguimos
trabajando con la expansion binaria de tres digitos, por lo que el resultado recuperado
serd 001.

Para resolver el problema, podemos hacer la suma médulo 2/N. Puesto que N = 27,
2N = 2-2" = 2" por lo que trabajamos con nimeros cuya expansién binaria serd de
n + 1 = 4 digitos. Con ello podremos recuperar el nimero 1001. Podemos ver una repre-
sentacion grafica en la figura 4.8

En este caso representamos la secuencia de 0000 a 1111. El numero 010 se puede re-
presentar como 0010, mientras que 111 se puede representar como 0111. Como queremos
incrementar 0111 en dos unidades, s6lo tenemos que saltar dos posiciones en la circunfe-
rencia desde este nimero en sentido antihorario. El resultado es 1001, que en decimal se
corresponde con 9, el resultado que deseamos recuperar.

4.4.2. Numero de puertas

El nimero de qubits que tendremos que afadir para almacenar la llevada depen-
derd tanto de la cantidad de nimeros que se van a sumar como del tamafio n de los
mismos.

En caso de sumar dos nimeros de n bits, basta con afiadir un bit més para dejar espacio
para almacenar la llevada. El resultado final tendrd un tamafio de n + 1 digitos binarios.
Por tanto el esquema afiadird un qubit mds para almacenar la llevada, haciendo la QFT de
n + 1 qubits |0), |a1), ..., |a,).

Cuando se trabaja con dos niimeros a y b de expansiones binarias de n y m digitos res-
pectivamente, con n % m, el riesgo es que se produzca un desbordamiento con respecto al
nimero de mayor tamafio. Para prevenir dicho riesgo, basta con afiadir un bit més con res-
pecto al nimero de mayor tamafio. El resultado final estara compuesto por max(m,n)+ 1
digitos binarios. En nuestro esquema supone hacer la QFT maxz(m, n) + 1 qubits, de los
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1010 1110

1011
1100 1101

Figura 4.8: Representacion grafica de la suma con llevada.

cuales uno serd |0), mientras que los restantes codificaran al niimero de representacion
binaria de mayor tamafo.

Por ultimo hay que definir el niimero de qubits necesarios para almacenar la suma de
k enteros representados por n bits. El nimero de bits que compondran el resultado final
sera:

logs(k - 2") = loga(k) + log2(2") = loga (k) + n. (4.45)

Puesto que inicialmente los niimeros venian representados con n digitos binarios, el
nimero de qubits necesarios para almacenar la llevada sera:

loga(k) +n —n = loga(k). (4.46)

Como la expresion 4.46 no siempre dard como resultado un niimero entero, eligiendo
[logs(k)] qubits se garantizard habilitar espacio suficiente para almacenar la llevada.

Modificar el sumador con QFT para que realice la suma con llevada de £ nimeros
supone un incremento de las puertas necesarias para implementar el circuito, debido a que
se opera con mds qubits en el dominio transformado y a que se suma una cantidad mayor
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de nimeros. A continuacién veremos el nimero de puertas necesarias para implementar
el sumador teniendo en cuenta que:

= Se implementa la suma a + b; + ... + by_1, es decir, se suman k ndmeros.

= Tanto a como los distintos b; vienen representados por n digitos binarios como hasta
ahora.

= Se afiaden [logs(k)] qubits para almacenar la llevada, que hay que llevar al dominio
transformado.

Puesto que el nimero de qubits a transformar es [logy (k)| + n, el ndmero de puertas
necesarias para implementar la QFT y la QFT ! ser4:

2 ([logz(k)] +n) + ([loga(k)] +n) ([loga(k)] +n — 1), (4.47)

como se muestra en la tabla 4.2.

T. Hadamard Rotaciones de fase
QFT [loga(k)] +n ([logz(kﬂ+n)(£logz(k)1+n—1)
QFT_I Hogg(kﬂ +n (flogz(kﬂ+n)(£logz(k’)1+n—1)

Total 2 ([loga(k)] +mn) ([log2(k)] + n) ([loga(k)] +n — 1)

Tabla 4.2: Nimero de puertas para implementar la suma con llevada de k qubits.

El nimero de rotaciones de fase necesarias para sumar los £ — 1 nimeros restantes
serd el siguiente:

(k=1 (n+1)n
2

Donde w es el numero de puertas de rotacion de fase que suman los distintos
|b;) a |a). Ademds se afiade el término n(k — 1) [logo(k)| que suman |b,,) a los qubits
que almacenan la llevada. Como resultado, el nimero final de puertas necesarias para

k=1
implementar el sumador QFT para k qubits, es decir, para sumar a + » _ b; con [loga(k) ]
i=1

+n(k — 1) [logs (k)] - (4.48)

qubits de llevada es:

k+1 kE+1
n? 5 +n 5 + (k4 1) [loga(k)]| + [loga (k)] + [logs (k)] - (4.49)
Podemos comparar el niimero de puertas necesario para implementar el sumador con
QFT y para implementar el sumador que emula el esquema clésico de la suma con llevada

presentado en [VBE96].
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El esquema realiza la suma con llevada de dos nimeros a y b. De nuevo, se recurre
a la representacion binaria de dichos nimeros, es decir, a; ...a, y by ...b, y ademds se
incluye el bit de llevada para cada suma elemental, representado por c; ... c,. En cada
bit se calcula primero el bit de llevada que se empleara para realizar la suma de los bits
siguientes. Posteriormente, se deshace esta operacion y se realiza la suma. En total, el
esquema utiliza cuatro puertas de Toffoli y cuatro puertas XOR controladas, es decir,
ocho puertas, para implementar la suma de cada par de bits menos significativos. Para
sumar el par de bits mds significativos, emplea dos puertas de Toffoli y cuatro puertas
XOR controladas, es decir, un total de seis puertas. El niimero total de puertas en funcién
de n y de k sera:
(k—1)[(n—1)8+ 6], (4.50)

Veamos en qué casos el sumador QFT se implementa con menos puertas que el suma-
dor con llevada que emula el esquema clasico. Se tiene que cumplir que (4.49)<(4.50). Si
resolvemos n en funcién de &, esta condicion se traduce en que:

kil [kt
n n
2 2

+ (k+1) [loga (k) ]| +[logs (k) 1?4+ [logs (k)] — (k—1)[(n—1)8+6] < 0.

(4.51)
Resolviendo, obtenemos que las raices de esta expresion vienen dadas por:

15k =20k = D[logs(R)] — 17
"= 2(k + 1)
VAEE 1) loga(k) % — 60(k — 1)2[loga(k)] + 209K% — 510k + 305

2(k +1)

+

(4.52)

En general, las soluciones de estas expresiones son o bien nimeros imaginarios o
bien resultan en n < 1, lo cual no es un resultado posible. Por tanto, el sumador QFT
requerird un nimero mayor o igual de puertas que el sumador clésico.

El sumador QFT no es mas eficiente en términos de nimero de puertas que el sumador
que emula el esquema cldsico. Sin embargo, permite implementar operaciones que con
el sumador cldsico no se pueden realizar de forma directa, como la media o la suma
ponderada. En el siguiente apartado discutiremos como implementar estas operaciones
con el sumador QFT.

4.5. Media y Suma Ponderada

Implementar la suma mediante la QFT y rotaciones condicionales de fase nos ofrece
como ventaja poder variar el factor por el que va a rotar la fase, ofreciéndonos la posibili-
dad de implementar otras operaciones aparte de la suma.

Supongamos que queremos operar con M nimeros, a, by, ba, . .., by—1, representados
por n digitos binarios cada uno. Realizamos la transformada cuantica de Fourier de n
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lax) |a1)
|az) |az)
|ay) - - an)
bvr—1),1) : : |b@ar-1),1)
b-1)2) |bear-1).2)
|b(M—1),n : T ’—“7 ’b(]\l—l),n>
162(0)) {30 B2 [ B B f B B on (57))
|60-1(0)) Ry By n By By e )
|¢1(0)) Ry Rt ‘¢1 (a+ J]CfAFl>>
Figura 4.9: Media de M ndmeros.
qubits |0), que se transformaran en los estados |¢1(0)) ... |$,(0)), donde:
610) = = (10)+ ™)
\/§ )
1 )
62(0)) = <= (I0) + 00 )
1 )
[9n-1(0)) = 7 (10) 4 gm0 0n0msr 1) ) 4
1 )
[6a(0)) = —=(10) + 0N L)) (4.53)
A continuacion disefiamos la puerta de rotacion de fase general controlada:
R Y 4.54
Wk o e (3>

y la aplicamos a |¢1(0)) ... [¢,+1(0)) siguiendo el esquema mostrado en la figura 4.9, es
decir, aplicamos dichas puertas controladas por |ai)...|a,) y |b1)...|b,). El resultado
obtenido sera:
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[ _an bl,n b/—l,n
90 = (|0>+62“(M21+M21+-~+ )!1>)

Sl =Sl

O.an+...4+0b1 n+0.bps_1y >)

(|0> + 627rz' i

1 M 3

(4.55)

[¢n-1(0)) — % (|0> I =) |1>)
. % (|0> | A |1>)
S g <a+b1 +M.+bM1)>; s
[9a(0)) — % (]0> + 3”(%*-*1&5%+E—’2ﬁ+...+§;—;+...+”%g,l+m+bwﬂz{;},n> \1))
. % (|0> | O O \1>)
P (a+b1 +M‘+bM_l)>. .
Es decir, habremos calculado la media de los M qubits |a), |b1), ..., |by—1). La media

no requiere qubits auxiliares para dejar espacio para la llevada, puesto que el resultado se
va a encontrar entre 0 y 2" — 1.

Podemos realizar un procedimiento similar para modificar las puertas de rotacién de
fase controladas para que, en lugar de calcular la media, calculen la suma ponderada

>~ d;|z;). Basta con disefiar puertas de rotacién de fase de este tipo:
i

10
Rsw= |, ozl (4.58)

donde ¢; representa el peso por el que queremos multiplicar el qubit. Suponiendo
que queremos sumar dy|a) + d2|by) + ... + dpr|bps—1) habremos de seguir un proce-
dimiento similar al mostrado para calcular la media de M numeros. Primero realizare-
mos la transformada cuéntica de Fourier de |0) y posteriormente le sumaremos los qubits
la),|b1), ..., |ba—1) empleando las puertas de rotacion de fase Rk, Rk, - - -, Roy,k- El
resultado serd:
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a an 5 ,n b —1), b —1),n
a0 — L (Joy + & (G (st (U 02 ))
V2
- % <|0> + ezﬂi(él0-ala2---an_1an+520.b171...b17n+...+(51\/10.b(Mil>11,_,b(Mil%n)‘1>)
= |on (010 + doby + ... + dnbar—1)), (4.59)
si » .0; = 1. En caso contrario, deberemos afadir qubits auxiliares para almacenar

la llevada. Si el resultado final tiene un tamafio logs(D>_ 6;(2")), tendremos que afiadir
logs (> 0;) qubits auxiliares y modificar las puertas de rotacién de forma conveniente pa-
ra asegurar que no se dé desbordamiento y se recupere el resultado deseado.

4.6. Representacion de Niimeros con Signo.

Hasta el momento hemos trabajado con qubits que representaban niimeros enteros en
el sistema binario, pero no hemos tenido en cuenta cuestiones como el signo de dichos
numeros. Pero, ;qué sucederia si quisiéramos operar con un nimero entero negativo?

Podemos inspirarnos en algunas de las representaciones empleadas en los ordenadores
clasicos, como la representacion signo - magnitud. En esta representacion, de los n bits
que representan un numero, se utiliza el situado mas a la izquierda para representar el
signo, de tal manera que si el bit es 0, el nimero es positivo, mientras que si es 1 el
nimero es negativo [Knul4].

De la misma manera, se puede afiadir un digito adicional a los n empleados hasta
ahora para representar los qubits con los que se quiere operar. Este qubit seria |0) para
representar el signo positivo y |1) para representar el signo negativo. La ventaja de este
sistema de representacion es la codificacidn natural para nuestro sumador médulo N.

Veamos un ejemplo grafico. La figura 4.10 representa niimeros binarios de tres digitos
en el plano complejo. Tomemos como ejemplo los numeros 010 y 110, que se correspon-
den con los numeros 2 y 6. Podemos ver que entre ambos nimeros existe un desfase de
7, es decir, que tenemos los nimeros |2|e™ y [2|¢'™, que también equivalen a 2 y —2. Por
tanto, los nimeros que comienzan con () representarian enteros positivos y si giramos 7
en el plano complejo encontramos el niimero negativo correspondiente, que comenzaria
con 1.

En el caso de sumar dos qubits, incluir un digito para representar el signo requeriria
una nueva transformada de Hadamard asi como n rotaciones condicionales de fase tanto
para la transformada cudntica de Fourier como para la Transformada Inversa, de tal ma-
nera que necesitaremos 2(n + 1) Transformadas de Hadamard y n(n + 1) rotadores de
fase. Mientras que el nimero de puertas de rotacion de fase necesarias para implementar
la suma serd %2(””)

Este tipo de representacion, ain siendo sencilla de implementar, tiene un efecto que es
necesario corregir. Supongamos que queremos sumar dos nimeros negativos, —1 y —2.
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Figura 4.10: Representacion en la esfera de nimeros positivos y negativos.

La representacion, empleando dos bits y un tercero de signo, vendria dada por 101 y 110.
Si sumamos empleando el esquema de [Dra00], el resultado sera:

101 + 110 = 011, (4.60)

es decir, obtendremos como resultado un ndmero positivo, 3, en lugar del nimero negativo
que deberiamos obtener. Como resultado perdemos la informacién relativa al signo del
resultad. Y esto es debido a que el circuito presentado en [Dra00] realiza la suma médulo
N, exactamente el mismo resultado que estamos obteniendo en la expresion (4.60).

Para solucionar el problema podemos ampliar el esquema para que realice la suma
modulo 2V, siguiendo el procedimiento mostrado en la seccién 4.3. Es decir, si tenemos
dos nimeros a y b, cuya expansion binaria consta de n digitos de los cuales uno representa
el signo, en nuestro sumador representaremos b mediante n qubits y haremos la QFT y
n + 1 qubits |0}, |a1),. .., |a,). Esto es equivalente a representar a con n + 1 bits. Poste-
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riormente aplicaremos el bloque sumador como hemos explicado en el apartado 4.3. De
esta manera se podrd calcular la suma de dos enteros con signo sin perder la informacion
del mismo.
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Capitulo 5

Multiplicador QFT

En el capitulo anterior hemos presentado el sumador QFT y propuesto una serie de
ampliaciones que permitan realizar operaciones como la suma de k£ nimeros, la media o
la suma ponderada. También hemos visto que el esquema realiza la suma moédulo 2", pero
que se puede ampliar con qubits auxiliares para aumentar el modulo y que recupere la
suma aritmética. En este capitulo vamos a tomar como punto de partida el sumador para
implementar otra operacidn aritmética, la multiplicacion.

5.1. Multiplicacion

Se propone crear un multiplicador cudntico que emule el proceso de la multiplicacién
binaria de dos numeros sin signo. En el sistema binario, el resultado de multiplicar dos
bits solo da como resultado 1 cuando ambos bits son 1. Teniendo en cuenta esta premisa,
veamos como multiplicar dos nimeros binarios de n bits.

Supongamos que tenemos dos nimeros binarios de n = 3 bits, por ejemplo, a =
arasas = 110y b = bibebs = 110, que en el sistema decimal equivalen a 6 y 6. El
producto a - b se puede calcular mediante el siguiente proceso:

110
x 110
000
110
+ 110
100100

5.1)

Es decir, primero se calcula el producto abs y posteriormente se le suma el producto
abs, desplazado una posicion a la izquierda, y el producto ab;, desplazado dos posiciones
a la izquierda. El resultado obtenido es 100100, que en el sistema decimal se corresponde
con el numero 36. Comprobamos que el resultado final estd compuesto por 2n = 6 digitos
binarios. Otra manera de explicar como se realiza el producto es mediante la siguiente
suma:
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110

x 110
000
1100

+ 11000
100100

(5.2)

El primer sumando es 000, que es el resultado de multiplicar 110 x 0. El segundo
sumando es 1000. Este sumando es el resultado de multiplicar 100 x 1, afadiendo un 0 al
final. Por tanto, lo que estamos haciendo es:

(110 x 1) x 10 = 1000, (5.3)

es decir, estamos multiplicando el nimero por 10, que en el sistema decimal equivale a
multiplicarlo por 2. El tercer sumando es 10000, que se obtiene de multiplicar:

(110 x 1) x 100 = 100100, (5.4)

lo que en el sistema decimal implica multiplicar por 4. Realizamos las tres sumas y com-
probamos que al digito situado més a la izquierda, que es un 1, hay que sumarle otro
1 correspondiente a la llevada generada por la suma de los términos situados mas a la
derecha. Por tanto, el tamafio del resultado final es 2n = 6.

Podemos generalizar este proceso para multiplicar dos nimeros de n bits a; ...a, y
by ...b,. El resultado vendra dado por:

ay as az ... Ap—1 Qp

X by by bg ... b1 by

ay-b, ay-b, as-b, An_1 by a, b,

al-bn_l ag'bn_l ag'bn_l a'n—l'bn—l an-bn_l
al'bg a2'b3 a3'b3 an_1~b3 an'bg
al'bg a/2'b2 ag'bg ag'bg an'bg
+a1-b1 a2‘b1 a,g'bl an_l-bl an-bl
Cpr (a1 - b1+ ¢py) (a1 -ba+as-by+cp,) ... (an_l-bn+an-bn_1+cgn) (ap - by)
(5.5)

Donde el término c,, que aparece en cada término representa la llevada generada en el
término anterior. La expresion (5.5) es equivalente a realizar la siguiente suma:
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ap Az A3 ... Qp_q Gy
X by by by ... by_1 b,

ay-b, ay-b, as-b, Ap_1 by an - by

aj - bn—l as - bn—l as - bn—l v Qp_1 - bn—l Ap - bn—l 0

a;-by as-by az-bs ... a,_1-b3 a,-bs 000000 . .. 0000000000

ap-by as-by az-by ... as-by Gy, + by 0 000000 . .. 0000000000

+ay-by as-by az-by ... ap_1-by ay-by 0 0 000000 . .. 0000000000

Cpr (a1 b1+ ¢py) (a1 -ba+as-by+¢p,) oo (@1 by +ay - b1 +cp,) (ay-by)

(5.6)

Donde el primer sumando estd multiplicado por 15 = 29, el segundo estd multiplicado
por 10, = 21, €l tercero estd multiplicado por 100, = 22, y asi sucesivamente hasta llegar
al n-ésimo sumando, que estard multiplicado por el equivalente en el sistema binario del
ndmero decimal 277!, que serd un numero del tipo 100. .. 00, es decir, un 1 seguido de n
Os.

La suma se realiza normalmente, es decir, por filas comenzando por los términos si-
tuados mas a la derecha hasta finalizar con los términos situados mds a la izquierda. En
caso de que en alguna de las filas la suma genere un término de llevada, este se suma a los
términos situados inmediatamente a la izquierda.

El producto de dos nimeros de n bits sin bit de signo dard como resultado un nimero
que puede ocupar 2n — 1 bits o 2n bits. Esto dependera de si la suma (a1bs + asb;)
y del valor de a;b;. Si la suma es tal que la llevada es 1 y a;b; = 1, al sumar ambos
términos también nos llevamos 1, de forma que el resultado final constara de 2n bits. Por
tanto, para evitar desbordamientos, fijaremos el tamafo de la multiplicacion en 2n bits,
de tal manera que el resultado final del producto de dos nimeros de n bits serd un nimero

P =Pi1P2 ... P2n—1P2n, CON

b1 = Cpys
P2 = a1by + cpy;

P33 = albg + a2b2 + (lgbl + Cp4;

Pon—1 = anflbn—i_anbnfl;
Pon = anbn7 (57)

donde c,, denota el término de llevada generado en cada p;. En adelante, al término p; se
le llamara término o bit de llevada.

Proponemos implementaremos un multiplicador QFT que genere el producto de dos
nimeros a y b siguiendo esta aproximacién de sumas secuenciales. Para ello codificare-
mos los nimeros a multiplicar en los estados |a) y |b). Estos estados estaran formados por
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n qubits |a1),...,|a,) y|b1), ..., |ba), que se corresponderdn con la expansién binaria de
n digitos de a y b. El resultado final serd |p) = |p1ps ... Pon_1DP2n), donde cada |ps) se
correspondera con la siguiente expresion:

Cpy, >, S=1; (5.8)
s—1

Cort + Y _lalby), 2<s<n; (5.9)
j=1

Cort + D a)lbey), n<s<on. (5.10)
j=s—n

En el siguiente apartado se presentard un esquema que implementa el proceso de mul-
tiplicacion descrito mediante puertas QFT y puertas de rotacion de fase controladas.

5.2. Esquema Propuesto

Una vez descrito el proceso de multiplicacion que se quiere emular, pasamos a des-
cribir el circuito propuesto para implementar la multiplicacién mediante puertas QFT y
puertas de fase controladas. Este esquema puede verse en la figura 5.2.

|b1) |b1)

|ba) ' . |ba)
ba) " o)

1b,,) 1 |bn)

) —— — )

205 21y =2y g1y

0) —{@FT —— L)

Figura 5.1: Multiplicador QFT.

El multiplicador trabajard con los estados |a), |b) y |k). El estado |k) se represen-
tard por su expansion binaria de 2n bits, mientras que los estados |a) y |b) estardn com-
puestos por n qubits |ay), ..., |a,) ¥ |b1), ..., |bs), detal maneraque ay, ..., a, yby,..., b,
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forman la expansion binaria de n digitos de a y b. Por tanto,

2n

Bo= k2 k2 k20 =) k27 (5.11)
s=1

a = a1 2" a2 420 =) ay 20 (5.12)
7j=1

b o= bi-2" by 2" by 20 =) by 20 (5.13)
h=1

(5.14)

y los estados vienen representados por:

‘0) — ’0102 C 02n7102n>; (515)
la) — |aras...an_1a,); (5.16)

Como vemos en la figura 5.2, el multiplicador consta de un primer bloque QFT que
realiza la Transformada Cudntica de Fourier de 2n qubits |0). El resultado sera:

2n

1 27i

0)¥%" — > e O, (5.18)
A /22n |

transformando 2n qubits 0 que componen el estado |0) en 2n qubits |01) ... |02,) en
|$1(0)) ... |p2,(0)) que componen el estado |¢(0)), es decir, la QFT del estado |0).

La segunda parte del multiplicador implementard la parte de las sumas secuenciales
que dardan como resultado el producto de «a - b, mediante puertas de rotacioén de fase con-
troladas, de tal manera que:

- Ly (008, bh"z”)"j k). (5.19)

Como tenemos que hacer n sumas, emplearemos n bloques sumadores compuestos
por puertas de rotacion de fase. El primer sumador estard controlado por el qubit de b
menos significativo, es decir, por b, - 2°. Se debe construir de tal manera que implemente
la siguiente suma:

O+a=04a-2" ' 4a,-2" 24+ .. . +a,_1 -2 +a, - 2° (5.20)

Como al controlar la puerta por b,, solo se realiza la suma si b,, = 1, la expresion (5.21
es equivalente a:
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suma; = O+a-b, -2°=
= 040b,-2" (a1-2" " +ar- 2" 2+ ...+ a,1-2" +a,-2°) =
= 04+1(a-2""+a-2"%+.. . +ay1-2" +a, 2°). (5.21)

El segundo bloque estara controlado por el segundo qubit de b menos significativo, es
decir, b,,_1. Por tanto, el bloque implementara la operacion:

sumay = suma,+a-b,_q- 2"t =
= sumai+a-b,q-2"- (a1-2"_1+a2-2"_2+...+an_1-21+an-20).
(5.22)

Si b,_1 = 0, la anterior expresion serd 0. Si b,_; = 1, la expresion anterior se puede
reescribir como:

sumay = sumay + 2* - (a1 gy 2 a2 Fa, 20) . (5.23)

que, como podemos observar, es la expresion (5.21) multiplicada por 2*. El tercer bloque
estara controlado por el tercer bit menos significativo de b, es decir, |b,—») e implemen-
tard la suma:

sumas = Sumas—+a-by_o-2% =
= sumag + b,_o-2%- (al-2”_1+a2-2”_2+...+an_1~21—i—an-20) =
(5.24)
= sumas+2*- (a1 2"+ ay 2" P4+ 4 a2 +a,-2°),  (5.25)

de nuevo podemos comprobar que la expresién (5.25) es la expresion (5.21) por 22 = 4.
Con el resto de puertas sucede lo mismo, de tal manera que al llegar al bloque controlado
por el qubit mds significativo, es decir, |b; ), este debe implementar la suma:

suma, = Suma, 1+a-by 2"t =
SUMAp_1 + bpy - 271 (al ol "2 a2 4 ay, 2{05)2-6)
= suma,_; + 2" - (a1 a2 a2 Fay, 20) , (5.27)

que es la suma que implementa el bloque controlado por el bit menos significativo multi-
plicada por 2" 1.
Al final del circuito obtendremos el siguiente resultado:

Ota- by 24a - byy--2"+. a-b-20=04a) by---2"" (5.28)
h=1

Tras aplicar la QFT y los bloques sumadores, el resultado sera:
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’01> N i (|0> + 627ri0.cp2(a1-b1+cp3)(a1-b2+a2-b1+cp4)...(an,l-bn+an-bn,1+cp2n)(an-bn)|1>) .
2 )
’02> N i (|0> + €2m’0.(a1-b1+cp3)(al.b2+a2.b1+cp4)...(an—l.bn+an.bn_1+cp2n)(an~bn)’1>> :
2
|03> SN i (|0> + 627ri0-(a1'b2+a2'b1+cp4)---(anfl'bn"!‘an'bnfl'i‘cpgn)(an'bn)|1>) .
2 )

|02n_1> — (|0> + 627ri0-(an71'bn"!‘an'bnfl“!‘chn)(an'bn)

1);

1)), (5.29)

Hg|H
[(\)

|02n> O (|0> _|_627F’i0~(lln'bn)

&

donde ¢, es la llevada de la suma en el término situado inmediatamente a la derecha.
Realizando al QFT ! se recuperaria el resultado de multiplicar a y b. En las siguientes
secciones veremos como construir cada bloque sumador.

5.3. Bloque Sumador

Hemos visto en la imagen 5.2 que el esquema general del multiplicador QFT estd com-
puesto por varios bloques 2"~" ", que representan los bloques sumadores ponderados por
el peso 2"~" donde h se corresponde con el indice del qubit de control del bloque. Estos
bloques sumadores estdn compuestos por varias puertas de rotacion de fase controladas
por |ai),|as), ..., |a,). El objetivo es implementar estos bloques de tal manera que reali-
cen la operacioén

O4+a;-2"'+ay-2"2%24.. . +aqa, -2°=

=0+ a;-2"7 (5.30)
j=1

Las puertas de rotacion de fase deben estar disefiadas de tal manera que al aplicarlas
sobre |¢(0)) obtengamos el siguiente resultado:

2n
1 T .on—j
|0) — o Z o3n (aj-2 J+0)~k|k>
k=1

pero como sabemos, k = ky - 22"  ky - 22772 4+ E,2°, por lo que la expresion
anterior se puede reescribir como:

: (5.31)

27e

0y — — Z622"“j'2"_j(521’“5'22"_8>\k>, (5.32)
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Asi que emplearemos las puertas de rotacion de fase:

Ry = by i 5.33
Pero en este esquema cada bloque sumador estd controlado, a su vez, por |by), . . ., |by).

Esto implica que las puertas de rotacion cuentan en realidad con dos controles, en lugar
de con un control como hemos visto hasta ahora. Las puertas con multiples controles solo
actuan sobre el qubit objetivo si todos los qubits de control son 1. En el caso que nos ocu-
pa, estas puertas estardn controladas por los pares (|a1), |b;)), (|az), |b;), ..., (la.),|b;))
respectivamente. Las puertas solo actuaran sobre el qubit objetivo si |a;) = |b;) = |1). Si
representamos esto mediante una tabla de verdad:

laz) 1bw) | la;)|bn)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla 5.1: Producto de dos qubits.

vemos que la puerta estard controlada por el resultado de multiplicar los qubits |a;) y
|br). El efecto sobre el qubit objetivo sera

2n —s
\/ﬁz A T )|k>, (5.34)

Por tanto, para recuperar el producto tendremos que introducir una fase a |¢5(0)) con-
trolada por a; y by, del tipo:

gﬂiajbh.ks.z‘ln—]'—h—s i by ko 02— —h—s 2mia;-bp ks
e I — p2mia; by ks: — 627+S+h 2n (5.35)

Teniendo en cuenta que las puertas de rotacion de fase, definidas por la expresion
(5.33), introducen una fase del tipo e%, las puertas que emplearemos vendran dadas por
Ry = Rjisynon-

Veamos ahora como construir los bloques. Para ello comenzamos explicando como se
construye el bloque 2° >, es decir, el bloque controlado por el bit menos significativo,
b,,. Llamaremos a este bloque sumador bésico, pues todos los demds se pueden obtener a
partir de este bloque.

Calculamos primero las puertas controladas por a;. La puerta que actiie sobre k; de-
bemos obtener la expresion

1 T
- emmm kL1 (5.36)

A /22n

1 Mm~2"’1bn~20k1-22"’1 |k>

22 62271
A/ n

sk |y

o A /22n
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|bn) ’ |b1)
) I )
az) | L Jaz)
El .. I
ap) * * = |an
an) ’ ~ Jan)
020(0)) | R | Ron ‘|R2n I = |dan(a - b))
| |
|¢2n71(0)> : I Ry | Rign fj Ran : |¢2n71(a : b)>
| |
] |
[62(0)) 5 Ry | Ran || By I 2(a b))
| |
|
|61(0)) 1 Ry | Ry | Ry} |¢1(a- b))
Lo ________—_—-—_———C ]
Figura 5.2: Bloque sumador bdsico.
donde j = s =1y h = n. Ry, debe ser:
1 0
Ry = Rjysin2n = Rap = 0 e | (5.37)
Sobre k9, debe actuar una puerta controlada por a; que dé como resultado:
L s, k) = L sz 2|y, (5.38)
\/22n \/92n
donde j = 1, s = 2y h = n. La puerta de rotacién de fase sera:
1 0
Ry, = Rj+s+h—2n = R3_p, = 0 ezgii" . (5.39)
Y asi sucesivamente, de tal manera que en k,,, debe actuar la puerta
1 0
Ry =Rjisinon=Riyn = 0 e (5.40)
ya que en este caso j = 1, s = 2n y h = n. El resultado sera:
! e2J+S s arbn: kQ"\k‘) 1 621+”a1 bn kQ”]k) (5.41)
v/ 22n \/22n ’

Procedemos de igual manera para calcular las puertas de rotacion de fase controladas
por ay. Como Rjisyn—2n = Rojsyn—2n = Roys—n, las puertas tienen que ser:

Rsi1_,, = R3_, que actda sobre k.

Ryyo ,, = R4, que actda sobre k.
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Royo0nn = Royy, que actda sobre ko,

Y seguimos el mismo procedimiento hasta llegar a a,,. Las puertas controladas por a,,
serdn:

R, +1-» = Ry que actda sobre k.

R, .2, = Ry que actda sobre k.

R, .on_n = Ra, que actia sobre ko,

El bloque sumador basico se muestra en la figura 5.2. Puede suceder que j + s + h —
2n > 0. En ese caso, la fase que tendremos ser4 del tipo e22" ™"~ "i_ Eg decir, tendremos
una fase muiltiplo de e2™ = 1, por lo que la puerta que actuara sobre el qubit en realidad
serd la matriz / y no tendra ningun efecto sobre el qubit. A efectos précticos, esta puerta
no se implementaria.

A continuacién se construye el bloque sumador 2' >, que es el controlado por el
segundo bit de b menos significativo, b, 1, por lo que h = n — 1. Este bloque debe
implementar la suma:

2n
27r1 Lgn— ]bn 1 21(2 ks.22n—s

anZ By, (5.42)

es decir, se implementa la misma suma que en el bloque controlado por el bit menos
significativo, multiplicando las fases por 2. Por tanto, la expresion anterior es equivalente
a:

1 & eyﬁ%%'bn—r&%l ks~22”*5>

A /22n P

Y las puertas ha utilizar serdn del tipo R, = R;s_,—1. Por el mismo motivo, el tercer
bloque, controlado por b,,_9, debe realizar una suma equivalente a multiplicar la fase de
la suma que debe ejecutar el sumador basico por el término 22. Por tanto, las puertas que
habra que utilizar para implementar el sumador serdn del tipo Ry = Rjisi(n-2)-2n =
Rjis_n—2. El cuarto bloque debera emplear puertas R, = R;;,_,—3 y asi sucesivamente
hasta llegar al n-€ésimo bloque, que se construird con puertas 2, = R s on41

0) =

k). (5.43)

5.3.1. Ejemplo

Vamos a construir un multiplicador que realice la operacion a - b. Suponemos que la
expansion binaria de a y b estd compuesta de n = 2 digitos. Sumaremos dos términos:

by 2°(a1-2'+az-2°) y (5.44)
by 2" (a1-2" +ay-2). (5.45)
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El multiplicador se muestra en la figura 5.3. El primer paso es realizar la QFT de
tamafio 2n del estado |0), es decir, de los 2n qubits 0 con los que se construye el estado |0),
con los circuitos cudnticos descritos en los capitulos 2 y 4. Como sabemos esos esquemas
realizan la transformacion:

0) — LQ (]O> n 627ri(2%+2%+2%+2%)|1>> _ % (|0> i 627ri0.0000|1>) :
05) — % <’0> 4 ezwi(;+ﬁ+23)‘1>) _ % (\O) + ezm'o.ooo|1>) :
1 2mi( L +% 1 27i0.00
0) = — (10 + ) ) = =5 [0+ o)
1 2mi( 5 _ 1 27i0.0 .
o) = = (10 + e )1y = -5 (10 +2m00)); (5.46)

Posteriormente utilizamos puertas swap, que intercambian el estado entre dos qubits,
para ordenar la salida. El resultado que obtenemos es:

0) - i2<10>+e2’”(201>|1>)=i2(\0>+62”°'°|1>);

02) - i2<io>+62m(°1+2%)\1>):%(\owe%m-myn);
o)~ = (10} + 2 )) = o (o) + 00
00) — %(yo>+e2m<£+2%+2%+£4)|1>):%(|o>+e2m°~0000|1>);

(5.47)

Ahora construimos el primer sumador, controlado por b, que es el bit de b menos
significativo. Sobre £, = 0; actuan las puertas I2; | ,_,,, que se muestran en la tabla 5.2.

Rotaciones de fase que componen el sumador basico

ay 5]
k1 =0, Rij1-2 =Ry Rop1 9o =Ry
ky = 0, Rijo 9o =Ry Roto 9 =Ry
ks = 03 Rit3_0 =Ry Roy3_ o= R3
ky = 0,4 Rij40=R3 Rops o= Ry

Tabla 5.2: Puertas de rotacion de fase que constituyen el sumador bésico.

Como vemos en la tabla, el bit a; controla una puerta de rotaciéon de fase sobre k;
dada por R,. Esta puerta introduce la fase €™ = 1. Por tanto no realiza ningdin cambio
sobre el qubit y en la prictica esta puerta no se llega a aplicar. El resultado de aplicar estas
puertas es:
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|02)

103)

|04)

|O> + 6271'1(1 ai- b2++a72b2)|1>> _
|0> _|_ 627ri0.(a2~b2)|1>) ’

0> + 627_”(04»0,1 b2+0+a2 b2)‘1>>

’0> =+ 627ri0.(a1~b2)(a2~b2)|1>) ;

0+aq-bo +0+a2 by

0) 4 oemi(gr 27)|1>> —

|0> _'_ 6271'1'0‘0((11-{)2)(0,2'62)’1>) 7

2 2

0)+e

(
(
(
(
(
(
(
(

|0> =+ eQTriU.OO(a1-b2)(a2~b2)|1>) :

S S-Sl =Sl - S-S S-S

2ﬂi(%+%+70+a1 b2 +0+a2 b2 ) ‘ 1))

(5.48)

Una vez construido el bloque basico, pasamos a disefiar el segundo bloque sumador,
controlado por b;. Este se construye multiplicando las fases que introducen las puertas de
rotacion de fase por un término 2! = 2, lo que supone que las puertas a utilizar vienen da-
das por R;s_,—1. Las puertas con las que se debe implementar el sumador se encuentran

en la tabla 5.3.

Rotaciones de fase que componen el segundo sumador

a1 a2
ki =04 Rij1-0-1 =R, Roy1-0-1= Ry
ko = 0, Rijoa-1= Ry Royo o1 =Ry
ks = 03 Riys 01 =R Roys 01 =Ry
ky = 04 Rijy91=Ry Roys o 1= Rs

Tabla 5.3: Puertas de rotacion de fase que constituyen el sumador controlado por b;.

Como sucedia en el sumador basico, sobre k; actdan dos puertas R_; y Ry, que in-
troducen las fases €*™% = 1y 2™ = 1. Como estas puertas en realidad no hacen
evolucionar el estado del qubit, no se implementan en la prictica. El resultado de aplicar
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|b1)
|b2) '
|CL1> = = —T_ _______ T T T
| . L1 . |
|az) | I T I |
|64(0)) H Rs H Ry : H Ry H Rs :
| [ |
|¢3(0)) : Ry [ Ry | : : | Ry R, :
| ;o |
[02(0)) ¢ EsEA — )
| |
| - |
Lo g
Figura 5.3: Multiplicador de dos nimeros a y b de n = 2 bits.
estas puertas sera:
]_ 2 2
01) — ﬁ (|O e2mi(Zarbit-(arbatay b+ =5E2 S )|1>)
1 T ag P
— E (|O 2 i0.(az-b2) H))
1 ay-byta a
|02> - ﬁ <|O 27Tz 1a1 b1+0+ 1b22+2b1+0+2b2)|1>> =
1
— - |O 27TZO (ll -bo+as- b1+cp4)(a2 bg ’1>)
Nk
0 o (jo)  exm(Eg g ) )
3 e =
V2
1
- |O 271'10 (ar- b1+cp5)(a1 -ba+az-b1+cp, ) (az-b2) ‘1>)
5
1 0 O+a1 by O0+aq- b2+a2 b1 0+a2 by
|04) — — <|0 27” T 22 T BT ) 1>) —
V2
_ 1 (lO 27i0-cpy (a1-b1+cpy)(a1-ba+az-bi4cp, ) (az- b2)|1>) (5.49)
2
Tras realizar la QFT inversa, el resultado que debemos recuperar es c¢,,, (a; - by +

cps)’(a’

1obetax-bi+c,)y(a

realizando la multiplicacion manualmente:

ai a2
Xb1 b2
aj - by ag - by
+ay-b as-by

Cpy CL1'b1+Cp3 (Il'bz+a2'bl+cp4 CLQ'bQ

2 - by). Veamos cual es el resultado que obtendriamos

(5.50)

|b1)

|02)
|as)

|az)

|¢a(a - b))
|#3(a - b))
|#a(a - b))
|61(a - b))
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Es decir, que el resultado obtenido con el multiplicador QFT es el mismo que obtene-
mos haciendo la multiplicacién manualmente.

5.4. Numero de Puertas

Calculemos ahora el numero de puertas necesarias para implementar el multiplicador.
Cada bloque sumador consta de 2n - n = 2n? puertas, de las cuales ya sabemos que
algunas en realidad no realizan ningtin cambio sobre el qubit en el que actian, por lo que
en realidad sobran. La cuestion es calcular cuantas puertas no se utilizan en cada sumador,
para lo cual vamos a comenzar calculando las puertas que sobran en el sumador basico.

En el primer qubit del sumador bésico se implementan n puertas de las cuales n — 1
no realizan ninguna accién. Sobre el segundo qubit, son n — 2 los qubits que sobran.
Asi sucesivamente hasta llegar al qubit n — 1 en el que sobra una puerta. En total, el
nimero de puertas que no realizan ninguna accion es:

(n—1)+(n—2)+...+1:w. (5.51)

Pasemos al segundo sumador, el controlado por el segundo bit menos significativo.
Sobre el primer qubit de dicho sumador se implementan n puertas y ninguna de ellas
realiza accidn alguna sobre el qubit, por lo que sobran n puertas. Sobre el segundo qubit
actian n puertas de las cuales n — 1 dejan al qubit sin alterar, sobre el tercer qubit son
n — 1 puertas las que no realizan ninguna accién y asi sucesivamente hasta llegar al qubit
n, en el que sobra una puerta. El nimero de puertas que sobran en el segundo bloque es:

n+(n—1)+(n—2)+...+1:@. (5.52)

En el tercer bloque se repite la misma dindmica. Sobre el primer y segundo qubits
se implementan n puertas respectivamente de las cuales ninguna opera sobre el qubit. A
partir del tercer qubit son n — 1 las puertas que no actian sobre el mismo, en el cuarto son
n — 2y asi sucesivamente hasta llegar al qubit n + 1 en el que sobra una puerta. En total:

n+(n—1)+(n—2)+...+1:2n+w.

El proceso se repite en todos los bloques. El nimero total de puertas que sobra sera:

(5.53)

n@+n+2n+...+(n—l)n =
2(m
= w—l—n(leQ—i-...—i-(n—l)):
n*in—1) nn—-1)
> T2~
= n*(n—1). (5.54)
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Con lo que el nimero de puertas necesarias para implementar los n bloques sumadores
sera:

n-2n® —n*(n—1)=2n° —n®+n*=n+n=n’*n+1). (5.55)

Mientras que el nimero de puertas necesarias para implementar la QFT viene dado
por:

2n(2n — 1)
2

Por tanto, para realizar la QFT y la QFT inversa emplearemos 2n(2n + 1) puertas. En
total necesitamos n%(n + 1) + 2n(2n + 1) = n3 + 5n? + 2n puertas.

El nimero de puertas es mayor que el nimero de puertas empleado en el multiplicador
propuesto por Vedral en [VBE96]. Este multiplicador sigue la misma filosofia de imple-
mentar n sumas controladas por diferentes bits de b. El nimero de puertas empleadas en
cada bloque es del orden de n, por lo que el nimero total serd del orden de n?. Por otra
parte, el esquema de Vedral implementa en realidad la multiplicacion médulo N por lo
que en realidad no es justo comparar ambos esquemas. Sin embargo, podemos hacer que
nuestro multiplicador calcule la multiplicacién médulo 2" haciendo la QFT de n qubits
|0), es decir, sin afiadir los n qubits 0 auxiliares que hemos empleado en el esquema. El
resto del circuito se mantiene, es decir, se realizan n sumas mediante n bloques sumadores
compuestos por puertas de rotacion de fase R s p—2n.

En este caso es mds sencillo calcular directamente el nimero de puertas que utiliza
cada bloque sumador, en lugar de calcular las puertas que sobrar y restarlas del nimero
total de puertas que se implementan.

El bloque sumador controlado por el bit més significativo, b;, hace uso de una puerta.
El sumador controlado por el segundo bit mds significativo hace uso de 1 42 = 3 puertas.
El sumador controlado por el tercer bit més significativo, b3, hace usode 1 +2 + 3 = 6
puertas. Como vemos, En cada bloque se hace uso de 1 + 2 + ... + h puertas, es decir:

2n + =n2n+1). (5.56)

h(h+1)
5
Por tanto, el nimero total de puertas empleadas para construir los sumadores es:

1+24...+h= (5.57)

zn: h(h2—i— 1) _ n(n + 1é(n + 2)‘ (5.58)

h=1

Ademads ahora hacemos la QFT y la QFT inversa de n qubits, lo que supone un total
de puertas dado por:

-1
2 (n + %) = n(n+1). (5.59)
Por lo que el nimero total de puertas para implementar el multiplicador sera:
n(n+1)(n+2) n+8
n(n+1)+ 5 =n(n+1) 5 (5.60)
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Comparemos el esquema con el multiplicador de Vedral. El esquema estd compuesto
por n sumadores modulo N = 2". Cada uno de estos sumadores modulo N estd a su
vez compuesto por tres bloques sumadores y dos bloques restadores. Primero se aplica un
bloque sumador que realiza la operacion a + b. Posteriormente se aplica un restador que
realiza la operacion a+b— N. El resultado se almacena en un qubit auxiliar. Por dltimo se
aplican un sumador, un restador y otro sumador que restituyen el valor del qubit auxiliar
y que dan como resultado @ + b mod N. Los bloques restadores son bloques sumadores
colocados en orden inverso. Cada bloque sumador utiliza 8(n — 1) + 6 puertas, por lo que
un bloque sumador médulo N estd compuesto por el siguiente nimero de puertas:

5(8(n — 1) + 6) = 40(n — 1) + 30. (5.61)

Y utilizan 4n + 1 qubits para realizar la operacion, de los cuales 4n se utilizan para
representara, b, N y la llevada y el dltimo se emplea como qubit auxiliar.

El multiplicador médulo N consta de n bloques sumadores médulo N controlados
por by, ...,b, y por un qubit auxiliar, con el objetivo de disefar un bloque multiplicador
controlado. Es decir, cada sumador cuenta con dos controles, pero eso no afecta a la com-
paracion que estamos realizando, pues el nimero de puertas que componen el circuito y
nosotros podriamos hacer que nuestras puertas, que estan controladas por dos qubits, pa-
sasen a estar controladas por tres qubits. Por tanto emplea el siguiente nimero de puertas:

40n(n — 1) + 30n. (5.62)

Empleando para ello 5n + 2 qubits, de los cuales 4n 4 1 se emplean en las sumas
modulares y se afiaden otros n qubits para el producto y un qubit auxiliar. Para que el
multiplicador modular QFT emplee menos puertas que el multiplicador de Vedral, se debe
cumplir que:

8
n(n + 1)n+

—40n(n —1) —30n < 0. (5.63)

Esta ecuacion sélo tiene tres soluciones, n = 0, n = 0.2 y n = 230.7053. Es decir,
para n < 230 el multiplicador modular QFT emplea menos puertas que el multiplicador
de Vedral, mientras que para n > 231 es el multiplicador de Vedral el que emplea menos
puertas, como se muestra en la figura 5.4. Sin embargo, siempre requerird menos qubits
el multiplicador modular QFT.
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wq0°  Fuertas empleadas para construir el multiplicador modular

7L Multiplicador QFT )
— Multiplicador Wedral

E - .

5 - u

Murmero de bits
(8]
T

1 1 1
50 100 150 200 250
Mdmero de puertas

Figura 5.4: Numero de puertas empleadas por el multiplicador modular QFT y el multi-
plicador propuesto en [VBE96].
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Conclusiones

En este proyecto hemos trabajado en la implementaciéon de operaciones aritméticas
basicas con puertas cudnticas. El motivo es que existen operaciones aritméticas necesarias
para la computacion cuyo algoritmo clasico no se puede trasladar directamente al dominio
cudntico, generalmente debido a que las operaciones 1dgicas que los componen no son
operaciones vélidas en computacion cudntica.

Hemos comenzado revisando la bibliografia relacionada con los esquemas cudnticos
que implementan operaciones aritméticas, centraindonos en sobre todo en los esquemas de
suma y multiplicacién. Hemos comprobado que la mayoria de los sumadores cudnticos
propuestos se basan en el esquema clésico, en tanto que realizan la suma bit a bit utilizando
bloques que emulan las operaciones AND y OR con los que se construyen los sumadores
clasicos.

Sin embargo existe un esquema que emplea una aproximacion distinta y utiliza un al-
goritmo cudntico que realiza la operacion equivalente a la transformada discreta de Fou-
rier, la llamada transformada cudntica de Fourier, para construir un sumador cudntico. Es
lo que a lo largo del trabajo hemos llamado sumador QFT y fue propuesto por Thomas
Draper en [Dra00].

El esquema suma dos nimeros a y b. Para ello, se preparan dos estados |a) y |b)
compuestos por n qubits cada uno de tal manera que |a) = |a1) ® ... ® |a,) y |b) =
|b1) ®...® |b,). Por otra parte, ay, . ..,a,y by, ...,b, componen la expansién binaria de
los nimeros a y b respectivamente. Posteriormente realiza la QFT de |a), codificandolo
como desfases entre los términos que conforman la QFT de |a), que llamaremos |¢(a)).
Por ultimo, aplicamos rotadores de fase controlados por |b). Estos rotadores multiplican

27ib
ok

|¢(a)) por una fase del tipo e * . El resultado es que las fases de los términos son del

X 27i(a+b)k . . . .
tipoe 2, sumando los nimeros a + b. Posteriormente se realiza la QFT inversa y se

recupera a + b.

Este esquema realiza la suma médulo N, donde N = 2". Ademds no se discute nin-
guna ampliacién para sumar £ nimeros ni como trabajar con niimeros con signo. Por
tanto, en este trabajo hemos propuesto extensiones al esquema que den respuesta a estos
aspectos.

En primer lugar proponemos una extension del esquema para sumar £ nimeros. Este
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esquema realizaria la QFT unicamente de uno de los estados, y sumaria los demaés utili-
zando puertas de rotacion de fase con los indices empleados en el sumador QFT de dos
numeros.

Como ya hemos dicho, el esquema realiza la suma médulo N, pero se podria realizar
la suma afiadiendo qubits para almacenar la llevada. Pero hay que determinar cuantos
qubits se necesita afiadir al esquema para evitar desbordamientos y recuperar la suma con
llevada.

Si sumamos dos nimeros de tamafio n, bastard con afadir un qubit mds, que serda un
qubit 0. Hacemos la QFT de |0aj . . . a,) y sumamos el otro nimero utilizando puertas de
rotacion de fase que vendran dadas por:

R = 1 0] [T 0O 6.1
=y ] = o o) oD
Dado que el tamaiio del resultado de la suma serd de n + 1 qubits, estaremos haciendo la
suma médulo 2" = 2N El nimero total de qubits que necesita el esquema para realizar
la suma con llevada de dos nimeros de tamafio n serd 2n + 1.

En caso de sumar k& ndmeros de tamaifio n, el tamaifio del resultado final vendra dado
por

loga(k - 2") = loga(k) + log2(2") = loga (k) + n, (6.2)

por lo que tendremos que afiadir log, (k) qubits para habilitar espacio para la llevada. El
esquema realizar4 la suma médulo 27°92(*) y empleara para ello 2n + logs (k) qubits.

Si sumamos dos nimeros de tamafos m y n con n # m, el resultado tendra el tamafio
max(m,n) + 1. Asi que tendremos que afiadir un qubit 0 al nimero de mayor tamaifio, y
realizar la QFT de |0a). El sumador realizar4 la suma médulo 2me*(™™)+1 y empleara para
ello n + m + 1 qubits.

Hemos extendido el esquema para realizar la media y la suma ponderada. Se pueden
realizar estas operaciones gracias a que podemos disefiar las puertas de rotacion de fase
controladas para que introduzcan el desfase que deseemos. Por tanto pueden introducir

un desfase del tipo e o con las que se puede disefiar un circuito que calcule la media.
También se puede disefiar una puerta que introduzca un desfase del tipo 627;7?1. Con este
desfase se obtiene la suma ponderada.

Por ultimo hemos discutido la representacion de nimeros con signo. Creemos que la
representacion signo-magnitud es la que mds se adecua para trabajar con el sumador QFT
por su simplicidad y por ser la codificacion natural. Pero si queremos operar con niimeros
con signo es necesario emplear el esquema extendido de suma con llevada, pues con el
sumador QFT original se podria dar el caso de que se perdiera la informacién de signo

por desbordamiento.

6.1. Multiplicador

Tomando como punto de partida el sumador QFT, se propone un circuito cudntico que
realiza la multiplicacién de dos ndmeros a y b. El circuito realiza la QFT de 2n qubits 0
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que dan como resultado |¢1(0)),. . ., |$2,(0)). De esta manera establecemos que el tamaio
del resultado de multiplicar dos nimeros de n bits sea 2n.

En el siguiente paso, el circuito realiza n sumas by, - 27" - Z’;:l a;j - 2", donde n es
el nimero de digitos que componen la expansion binaria de a y 0. Para realizar la suma
emplearemos n bloques sumadores.

Definiremos un bloque basico que estard controlado por el qubit de b menos signifi-
cativo, |b,). Este bloque estard compuesto por puertas de rotacion de fase controladass
por |a1), ..., |a,), de tal manera que las puertas de rotacion que actiian sobre cada qubit
|¢5(0)) estan definidas por R = R; s ,, donde

Ry = F 97r:| . (6.3)

0 e2k

Puesto que el bloque estara controlado por |b,,) solo funcionara si b, = 1. Por otra
parte, cada rotacion de fase solo afectara a la fase del qubit sobre el que actia si a; = 1,
siendo |a;) el qubit que lo controla. Por tanto, cada rotacién funcionard si b, - a; = 1.

Los siguientes bloques sumadores se construyen a partir del bloque basico. Para ello
hay que multiplicar cada fase introducida por 2"~" siendo h el indice del qubit |by,) que
controla al bloque sumador. El resultado final es el producto a-b, implementado realizando
n sumas médulo 227,

Este esquema se puede modificar para realizar la multiplicacion médulo N = 2". Bas-
ta con realizar la QFT de n qubits 0 en lugar de utilizar 2n qubits auxiliares. Comparando
el esquema con el multiplicador de Vedral [VBE96], el multiplicador modular QFT em-
plea menos puertas siempre que n < 230 y requiere menos qubits, 3n por los 5n + 2 que
utiliza el esquema de Vedral.

6.2. Lineas Futuras

En este trabajo hemos trabajado sobre operaciones aritméticas basicas realizadas con
circuitos cudnticos. Hemos trabajado sobre la base del sumador QFT para proponer es-
quemas que sumen A ndmeros, que calculen la llevada y que realicen la media y la su-
ma ponderada y posteriormente hemos propuesto un multiplicador basado en el sumador
QFT. Pero no hemos discutido algunos aspectos como la complejidad de estos circuitos
ni hemos estudiado si se pueden aplicar técnicas que permitan reducir el nimero de ope-
raciones necesarias para implementar dichos circuitos. Estos aspectos se podrian estudiar
en trabajos futuros.
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